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SF Jp Er H asa rH 21 世纪 走 去 的 时 候 , 一 部 巨 堵 一 一 (数学 酬 海 ) 将 要 面世 了 .。 这 
是 我 国 200 余 所 口 等 院 校 、 科 人 研 机 构 ， 数 以 和 干 计 的 数学 家 、 数 学 工作 者 共同 劳动 的 结晶 ， 
wee PE RU] AR CY A BRS 

还 是 在 本 世纪 同上 一 世纪 交接 的 1900 E, AARRE 23 SECA AVE IIA 31 
新 的 礼物 , 高瞻远瞩 地 指引 着 20 世纪 数学 发 展 的 若干 重要 进程 。 如今，20 世纪 的 帷幕 行 
将 落下 ,我们 惊喜 地 看 到 , 在 这 百年 间 , 数学 已 经 发 生 了 多 人 么 巨大 的 变化 ! 人 们 对 数学 的 
认识 更 六 刻 了 ， 数 学 的 分 支 更 多 了， 数学 的 广度 和 深度 ， 都 还 远 超出 了 本 世纪 初 的 预料 。 
寞 军 突起 的 新 科学 和 新 技术 ,诸如 计算 机 科学 、 航 天 技术 、 生 命 工 程 、 数 字 通 信 以 及 新 能 
关 的 开发 、 狐 材料 的 应 用 等 ， 无 不 需要 数学 ， 社 会 村 学 和 人 文科 学 的 经 济 、 教 育 、 语 言 、 
考古 等 领域 , 也 开始 与 数学 结 下 不 解 乙 绿 . 所 有 这 些 学 村 在 同 数学 索取 的 同时 , 也 都 在 某 
AES eS. ME CARR KAA MT ZS AS. Bee BANA 
言 , 又 是 人 类 社会 生活 中 各 种 关系 的 高 度 概 括 。 数学 在 现实 世 究 中 获取 模型 , AX T EG 
的 外 延 ,同时 展现 了 新 的 内 泣 、 新 的 抽象 。 如果 说 古 希 腊 和 古代 中 国 的 数学 只 是 交 涓 细 流 ， 
那么 ， 今 天 之 数学 已 经 汇 成 了 波 流 浸 灌 的 长 江 大 河 。 

一 个 人 可 以 学 贯 中 西 , 但 无 法 懂得 现代 数学 的 方方面面 , 向 社 会 变 章 的 进程 和 新 技术 
的 浪潮 却 迫 使 人 们 学 习 和 应 用 更 多 的 数学 。 解决 这 个 矛盾 的 办 法 之 一 , 目 然 是 编纂 一 部 大 
型 的 数学 工具 书 。《 数 学 酬 海 ; 下 是 在 这 样 的 时 代 需 求 背景 乙 下 应 运 而 生 的 .有 了 这 种 巨大 
的 推动 力量 , 它 才 能 克服 种 种 艰难 曲折 , 从 第 一 页 往 纸 , 发 展 成 为 我 们 所 见 到 的 这 部 列 有 
一 格 的 码 芒 巨制 « 

为 什么 这 本 书 能 使 作者 们 激动 , 愿意 竭诚 为 之 构筑 , 又 能 吸引 读者 ,使 乙 企 足 而 待 呢 ? 
这 是 由 于 数学 目 身 的 地 位 和 价值 ， 它 在 实践 中 的 巨大 作用 和 目 身 的 美 。 

数学 首先 是 人 们 生活 和 生产 的 工具 ,马克思 非常 赞同 康德 的 这 样 一 句 话 :“ 一 门 科 学 ， 
只 有 当 它 成 功 地 应 用 数学 时 ， 才 算 达 到 了 完善 的 地 步 。” 事 实 上 ， 数 学 被 使 用 的 程度 ， 往 
往 反映 了 一 个 国家 、 一 个 民族 的 科学 进步 和 经 济 发 展 水 平 。 很 难 设想 , 在 一 个 低 技术 的 国 
家 ， 会 产生 高 深 的 数学 ， 而 高 技术 的 社会 形态 ， 必 有 与 之 相 适 应 的 数学 水 平 。 毫 无 疑问 ， 
在 科学 技术 发 速 发 展 的 当今 世 窍 ， 对 数学 的 需求 将 与 日 俱 增 。 

其 次 ， 数 学 又 是 一 种 文化 形态 。 百 往 今 来 , 人们 在 数学 这 块 还 土 上 耕耘 ， 收 犹 了 许多 
IR. RAEN, ASE -BEMAW Fie, ARS SAAC. 一般 人 部 会 欣 
TUR Ai, 当 一 个 人 员 要 具有 基础 的 数学 知识 , 同和 桩 可 以 对 一 道 经 典 的 数学 名 题 和 某 
个 优美 的 解法 叹为观止 。 人 们 还 概括 了 大 量 实际 模型 的 抽象 数学 , ISUÉ SE ie. 以 得 出 


系统 的 理论 , AMASE ZITA ES. BSA PH Te) A AN RE PE BY es ABL 
括 性 . 正 是 由 于 概括 , 数学 形成 了 包含 名 个 学 科 的 优美 结构 。 数 学 的 发 展 推动 了 目 然 结构 
观 的 发 展 ， 它 有 力 地 带动 了 其 他 学 科 ， 大 大 加 速 了 人 奖 文 明史 的 进程 。 

数学 的 作用 ， 还 在 于 它 有 着 独特 的 培育 人 的 功能 。 数 学 是 每 个 人 必须 学 习 的 基础 学 
科 。 从 小 学 到 中 学 ， 数 学 的 学 时 最 多 , 除了 因为 数学 是 一 切 科 学 的 基础 和 工具 之 外 , BA 
为 数学 有 着 独特 的 思维 教育 和 智力 开发 的 作用 ,数学 的 高 度 抽象 、 遵 从 带 辑 规则 和 不 断 创 
狐 的 特征 ,集中 和 而 突出 地 表现 了 人 类 思维 的 概括 性 、 逻 辑 性 和 探索 性 。 所 以 ,学习 数 学 对 
人 才 的 培养 是 一 种 基本 的 思维 训练 ， 被 称 为 “思想 的 体操 ”。 

为 了 全 面 地 反映 十 今 中 外 的 数学 成 果 、 体现 数学 的 多 种 功能 , 本 书 既 兼 顾 传 统 数 学 和 
现代 数学 ， 又 兼顾 抽象 的 基础 数学 和 具体 的 应 用 数学 。 芳 虑 到 广大 数学 教育 工作 者 的 需 
求 ， 本 书 还 将 初等 数学 和 高 等 数学 相对 地 进行 了 划分 ， 并 按 习 惯 将 某 些 分 支 学 科 集 中 列 
卷 ， 此 外 还 编纂 了 包含 数学 史 与 数学 教育 等 分 支 学 科 的 专 卷 ， 也 系统 地 介绍 了 中 国 的 十 
£L. 这 样 编纂 的 (数学 酬 海 ;将 会 充分 地 显示 数学 的 工具 意义 、 文 化 意义 和 教育 意义 。 愿 这 
部 国人 目 编 的 4 数学 辞海 ) 既 能 为 国家 经 济 建设 服务 ， 又 能 在 民族 文化 建设 中 起 到 应 有 的 
作用 。 

《数学 辞海 ) 是 改革 开放 的 产物 , 又 将 为 改革 开放 服务 。 人 们 或 许 疫 有 想到 , ARES 
竟 出 目 民 录 的 编写 组 织 。 编 纂 者 来 目 大 江 责 北 、 长 城内 外 、 海 峡 两 岸 ,在 历时 10 余年 间 ， 
数 百 所 大 专 院 校 、 科 研 机 构 的 干 余 名 专家 学 者 日 夜 伴 施 、 目 愿 奉献 ,在 4 数学 酬 海 ) 中 编织 
着 目 己 的 理想 和 愿望 。 社 会 各 寞 积极 赞助 , 有 识 之 士 慷慨 捐赠 , 海外 同胞 亦 纷纷 来 电 来 虽 
表示 支持 ,用 他 们 的 心意 泻 染 着 文化 建设 的 宏图 ,在 这 个 民办 写作 团体 中 ,人 们 互相 信任 、 
互相 支持 、 互 相 勉 励 ， 充 满 了 成 就 事业 的 认同 感 、 紧 迫 感 。 这 一 写作 经 验 也 清楚 地 说 明 : 
在 共同 的 愿望 下 , 民 东 科研 也 是 一 条 坦途 . 这 是 4 数学 辞海 ;编写 过 程 中 给 我 们 的 一 个 十 分 
有 益 的 局 示 。 

像 一 切 事 物 一 样 ,《 数 学 辞海 》 还 不 会 达到 绝对 完善 的 境界 。 相 反 , 这 部 反映 浩如烟海 
的 数学 知识 , 动员 了 如 此 巨大 力量 和 而 编纂 的 大 型 著作 , 首次 面世 时 , 一定 会 有 许多 不 足 之 
处 ,例如 整体 结构 、 条 日 收集 、 词 义 诠释 、 词 类 归属 等 ,都 还 会 有 需要 进一步 推 设 、 两 梭 
的 地 方 。 数 学 是 极为 严谨 的 科学 ,《 数 学 辞海 ) 必 将 在 众多 专家 的 严谨 尺度 之 下 , 逐 版 改进 。 
我 们 今天 为 之 高 兴 的 是 , 将 来 可 能 成 为 传世 之 作 的 《数学 醉 海 沁 有 了 民 好 的 秩 形 , RINE 
备 将 它 作为 迎接 新 世纪 的 礼物 ， 奉 献 给 关心 它 、 需 要 它 的 广大 读者 。 
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1. 全 书包 括 数学 科学 的 100 余 个 分 支 学 科 或 专题 项 目 , 按照 从 初等 数学 到 高 等 数学 ， 从 古典 数学 
到 现代 数学 , 从 理论 数学 到 应 用 数学 的 原则 , 将 整个 数学 科学 划分 为 6 卷 编辑 出 版 (参见 (数学 辞海 ) 六 
卷 本 内 容 划 分 方案 )。 

2. 各 卷 正文 均 按 数 学 知识 的 结构 体系 编排 ,同一 分 支 学 村 (或 同一 专题 项 目 ) 的 条 上 日 相对 集中 , 一 
般 按 知识 本 身 的 结构 、 层 次 、 远 辑 等 天 系 确 定 其 先后 顺序 ， 而 数学 史 部 分 ， 如 数学 家 、 数 学 名 车 、 数 
学 期 刊 、 数 学 团体 等 ， 则 分 别 按 其 出 生 、 出 版 、 创 刊 、 成 立 的 年 代 先 后 顺序 编排 。 

3. 各 卷 目录 标题 分 为 三 级 : 一 级 标题 为 一 个 分 支 学 科 或 一 个 知识 门类 。 一 级 标题 之 下 ， 则 按 知识 
构成 设 知 干 个 二 级 标题 。 例 如 ， 第 一 卷 中 的 “数学 分 析 ” 为 一 级 标题 ， 下 设 六 个 二 级 标题 “实数 
Hip". “变量 与 少数 ”、“ 极 限 理论 ” “微分 学 ”、“ 积 分 学 ”和 “无 穷 级 数 ”; 又 如 ， 第 六 卷 中 的 “中 国 
数学 史 ” 为 一 级 标题 ， 下 设 四 个 二 级 标题 “中 国 古 代数 学 史 ” “中 国 古 代数 学 著作 ”“ 中 国 古 算 
名 词 术语 ”和 “中 国 数学 家 ”。 三 级 标题 为 具体 条 目 名 称 。 

4. 同一 卷 中 不 同 分 支 学 科 之 间 的 内 容 有 重复 时 ,其 知识 主题 一 般 地 只 在 一 处 设 条 目 ; 不 同 卷 中 的 
学 科 内 容 有 重复 时 ， 其 知识 主题 在 各 相关 部 分 均 设 条 目 ， 但 在 释文 内 容 上 各 有 侧重 。 


二 、 条 H 


1. 条 目的 标题 一 般 为 一 个 词 ， 如 “ 圆 ”、“ 群 *“ 环 ”“ 丽 数 ”、“ 和 枪 阵 ”“ 向 量 ”“ 方 程 ” 等 ， 也 
有 的 是 一 个 词组 ， 如 “ 色 股 定理 “党 微分 方程 的 通 解 “和 哥 德 巴赫 猜想 ”“ 和 希 尔 伯 特 第 6 问题 ”等 。 

2. 条 目 设立 的 条 件 : D 独立 的 知识 主题 或 已 形成 的 固定 概念 ; 2) 能 够 应 用 准确 的 .人 们 习惯 和 易 
于 理解 的 词 标 引 ; 3 便于 读者 快速 查阅 。 

3. 条 目的 分 类 : 条 目 按 其 释文 的 长 短 分 为 五 类 : 特长 条 目 (3000 字 左 右 ) 、 长 条 目 (1000 一 3000 
字 )、 中 条 目 (300 一 1000 字 )、 短 条 目 (300 字 以 内 ) 和 参见 条 目 。 

4. 本 书 所 收 的 数学 名 词 术语 , 力求 与 “全 国 自然 科学 名 词 审定 委员 会 ”公布 的 《数学 名 词 交 科学 出 
版 社 ,1993) 保 持 一 致 。 外 国人 名 的 中 文 译 名 , 力求 与 (中 国 大 百科 全 书 ， 数学 卷 》 和 梁 宗 巨 主编 的 《数学 
家 传略 词典 光山 东 教 育 出 版 社 ,1989) 中 的 译名 保持 一 致 .未 出 现在 上 述 著 作 中 的 外 国人 名 的 中 文 译 名 ， 
则 采用 数学 异 的 约定 译名 或 用 习惯 译 法 译 出 的 至 名 。 


See: X 


l. 本 书 条 目的 释文 ， 以 文字 叙述 为 主 ， 并 采用 规范 化 的 现代 汉语 ， 力 求 科 学 、 准 确 、 简 明 、 通 俗 ， 
杜绝 教材 式 语言 和 口语 ， 释 文 开 头 不 再 重复 条 目的 标题 。 

2. 释文 开头 一 般 要 求 破 题 ， 然 后 给 出 严格 的 数学 定义 ,并 尽量 阐明 该 条 目 内 容 的 历史 沿革 及 其 在 
本 分 支 学 科 或 知识 门类 中 的 地 位 、 作 用 、 发 展 趋势 等 ， 以 增强 释文 的 科学 性 和 可 读 性 。 

3. 一 词 多 义 的 释文 ,用 QD…@…(@)… 分 项 投 述 , 某 个 条 目的 释文 需 由 其 他 条 目 释 文 补充 说 明 的 , 采 


用 "参见 ?的 方式 ， 被 参见 的 条 目标 题 需 加 5 引号， 条 目标 题 前 加 "参见 ?字样 ， 并 置 于 圆 括号 之 内 。 

4. 对 常见 的 异 名 同义词 , 只 给 出 一 种 条 目标 题 的 释文 , 其 余 寞 名 条 目 亦 列 人 正文 , 但 不 再 写 释 文 ， 
给 出 释文 的 条 目标 题 加 5 引号, 条目 标题 前 加 “ 印 ” 字 样 。 例 如 : AE Cector BD [8] & " ; & Ab pR XX Cholo- 
morphic function) B[ 8r AR” ; 1E Ru] p X regular function) BI REHAR” 

5. 每 一 个 条 目标 题 后 ， 一 般 在 圆 括号 内 标注 有 对 应 的 英文 。 凡 外 国人 名 (日 本 人 除外 ) 在 条 目的 释 
文中 第 一 次 出 现时 ， 在 其 中 文 译 名 后 的 圆 括号 内 标注 有 祖 应 的 外 文 原名 的 姓 和 名 的 首 字 母 ， 并 用 逗号 
隔 开 。 例如 , 欧 几 里 得 (Euclid) .牛顿 (Newton,I. ) .高 斯 (Gauss,C.E. ) 。 同 一 外 国人 名 在 条 目的 释文 中 
第 二 次 出 现时 ， 不 再 标 广 外 文 。 在 日 本 人 名 、 中 国人 名 、 中 国 古 代数 学 史 、 中 国 古 代数 学 著作 、 中 国 
十 算 名 词 术语 等 条 目标 题 后， 一 般 在 圆 括号 内 标注 汉语 拼音 。 

6. 如 果 条 目 乙 的 基本 定义 已 经 完全 包括 在 条 目 甲 的 释文 之 中 ， 那 么 条 目 乙 只 作为 “参见 条 目 ” 保 
留 ， 所 参见 的 条 目标 题 霸 加 5 引号， 并 在 条 目标 题 前 加 “ 见 ” 字 样 ， 而 释文 不 再 重复 。 例 如 ， 在 条 和 目 
“线性 变换 ”的 释文 中 ,已 给 出 “单位 变换 ”“ 恒 等 变换 ”和 “和 零 变 换 ” 的 定义 ， 则 上 述 三 个 条 目 就 作 
为 “参见 条 目 ” 了 以 保留 ， 并 分 别 表示 为 : 单位 变换 (unit transformation) Ul, “RIER”; 恒 等 变 换 
(identity transformation) 风 “线性 变换 ”; 零 变 换 (null transformation) A “za”, 


m, R 引 


1. 本 书 每 一 卷 正 文 之 后 , 均 附 有 三 种 索引 ， 即 条 目 笔画 索引 、 条 目 音 序 索 引 和 条 目 西 文 索 引 。 索 
引 中 条 目标 题 后 面 的 数字 ， 表 示 该 条 目 在 正文 中 的 页 码 。 

2. 在 条 目 笔画 索引 中 ,以 汉字 起 首 的 条 目标 题 榨 第 一 字 的 笔画 由 少 到 多 的 顺序 排列 , 若 笔 画 数 相 
同 ， 则 按 一 ( 横 )、| ( 坚 )、) dD. (点 )、 一 ( 折 ) 五 种 笔 形 顺 序 排列 ， 其中， ( 提 ) 归 为 一 ( 横 )， 
] CEPI) | CE), ( 氛 ) 归 为 、( 点 )， 各 种 笔 形 带 钩 或 曲折 的 笔画 ( 除 坚 钩 “ ] ”外 ) 归 为 一 ( 折 )， 
第 一 字 相同 的 ， 则 按 第 二 个 字 的 笔画 数 和 起 笔 笔 形 的 顺序 排列 ， 依 次 类 推 . 

3. 在 条 目 音 序 索 引 中 ,以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 汉语 拼音 字母 顺序 排列 若 第 一 字 的 声 
母 、 韵 母 相同 ， 则 校 声调 的 阴平 、 阳 平 、 上 声 、 去 声 顺序 排列 。 第 一 字 相 同 的 ， 则 控 第 二 个 字 的 汉语 
拼音 字母 顺序 排列 ， 多 音字 按 不 同 的 拼音 字母 顺序 排列 ， 依 此 类 推 。 

4. 在 条 目 笔画 索引 和 条 目 音 序 索 引 中 ， 凡 第 一 字 为 西 文字 母 、 数 学 符号 、 罗 马 数字 和 阿拉 伯 数 字 
起 首 的 条 目标 题 , 一 律 排 在 两 种 索引 的 最 后 。 西 文字 母 起 首 的 条 目标 题 分 别 按 其 字母 的 花 体 、 大 写 、 小 
写 及 字母 本 身 的 先后 顺序 排列 ， 数 学 符号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结构 顺序 排列 ， 数 字 起 首 的 条 目标 是 
按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 若 起 首 的 字母 、 符 号 及 数字 相同 时 ， 仍 按 其 后 汉字 的 笔画 或 音 序 排列 ， 

5. 在 条 目 西 文 索引 中 ， 按 条 目标 题 的 起 首 西 文字 母 顺 序 排列 ; 条 目标 题 的 西 文 缩写 , 按 一 个 词 排 
列 。 凡 以 数学 符号 、 罗 马 数字 和 阿拉 伯 数 字 起 首 的 条 目标 题 ， 一 律 排 在 条 目 西 文 索 引 的 最 后 。 数 学 符 
号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结构 顺序 排列 ， 数 字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 若 条 目标 题 起 
首 的 字母 、 符 号 、 数 字 相同 时 ， 则 按 第 二 个 字母 等 的 顺序 排列 ， 余 此 类 推 。 没 有 西 文 译 名 的 条 目 ， 未 
收 进 条 目 西 文 索引 。 

6. 在 各 卷 索引 之 后 ， 还 附 有 本 卷 涉及 到 的 中 外 人 名 译名 对 照 表 ， 以 供 读者 查阅 ， 
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HA: 该 目录 由 本 卷 所 属 各 分 支 学 科 或 专题 项 目的 全 部 条 目 ( 包 括 给 出 释文 的 条 目 及 其 参见 条 目 ) 组 
成 , 按 知识 结构 顺序 编排 , 即 按 条 目 在 正文 中 出 现 的 先后 顺序 排列 |. 
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(mathematics) ”数学 一 词 来 自 希 腊 文 
nanya Xt, AFIR polna 意义 为 知识 .科学 , 它 
非常 恰当 地 反映 这 个 领域 的 广泛 性 与 普遍 性 . 从 历 
史上 看 ,数学 常常 用 其 茶 个 侧面 来 表示 :中 国 古 代用 
算 学 来 强调 其 计算 技术 方面 ,而 西方 多 用 几何 学 一 
词 代表 数学 ,以 显示 欧 几 里 得 (CEuclid) 的 《几何 原 
本 》 传 统 ,而 实际 上 ,其 中 也 包括 数论 和 量 论 的 内 容 . 
随 着 时 间 的 流逝 ,数学 的 内 容 不 断 地 扩大 ,在 17-- 
18 世纪 直至 19 世纪 ,被 包括 在 数学 领域 内 的 许多 
学 科 和 分 支 已 经 独立 出 去 ,而 在 各 学 科 的 边界 又 不 
断 创 造 和 衍生 出 一 系列 新 的 学 科 , 这 些 新 学 科 现 在 
已 融合 而 成 面向 21 世纪 的 庞大 的 数学 科学 领域 , 它 
是 一 个 具有 内 在 统一 性 的 科学 技术 群 . 以 下 从 四 个 
方面 进行 论述 : 

1. 数学 的 对 象 和 特点 . 数学 中 最 原始 的 对 象 是 
数 与 形 . 自然 数 已 经 是 相当 抽象 的 概念 , 它 不 仅 要 从 
一 个 苹果 ,一 间 房 子 、 一 堆 沙 土 中 抽象 出 数 1 来 ,而 
且 还 要 由 数 1 得 出 更 一 般 数 的 概念 .有 了 自然 数 的 
概念 还 会 遇 到 基数 和 序数 的 矛盾 .至 于 记 数 法 和 位 
值 制 都 是 中 国 对 人 类 文明 的 伟大 创造 ,这 种 伟大 创 
造 绝 不 仅仅 是 对 自然 界 的 认识 和 对 哲学 思辩 的 产 
物 , 它 真正 体现 数学 的 成 就 . 数学 另 一 个 原始 对 象 是 
形 , 它 更 为 直观 ,其 至 长 期 以 来 人 们 也 把 它 当 成 自然 
科学 的 对 象 ,尽管 柏拉图 (Plato) 早 就 说 过 ,三 角形 
属于 理念 的 世界 . 当然 现在 数学 的 空间 远 远 超出 现 
实 的 空间 ,数学 中 的 “ 形 ” 也 不 限于 人 们 感官 能 摸 得 
着 、 看 得 见 的 东西 , 它 是 更 抽象 的 概念 ,如 高 维 空 间 、 
无 穷 集合 、 群 .拓扑 等 是 任何 其 他 学 科 都 不 研究 的 对 
象 . 数学 作为 一 门 模式 科学 ,应 该 归 人 更 广泛 的 符号 
和 形式 科学 类 . 这 一 类 似乎 应 该 介 于 哲学 类 与 具体 
科学 , 即 自然 科学 与 社会 科学 之 间 . 它 的 姊妹 学 科 包 
括 一 般 符 号 学 .语言 学 .逻辑 学 ,方法 学 以 及 还 未 成 
型 的 一 般 系 统 学 . 有 意思 的 是 ,有 些 数学 家 也 认为 
“数学 是 一 种 语言 >“ 数学 可 还 原 为 逻辑 ”“ 数 学 是 
一 种 普遍 方法 ”等 ,这 些 说 法 尽管 有 些 偏颇 ,但 毕竟 
触 到 数学 与 自然 科学 的 本 质 差别 以 及 数学 与 符号 科 
学 的 亲缘 关系 . 数学 的 本 质 特征 是 : 

D 数学 是 一 种 普遍 语言 .这 种 观点 可 以 追溯 到 
莱 布 尼 茨 (Leibniz,G. W. ) ,他 首先 提出 科学 与 哲学 
的 两 大 目标 ,其 中 第 一 个 就 是 找 出 一 种 普遍 文字 , 首 
先是 一 种 符号 及 变 元 表示 的 符号 语言 . 正如 吉 布 斯 
(Gibbs ,J. W. ) 所 说 的 “数学 是 一 种 语言 ”. 吉 布 斯 不 
仅 是 19 世纪 最 伟大 的 统计 热力 学 大 师 之 一 ,而 且 也 
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是 向 量 分 析 的 开创 者 及 传播 者 .在 19 tH 90 年 代 ， 
英国 著名 的 杂志 《自然 》 上 掀起 的 一 场 大 辩论 中 ,向 
量 最 终 取代 四 元 数 而 成 为 物理 学 普遍 使 用 的 概念 . 
19 世纪 和 20 世纪 之 交 , 向 量 分 析 成 为 数学 、 物 理学 
的 有 效 工 具 , 更 确切 地 说 ,成 为 描述 各 种 现象 的 语 
言 . 数学 概念 的 产生 及 其 符号 化 反映 了 数学 的 进步 ， 
算术 运算 的 符号 化 及 向 符号 代数 过 渡 ,几何 学 的 代 
数 化 ,微分 .积分 运算 的 符号 化 , 胃 数 的 符号 及 行列 
式 、 和 矩阵 .向 量 、 张 量 等 概念 的 符 写 化 ,复数 的 表示 ， 
算 子 演算 以 及 符号 逻辑 等 都 是 数学 的 重要 进展 .在 
这 个 意义 下 数学 对 象 是 一 个 符号 集合 . 单纯 的 符号 
集合 ,正如 裸 的 集合 一 样 ,没有 结构 ,没有 什么 可 说 
的 ,没有 什么 意思 ,而 只 有 它 具 有 形式 结构 (语法 
学 ) ,有 一 定 的 解释 (模型 一 语义 学 ), 有 一 定 变换 、 
生成 .操作 、 运 用 方式 ( 语 用 学 ), 它 才能 变 得 丰富 多 
彩 起 来 . 数学 作为 一 种 普遍 语言 有 自己 的 特点 , 比 起 
纯 逻 辑 语 言 来 有 内 涵 的 丰富 性 ,而 比 起 通常 语言 来 
有 人 外延 的 确定 性 . 数学 不 仅 是 一 种 语言 , 它 还 是 一 -种 
精密 语言 . 正 因 为 如 此 , 它 常 被 称 为 精密 科学 . 数学 
之 所 以 精密 ,不 单 是 因为 其 数量 表示 ,还 在 于 它 越 来 
越 深 入 那些 以 前 所 无 法 表示 的 或 非 实在 的 概念 ,如 
有 瞩 时 速度 、 加 速度 、 位 势 . 炉 、 谱 等 . 对 于 许多 直观 概 
念 , 也 只 有 在 数学 上 才能 得 到 很 好 处 理 , 如 连续 性 、 
对 称 性 、 随 机 性 万 至 信息 控制 策略、 对策 .决策 等 . 
数学 还 明确 了 一 些 对 立 的 范畴 ,如 有 穷 与 无 穷 . 连 续 
与 离散 、 局 部 与 整体 .确定 与 偶然 等 .还 有 重要 的 元 
概念 :如 结构 .构造 、 存 在、 模型 .等 价 等 . 这 些 语言 越 
来 越 深 入 到 科学 乃至 日 常生 活 之 中 ,使 论述 确切 及 
精密 .许多 常用 概念 也 只 有 在 数学 上 得 到 淤 清 才 算 
有 深刻 的 认识 . 

2) 数学 是 一 种 普遍 方法 . 从 上 古 到 今 ,对 许多 问 
题 求 出 解答 的 过 程 中 ,人 们 或 多 或 少 产生 一 种 方法 
I 意识. 而 这 种 方法 概念 ,又 以 数学 中 的 算法 概念 为 
BEAR. 在 这 个 意义 下 ,数学 充分 显示 其 作为 操作 技术 
的 特性 . 虽然 精确 的 算法 概念 一 直到 20 世纪 30 年 
代 才 有 确切 定义 ,但 模糊 的 概念 很 早 就 有 ,而 且 也 是 
数学 追寻 的 主要 目标 之 一 . 中 国 的 数值 运算 及 方程 
求解 . 欧 几 里 得 轧 转 相 除 法 以 及 印度 、 阿 拉 但 的 一 些 
算法 ,都 使 人 认识 到 算法 是 一 种 有 限 的 指令 ,可 以 机 
械 地 运行 ,从 而 对 一 类 问题 得 出 确定 的 解答 .许多 几 
何 作 图 问题 以 及 求 积 问题 也 要 求 发 现 广 义 的 “算法 ” 
来 求解 问题 . FAR JL (Descartes,R. ) 把 算法 推 向 普 
遍 方 法 论 的 高 度 , 他 十 分 明确 地 考虑 造 出 普遍 方法 
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来 解决 科学 问题 ,特别 是 数学 问题 ,对 此 他 称 为 普遍 

数学 . 正 是 这 种 对 方法 的 普遍 考虑 使 他 发 明代 数 广 

法 研究 几何 问题 ,从 而 创立 解析 几何 学 . 波 利 亚 
(Polya,G. ) 把 笛 卡 儿 的 方案 总 结 如 下 

任意 问题 

数学 问题 

-全 代数 问题 
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D, 解 方程 P (x) — 0, 
KR rp 38 (3), OPREA QE FFA RT 
A, BOF N BB XE BEA. 莱 布 尼 蒋 也 把 找 出 能 求解 任 
何 数学 问题 的 普遍 算法 列 为 他 第 二 大 目标 . BER UL 
在 几何 方面 实现 这 个 目标 ,而 莱 布 尼 茨 则 在 逻辑 上 
制定 一 个 方案 .数学 作为 一 种 普遍 方法 ,总 是 不 断 跨 
越 已 有 的 领域 ,深入 到 未 知 的 世界 中 去 ,并且 不 断 创 
造 新 的 数学 对 象 . 17 一 18 世纪 ,无 穷 及 无 穷 小 进 和 人 
数学 ,把 代数 运算 规则 向 无 穷 领 域 推广 ,这 就 导致 数 
学 分 析 的 形式 ,并 且 构 成 方法 上 的 大 飞跃 . 19 世纪 
由 实 分 析 向 复 分 析 过 渡 , 再 次 加 大 分 析 方 法 的 威力 . 

3) 数学 是 一 种 普遍 思想 原则 . 数学 发 展 过 程 中 
由 于 不 断 一 般 化 .不 断 抽 象 化 造成 自己 的 普遍 思想 
原则 . 对 称 性 原则 不 变性 原则 、 守 恒 律 三 者 统一 是 
1918 年 诺 特 (Noether, CA. OE. ) 首 先 提 出 的 ,而 群 
论 方法 在 量子 力学 .原子 -分 子 结构 MART. BORA 
子 理论 中 的 适用 性 也 是 外 尔 (Weyl,C. H. H. ) 首 先 
得 出 的 . 群 论 方法 至 今 仍 广泛 应 用 在 科学 的 各 方面 ， 
而 不 仅仅 是 上 述 领域 及 固体 物理 . 数学 中 另 一 个 重 
要 原则 是 极 值 原 则 或 变 分 原理 ,最 早 除了 哲学 的 思 
辨 之 外 ,首先 提出 的 是 费 马 (Fermat,P. de), 这 些 原 
则 也 是 其 后 许多 物理 理论 的 基础 ,如 哈密 顿 原理 . 

4) 数学 是 一 种 理性 思维 框架 . 20 世纪 之 前 , 科 
学 的 文 柱 主要 是 理论 和 实验 (包括 观察 和 测量 ), 数 
学 和 计算 包括 在 理论 当中 . 实际 上 ,17 世纪 的 科学 
革命 推动 近代 科学 的 产生 ,完全 依赖 于 理性 与 经 验 
的 结合 . 它们 的 哲学 根源 是 笛 卡 儿 的 唯 理 主义 与 培 
根 (Bacon,R. ) 的 经 验 主 义 , 他 们 也 是 近代 哲学 之 
父 . 确切 地 讲 , 币 卡 儿 把 认识 论 置 于 本 体 论 之 上 ,把 
哲学 从 神学 的 奴仆 地 位 解放 出 来 ,成 功 地 实行 思想 
的 解放 ,直接 推动 近代 科学 的 产生 ,其 中 ,理论 概念 、 
数学 工具 与 观察 实验 结合 在 一 起 是 牛顿 (Newton， 
I. ) 科 学 音 命 的 催生 婆 . 牛顿 成 就 其 伟业 不 仅 在 于 他 
提出 正确 的 理论 概念 (特别 是 力 ), 而 且 在 于 他 提供 
了 数学 工具 ( 徽 积 分 ) 及 分 析 框 避 ,尽管 当时 还 是 用 
欧 几 里 得 的 几何 系统 .其 后 科学 的 重大 进步 ,理论 概 
念 及 数学 表述 和 计算 的 结合 仍 是 不 可 缺少 的 一 环 . 
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第 二 次 世界 大 战 以 后 ,计算 机 的 发 展 与 计算 技术 的 
进步 使 得 科学 计算 与 理论 和 实验 鼎足 而 三 ,并 列 为 
科学 的 三 大 支柱 . 近年 来 ,由 于 数学 的 发 展 , 从 数学 
出 发 的 理论 越 来 越 多 地 成 为 科学 理论 形成 的 始 作 俑 
者 . 这 特别 表现 在 1974 年 ,纤维 丛 理论 成 为 规范 场 
理论 的 标准 表述 . 其 后 越 来 越 多 的 前 沿 数学 领域 进 
人 物理 学 及 其 他 科学 领域 ,形成 新 兴 理 论 框 架 ,实际 
上 数学 已 成 为 科学 发 展 第 四 根 支柱 . 对 于 生命 科学 、 
心理 科学 、 社 会 科学 ,这 种 现象 早已 不 是 新 事物 . 数 
理 经 济 学 以 及 对 策 论 是 这 方面 的 最 典型 的 例子 . 

2. 数学 的 分 科 及 其 主要 问题 . 数学 不 是 一 般 意 
义 上 的 自然 科学 或 社会 科学 , 它 的 对 象 及 研究 目标 
不 像 这 些 学 科 那 样 明确 和 集中 . 从 古 到 今 ,数学 中 所 
包含 的 对 象 .学 科 及 分 支 变 化 多 端 . 中 世纪 除了 算术 
及 几何 学 之 外 ,天 文学 及 乐理 也 是 数学 的 分 支 . 到 
17 世纪 ,木工 . 石 工 . 建 筑 . 火 器 .占星 术 等 都 是 数学 
的 内 容 . 从 那 时 起 , 静 力 学 .动力 学 .光学 .地 图 绘制 
法 等 仍然 被 看 成 大 数学 的 一 部 分 ,尽管 它们 早已 成 
为 独立 学 科 . 数学 内 容 的 庞杂 也 可 以 说 是 数学 的 一 
大 特征 了 . 除 此 之 外 ,许多 基础 的 数学 学 科 , 它 们 的 
内 容 也 有 很 大 的 改变 ,其 至 于 面 自 全 韭 了 .经 典 代数 
学 主要 研究 代数 方程 的 求解 ,而 经 过 几 次 变化 ,现代 
代数 学 主要 研究 代数 结构 . 这 样 一 来 ,数学 的 统一 尽 
管 多 次 被 提起 ,但 是 总 难以 概括 全 部 数学 .因此 ,时 
至 今日 ,数学 仍然 是 具有 多 样 性 对 象 也 具有 多 种 目 
标的 学 科 , 尽 管 它们 之 间 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 . 人们 
把 数学 归结 为 相互 关联 的 六 大 范畴 ,其 中 前 三 个 可 
以 说 是 数学 的 技术 方面 ,后 三 个 可 以 说 是 数学 的 理 
论 方面 . 

D 操作 技术 . 大 部 分 最 早 的 数学 问题 属于 解决 
“如 何 ” 的 技术 问题 . 最 初 的 问题 包括 计数 .计算 、 测 
量 . 作 图 等 方面 ,后 来 逐步 形成 特殊 的 及 一 般 的 数学 
问题 . 在 解决 这 些 问题 的 过 程 中 ,形成 了 算法 以 及 操 
作 步 又 的 概念 . 在 计算 过 程 中 ,形成 了 算术 ,特别 是 
解数 值 代数 方程 的 算法 . 到 近代 ,这 推动 符号 代数 
学 求解 代数 方程 的 技术 以 及 把 这 些 技术 推广 到 无 
穷 算法 以 及 代数 综合 方法 的 代数 方法 ,从 而 形成 无 
穷 小 演算 及 解析 几何 学 . 其 后 各 个 数学 分 支 也 提出 
相应 的 算法 问题 ,例如 拓扑 学 中 计算 同调 群 、. 同 伦 群 
等 . 从 这 个 意义 上 讲 ,数学 在 本 来 意义 上 是 一 种 计算 
技术 ,或 更 广 一 点 讲 是 操作 技术 . 而 研究 这 种 技术 的 
目标 就 是 发 明 算 法 或 解 题 的 步骤 ,以 求 得 问题 的 解 
决 .应 该 说 ,这 是 一 种 富有 创造 性 的 研究 工作 . 以 计 
算 为 例 , 就 是 由 精确 计算 到 近似 解析 计算 到 数值 计 
算 到 计算 机 软件 , 它 一 直 是 数学 研究 的 重要 内 容 . 除 
计算 之 外 ,还 有 测量 .绘图 .统计 .运筹 等 操作 ,以 及 
相应 的 和 衍生 的 各 种 问题 . 例如 古典 几何 有 许多 几 
何 作 图 问题 ,特别 是 用 圆规 、 直 尺 的 几何 三 大 问题 ， 


以 及 更 一 般 的 作 图 方法 .为 了 解决 这 些 问题 ,还 要 发 
明 许 多 技术 ,如 各 种 投影 技术 ,它们 至 少 在 过 去 都 属 
于 大 数学 范围 之 内 . 在 数学 分 析 的 范围 内 ,级 数 求 
和 、 渐 近 展 开 、 积 分 变换 等 都 是 高 级 的 计算 技术 . 

2) 技术 理论 . 对 数学 操作 的 对 象 ,应 该 有 些 认 
识 , 其 中 包括 表示 问题 ,操作 规则 与 规律 问题 、 可 计 
算 性 问题 .无 穷 级 数 收敛 与 发 散 问 题 、 收敛 速 度 问 
题 .方程 可 解 性 问题 . 通 近 的 程度 及 可 能 性 问题 、 作 
图 的 可 能 性 问题 ,特别 是 方法 的 评价 问题 等 . 这 样 就 
形成 与 操作 技术 有 关 但 又 高 一 层次 的 学 科 , 如 数值 
分 析 、 误 差 理 论 . PK BUR EIC E DR XT IC. .可 解 
性 及 稳定 性 理论 等 . 

3) 操作 对 象 理 论 . 它 的 目标 不 是 指向 对 象 本 
身 , 而 是 指向 技术 ,指向 求解 的 方法 . 例如 丢 番 图 方 
程 论 、 代 数 方程 论 、 代 数 方程 组 理论 、 常 微分 方程 论 、 
偏 微分 方程 论 、 积 分 方程 论 等 .它们 涉及 的 不 是 单个 
方程 ,而 是 一 类 的 对 象 ,因此 首要 问题 是 分 类 问题 . 
然后 再 对 每 一 类 研究 解 的 数目 、 解 的 性 质 、 根 与 系数 
的 关系 、 某 类 解 的 存在 性 问题 等 ,微分 方程 的 定性 理 
论 也 属于 这 一 范畴 . 

以 上 三 大 范畴 是 解决 如何” 的 技术 问题 ,而 以 
REREAD BARRA A A A) ee. 

4) 对 象 理 论 . 理论 是 对 确切 定义 的 对 象 的 性 
质 、 关 系 、 刻 画 、 分 类 等 的 研究 . 典型 的 数学 理论 有 数 
i£ 、 函 数论 、. 算 子 论 以 及 各 种 几何 对 象 理 论 . 过程 理 
论 等 . 以 数论 为 例 ,重要 的 分 支 按 对 象 分 有 整数 论 、 
代数 数论 .超越 数论 等 . 按 方法 分 有 初等 数论 .解析 
数论 .概率 数论 等 . 按 问 题 的 性 质 分 有 型 的 算术 理 
论 、 几 何 数 论 等 ,也 包括 数论 中 的 丢 番 图 方程 理论 . 
函数 论 与 算 子 论 一 开始 也 是 表示 问题 ,特别 是 无 穷 
级 数 及 无 穷 乘积 表示 ,然后 是 积分 表示 等 ,其 次 涉及 
值 分 布 等 可 以 说 是 计数 问题 ,另外 还 有 刻画 及 分 类 
问题 . 几何 图 形 有 许多 性 质 与 关系 方面 的 问题 ,如 度 
量 性 质 以 及 相交 、 属 于 等 关系 ,也 有 刻画 及 分 类 问 
题 . 

5) 结构 理论 . 结构 理论 与 对 象 理 论 之 间 并 没有 
一 条 不 可 逾越 的 鸿沟 ,这 样 划 分 是 因为 结构 理论 必 
须 建 立 在 集合 的 基础 之 上 . 按照 布尔 巴 基 学 派 的 观 
点 ,原始 的 结构 可 以 划 为 三 大 类 ,研究 它们 各 自 的 结 
构 就 形成 结构 数学 的 主要 分 支 :也 代数 结构 :主要 
是 群 . 环 、 域 . 模 , 它 们 分 别 构成 群 论 、 环 论 、 域 论 、 模 
wO 序 结 构 : 主 要 是 格 , 它 们 构成 格 论 ;G3) 拓扑 结 
构 : 主 要 是 拓扑 空间 ,它们 构成 一 般 拓扑 学 的 研究 对 
象 . 这 些 抽 象 的 研究 对 象 有 两 个 来 源 : 一 是 从 过 去 研 
究 的 具体 对 象 抽象 化 ,特别 是 公理 化 而 成 ,如 群 、 域 
以 及 拓扑 空间 这 些 抽象 结构 衍生 出 来 . 新 结构 的 产 
生 有 如 下 的 几 种 途径 :QD ARAR OD BT 
O 多 重 结构 ;:@ 混合 结构 . 研究 这 些 抽象 对 象 的 目 
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标 是 搞 清 楚 它 们 的 结构 并 加 以 分 类 . 所 谓 结 构 ,就 是 
元 素 ( 或 它们 的 集合 ) 和 元 素 之 间 的 关系 . 结构 数学 
的 主要 问题 大 致 可 分 为 互相 关联 的 四 类 问题 :GD 刻 
Hy [8] A; (2). 分 类 问题 ;G) 结构 问题 ;4) 实现 问题 ， 

6) 元 理论 . 元 数学 理论 是 对 数学 本 身 进行 反思 
的 产物 ,长 期 属于 哲学 的 范畴 . 它 讨 论 数学 概念 、 数 
学 理论 的 合理 性 以 及 数学 方法 的 合法 性 问题 . 19 世 
纪 末 之 前 ,对 于 数 是 什么 以 及 非 欧 几何 问题 ,特别 是 
数学 分 析 的 严格 性 的 争论 均 属 于 这 个 范畴 . 19 世纪 
末 , 集 合 论 的 建立 ,现代 公理 方法 的 提出 ,符号 逻辑 
的 形成 ,以 及 关于 数学 基础 问题 的 论战 ,最 终 导 致 作 
为 一 门 数学 分 文 的 数理 逻辑 的 形成 . 由 于 哥 德 尔 
(Gödel, K. ) 的 工作 ,数理 逻辑 成 为 包括 模型 论 、 公 
理 集 合 论 .递归 论 和 证 明 论 (原始 的 和 狭义 的 元 数 
学 ) 四 大 分 支 的 数学 领域 ,其 后 分 别 形 成 构造 性 数学 
和 计算 复杂 性 理论 等 新 兴学 科 . 除了 以 集合 论 为 基 
础 的 现代 数学 之 外 ,范畴 论 也 成 为 一 门 元 理论 ,在 数 
学 中 有 着 有 效 的 应 用 . 

3. 数学 的 发 展 和 演化 . 数学 的 内 容 及 范围 随时 
间 不 同 而 不 同 , 因 此 有 言 :“ 数 学 无 非 就 是 它 的 历 
Se. "数学 史 大 致 可 如 下 分 期 :前 史 时 期 ;古代 及 中 世 
纪 时 期 (从 公元 前 4 世纪 到 16 世纪 末 ); 近代 前 期 
(17—18 世纪 ); 近 代 后 期 (19 世纪 ); 现 代 时 期 (20 
世纪 ). 每 一 个 时 期 的 特点 简要 分 析 如 下 : 

1) 前 史 时 期 . 前 史 时 期 的 数学 主要 是 民族 数学 
或 文化 数学 ,在 各 种 文化 的 发 展 过 程 中 ,各 民族 都 或 
多 或 少 掌 握 一 些 简单 的 数学 技术 ,包括 计数 、 计 算 、 
测量 .土木 建筑 .绘图 等 ,基本 上 属于 实用 技术 . 这 些 
知识 是 零散 的 ,而 且 反 映 出 较 大 的 文化 差异 . 另外， 
也 出 现 了 神秘 的 占星 术 、 数 秘 术 、 占 下 术 等 ,其 中 有 
个 别 涉及 数学 的 内 容 , 如 二 进 制 等 . 各 种 建筑 上 的 对 
称 图 案 以 及 正 多 面体 的 列举 包含 群 的 观念 的 萌芽 . 

2) 古代 及 中 世纪 时 期 . 数学 经 过 长 时 期 的 发 展 
之 后 ,正式 成 为 一 门 学 科 , 其 主要 标志 是 :全 建立 数 
的 表示 及 计算 方法 ;@ 对 于 一 些 问 题 有 较 系 统 的 方 
法 . 这 使 数学 技术 部 分 初步 形成 . 而 欧 几 里 得 《几何 
原本 》 的 问世 , 则 使 理论 数学 有 了 一 个 原型 . 各 国 数 
学 发 展 状况 有 所 不 同 ,古代 数学 的 主要 领域 是 算术 
与 几何 ,希腊 具有 初等 的 数论 及 量 论 以 及 一 些 基 本 
的 几何 问题 及 数论 问题 . 这 些 问 题 对 以 后 的 数学 发 
展 有 很 大 的 影响 ,但 不 一 定 很 重要 ,比较 重要 的 数学 
是 计算 ,特别 是 解 方程 . 中 国 、 印 度 、 阿 拉 伯 的 数学 ， 
偏重 于 计算 及 实际 问题 的 解决 . 

3) 近代 前 期 .近代 数学 诞生 的 标志 是 符号 化 的 
普遍 算法 的 建立 以 及 无 穷 进 入 数学 . 它 一 下 子 使 建 
立 在 几何 及 算术 上 的 算法 登 上 了 一 个 新 台阶 ,不 仅 
使 它 的 应 用 范围 大 大 扩大 ,成 为 发 展 科学 技术 的 有 
力 工具 ,而 且 也 向 理论 提出 一 系列 问题 .这 就 导致 
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19 世纪 操作 理论 、 操 作对 象 理 论 、 对 象 理 论 的 产生 ， 
出 现 数学 多 样 化 和 理论 化 的 时 代 . 17 世纪 符号 代 
数 、 解 析 几 何 学 及 微 积分 的 建立 ,虽然 大 大 扩大 了 数 
学 技术 库 , 但 是 并 没有 改变 数学 主要 是 一 门 实用 的 
计算 及 操作 技术 的 状态 . 数学 作为 一 门 计算 技术 进 
步 惊 人 ,特别 是 微 积分 的 完成 ,解决 了 许多 天 文 、 力 
学 及 物理 学 的 问题 . 微 积 分 本 身 只 不 过 是 一 种 更 有 
效 的 演算 方法 , 即 所 谓 无 穷 小 演算 . 接着 是 常 微分 方 
程 及 数学 物理 方程 的 出 现 , 以 及 变 分 法 的 诞生 ,使 数 
学 工具 更 为 有 效 . 

4) 近代 后 期 . 19 世纪 数学 是 近代 数学 的 成 熟 
时 期 ,也 是 数学 真正 作为 自 为 的 理论 科学 产生 的 时 
期 ,但 是 伴随 操作 理论 (如 最 小 二 乘法 及 误差 理论 、 
J BOR MPLS AROE UIC REE AW). 
操作 对 象 理论 (如 代数 方程 理论 . 常 微 分 方程 理论 )， 
数学 技术 本 身 也 大 有 提高 ,特别 是 傅 里 时 展开 、 积 分 
变换 ,尤其 是 复 分 析 的 建立 . 19 世纪 的 数学 可 以 说 
是 数学 对 象 化 与 多 样 化 时 期 ,一 方面 把 数学 由 主要 
是 操作 技术 转变 为 理论 的 时 期 , 另 一 方面 也 为 20 THE 
纪 现 代数 学 黄 定 了 基础 . 这 样 ,数学 对 象 理 论 真正 形 
成 ,数学 成 为 一 种 自在 的 科学 而 不 再 仅 是 自然 科学 
或 技术 的 语言 和 工具 了 . 

5) 现代 时 期 . 20 世纪 的 数学 是 从 19 世纪 数学 
多 样 性 时 期 趋 于 统一 的 时 期 ,其 统一 的 基础 是 集合 
论 . 一 方面 集合 论 之 上 产生 了 结构 数学 的 庞大 领域 ， 
另 一 方面 集合 论 的 基础 问题 产生 了 元 数学 . 数学 新 
对 象 的 形成 ,产生 结构 的 多 样 性 ,导致 理论 的 多 样 
性 ,并且 19 世纪 末 以 前 的 四 大 范畴 的 数学 仍 有 新 的 
发 展 , 加 上 新 的 应 用 数学 .计算 数学 等 领域 ,数学 日 
趋 专门 化 多样 化 .但 意 想 不 到 的 是 ,从 20 世纪 70 
年 代 起 ,各 个 领域 之 间 新 关系 不 断 发 现 , 新 一 轮 的 统 
一 性 正在 形成 之 中 . 当代 数学 前 沿 的 大 多 数学 科 是 
20 世纪 上 半 叶 形成 的 ,其 中 主要 是 抽象 代数 学 ( 包 
括 群 论 、 环 及 代数 理论 MI BIL RAE BC. 
代数 群 论 .同调 代数 以 及 各 种 衍生 结构 )、 一 般 拓 扑 
学 .测度 和 积分 理论 . 泛 函 分 析 ( 包 括 线 性 拓扑 空间 
理论 . 算 子 代数 理论 等 ) 组合 及 代数 拓扑 学 .整体 微 
4r Ji] . d RE pR CE .动力 系统 理论 .随机 过 程 理 
论 等 . 对 于 19 世纪 开创 的 新 领域 一 一 代数 数论 、 代 
数 几 何 学 . 黎 曼 几何 学 和 局 部 李 群 理论 ,也 在 结构 数 
学 的 框架 中 获得 重大 突破 ,成 为 当代 数学 的 前 沿 . 

20 世纪 后 期 形成 的 一 些 领域 ,如 微分 拓扑 学 、 
大 范围 分 析 、K 理论 . 非 交 换 几 何等 ,也 可 在 其 中 看 
到 其 萌芽 .除了 纯粹 数学 领域 的 扩大 与 深化 之 外 ,20 
世纪 的 应 用 数学 和 计算 数学 的 面貌 也 发 生 了 根本 的 
改变 . 一 方面 数学 应 用 的 范围 已 从 20 世纪 之 前 的 经 
典 力 学 、 天 文学 与 测 地 学 以 及 数学 物理 等 领域 扩展 
到 几乎 所 有 自然 科学 、 工 程 技 术 、 社 会 科学 、 人 文科 
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学 的 分 支 , 并 越 来 越 起 着 举足轻重 的 作用 ; 另 一 方 
面 ,一 批 新 的 应 用 数学 领域 产生 出 来 ,成 为 具有 相对 
独立 的 分 支 , 构 成 大 数学 科学 的 组 成 部 分 . 它们 一 方 
面 与 实际 问题 有 密切 的 关系 , 另 一 方面 它们 也 形成 
独立 的 数学 研究 方向 ,其 中 最 典型 的 是 19 世纪 末 
20 世纪 初 形成 的 数理 统计 ,它们 同 应 用 概率 一 起 在 
近 半 个 世纪 已 经 成 为 与 经 典 数学 平起平坐 的 学 科 领 
域 . 另外 一 个 数学 领域 一 组 合 数学 几乎 与 数学 的 
历史 一 样 悠久 ,但 只 是 近 半 个 多 世纪 才 逐 步 成 熟 及 
独立 .第 二 次 世界 大 战 之 后 ,一些 新 的 应 用 数学 领域 
独立 出 来 ,特别 是 运筹 学 诸 分 支 , 后 来 纳入 管理 科学 
的 学 科 群 中 . 与 工程 技术 密切 相关 的 系统 科学 、 控 制 
理论 与 自动 化 科学 、 信 息 科学 也 得 到 空前 的 发 展 . 

20 世纪 科学 技术 史 中 头 等 重要 的 事件 是 电子 
计算 机 的 诞生 . 它 对 整个 社会 的 冲击 是 怎么 估计 也 
不 过 分 的 . 从 计算 机 的 设计 制造 到 大 规模 应 用 ,处 处 
离 不 开 数 学 ,同时 也 开辟 了 新 的 数学 领域 . 它们 可 以 
归纳 成 两 大 部 分 :一 是 计算 机 科学 , 它 指 未 来 计算 机 
的 发 展 ;一 是 计算 数学 , 它 指 计算 机 在 科学 计算 和 工 
程 技术 中 的 大 规模 计算 . 计算 机 的 不 断 普 及 和 改进 
对 数学 也 造成 不 可 忽视 的 影响 . 它 给 数学 家 提出 一 
系列 算法 问题 ,并 形成 一 套 行 之 有 效 的 算法 ,如 单纯 
形 方法 及 其 种 种 改进 ,有 限 元 方法 及 其 衍生 算法 等 ， 
对 算法 的 分 析 , 如 收敛 速度 ,误差 传播 及 稳定 性 等 问 
题 形成 数值 分 析 分 支 . 近年 来 ,计算 机 由 数值 运算 过 
渡 到 符号 运算 ,形成 计算 机 代数 重要 分 支 ,特别 是 吴 
文俊 的 机 械 化 数学 纲领 在 机 器 证 明 方 面 是 一 大 突 
破 . 

4. 数学 的 社会 功能 . 数学 是 最 古老 的 科学 部 门 ， 
它 的 诞生 和 发 展 反映 人 类 文明 的 进步 . 数学 从 一 开 
始 就 与 社会 实践 活动 密切 相关 ,从 计数 .土地 丈量 、 
器 物 制造 .产品 分 配 ,一 直到 商业 贸易 、 宗 教 活动 等 
都 向 数学 提出 问题 ,并 要 求 逐 步 解 决 和 方法 逐渐 进 
步 , 最 后 形成 相对 定型 的 数学 方法 和 学 科 . 从 此 ,各 
种 社会 活动 与 数学 的 应 用 密 不 可 分 . 随 着 社会 的 进 
步 ,特别 是 近代 科学 技术 的 进步 和 新 兴 产 业 日 新 月 
F ,数学 也 越 来 越 成 为 科学 技术 发 展 的 基础 . 从 17 
世纪 到 19 世纪 ,数学 与 力学 、 天 文学 .物理 学 、 大 地 


测量 学 .航海 术 就 密 不 可 分 ,互相 促进 地 平行 发 展 


着 . 对 于 机 械 工 程 . 建 筑 工 程 设 计 . 电 机 工程 等 技术 
领域 的 发 展 ,数学 也 起 着 决定 性 的 作用 . 20 世纪 数 
学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任何 时 代 都 更 加 令 人 信 
服 地 确立 了 数学 作为 整个 科学 技术 的 基础 地 位 . 数 
学 物理 .数学 化 学 .生物 数学 .数理 经 济 学 数理 地 质 
学 、 数 理 语言 学 、 数 值 天 气 预 报 、 数 党 考古 等 一 系列 


边缘 学 科 的 出 现 , 表 明 数 学 的 应 用 已 突破 传统 的 范 


围 而 向 人 类 一 切 知识 领域 渗透 . 随 着 科学 数值 化 趋 
势 的 增长 ,数学 在 提高 全 民 素质 ,培养 适应 现代 化 需 


要 的 各 级 人 才 方 面 还 具有 特殊 的 教育 功能 . 数学 科 
学 ,已 成 为 推进 人 类 文明 的 不 可 缺少 的 重要 因素 , 数 
学 正 越 来 越 直接 地 为 人 类 生活 与 物质 生产 做 出 更 大 
的 贡献 . 数学 应 用 具有 以 下 特点 : 

1) 纯粹 数学 几乎 所 有 的 分 支 都 获得 应 用 .在 20 
世纪 60 年 代 , 像 拓扑 学 这 样 的 抽象 数学 分 支 离 实 际 
应 用 似乎 还 很 遥远 , 而今 拓 扑 学 (特别 是 扭 结 理论 ) 
已 成 为 生物 学 中 了 解 DNA 结构 的 有 效 工 具 . 在 物 
理学 中 ,拓扑 不 变量 正在 成 为 物理 的 量 , 正 如 一 些 群 
的 不 变量 是 物理 的 量 一 样 . 数论 也 曾 被 认为 是 最 纯 
粹 、 最 缺乏 应 用 的 数学 分 支 , 但 如 今 数 论 方法 在 计算 
机 科学 、 密 码 技 术 、 卫 星 信 和 号 传输 、p 进 量 子 场 论 等 
许多 方面 发 挥 着 重要 的 有 时 甚至 是 关键 的 作用 ,并 
通过 与 数值 分 析 相 结合 开辟 着 更 广 的 应 用 途径 . 事 
实 上 , 仅 就 在 理论 物理 中 的 应 用 而 言 ,涉及 的 数学 除 
了 经 典 的 分 支 与 方法 (如 数学 物理 方程 、 傅 氏 分 析 、 
无 穷 维 空间 论 、 群 论 、 概 率 统计 等 ), 还 包括 了 微分 拓 
扑 、 微 分 几何 、 大 范围 分 析 、 代 数 几 何 、 李 群 与 李 代 
数 、 算 子 人 代数、 代数 数论 、 非 交换 数学 、 非 线性 数学 、 
计算 数学 等 ,几乎 覆盖 了 核心 数学 的 整个 领域 . 

2) 几乎 所 有 的 科技 领域 都 在 应 用 数学 ,并 越 来 
越 多 地 应 用 更 高 深 的 数学 . 数学 在 力学 、 物 理学 中 的 
应 用 是 经 受 了 历史 考验 的 ,而 当今 数学 的 应 用 则 早 
已 突破 这 一 传统 的 范围 ,正在 向 包括 从 粒子 物理 到 
生命 科学 ,从 航空 技术 到 地 质 勘探 在 内 的 一 切 科技 
领域 进军 . 除了 自然 科学 ,经 济 学 及 过 去 认为 不 适用 
数学 的 社会 学 .历史 学 等 社会 科学 领域 ,数学 方法 也 
ABE pr Be A fü. 随机 分 析 应 用 于 金融 决策 而 引起 的 
经 济 学 理论 的 进展 ,提供 了 特别 令 人 鼓舞 的 例证 . 与 
以 往 时 代 不 同 的 是 ,数学 在 向 外 渗透 过 程 中 越 来 越 
多 地 与 其 他 领域 相 结合 而 形成 交叉 学 科 . 与 数学 有 
关 的 词 大 量 出 现在 各 门 学 科 之 前 后 ,如 “数学 的 ”、 
“数理 的 “计量 的 “统计 的 “计算 的 ”以 及 “…… 
数学 ”"“…… 统 计 学 ?等 .学 科 成 熟 的 社会 标志 是 学 
会 .协会 的 建立 ,期 刊 与 连续 出 版 物 的 问世 ,以 及 课 
程 的 设置 ,专业 会 议 的 召开 等 .例如 《数学 化 学 杂 
志 》 于 20 世纪 80 年 代 创 刊 ,《 数 理 经 济 学 杂志) 于 
20 世纪 70 年 代 创刊 ,生物 数学 的 期 刊 出 现 更 早 .次 
一 级 的 学 科 如 “数学 分 类 学 ”的 著作 早 在 20 世纪 80 
年 代 就 问世 了 . 值得 注意 的 是 纯粹 数学 中 的 一 些 前 
沿 与 其 他 科学 的 许多 前 沿 领 域 的 快速 结合 ,这 反映 
了 科技 领域 中 数学 渗透 的 空前 深度 . 可 以 这 样 说 , 没 
有 这 些 前 沿 数学 就 没有 当代 理论 物理 学 的 一 些 前 沿 
领域 ,如 超 弦 理论 、 超 引力 理论 等 . 3C RK 
理论 这 样 的 物理 学 热门 分 支 所 用 到 的 数学 ,就 涉及 
微分 拓扑 学 、 代 数 几 何 学 、 微 分 几何 、 群 论 与 无 穷 维 
代数 、 复 分 析 与 黎 曼 曲 面 的 模 理 论 等 . 凝聚 态 物理 中 
分 类 晶体 结构 中 的 “缺陷 ”以 及 液晶 理论 ,都 用 到 某 


数 学 


些 齐 性 空间 中 同 伦 群 的 计算 ,而 这 即使 对 代数 拓扑 
学 家 来 说 也 是 极 难 的 问题 . 数理 经 济 学 中 一 般 均 衡 
理论 的 建立 发展 ,也 用 到 了 微分 拓扑 学 的 基本 定理 
与 彻底 的 公理 化 方法 . 经济 学 家 德 布 鲁 因 (de,Brui- 
jn. N. G. ) 这 方面 的 工作 获得 了 诺 贝 尔 奖 . 

3) 数学 在 生产 技术 中 的 应 用 变 得 日 趋 直接 . 以 
往 数 学 工具 直接 用 于 生产 技术 的 例子 虽 有 发 生 , 但 
数学 与 生产 技术 的 关系 基本 上 是 间接 的 . 常常 是 先 
应 用 于 其 他 科学 ,再 由 这 些 科 学 提供 技术 进步 的 基 
hl. 近 半 个 世纪 来 ,数学 科学 与 生产 技术 的 相互 作用 
方式 正在 悄悄 地 改变 ,数学 提供 的 工具 直接 影响 和 
推动 技术 进步 的 频率 正在 加 大 ,并 在 许多 情况 下 产 
生 巨 大 的 经 济 效益 . 例如 ,以 计算 流体 力学 为 基础 的 
数值 模拟 已 成 为 飞行 器 设计 的 有 效 工 具 , 类 似 的 数 
值 模拟 方法 正 被 应 用 于 许多 技术 部 门 以 蔡 代 耗资 巨 
大 的 试验 ;以 调和 分 析 为 基础 发 展 起 来 的 小 波 分 析 
直接 应 用 于 通信 与 石油 勘探 等 广泛 的 技术 领域 ,这 
在 20 年 前 是 不 能 想象 的 ;现代 医学 扫描 技术 (CT 
扫描 核磁 共振 成 像 等 ) 主 要 也 是 建立 在 拉 东 积分 理 
论 的 基础 之 上 ,这 方面 的 例子 举 不 胜 举 . 此 外 ,现代 
大 规模 生产 的 管理 决策 、 产 品质 量 控 制 也 密切 依赖 
于 数学 中 的 线性 规划 算法 (单纯 形 法 与 新 兴 的 内 点 
法 ) 及 统计 方法 . 近年 来 ,以 数学 建 模 为 核心 的 工业 
数学 成 为 一 个 甘 勃 发 展 的 应 用 数学 领域 也 绝 不 是 偶 
然 的 ,产业 部 门 的 工程 技术 人 员 与 数学 工作 者 携手 
合作 ,解决 影响 甚至 决定 生产 过 程 的 形形色色 的 数学 
问题 ,反之 ,许多 挑战 性 问题 也 刺激 纯 数学 的 发 展 . 

4) 数学 在 学 科 发 展 中 的 份额 及 力度 越 来 越 大 . 
一 些 著 名 的 数学 家 认为 ,数学 是 一 种 关键 的 .普遍 适 
用 的 .赋予 人 以 能 力 的 技术 . 从 某 种 意义 上 来 讲 ,“ 高 
技术 本 质 上 是 一 种 数学 技术 ”对 此 ,一 般 人 还 只 
科学 计算 的 层面 来 理解 . 而 实际 上 ,数学 方法 是 不 同 
于 理论 方法 及 计算 方法 的 第 四 个 普遍 适用 的 方法 和 
TER. 这 种 情况 从 20 世纪 70 年 代 以 来 已 初 圳 端倪 ， 
在 21 世纪 将 成 为 科学 研究 的 重要 组 成 部 分 ,而 且 也 
许 是 最 定 创 造 性 的 部 分 ,这 特别 表现 在 形成 概念 及 
理论 框架 方面 . 实际 上 ,当前 的 动力 系统 的 研究 (分 
叉 、 吸 引子 )、 孤立 子 .混沌 等 已 成 为 许多 领域 的 通用 
语言 及 工具 ,而 更 艰深 的 数学 将 在 未 来 更 为 普及 . 

HS MEX 
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初等 数学 (elementary mathematics) ”数学 的 

对 象 和 方法 较 简 单 、 较 基础 的 部 分 . 它 以 研究 常量 及 

不 变 空 间 形 式 为 其 基本 内 容 . 通常 认为 初等 数学 包 

括 算术 、 初 等 几何 (平面 的 和 立体 的 )、 初 等 代数 、 平 

面 三 角 、 解 析 几 何 (平面 的 和 空间 的 )、 球 面 几何 与 球 
D 


面 三 角 等 学 科 . 它 是 一 切 数 学 学 科 的 基础 ,现代 社会 
生活 、 生 产 和 科学 研究 各 个 方面 都 离 不 开 它 , 它 的 一 
些 基本 理论 和 方法 已 是 中 、 小 学 数学 课程 的 主要 内 
容 . 在 世界 上 ,从 远古 时 代 起 至 公元 前 5 世纪 ,是 算 
术 和 初等 几何 形成 的 时 期 . 初期 的 数学 是 与 生产 和 
生活 实践 直接 相关 的 ,人 们 从 实践 中 提取 出 来 的 许 
多 单个 法 则 和 经 验 公 式 还 没有 形成 具有 逻辑 关系 的 
系统 ,算术 和 几何 也 还 没有 分 开 , 彼 此 紧密 地 交错 
着 ,这 是 数学 的 萌芽 时 期 .这些 在 埃及、 巴比伦 、 中 国 
和 印度 的 史料 中 都 有 记载 . 

数学 成 为 一 门 独立 的 、 纯 理论 的 科学 ,是 从 公元 
前 2 世纪 形成 的 初等 几何 开始 的 . 古 硕 腊 在 这 方面 
做 出 了 突出 的 页 献 , 欧 几 里 得 (Euclid) 利 用 公理 化 
方法 完成 的 《几何 原本 》 阿 基 米 德 (Archimedes) 的 
著作 和 阿波 罗 尼 奥 斯 (Apollonius,(P)) 的 《圆锥 曲 
线 ) 等 ,使 数学 特别 是 几何 学 达到 了 顶峰 . 在 (几何 原 
AS |) FA , 欧 几 里 得 利用 欧 多 克 索 斯 (Eudoxus , (C)) 的 
比例 论 完 成 了 相似 形 的 理论 ,并 利用 欧 多 元 索 斯 的 
穷竭 法 证 明了 三 棱锥 的 体积 公式 以 及 与 圆 面积 和 球 
体积 有 关 的 命题 . 阿 基 米 德 用 穷竭 法 完成 了 圆 面积 
和 球体 积 公 式 的 证 明 . 初等 几何 以 它 科学 的 逻辑 演 
绎 推理 体系 和 丰富 完整 的 内 容 而 成 为 一 门 典 型 的 理 
论 数 学 . 与 算术 和 初等 代数 不 同 , 从 一 开始 就 将 其 理 
论 建立 在 若干 公理 的 基础 之 上 是 初等 几何 的 特点 ， 
最 早 用 于 建立 几何 的 这 种 公理 化 方法 的 意义 远 不 止 
于 初等 数学 , 它 已 成 为 建立 各 种 数学 理论 的 一 种 最 
基本 的 方法 ,公理 化 方法 还 被 应 用 在 力学 和 理论 物 
理 等 学 科 中 . 

算术 和 初等 代数 的 发 展 有 所 不 同 . 希腊 人 在 这 
个 领域 也 做 了 不 少 工作 ,《 几 何 原本 中 有 3 卷 是 有 
关 数 与 计算 的 . 其 后 在 中 国 、 印 度 和 阿拉 伯 的 数学 中 
引进 了 零 和 负数 ,建立 了 数 制 和 运算 法 则 以 及 代数 
方程 和 方程 组 的 解法 等 ,从 而 逐渐 形成 了 算术 和 初 
等 代数 的 主要 内 容 关于 数 的 形式 运算 的 一 般 学 
说 . 中 国 的 包括 《 九 章 算术 ;在 内 的 算 经 十 书 , 印 度 的 
阿 耶 波多 第 一 (Aryabhata , D 的 4《 阿 耶 波 多 历数 书 》 
E 37 BE A7 e, (Brahmagupta) BJ (32€ F BE 4E E D C 
fü Bey $7 1A AY Bal ZR. + 4E Dr T OK Cal-Khowarizmi, M. 
ibn M. ?的 《代数 学 》 都 是 这 方面 的 代表 作 , 初 等 代 
数 区 别 算术 的 根本 特点 在 于 用 符号 代替 数 , 这 在 数 
学 向 更 高 的 抽象 层次 发 展 中 是 一 个 质 的 飞跃 . 16 t 
纪 , 法 国 韦 达 (Viete,F. ) 的 关于 符号 代数 的 著作 《分 
析 方 法 入 门 》, 他 不 仅 用 字母 表示 未 知 量 和 未 知 量 的 
乘 短 ,而 且 用 来 表示 一 般 的 系数 ,他 的 名 著 《 论 方法 
的 检查 与 订正 ) 是 方程 论 发 展 中 的 一 个 重要 里 程 碑 . 
其 中 有 3 次 和 4 次 方程 的 解法 ,他 还 发 现 了 根 与 系 
数 的 关系 . 至 此 ,算术 和 初等 代数 的 基本 轮廓 已 经 确 
定 . 但 是 ,算术 的 公理 却 直 到 19 世纪 才 提出 ,这 以 后 
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它 的 理论 体系 才 趋 于 完善 . 

平面 三 角 和 球面 三 角 分 别论 述 了 平面 上 和 和 球面 
上 三 角形 的 边 与 角 这 两 类 几何 量 间 的 数量 关系 . 而 
球面 几何 是 球面 三 角 的 几何 基础 ,它们 基本 上 属于 
几何 的 范围 ,主要 是 由 于 实际 生产 和 生活 中 计算 方 
面 的 需要 (特别 是 测量 和 天 文 方面 ) 而 发 展 起 来 的 ， 
并 且 在 应 用 中 逐步 地 得 到 完善 . 中 国 刘 微 在 《海岛 算 
经 ) 中 所 述 的 全 部 是 关于 高 度 、 深 度 和 距离 的 诸 种 测 
量 的 方法 ,希腊 西 奥 多 修 斯 (Theodosius (BOO IJ CK 
面 学 是 关于 球面 几何 的 内 容 . 德国 的 雷 格 蒙 塔 努 斯 
(Regiomontanus J. ) 从 事 天 文学 和 数学 研究 ,他 的 
著作 《 论 一 般 三 角形 》 对 平面 三 角 和 球面 三 角 进 行 了 

17 th £i, t F JL CDescartes, R. ), # & (Fer- 
mat, P. de) fil yr T f HT JL fal. 笛 卡 儿 对 普遍 科学 的 
追求 引导 他 创立 了 解析 几何 ,他 的 数学 著作 《几何 
学 》 就 是 作为 其 哲学 著作 《方法 论 》 的 附录 之 一 而 出 
版 的 . 他 通过 引进 坐标 而 得 出 解决 几何 问题 的 方程 . 
并 用 代数 方法 加 以 研究 ,由 此 得 出 了 几何 的 各 种 性 
质 , 他 将 曲线 看 做 动 点 的 轨迹 ,初步 有 了 变量 的 思 
想 . 费 马 的 重要 论文 4 平面 与 立体 轨迹 引 论 》 是 他 试 
图 重 写 阿波 罗 尼 奥 斯 《 论 平面 轨迹 》 而 获得 的 研究 成 
果 , 他 致力 于 用 解析 形式 对 轨迹 问题 进行 一 般 性 研 
究 , 他 独立 于 笛 卡 儿 发 现 了 解析 几何 的 一 般 原 理 . 费 
马 与 备 卡 儿 的 解析 几何 的 侧重 点 有 所 不 同 , 费 马 侧 
重 于 不 定 方程 解 的 作 图 ,而 笛 卡 儿 则 着 重 于 代数 方 
程 的 构造 .解析 几何 完成 了 “ 形 ” 与 “ 数 ” 的 结合 ,于 是 
几何 概念 可 用 代数 来 表示 ,几何 的 目标 可 通过 代数 
的 方法 达到 . 反 过 来 ,给 代数 语句 以 几何 的 解释 ,可 
以 直观 地 掌握 那些 语句 的 意义 . 解析 几何 是 初等 数 
学 与 高 等 数学 的 桥架 , 它 为 微 积 分 的 创立 做 好 了 淮 
备 , 为 17 世纪 科学 的 发 展 , 尤 其 为 物理 学 的 研究 提 
供 了 有 力 的 工具 . | 

数学 包含 初等 数学 和 高 等 数学 两 大 部 分 ,这 种 
分 法 只 是 相对 的 ,它们 之 间 并 无 严格 的 分 界线 . 虽然 
初等 数学 的 基本 内 容 在 17 世纪 微 积 分 诞生 之 前 已 
基本 形成 ,其 丰富 的 内 容 和 理性 思维 方式 也 已 体现 
了 数学 的 基本 特征 , 即 它 的 抽象 性 、 人 逻辑 的 严谨 性 和 
应 用 的 广泛 性 .但 它 的 内 涵 和 外 延 是 随 着 时 代 的 前 
进而 改变 的 . 解析 几何 、 集 合 论 以 及 初等 图 数 等 进入 
初等 数学 ,也 已 超出 了 “常量 数学 ”的 局 限 . 另外 与 算 
术 有 同样 上 古老 历史 的 数论 ,就 其 整体 而 言 属于 高 等 
数学 . 高 等 代数 中 的 方程 论 , 现 代数 学 中 的 组 合 论 ， 
以 及 许多 高 等 数学 学 科 的 初等 部 分 ,都 有 这 种 情况 . 
虽说 初等 数学 总 体 上 已 经 定型 ,但 其 中 仍 有 新 的 研 
究 课题 ,也 还 不 断 出 现 新 的 结果 . 例如 高 等 数学 问题 
的 初等 证 明 研 究 ; 数 学 竞赛 活动 ;以 及 计算 机 的 普及 
等 也 都 为 初等 数学 增添 了 活力 . 随 着 数学 的 发 展 , 还 


将 有 新 的 内 容 补充 到 初等 数学 中 去 . 

在 理论 方面 ,初等 数学 是 整个 数学 的 “土壤 ”的 
源泉 ,许多 高 等 数学 分 文 都 从 这 里 发 育成 长 . 对 欧 几 
里 得 的 《几何 原本 中 “第 五 公设 ”( 即 平行 公理 ) 能 否 
被 证 明 的 研究 ,导致 了 非 欧 几何 的 诞生 ;关于 高 次 方 
程 公式 解 的 问题 ,由 伽 罗 瓦 (Galois ,EE. ) 完 全 解决 了 
五 次 及 五 次 以 上 方程 用 根 式 求解 一 般 不 可 能 的 问 
题 ,为 解决 此 问题 他 提出 的 群 论 使 代数 学 发 展 到 了 
一 个 高 的 层次 , 至 今 只 须 初等 数学 知识 就 能 理解 的 
许多 问题 仍 是 高 等 数学 研究 的 课题 ,如 著名 的 “ 哥 德 
巴赫 猜想 ”, 再 如 困惑 了 几 代 数学 家 的 “ 费 马 大 定 
理 ”, 经 过 了 三 个 多 世纪 才 在 1995 年 被 解决 . 这 些 已 
被 解决 了 的 和 正在 研究 的 问题 ,他 们 的 工作 意义 不 
仅 在 于 证 明 本 身 ,更 重要 的 是 其 研究 中 的 思想 和 方 
法 大 大 地 丰富 和 发 展 了 数学 学 科 , 甚 至 在 某 种 意义 
上 推动 了 数学 的 发 展 . 

在 计算 方面 ,实际 上 一 切 有 意义 的 数学 计算 最 
后 都 归结 为 初等 数学 的 计算 ,甚至 是 算术 的 计算 . 社 
会 生活 、 生 产 以 及 科学 研究 中 各 方面 的 计算 都 是 如 
此 .电子 计算 机 和 数字 技术 的 发 展 , 更 使 许多 原来 并 
非 计 算 性 的 问题 ,可 以 用 算术 的 计算 及 逻辑 运算 来 
解决 ,扩大 了 初等 数学 应 用 的 范围 .总 之 ,初等 数学 
是 人 类 生存 和 发 展 所 不 可 缺少 的 一 门 科学 . 
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三 角 学 (trigonometry) 简称 三 角 . 数学 的 一 
门 分 支 学 科 . 包括 平面 三 角 和 球面 三 角 两 部 分 . 分 别 
研究 平面 或 球面 上 三 角形 边 和 角 的 关系 、 三 角 困 数 
及 其 性 质 与 应 用 . 三 角 学 史 称 三 角 法 、 三 角 术 、 测 角 
术 、 八 线 学 等 . 

三 角 学 (拉丁 文 Trigonometria ) 一 词 ,最 先是 由 
皮 蒂 斯 楚 斯 (Pitiscus ,B. ) 创 用 的 . 皮带 斯 楚 斯 由 希 
腊 词 rpiwvoY( 三 角形 ) 与 uec pec (测量 ) 组 合 而 成 , 原 
意 是 三 角形 的 测量 . 他 的 三 角 学 的 论著 是 世界 上 第 
一 次 以 三 角 学 命名 的 著作 . 上 古代 埃及 人 和 希腊 人 在 
生活 或 生产 实践 中 ,早已 认识 到 三 角形 诸 元 素 间 具 
有 的 关系 .希腊 罗 德 岛 的 喜 由 恰 斯 (Hipparchus， 
(R)) 以 发 现 岁差 著称 ,提出 用 经 纬度 表示 地 理 位 置 
的 方法 和 地 图 投影 的 方法 . 同时 ,为 了 天 文 观测 的 需 
要 ,他 曾 做 出 第 一 个 与 目前 使 用 的 三 角 消 数 表 相 仿 
的 弦 表 . 喜 帕 恰 斯 采用 的 是 在 一 个 固定 的 圆 内 ,以 不 
同 的 圆心 角 所 对 应 的 弦 长 来 造 表 , 并 采用 巴比伦 人 


的 60 进 制 , 去 计算 给 定 度数 的 圆 弧 4 所 相应 的 芒 
AB 的 长 .就 是 说 , 喜 帕 恰 斯 所 得 的 一 系列 纺 值 并 不 
是 现在 意义 下 的 弦 值 ,而 是 全 弦 值 .不 过 ,他 实际 上 
已 揭示 了 贺 弧 与 圆 弦 在 量 值 上 的 对 应 关系 ,他 的 工 
作对 三 角 学 的 发 展 具有 一 定 的 作用 . Joke FED S 


数 学 


(Ptolemy) 继 承 喜 由 恰 斯 的 成 就 ,加 以 整理 发 挥 , 编 
入 目 己 的 4 天 文集 》 该 书 原 名 《数学 汇集 》, 共 13 卷 ， 
其 中 包含 有 系统 的 三 角 理 论 和 从 0 到 90" 每 隔 
(172) 的 弦 表 ,他 将 圆周 分 为 360 等 分 , 仍 以 60 xt 
制 新 建立 了 度 、 分 、 秒 的 量 角 单位 ,使 表 中 的 计算 准 
确 到 秒 . 根据 该 表 , 应 用 内 插 法 可 以 用 同样 的 准确 度 
求 出 任意 弧 的 弦 长 . 托 勒 密 还 得 到 过 下 列 诸 公 式 : 

sin^r + cos’x = 1, 

sin(x — y) = sinxcos y — cos rsin y, 

cos(x + y) = cos rzcos y — sin Tsin y, 


sin? P. = ia — cos x), 


或 与 之 形 异 实 同 的 类 似 公 式 , 并 根据 不 等 式 
E p> 

进行 内 插 计 算 等 . 这 些 贡献 都 是 十 分 可 贵 的 . 

在 中 世纪 初叶 至 12 世纪 ,印度 人 吸收 了 古 希 腊 
的 天 文学 知识 ,对 三 角 学 也 进行 了 研究 . 与 希腊 人 不 
同 的 是 ,他 们 不 再 计算 对 应 圆心 角 的 全 弦 的 长 ,而 开 
始 使 用 半 弦 ,相当 于 现在 的 正弦 线 . 当时 曾 制 作出 一 
个 正弦 表 , 其 方法 是 : 先 用 勾 股 定理 算出 一 些 特殊 角 
30",45",60",90" 的 正弦 ,然后 用 半角 公式 计算 出 较 
小 角度 的 正弦 .在 这 方面 ,印度 的 阿 耶 波多 第 一 
CAryabhata, | ) 所 做 的 贡献 是 不 可 磨灭 的 ,而 且 他 
认为 圆 弧 与 强 长 应 用 同一 单位 来 度量 . 换 名 话说, 阿 
耶 波 多 第 一 已 承认 了 曲线 ( 圆 弧 ) 与 直线 ( 弦 ) 可 以 有 
相同 的 度量 单位 . 这 里 包含 着 弧度 制 的 思想 ,与 托 勒 
密 有 显著 的 不 同 . 必须 指出 , 阿 耶 波多 第 一 虽然 已 
直接 触及 正弦 ,但 他 并 没有 给 出 名 称 .正弦 这 个 名 称 
是 12 世纪 欧洲 人 翻译 阿拉 人 数学 著作 时 开始 使 用 
的 , 它 与 印度 人 当初 的 半 弦 的 名 称 已 有 相当 差距 . 

从 7 世纪 至 15 世纪 的 数 百年 间 ,中 亚细亚 各 民 
族 中 涌现 出 一 批 数 学 家 ,他 们 不 但 吸取 和 保存 了 项 
腊 与 印度 的 数学 精华 ,而 且 有 所 创新 . 在 三 角 方面 有 
突出 贡献 的 阿尔 。 巴 塔 尼 (al-Battani) ,他 采用 半 弦 
代替 托 勒 密 的 全 弦 , 这 显然 是 受 印 度 人 的 影响 . 并 从 

since 
COS g 


; D 
推 得 sina 一 
v1 + D? 


首 此 求 出 a 的 值 . 这 是 希腊 人 所 不 知道 的 . 他 还 发 现 
了 球面 三 角形 边 的 余弦 定理 : 
cosa — — cosbcosc + sinbsinccos A, 
并 给 直 阴 影 ( 地 面 上 直立 一 杆 所 得 的 日 影 ) 及 反 阴 影 
(水 平 插 在 墙 上 的 杆 投影 在 墙 上 的 影 ) 分 别 取 名 余 切 
及 正切 ,还 制造 出 0" 到 90" 每 隔 荆 的 余 切 表 . 另 一 位 
在 三 角 方 面 有 突出 贡献 的 阿布 ， 瓦 法 (Abul-Wefa) 
曾 发 现 月 球 的 二 均 差 ,他 计算 了 每 隔 10' 的 正弦 表 
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和 正切 表 , 并 首次 引入 正 割 及 余 割 的 概念 . 纳西 尔 丁 
。 图 西 (Nasir al-Din, ，al-Tiasi) 指 出 :由 球面 三 角形 
的 三 个 角 可 以 求 得 三 边 ; 或 由 球面 三 角形 的 三 边 求 
得 三 个 角 . 这 个 事实 可 作为 平面 三 角 与 球面 三 角 差 
异 的 重要 标志 . 纳西 尔 丁 ， 图 西 致力 于 三 角 学 方面 
的 研究 ,总 结 了 前 期 数学 家 的 成 就 ,很 希望 让 三 角 学 
能 脱离 天 文学 而 独立 成 为 数学 的 一 个 分 文 ,但 可 异 
在 他 的 一 生 中 未 能 实现 . 

直到 15 世纪 , 雷 格 蒙 塔 努 斯 (Regiomontanus， 
J. ) 于 1464 年 完成 了 他 的 《 论 一 般 三 角形 》. 这 在 欧 
洲 是 一 本 系统 的 三 角 学 论著 ,包括 平面 三 角 和 球面 
三 角 两 部 分 ,其 中 取 半 径 r 二 6X10” $r-—10'.3& 1H 
了 相当 精密 的 正弦 表 . 三 角 学 从 此 才 正 式 脱离 了 天 
文学 而 独立 地 成 为 数学 的 一 个 分 支 . 令 半 径 等 于 
10 ,做 出 每 隔 10" 的 正弦 .正切 及 正 割 表 的 工作 ,是 
由 雷 蒂 库 斯 (Rhaeticus ,G. J. ) 开 始 做 的 ,但 这 项 工 
作 在 当时 全 靠 手 算 , 花 了 12 年 的 时 间 ,直到 他 死 后 
才 由 其 弟子 奥 托 (COtho,V. ) 于 1596 年 完成 并 发 表 
T Ht. 1613 年 ,由 色 蒂 斯 楚 斯 加 以 修订 ,重新 出 版 . 
到 此 为 止 , 三 角 函 数 表 已 相当 精密 . 而 它 的 效用 和 必 
要 性 在 后 来 发 现 对 数 时 才 完 全 显露 出 来 . 三角 学 逐 
步 引 起 一 些 著 名 数学 家 的 重视 ,使 其 内 容 逐 渐 得 到 
充实 和 完善 . 韦 达 (Viete,F. ) 使 三 角 学 进 一 步 系统 
化 ,他 给 出 了 正切 定理 


pon cu 
a—b = 2 
a+b ran A B 
2 
与 差 化 积 定理 
sin Á — sin B = 2cos EE CE -> B 


2 2 
还 给 出 用 sin pcos2 表 示 sinng 和 cos no 的 恒等式 . 
这 些 都 极 大 地 丰富 了 刚 独 立 不 久 的 三 角 学 ,使 它 的 
A A FER. BSE JB (De Moivre, A ) 给 出 了 棣 莫 
3B EM: (cos Xx 十 1sin x2" —cos nzd-isin zz 为 正 有 
理 数 ). 后 来 , 欧 拉 (Euler,L. ) 又 在 1748 及 1749 年 
证 明了 nn 是 实数 时 棣 莫 弗 定理 也 能 成 立 . 欧 拉 的 显 
著 功 绩 是 发 现 三 角 哺 数 , 他 在 《4 无穷小 分 析 引 论 》 中 
指出 :“ 三 角 肖 数 是 一 种 也 数 线 与 加 半径 的 比值 ”. 并 
指出 , 若 令 圆 半 径 为 单位 长 ,那么 所 有 的 三 角 肾 数 就 
可 大 为 简化 . 欧 拉 的 这 个 定义 是 极其 科学 的 , 它 使 三 
角 学 从 静态 的 只 是 研究 三 角形 解法 的 狭隘 天 地 中 解 
放 了 出 来 ,有 可 能 去 反映 现实 世界 一 切 可 用 三 角 郴 
数 反 映 的 运动 或 变化 过 程 .事实 上 ,经 欧 拉 引进 三 角 
另 数 之 后 ,原来 意义 下 的 正弦 等 概念 都 可 以 脱离 几 
何 图 形 去 进行 自由 的 运算 ,一 切 关 系 式 也 将 很 容易 
地 从 三 角 范 数 的 定义 出 发 而 导出 . 欧 拉 不 仅 引 进 了 
三 角 孙 数 的 定义 ,还 引入 了 绝 度 制 ,并 把 直线 与 圆 弧 
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的 度量 单位 统一 起 来 . 男 外 ,他 还 发 现 了 欧 拉 公式 
e" = cosx + isinz, 

欧 拉 公 式 把 三 角 函 数 同 指数 函数 联系 起 来 . 欧 拉 在 
三 角 学 方面 的 页 献 深 受 世 人 称赞 . 

中 国 对 三 角 知 识 的 研究 渊源 较 早 . die (Sdn - M 
本 记 》i 记 载 ,大 画 就 曾 利用 过 直角 三 角形 的 边 角 关 系 
对 山川 地 势 进 行 测 量 .《 周 佣 算 经 ) 中 ,已 开始 重视 对 
直角 三 角形 各 边 比 的 研究 . 由 刘 微 撰写 的 《海岛 算 
经 》, 全 部 内 容 都 是 有 关 高 度 和 距离 的 各 种 测量 方 
法 , 因 所 搜集 的 多 是 利用 两 次 或 多 次 测量 所 得 的 数 
据 , 故 被 称 为 重 差 术 . 从 这 些 史料 可 以 看 出 ,中 国 古 
代 的 三 角 学 虽然 多 数 是 直观 的 、 经 验 性 的 ,但 却 能 解 
决 三 角 学 范围 内 的 实际 问题 . 三 角 学 较 完 整 的 内 容 
在 明 朝 崇祯 四 年 (1631) 已 从 国外 引入 . 当年 由 邓 玉 
PE CTerrenz,J. 2. 15 z; ZH (Von Bell,J. A.S. ) 与 徐 光 
启 合 编 出 中 国 第 一 部 三 角 学 《大 测 》(1631 4E). [a] 
年 ,徐光启 等 又 编 出 (测量 全 义 》(1631 年 ), 其 中 包 
含 平面 三 角 和 球面 三 角 的 论述 . 引 人 注 意 的 是 ,当时 
三 角 学 在 欧洲 尚 无 完善 本 . 到 了 1653 ^E, H BE UE 
与 穆 尼 阁 (Smogolenski,J.-N. ) 合 编 了 《三 角 算法 》 
一 书 . 从 此 ,“ 三 角 ” 一 词 在 中 国 便 取代 了 “大 测 ”, 而 


成 为 了 这 一 学 科 的 名 称 . , 
B 稿 杨 志 青 审 A 刘 增 贤 
代数 学 (algebra) 简称 代数 . 数学 中 用 以 研究 


数 的 关系 .性 质 和 运算 法 则 的 分 文学 科 . 

代数 学 可 以 淹 源 于 技 恤 图 (Diophantus ) 89 C8 
术 ;一 书 . 用 字母 代表 未 知 数 的 这 种 数学 思想 , 同 十 
进 制 记 数 法 一 样 , 来 源 于 印度 . 在 文艺 复兴 时 期 由 阿 
拉 伯 传 到 欧洲 .“ 代 数 ” 这 一 术语 来 源 于 公元 9 世纪 ， 
Bal oR + FE FE HK (al-Khowarizmi,Mo.ibn M. ) 的 阿 
拉 伯 文 的 论著 《 移 项 和 消去 的 科学 》, 其 标题 的 第 二 
个 词 的 拉丁 文 音译 al-jabr 后 来 演变 成 为 algebra， 
这 就 是 拉丁 文 的 “代数 学 ”对 于 公元 17 世纪 以 前 的 
数学 ,代数 学 是 指 用 字母 代表 一 般 的 数 , 到 17 世纪 
中 期 大 体 上 形成 了 现代 的 代数 符号 体系 . 

韦 达 (Viete,F. ) 是 第 一 个 有 意识 地 、 系 统 地 使 
用 字母 的 人 ,他 确立 了 用 字母 记 一 般 表 达 式 的 符号 
的 方法 . t -K JL (Descartes, R. ) 对 于 字母 表示 法 的 
发 展 也 做 了 不 少 工作 . 从 这 个 时 候 开 始 ,实际 上 把 代 
数学 理解 为 关于 字母 计算 ,关于 由 字母 构成 的 公式 
的 变换 ,以 及 求解 代数 方程 等 的 科学 .通常 所 说 的 初 
等 代数 大 致 就 是 在 这 个 意义 下 的 代数 学 . PRA 
《 九 章 算术 3》 中 第 八 章 “方程 "已 研究 了 线性 方程 组 的 
解法 ,第 九 章 “ 勾 股 ”中 已 有 一 元 二 次 方程 的 解法 . 王 
孝 通 所 著 《 缉 十 算术 》 中 已 给 出 了 高 次 方程 近似 根 的 
求解 法 ;13 世纪 , 秦 九 韶 也 给 出 了 高 次 方程 近似 根 


的 求法 . 在 欧洲 ,16 世纪 意大利 数学 家 们 发 现 了 三 
次 和 四 次 方程 的 代数 解法 . 据 传 , 塔 尔 塔 利 亚 
(Tartaglia, N.) Æ K2 1535 年 宣布 他 发 现 了 三 次 
方程 的 代数 解法 . 后 来 ,卡尔 达 庄 (Cardano,G. ) 从 
塔 尔 塔 利 亚 那 里 骗 得 了 解 三 次 方程 的 诀 窒 ,于 1545 
年 发 表 在 他 的 代数 学 著作 《大 衍 术 里 . 三 次 方程 被 
解决 后 不 入, 一 般 四 次 方程 由 卡尔 达 诺 的 学 生 费 拉 
(Ferrari, L. ) 成 功 地 解决 并 发 表 在 《大 衍 术 》 中 . 
但 人 们 寻求 五 次 及 以 上 方程 的 根 式 解 均 告 失败 , 直 
到 19 世纪 中 叶 才 得 出 否定 的 解答 . 

在 18 和 19 世纪 ,代数 学 的 研究 对 象 主 要 是 多 
项 式 、 一 元 代数 方程 的 理论 、 多 元 线性 方程 组 的 理论 
以 及 和 矩阵 和 行列 式 理论 . 1797 F, f Nr (Gauss, C. 
F. ) 在 赫 尔 姆 施 泰 特大 学 的 博士 论文 中 ,给 出 了 代 
数 基本 定理 的 完善 证 明 . 1824 年 , 阿 贝 尔 (Abel,N. 
H. ) 证 明了 不 可 能 用 根 式 解 一 般 五 次 方程 ,但 是 阿 
贝尔 并 没有 给 出 一 个 准则 ,用 来 判定 一 个 具体 数字 
系数 的 高 次 代数 方程 能 否 用 根 式 求解 . 1828 年 后 的 
FE V. Fo (Galois. E. ) 彻 底 解 决 了 用 根 式 解 代 
数 方程 可 解 性 的 判定 问题 ,他 还 注意 到 根 的 置换 群 
的 性 质 与 代数 方程 的 关系 ,发 现 了 伽 罗 瓦 群 . 此后， 
他 又 极其 巧妙 地 应 用 置换 群 这 一 工具 ,证 明了 系数 
为 复数 的 一 般 代 数 方 程 aa dau ae 
-Fa,—0 (a00) , 34 nZe5 时 ,不 能 用 根 式 求解 .这样 
他 就 彻底 解决 了 这 个 在 长 达 200 多 年 的 使 数学 家 们 
伤 透 脑筋 的 问题 . 

此 后 ,代数 学 的 主流 进入 了 和 群 论 或 用 群 论 方法 
进行 研究 的 时 代 . 在 当时 数学 的 算术 化 、 公 理化 构造 
的 气氛 中 ,逐步 发 展 成 为 20 世纪 的 抽象 代数 学 . 19 
世纪 末 20 世纪 初 ,韦伯 (Weber,H. ) 的 三 卷 《代数 教 
程 》 被 认为 是 代数 学 的 标准 著作 . DR RE PX 
(Steinitz, E. ) F 1910 年 发 表 的 《代数 域 论 》 就 是 这 
个 历史 阶段 的 初期 里 程 碑 . 20 世纪 30 年 代 初 , 范 。… 
f& « TLR% (Van der Waerden, B. L. ) #8 $5 i e 
(Noether, A. E. ) fü 2E (Artin, E. ) 的 讲稿 写成 《 近 
世代 数学 》 这 部 书 的 修订 本 ,改名 为 《代数 学 》, 综合 
Bai f ANE BEE E BAR 100 年 来 抽象 代 
数学 方面 的 工作 ,对 于 抽象 代数 学 的 传播 和 发 展 起 
了 巨大 的 推动 作用 .《 代 数学 》 至 今 仍 是 人 们 学 习 代 
数 的 一 本 好 书 , 尽 管 从 那 以 后 ,代数 研究 有 了 长 足 的 
发 展 ,但 人 们 还 是 可 以 从 这 本 书 中 吸取 营养 . 

现代 代数 学 的 主要 研究 对 象 是 各 种 代数 系统 的 


内 在 规律 ,它们 在 同 构 意 义 下 的 不 变量 及 分 类 问题 


在 这 个 概念 下 的 代数 学 称 为 抽象 代数 或 近世 代数 . 
众所周知 , 数 是 数学 研究 的 最 基本 的 对 象 , 数 的 最 基 
本 的 运算 是 加 、 减 . 乘 、 除 .但 是 , 数 并 不 是 研究 数学 
的 惟一 对 象 ,而 且 所 过 到 的 许多 运算 也 不 全 是 数 的 
普通 加 减 , 乘 、 除 .例如 , 回 量 多项式、 图 数 、 矩 阵 和 
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线性 变换 等 ,它们 虽然 都 不 是 数 , 却 也 可 以 类 似 于 数 
那样 来 进行 运算 . 特别 是 ,尽管 这 些 研究 对 象 干 差 万 
别 各 有 自己 的 特性 ,但 是 从 运算 的 角度 看 ,它们 都 有 
许多 共同 的 性 质 . 于 是 ,从 一 般 集 合 出 发 ,研究 其 中 
元 素 间 各 种 运算 的 种 种 性 质 , 就 具有 非常 重要 的 意 
义 . 因为 它们 的 抽象 性 ,从 而 它们 的 结论 和 方法 不 仅 
可 以 渗透 到 数学 的 各 个 分 文 , 而 且 在 其 他 学 科 , 例 
如 ,在 试验 设计 .电子 技术 以 及 物理 .化 学 中 都 有 重 
要 应 用 . 

一 个 抽象 集合 ,如 果 有 一 种 或 数 种 代数 运算 , 常 
称 为 一 个 代数 系统 . 代数 学 发 展 到 今天 ,其 主要 任务 
就 是 研究 各 种 代数 系统 的 种 种 性 质 . 由 于 代数 系统 
中 运算 个 数 以 及 对 运算 所 附加 条 件 限 制 的 不 同 , 从 
而 产生 了 各 种 各 样 不 同 的 代数 系统 ,其 中 最 原始 最 
基本 的 代数 系统 有 半 群 . 群 . 环 、 域 . 格 、 模 等 . 它 所 研 
究 的 内 容 极为 丰富 和 广泛 . 这 样 一 来 . 古老 的 代数 学 
在 新 的 基础 上 以 全 新 的 面貌 和 更 加 旺盛 的 活力 飞速 
地 回 前 发 展 着 . 

BY. 多项式 和 矩阵 的 出 现 是 为 了 刻画 一 些 物理 
量 和 几何 量 , 诸 如 长 度 . 面 积 .速度 .空间 中 点 的 位 
置 .平面 的 运动 和 几何 变换 等 .然而 , 当 人 们 企图 刻 
画 对 称 性 ,无 论 是 物理 学 现象 中 还 是 数学 世界 中 ( 尤 
其 是 几何 图 形 中 ) 的 对 称 性 时 ,都 无 法 用 单个 的 数 、 
A IH Sh AM HEH Zap gp. 因此 ,为 了 刻画 对 称 这 一 概 
QAER TEF. 群 最 早 就 是 研究 代数 方程 根 的 对 
称 性 质 而 产生 的 一 个 概念 . 它 是 研究 对 称 性 的 有 力 
TA. 由 于 物理 .几何 中 对 称 这 一 概念 的 特殊 重要 
性 ,因而 使 群 这 个 代数 学 的 重要 分 支 成 为 近代 数学 
极其 深刻 也 极其 重要 的 概念 之 一 .类似 地 , 环 LES 
等 也 是 刻画 物理 现象 和 几何 性 质 的 数学 工具 . 在 各 
类 代数 系统 的 研究 中 ,起 基本 作用 的 是 同类 中 两 个 
代数 系统 的 同 构 及 其 推广 一 一 同 态 等 概念 . 一 般 地 ， 
对 任何 一 个 代数 系统 的 研究 都 可 以 包括 这 样 一 些 问 
题 ; 同 构 、 同 态 、 子 系统 、 特 殊 子 系统 和 商 系统 ,以 及 
系统 的 合成 与 分 解 、 自 同 构 群 等 . 由 于 抽象 代数 的 研 
究 对 象 一 一 代数 系统 的 一 般 性 ,又 由 于 代数 运算 贯 
穿 在 任何 数学 理论 和 应 用 问题 里 ,所 以 抽象 代数 学 
的 研究 在 数学 中 是 具有 基本 意义 的 , 它 的 理论 和 方 
法 渗透 到 与 它 相 近 的 各 个 不 同 数学 领域 中 ,形成 一 
些 有 新 面貌 和 新 内 容 的 数学 领域 (例如 代数 数论 、 代 
数 几何 、 李 群 和 李 代 数 等 ), 并 对 某 些 其 他 学 科 领 域 
(如 理论 物理 .晶体 学 等 ) 也 有 重大 的 影响 . 反 过 来 ， 
数学 中 各 分 文 以 及 其 他 科学 领域 的 理论 发 展 和 应 用 
的 需要 ,也 推动 和 促进 了 抽象 代数 学 在 深度 和 广度 
上 更 加 迅速 发 展 . 

自 20 世纪 40 年 代 中 叶 起 , 泛 代 数 、 同 调 代 数 、 
范畴 等 新 领域 被 建立 和 发 展 起 来 ,它们 都 是 在 抽象 
代数 学 中 起 统一 作用 的 概念 . 同调 代数 是 继 代 数 拓 
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扑 发 展 而 形成 的 一 门 新 的 代数 理论 ,在 20 世纪 60 
年 代 得 到 迅速 发 展 ,现在 已 成 为 代数 学 中 不 可 缺少 
的 重要 组 成 部 分 . 它 的 兴起 不 仅 对 于 群 . 环 . 李 代数 
等 代数 学 中 诸多 分 支 的 研究 起 着 非常 重要 的 作用 ， 
而 且 也 是 解决 其 他 数学 领域 中 诸多 问题 的 有 力 工 
FL. 另外 ,同调 代数 在 数论 和 群 论 中 以 及 在 代数 几何 
学 和 代数 拓扑 学 中 都 有 重要 作用 . 范畴 的 概念 和 理 
论 于 1945 年 由 麦克 莱恩 (Maclane,S. ) 和 艾 伦 们 格 
(Eilenberg,S. ) 最 早 提 出 ,并 引进 到 同调 代数 中 . 现 
在 ,范畴 的 语言 和 基础 部 分 已 渗透 到 数学 的 诸多 邻 
域 , 并 对 数学 的 许多 分 支 , 例 如 代数 几何 学 .代数 拓 
扑 学 .微分 几何 学 以 及 函数 论 的 次 刻 发 展 起 了 重要 
作用 . 近年 来 ,由 于 电子 技术 的 发 展 和 电子 计算 机 的 
广泛 应 用 ,抽象 代数 学 的 一 些 成 果 和 方法 已 经 直接 
应 用 到 工程 技术 中 ,如 代数 编码 学 .语言 代数 学 、 代 
数 自动 机 理论 等 . 新 的 应 用 代数 学 的 理论 ,也 相继 产 
生 和 发 展 . 同时 , 它 又 是 离散 数学 的 重要 组 成 部 分 ， 
并 对 组 合 数学 的 莲 勃 发 展 起 着 重要 作用 . 这 些 新 的 
应 用 推动 了 近代 应 用 代数 学 的 形成 和 完善 . 代数 学 
之 所 以 发 展 到 现代 的 这 种 形式 ,很 大 程度 上 应 归功 
T 20 世纪 20 年 代 末 期 的 德国 学 派 的 代表 诺 特 、 阿 
廷 、 克 和 鲁 尔 (Krull,W. ) 和 范 。 德 .瓦尔 登 等 . 此 外 ， 
法 国 的 布尔 巴 基 学 派对 抽象 代数 理论 的 系统 化 作 了 
决定 性 的 工作 . 华罗庚 等 人 在 代数 学 的 发 展 和 传播 
中 也 做 出 了 显著 的 贡献 . 

群 论 是 代数 学 的 重要 分 文 之 一 . 它 不 仅 在 数学 
本 身 ,而且 在 结晶 学 .理论 物理 .量子 化 学 以 及 代数 
编码 学 、 自 动机 理论 等 方面 都 有 重要 应 用 . 有 限 群 论 
是 群 论 的 重要 的 和 基础 的 部 分 ,而 有 限 单 群 又 是 有 
限 群 结构 的 基石 ,因此 , 它 长 期 是 群 论 研究 的 中 心 问 
题 . 有限 交换 单 群 的 情况 很 简单 ,因为 有 限 交 换 群 G 
天 te) 是 单 群 当 且 仅 当 C 与 素数 阶 循环 群 同 构 . 而 
寻求 所 有 非 交 换 有 限 单 群 即 其 分 类 问题 ,经 过 几 代 
人 的 努力 ,终于 在 20 世纪 80 年 代 得 到 解决 . 这 是 
20 世纪 数学 的 一 个 重大 成 就 . 非 交 换 有 限 单 群 共 分 
以 下 三 类 ;第 一 类 ,n(n 宇 5) 次 交代 群 4,; 第 二 类 ， 
Lie 型 单 群 和 Lie 型 群 ;第 三 类 ,26 个 零星 单 群 ,其 
中 最 大 的 一 个 常 称 为 魔 群 , 其 阶 为 2， 37-5? 7 
“。 11 .133。17。19.。23。29。31。41。47。59。 
71, ARRAK 107. 有 限 单 群 分 类 问题 的 解决 影响 
深远 , 群 论 中 有 些 长 期 存在 的 问题 而 由 于 它 的 解决 
而 得 到 解决 . 


HE 稿 Wf BD 
T 阅 JER 刘 绍 学 RHAH 


几何 学 (geometry) 简称 几何 . 数学 中 研究 空 
间 形 式 及 其 相互 关系 的 分 支 学 科 . 
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几何 学 起 源 很 早 , 并 且 与 测量 有 密切 的 关系 . 相 
传 公元 前 两 千 多 年 ,埃及 尼罗河 经 常 泛滥 ,水 退 后 需 
重新 整修 农田 ,测定 地 界 , 几 何 便 在 这 种 土地 测量 的 
需要 中 产生 . 几何 一 词 的 拉丁 文 名 称 geometria , fk 
字义 分 析 就 是 由 geo (土地) 和 metria (测量 ?组 成 
的 . 古代 的 人 很 早 就 知道 并 积累 了 许多 简单 的 几何 
知识 . “PER ZG aS A TRY Pg ah A BS J) ed LAB A 
精美 的 几何 图 案 . 早 在 上 古 时 期 ,中 国 先 民 就 已 利用 
EREDE. BRS) ALES AR) HE Ait 
算 图 形 面积 的 记载 . 世界 上 现存 最 古 的 数学 书 《 阿 梅 
斯 杂 录 是 公元 前 1700 年 , 古 埃 及 阿 梅 斯 (Ahmes ) 
手 抄 的 ,里 面 载 有 许多 耕地 面积 和 仓库 容积 的 求法 
及 有 关 金 字 塔 的 几何 问题 . 公元 前 7 一 8 世纪 ,这 些 
耕地 面积 .仓库 容积 的 测量 和 计算 方法 传人 希腊 ,由 
于 柏拉图 (Plato) 创 立 的 Academia (学术 ) 学 园 的 成 
bi: Hr Bz JO V8 Ux Er CSpeusippus ), 3E $& W 56 PE JI 
(Xenocrates, (C)), W H +£ f& (Aristotle), EX JL FR 
得 (Euclid) 等 人 的 研究 ,使 几何 从 地 积 、 体 积 测量 和 
计算 中 抽象 了 出 来 ,逐渐 形成 一 门 系统 的 独立 学 科 . 
特别 是 欧 几 里 得 将 丰富 而 零散 的 几何 材料 ,运用 膛 
辑 方法 ,采用 公理 化 的 方式 加 以 系统 整理 ,建立 了 一 
个 完整 的 几何 体系 ,撰写 成 一 部 《原本 EBS, 
人 们 称 为 欧 几 里 得 几何 , 常 简称 欧 氏 几何 . 几何 这 个 
名 称 是 徐光启 在 翻译 欧 几 里 得 所 著 ( 原 本》 时 , 译 为 
《几何 原本 》, 后 来 就 泛称 研究 平面 和 空间 图 形 的 学 
科 为 几何 ,沿用 至 今 . 

文艺 复兴 之 后 的 欧洲 ,代数 学 有 了 迅速 的 发 展 ， 
几何 学 开始 摆脱 和 代数 学 的 隅 离 状 态 . 17 世纪 , TR 
卡 儿 (Descartes,R. ) 认 为 数 与 图 形 之 间 有 着 密切 关 
系 , 采 用 代数 方法 研究 几何 问题 ,建立 坐标 系 , 创 建 
了 解析 几何 ,并 促进 了 微 积 分 的 发 展 . 18 世纪 ,由 于 
微 积 分 在 几何 方面 的 应 用 ,又 开辟 了 微分 几何 这 一 
领域 ,同时 还 产生 了 射影 几何 与 工程 制图 中 使 用 的 
画 法 几何 . 由 于 数学 家 们 对 欧 几 里 得 第 五 公设 的 长 
时 期 的 研讨 , 罗 巴 切 夫 斯 基 (J4o6adeBcktYy,H. H.) F 
1826 年 改变 欧 氏 第 五 公设 ,而 创立 了 一 个 新 的 几何 
系统 一 一 非 欧 几何 (更 准确 地 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 
何 ). 1854 4E, Z & (Riemann, (G. F. )B. ) 推 广 了 空 
间 概 念 , 开 创 了 几何 学 的 另 一 广阔 领域 一 一 黎 曼 几 
何 . 随 着 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 的 建立 , 黎 曼 几何 得 到 
了 很 大 的 发 展 ,成 为 现代 微分 几何 的 基础 . 

19 fit Za , 希 尔 伯 特 (Hilbert .D. ) 发 表 了 《几何 
基础 》 他 用 近代 观点 建立 了 严密 的 欧 几 里 得 几何 公 
理 体系 ,使 得 (几何 原本 》 中 的 公理 体系 真正 完善 ,并 
且 使 数学 公理 法 基本 形成 ,促使 数理 逻辑 的 发 展 , 这 
种 影响 也 扩大 到 其 他 数学 分 支 的 领域 . 19 世纪 中 叶 
以 后 , 儿 何 学 发 展 很 快 ,新 种 类 不 断 涌 现 . 1827 年 ， 
TE 3€ I] Klein, (C. 2 F. ) 就 当时 存在 的 各 种 新 几何 


的 发 展 做 出 总 结 , 指 出 它们 在 结构 上 的 一 般 规律 . 元 
莱 因 用 变换 群 的 观点 作为 几何 分 类 的 基础 .在 这 种 
观点 下 ,几何 学 被 看 做 是 关于 图 形 在 某 种 变换 群 下 
不 变性 质 的 理论 . 如 通常 的 初等 几何 是 研究 图 形 在 
正 交 变换 (合同 变换 ) 群 作用 下 的 不 变性 质 ( 如 长 度 、 
角度 等 ). 同样 ,射影 几何 是 研究 在 射影 变换 下 的 不 
变性 质 ,而 拓扑 学 则 是 研究 拓扑 变换 下 的 不 变性 质 . 
克 莱 因 用 变换 群 把 几何 分 类 的 观点 ,是 他 在 德国 埃 
尔 朗 根 大 学 的 就 职 演说 中 提出 的 ,通常 称 为 埃 尔 时 
根 纲领 . 它 对 近代 几何 思想 以 至 数学 思想 有 这 远 影 
nji. 

20 世纪 以 来 ,几何 学 的 迅速 发 展 , 产 生 和 形成 
众多 的 几何 学 ,如 射影 微分 几何 .整体 微分 几何 、 仿 
射 微分 几何 、 一 般 空 间 微 分 几何 以 及 代数 几何 、 计 算 
几何 和 拓扑 学 等 .由 于 拓扑 学 的 渗入 ,使 几何 学 出 现 
了 新 面貌 ,由 局 部 问题 向 整体 理论 发 展 , 特 别 是 正在 
鞍 勃 发 展 的 内 容 丰 富 的 现代 微分 几何 ,在 物理 学 和 
数学 其 他 分 文中 有 着 重要 应 用 . 近代 计算 机 的 飞速 
发 展 , 对 几何 学 古老 的 和 最 新 的 分 支 均 有 极 大 影响 ， 
计算 机 的 快速 计算 能 力 ,即使 圆周 率 x 达到 几乎 可 
说 是 要 多 精确 都 可 以 的 地 步 , 又 以 专业 数学 家 尚 还 
不 太 愿 意 接受 的 方式 证 明了 困扰 专业 和 业余 数学 家 
一 个 多 世纪 的 地 图 四 色 问 题 . 计算 机 并 以 机 器 证 明 
和 计算 机 作 图 丰富 了 各 种 几何 学 的 内 容 . 机 器 证 明 
最 先是 从 证 明 经 典 几何 学 的 已 知 定理 开始 的 . 计算 
机 作 图 既 把 历来 数学 家 所 设想 到 的 几何 图 象 更 为 形 
象 化 地 表现 出 来 ,又 促成 已 知 几 何 内 容 ( 例 如 极 小 曲 
面 ) 的 新 发 展 ,特别 值得 提 到 的 是 促成 曼 德 尔 勃 罗 特 
(Mandelbrot, B. ) F 1975 年 创立 “分 形 ” 这 个 新 概 
念 ,由 此 出 现 了 分 形 几何 等 尚 有 竺 发展 的 新 的 几何 
学 内 容 . 中 国 和 各 国 的 华人 几何 学 家 为 改善 .丰富 、 
发 展 几何 学 做 出 了 许多 重要 贡献 . 

Bt $$ KRE BGR # 阅 黄 正 中 


解析 几何 (analytic geometry) Jp PK AA bg JL 
何 . 在 坐标 系 中 用 代数 方法 研究 图 形 性 质 的 学 科 . 按 
图 形 属于 平面 或 空间 而 分 为 平面 解析 几何 或 空间 解 
析 几 何 . 其 内 容 包 括 坐 标 系 的 建立 ,运用 代数 的 计算 
解决 平面 上 或 空间 中 的 几何 问题 ,并 系统 地 研究 一 
次 和 二 次 的 曲线 及 曲面 . 

坐标 方法 起 源 于 古代 . 中 国 战国 时 代 的 石 申 制 
成 世界 上 最 早 的 星 表 《 石 氏 星 经 》, 就 是 运用 坐标 的 
思想 记录 了 100 多 颗 恒 星 的 方位 . 古 希腊 的 阿波 罗 
尼 奥 斯 (Apollonius ,(P)) 曾 用 两 条 互相 垂直 的 直线 
作为 研究 圆锥 曲线 的 基准 ,他 的 《圆锥 曲线 论 ?是 一 
部 最 早 关于 椭圆 .抛物线 和 双 曲 线 的 论著 .14 ha, 
在 奥 尔 斯 姆 (Oresme,N. ) 的 著作 中 ,已 有 关于 经 纬 


度 与 函数 图 形 表示 的 萌芽 . 他 用 数组 表示 点 的 位 置 ， 
以 图 线 表 示 因 变量 与 自 变量 的 关系 . 用 代数 形式 表 
示 几 何 命题 的 方法 也 很 早 就 出 现 了 . 中国 上 古代 勾 股 
测量 提出 了 开平 方 的 要 求 . 刘 徽 的 《海岛 算 经 ( 即 
(JU 8 25 PO FRRO [ 8E E) 3- — 25 (12480 B 
涉及 了 几何 问题 的 代数 解法 . 1593 年 , 韦 达 (Viete， 
F. ) 已 将 上 古 希腊 著作 中 出 现 的 几何 形式 的 恒 等 关系 
用 代数 形式 表示 出 来 了 . 这 些 坐 标 思想 和 代数 方法 
为 创立 解析 几何 提供 了 一 定 的 基础 . 
17 世纪 初 ,处 于 文艺 复兴 时 代 的 欧洲 ,天 文 、 力 
学 、 技 术 的 迅速 发 展 ,要 求 数学 用 运动 变化 的 观点 研 
2x [n] BR. f -F JL (Descartes, R. ) 受 到 奥 尔 斯 姆 思想 
影响 ,从 古代 的 天 文 和 地 理 的 经 纬 线 制度 中 得 到 
启发 ,于 1637 年 出 版 了 《更 好 地 指导 推理 和 寻求 科 
学 真理 的 方法 论 》, 书 中 第 三 个 附录 《几何 学 》 集 中 体 
现 了 笛 卡 儿 的 变量 思想 和 坐标 方法 ,为 创立 解析 几 
fup 3& ES AE mh. 他 在 平面 上 引进 坐标 系 ,建立 了 点 与 
数组 (zy,y) 的 一 一 对 应 关系 .进而 将 曲线 看 做 动 点 
的 轨迹 ,并 用 含有 z,y 的 方程 表示 ,形成 他 关于 几 
何 图 形 与 代数 方程 互相 表达 的 思想 .于 是 几何 问题 
转化 成 代数 方程 ,通过 代数 运算 ,又 可 发 现 许多 出 乎 
意料 的 几何 结果 ,使 古典 几何 中 许多 难度 较 大 的 问 
题 的 解法 大 为 简化 .与 笛 卡 儿 同 一 时 代 的 费 马 (Fer- 
mat , P. de) 也 是 解析 几何 的 创建 者 .在 他 的 《平面 与 
立体 轨迹 引 论 》( 写 于 1629 年 ,到 1679 年 才 出 版 ) 
中 ,解析 地 定义 了 许多 新 的 曲线 ,阐述 了 解析 几何 的 
基本 原理 :“ 只 要 在 最 后 的 方程 里 ,出 现 了 两 个 未 知 
数 ,就 得 到 了 一 个 轨迹 ……”. 在 很 大 程度 上 , 笛 卡 儿 
从 轨迹 开始 , 找 出 它 的 方程 . 费 马 则 从 方程 出 发 ,来 
研究 轨迹 . 如 何 实现 这 两 个 转化 , 正 是 贯穿 于 解析 几 
何 始终 的 两 个 基本 问题 . 
解析 几何 经 历 了 从 对 平面 曲线 的 研究 发 展 到 对 
空间 曲线 .曲面 的 研究 过 程 . 虽然 笛 卡 儿 曾 提 到 过 立 
体 解析 几何 ,但 他 没有 详细 阅 述 . 1679 年 , 拉 伊 尔 
(La Hire,P.de) 对 三 维 坐标 几何 作 了 探讨 . 1700 年 
以 后 ,该 领域 才 有 了 系统 发 展 . 1715 年 ,约翰 第 一 ， 
伯 努 利 (Bernoulli,Johann 1 ) 首 次 引入 三 个 坐标 平 
面 ,初步 确定 了 曲面 能 用 三 个 变量 的 方程 表示 的 思 
3H. 1731 OF, 253€ B (Clairaut, A. -C. ) 首 次 解析 地 论 
述 非 平面 的 空间 曲线 . 后来, 欧 拉 (Euler,L. ) 大 大 推 
进 了 此 领域 的 研究 . 笛 卡 儿 关 于 变量 的 思想 和 坐标 
方法 ,使 函数 概念 获得 了 新 生 , 牛 顿 (Newton,I,. )、 
3€ dg JEX (Leibniz, G. W. ) 的 微 积 分 随 之 出 现 , 数 学 
由 常量 数学 进入 到 变量 数学 的 新 时 期 . 当时 代数 和 
解析 作为 数学 方法 是 混用 的 . 所 以 ,运用 代数 方法 的 
几何 称 为 解析 几何 ,而 被 认为 是 代数 方法 扩展 的 微 
只 分 则 称 为 无 穷 小 量 解析 ,后 来 解析 即 分 析 一 词 独 
立成 为 指 包 括 所 有 建立 在 极限 过 程 上 的 数学 . 1748 
1] 


年 , 欧 拉 在 他 的 (无穷 小 分 析 引 论 ;一 书 中 ,给 出 了 现 
代 形 式 下 的 解析 几何 的 系统 叙述 . 3E E w (Pliicker, 
J. ) 对 解析 几何 有 突出 的 贡献 . 他 的 《解析 几何 的 发 
展 》(1828、1831)《 解 析 几 何 的 体系 》(1834) 等 著作 ， 
进一步 完善 了 解析 几何 . 他 将 点 坐标 发 展 为 线 坐 标 ， 
从 而 为 普 昌 克 射 影 几 何 对 偶 原 理 的 解析 证 明 提 供 了 
基础 . 还 导致 了 线 几 何 学 、 圆 几何 学 、 维 数论 的 产生 
和 发 展 . 

解析 几何 的 理论 和 方法 改变 了 整个 数学 的 面 
貌 , 它 的 作用 远 远 超过 了 笛 卡 儿 的 期 望 . 从 此 对 几何 
图 形 的 研究 进入 到 系统 的 定量 研究 . 如 抛射 体 的 运 
动 ,行星 的 椭圆 形 轨 道 的 发 现 ,齿轮 和 凸轮 的 制造 ， 
透镜 的 设计 等 都 需要 数量 知识 ,代数 变 得 比 几 何 更 
为 重要 .将 坐标 几何 的 方法 与 微 积分 结合 起 来 研究 
光滑 的 曲线 和 曲面 便 形成 了 古典 微 积 分 几何 学 . 从 
维 数 上 将 平面 (二 维 )、 空 间 ( 三 维 ) 解 析 几 何 向 高 维 
万 至 无 穷 维 推广 ,形成 了 高 维 点 几何 学 和 泛 困 分 析 . 
解析 几何 理论 还 被 应 用 于 希 尔 伯 特 公理 系统 的 相 容 
性 证 明和 初等 几何 的 机 器 证 明之 中 . 在 中 国 , 第 一 本 
关于 解析 几何 与 微 积分 方面 的 书 是 由 李 善 兰 与 伟 烈 
亚 力 (Wylie,A. ) 合 译 的 《 代 微 积 拾级 》18 3$ (1859 
年 ), 前 9 卷 为 解析 几何 . 当时 ,他 将 解析 几何 译 为 代 
数 几 何 , 后 又 有 代 形 合 参 .经 纬 几 何 、 狄 嘉 尔 形 学 等 ， 
各 有 借 意 .至 1935 年 ,在 《数学 名 词 ) 中 正式 审定 为 
解析 几何 学 . 

AK $R JL {A (coordinate geometry) 
fai". 
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高 等 数学 (higer mathematics) 相对 于 初等 数 
学 而 言 , 数 学 的 对 象 及 方法 较为 复杂 的 一 部 分 . 一般 
认为 ,16 世纪 以 前 发 展 起 来 的 各 个 数学 学 科 总 的 是 
属于 初等 数学 的 范畴 ,因而 ,17 世纪 以 后 建立 的 数 
学 学 科 基 本 上 都 是 高 等 数学 的 内 容 . 由 此 可 见 , 高 等 
数学 的 范畴 无 法 用 简单 的 几 句 话 或 列举 其 所 含 分 文 
学 科 来 说 明 . 

19 世纪 以 前 确立 的 几何 ` 代数、 分析 这 三 大 数 
学 分 文中 ,前 两 个 都 原 是 初等 数学 的 分 支 ,其 后 又 发 
展 了 属于 高 等 数学 的 部 分 ,而 只 有 分 析 从 一 开始 就 
属于 高 等 数学 .分析 的 基础 微 积分 被 认为 是 “ 变 
量 数学 ”的 开始 ,因此 ,人 研究 变量 是 高 等 数学 的 特征 
之 一 . 原始 的 变量 概念 是 物质 世界 变化 的 诸 量 的 直 
接 抽 象 ,现代 数学 中 的 变量 包含 了 更 高 层次 的 抽象 . 
如 数学 分 析 中 研究 的 限于 实 变量 ,而 其 他 数学 分 支 
所 人 研究 的 还 有 取 复 数值 的 复 变 量 和 向 量 、 张 量 形式 
的 ,以 及 各 种 几何 量 . 代 数量 ,还 有 取 值 具有 偶然 性 
的 随机 变量 .模糊 变量 和 变化 的 (概率 ) 空 间 一 一 范 
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mig A ENDETE. 描述 变量 间 依 赖 关 系 的 概念 由 函 
数 发 展 到 泛 函 、 变 换 以 至 于 函 子 . 与 初等 数学 一 样 ， 
高 等 数学 也 研究 空间 形式 ,只 不 过 它 具 有 更 高 层次 
的 抽象 性 ,并 反映 变化 的 特征 ,或 者 说 是 在 变化 中 研 
究 它 . 例如 ,曲线 、 曲 面 的 概念 已 发 展 成 一 般 的 流 形 . 
按照 埃 尔 朗 根 纲领 ,几何 是 关于 图 形 在 某 种 变换 群 
下 不 变性 质 的 理论 ,这 也 就 是 说 ,几何 是 将 各 种 空间 
形式 置 于 变换 之 下 来 研究 的 . 

无 穷 进 入 数学 ,这 是 高 等 数学 的 又 一 特征 . 现实 
世界 的 各 种 事物 都 以 有 限 的 形式 出 现 ,无 穷 是 对 它 
们 的 共同 本 质 的 一 种 概括 . 所 以 ,无 穷 进入 数学 是 数 
学 高 度 理论 化 .抽象 化 的 反映 . 数学 中 的 无 穷 以 潜 无 
穷 和 实 无 穷 两 种 形式 出 现 . 在 极限 过 程 中 ,变量 的 变 
化 是 无 止境 的 ,属于 潜 无 穷 的 形式 . 而 极限 值 的 存在 
又 反映 了 实 无 穷 过 程 . 最 基本 的 极限 过 程 是 数列 和 
函数 的 极限 . 数学 分 析 以 它 为 基础 ,建立 了 刻画 函数 
局 部 和 总 体 特征 的 各 种 概念 和 有 关 理论 ,初步 成 功 
地 描述 了 现实 世界 中 的 非 均 匀 变 化 和 运动 . 另外 一 
些 形式 上 更 为 抽象 的 极限 过 程 ,在 别 的 数学 学 科 中 
也 都 起 着 基本 的 作用 . 还 有 许多 学 科 的 研究 对 象 本 
身 就 是 无 穷 多 的 个 体 ,也 就 说 是 无 穷 集合 ,例如 群 、 
环 . 域 之 类 及 各 种 抽象 空间 . 这 是 数学 中 的 实 无 穷 
能 够 处 理 这 类 无 穷 集合 ,是 数学 水 平 与 能 力 提高 的 
表现 . 为 了 处 理 这 类 无 穷 集合 ,数学 中 引进 了 各 种 结 
构 , 如 代数 结构 、 序 结构 和 拓扑 结构 (参见 “数学 ”). 
另外 还 有 一 种 度量 结构 ,如 抽象 空间 中 的 范 数 .距离 
和 测度 等 , 它 使 得 个 体 之 间 的 关系 定量 化 .数字 化 ， 
成 为 数学 的 定性 描述 和 定量 计算 两 方面 的 桥梁 . 上 
述 结构 使 得 这 些 无 穷 集合 具有 丰富 的 内 涵 , 能 够 彼 
此 区 分 ,而 变 得 异彩 纷呈 ,并 由 此 形成 了 众多 的 数学 
学 科 . 

数学 的 计算 性 方面. 在 初等 数学 中 甚至 占 了 主 
导 的 地 位 . 它 在 高 等 数学 中 的 地 位 也 是 明显 的 ,高 等 
数学 除了 有 很 多 理论 性 很 强 的 学 科 之 外 ,也 有 一 大 
批 计算 性 很 强 的 学 科 , 如 微分 方程 .计算 数学 、 统 计 
学 等 . 在 高 度 抽象 的 理论 装备 下 ,这 些 学 科 才 有 可 能 
处 理 现代 科学 技术 中 的 复杂 计算 问题 ， 

除了 数学 基础 .集合 论 .数理 逻辑 这 样 一 些 基础 
性 学 科 之 外 ,数学 分 为 初等 数学 与 高 等 数学 两 大 部 
分 . 它们 有 共同 的 基础 ,而 彼此 之 间 并 没有 严格 的 界 
线 . 它们 都 是 人 类 文明 在 不 同 发 展 阶 段 的 产物 ,但 并 
不 像 某 些 事物 那样 ,后 发 展 起 来 的 可 以 代替 古老 的 . 
随 着 人 类 文明 的 进步 ,数学 中 某 些 局 部 的 、 繁 琐 的 成 
果 或 工作 可 能 被 淘汰 ,而 其 总 体 仍然 是 有 用 的 ,并 必 
将 向 着 更 加 综合 和 抽象 .结构 更 多 样 化 的 方向 发 展 
T. 
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算术 (arithmetic) ”数学 的 一 个 基础 分 支 . 它 以 
自然 数 和 非 负 分 数 为 主要 对 象 . 算术 的 内 容 包 括 两 
部 分 ,一 部 分 讨论 目 然 数 的 读 法 、 写 法 和 它 的 基本 运 
算 , 这 一 部 分 包括 进位 制 和 记 数 法 ,主要 是 十 进位 
制 ,其 他 的 进位 制 与 十 进位 制 仅 是 采用 的 基数 不 同 ， 
都 可 以 仿照 十 进位 数 的 原理 和 原则 进行 计算 . 算术 
的 另 一 部 分 包括 算术 运算 的 方法 与 原理 的 应 用 . 如 
分 数 与 百分数 计算 ,各 种 量 及 其 计算 , 比 和 比例 ,以 
及 算术 应 用 题 ， 

算术 的 起 源 可 以 追溯 到 远古 时 代 , 中 国 商 代 ( 约 
公元 前 16 世纪 一 约 公 元 前 1066) 甲 骨 文 中 已 有 数 
字 的 记载 ,古人 用 算 筹 记 数 和 进行 加 、 减 、 乘 、 除 运 
算 , 称 为 筹 算 . 1983 一 1984 年 间 , 在 湖北 省 江陵 出 土 
的 竹简 《算术 书 兴 约 成 书 于 公元 前 150 年 ) 是 中 国 现 
ff I) Ach B LR B B UP UE ACH AE UR ALES 
分 ) 面积 (里 田 、 禾 田 ) 和 与 当时 社会 有 关 的 一 些 计 
算 . 公元 1 世纪 后 半 叶 成 书 的 ( 九 章 算术 》, 其 内 容 已 
是 多 方面 的 . 书 中 在 算术 方面 主要 有 分 数 运算 、 比 例 
问题 和 人 盘 不 足 算法 ;在 几何 方面 主要 是 面积 ( 方 田 )、 
体积 ( 商 功 ) 计 算 问 题 ;在 代数 方面 主要 有 一 次 方程 
组 解法 负数 概念 的 引入 及 其 加 减法 法 则 、 开 平方 、 
开 立 方 、 一 般 二 次 方程 解法 等 .此 书 在 隋唐 时 期 ( 公 
元 581 一 907) 已 传人 朝鲜 .日 本 .古代 中 国 从 公元 1 
世纪 到 7 世纪 间 ,成 书 的 还 有 《 周 骨 算 经 》《 孙 子 算 
£5). (BRA) (BRABA) GEER A) OQ 
岛 算 经 》《 五 经 算术 》《 缀 术 》《 缉 古 算 经 》 等 ,共计 
十 部 算术 书 ,统称 算 经 十 书 . 这 是 中 国 古 代 算 术 发 展 
的 成 果 . 

在 国外 ,算术 一 词 的 拉丁 文 arithmetica 来 源 于 
希腊 文 abunu, €E Æ H appeY (RX shi), 
apvO0s Cfr shu) 和 te XY! (技术 ) 演 变 而 来 ,原意 是 
数 和 数 数 的 技术 (或 学 问 ). 埃及 人 阿 梅 斯 (Ahmes )， 
用 僧侣 字体 写 的 草 纸 书 ,记载 了 公元 前 3500 年 左右 
人 类 已 掌握 的 算术 知识 , 共 记 载 了 85 个 问题 ,包括 
整数 和 分 数 的 运算 法 则 ,以 及 一 些 应 用 题 的 解法 . 巴 
比 伦 人 约 在 公元 前 3000 一 前 2100 年 之 间 , 已 有 丰 
富 的 算术 知识 , 美 索 不 达 米 亚 的 考古 学 家 发 气 了 50 
万 块 用 棉 形 文字 刻写 的 粘土 书 板 ,有 300 多 块 被 鉴 
定 为 纯 数学 书 板 , 记 录 有 十 进 法 和 六 十 进 法 混合 的 
记 数 法 与 整数 的 加 、 减 .乘除 运算 ,以 及 一 些 面积 、 
体积 的 计算 ,并 以 3 为 圆周 率 计 算 圆 面积 等 .罗马 人 
Riig S 1,V,X,L,06,D,M3E 3€ 1,5,10,50,100, 
500,1000, 并 用 算盘 进行 整数 运算 . 印度 人 创造 了 
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印度 -阿拉 伯 数 字 和 留 传 至 今 的 位 置 记 数 法 . 

在 欧洲 ,文艺 复兴 引起 对 教育 和 商业 的 重视 . 17 
世纪 以 前 出 版 了 不 下 300 种 算术 书 , 这 些 课本 可 分 
为 两 类 :一 类 是 教会 学 校 用 的 拉丁 文 算术 课本 ; 另 一 
类 是 普通 学 校 培养 商业 人 才 , 用 本 国文 字 写 的 算术 
Ue AS. 早期 的 代表 作 如 《 特 雷 维 索 算术 》,1478 年 出 
版 于 特 雷 维 索 城 , 另 一 代表 作 是 16 世纪 雷 科 德 
(Recorde,R. ) 写 的 算术 课本 《技艺 的 根据 》, 印 了 29 
版 之 多 . 

18 世纪 ,计算 方法 和 记 数 法 已 经 发 展 为 现代 的 
形式 . 19 世纪 ,算术 发 展 到 公理 化 阶段 ,格拉 斯 曼 
(Grassmann,H. G. ) 提 出 一 个 公理 系统 来 定义 加 法 
和 乘法 的 运算 ,由 此 推出 其 他 算术 命题 . 1891 年 , 佩 
亚 诺 (Peano,G. ) 提 出 了 五 条 公理 ,从 而 为 自然 数 英 
定 了 理论 基础 ,算术 的 进一步 发 展 ,又 形成 了 数论 和 
代数 学 两 个 独立 的 数学 分 文 . 而 当今 把 “算术 ”一 词 
用 来 专 指 基础 教育 中 ,小 学 阶段 的 一 个 教学 科目 . 


= X 


H F (number) ” 亦 称 数码 . 数学 中 最 基本 的 概 
念 之 一 . 指 用 以 记 数 的 符号 或 文字 , 当今 世界 各 国 通 
用 的 数字 是 阿拉 伯 数 字 . 同 数学 的 产生 ,形成 与 发 展 
相 类 似 , 数 字 的 产生 .形成 与 统一 也 经 历 了 一 个 漫长 
的 年 代 , 并 且 由 于 受到 经 济 、 文 化 和 地 理 位 置 的 限 
制 ,各 民族 相对 独立 地 创造 了 自己 的 文字 ,包括 用 以 
记 数 的 文字 数字 或 符号 数字 . 公元 前 四 五 千年 左右 ， 
生活 在 尼罗河 流域 的 古 埃及 人 创造 了 一 种 十 进 制 象 
形 文 数字 , 史 称 古 埃 及 数字 ;生活 在 两 河流 域 的 苏 美 
尔 人 和 巴比伦 人 创造 了 一 种 六 十 进 制 的 数字 , 史 称 
巴比伦 数字 ;远古 时 代 , 生 活 在 中 美洲 的 玛雅 人 也 创 
造 了 一 种 数字 , 史 称 玛雅 数字 . 生活 在 黄河 流域 的 中 
华 民 族 曾 创 造 了 灿烂 的 古代 文化 ,并 形成 以 商 代 的 
甲骨 文 数码 和 西周 的 钟 易 文 数 码 为 代表 的 中 国 数 
字 . 到 唐 代 前 后 已 形成 汉字 数码 一 ,二 ,三 ,四 ,五 ， 
六 ,七 , 八 , 九 ,十 , 百 , 千 ,万 等 . 随 着 数学 知识 ,特别 
是 数字 计算 发 展 的 需要 ,逐渐 产生 了 一 套 不 同 于 文 
字数 字 的 符号 数字 . 例如 ,13 世纪 以 前 ,流行 于 欧洲 
各 国 的 罗马 数字 ;由 印度 人 创造 ,后 来 传 到 阿拉 伯 和 
欧洲 的 符号 数字 , 即 阿 拉 伯 数字 :0,1,2,3,4,5,6,7， 
8,9 等 十 个 数字 符号 以 及 十 进 制 记 数 法 . 由 于 阿拉 
伯 数 字 具 有 简便 、 易 懂 等 特点 ,因而 逐步 被 世界 各 民 
族 所 采用 ,成 为 世界 各 国 的 通用 数字 . 
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数码 (Cdigit) BRF”. 

žr number) 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 . 它 是 
由 人 类 生活 和 生产 实践 的 需要 ,逐步 形成 和 发 展 起 
来 的 ,也 是 人 类 文化 的 伟大 创造 之 一 .在 人 类 文化 发 
展 的 最 初 阶 段 , 为 了 计量 物体 的 个 数 , 人 们 自然 用 手 
指 或 其 他 事物 ,与 被 计量 的 物体 进行 逐一 比较 , 即 对 
应 原理 的 初始 意义 ,逐渐 产生 了 正 整数 的 概念 . 正 整 
数 系 是 人 类 掌握 的 第 一 个 数 系 . 随 着 社会 生产 的 发 
展 和 人 类 生活 的 需要 , 数 的 概念 不 断 推广 . 例如 ,由 
于 分 配 和 测量 的 需要 而 引进 正 分 数 ; 为 了 表示 没有 ， 
便 产 生 了 数 “ 零 ”; 由 于 度量 线段 时 出 现 无 公 度 的 情 
况 ( 如 正方 形 的 对 角 线 与 边 长 之 比 ) 而 引进 了 无 理 
数 ; 又 由 于 表示 相反 意义 的 量 的 需要 而 引进 负数 . 早 
在 公元 1 世纪 后 半 叶 成 书 的 中 国 《 九 章 算 本 》 里 就 出 
现 了 负数 ,并 有 正 负 数 的 加 减法 则 ,13 世纪 中 ,又 知 
道 了 正 负数 相 乘 的 法 则 . 欧洲 人 在 古代 解 方程 时 也 
遇 到 了 负数 ,但 负数 的 四 则 运算 法 则 直到 17 世纪 才 
正式 建立 . 虚数 则 是 在 16 世纪 解 二 次 与 三 次 方程 时 
引入 的 . 当时 只 是 作为 一 种 记号 ,直到 18 世纪 才 被 
数学 界 所 公认 . 总 之 , 数 概念 的 推广 及 数 系 的 扩充 ， 
经 历 了 漫长 的 年 代 , 直到 191R, A PRU 
(Peano, G. ), REFER (Cantor, G. CF. P.) R E E 
(Dedekind, (J. W. ) R. ) fü 9b 2R Er Fr fit Er ( Weier- 
strass, K. CT. W. )) 等 人 完成 了 数 系 理论 的 建立 工 
作 , 从 而 推动 了 现代 数学 的 蓬 支 发 展 . 另外, 数 还 可 
作 动 词 用 ,是 查 点 物体 个 数 的 过 程 . 

计数 (count) ” 亦 称 数 数 .算术 的 基本 概念 之 
一 . 指数 事物 个 数 的 过 程 . 计数 时 ,通常 是 手指 着 每 

一 个 事物 ,一 个 一 个 地 数 , 口 里 念 着 正 整数 列 里 的 数 
1,2,3,4,5 等 ,和 所 指 的 事物 进行 一 一 对 应 ,这 种 过 
程 称 为 计数 .上述 逐个 地 计算 事物 的 方法 , 称 为 逐一 
计数 . 寿 按 几 个 一 群 的 方法 计数 , 则 称 为 分 群 计 数 . 

逐一 计数 (successive count) WE" EA. 

分 群 计数 (count by groups) APP eH IT RM. 
计数 的 一 种 方式 . 计数 时 ,不 一 定 逐一 去 数 , 而 是 按 
每 几 个 一 群 ,一 群 一 群 地 数 的 计数 方法 .例如 ,常用 
每 五 个 一 群 地 数 , 一 五 ,二 五 10, 三 五 15, 四 五 20 
en 一 直 数 下 去 , 便 得 到 计数 的 结果 (参见 “计数 ”). 

按 群 计数 (count by groups)” 即 “分 群 计数 ”. 

计数 公理 (axiom for count) ” 亦 称 计 数 原则 . 
即 数 数 的 原则 : 

1. 数 事 物 时 ,只 要 每 个 事物 都 数 到 ,并 且 每 个 事 
物 只 数 一 次 , 数 的 结果 是 惟一 确定 的 一 个 数 , 它 与 数 
的 次 序 无 关 . 

2. 数 事 物 时 ,可 用 其 他 事物 代替 要 数 的 事物 (两 
事物 间 是 一 一 对 应 的 ) ,然后 再 数 , 数 的 结果 不 变 . 

3. 数 事 物 时 , 数 到 最 后 一 个 数 , 就 是 数 的 结 

但 是 数 的 进程 是 无 限 的 . 如果 再 有 要 数 的 事物 ， 
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则 还 要 继续 数 下 去 , 即 自 然 数 可 以 无 限制 地 数 下 去 . 

计数 原则 (principle of count) BPI A”. 

A E xA (numerals on bones or tortoise sh- 
ells of Chinese Shang Dynasty) 中 国 古 代 的 一 种 
数码 . 指 中 国 商 代 ( 约 公 元 前 16 世纪 一 约 公 元 前 
1066) 刻 于 兽 骨 与 龟甲 上 的 数码 .在 中 国 , 文 字 出 现 
很 早 , 而 数字 的 出 现 更 早 .在 西安 半 坡 新 石器 时 代 文 
化 遗址 中 发 现 的 陶器 刻 符 就 有 数字 ,经 考证 这 些 陶 
器 距 今 已 有 六 七 千年 . EAE XH Hh ER ARE 
墟 甲骨 文 ( 刻 于 兽 骨 龟甲 上 的 上 古代 文字 ) 中 就 有 许 
多 数字 ,经 考证 和 整理 如 下 : 


BEAT | 


3 
th + ole d 586868658656 
70 80 90 100 
Gàtt$£$ Lg g 
800 900 1000 2000 3000 4000 5000 6 000 8000 10000 30000 
这 就 是 中 国 古 代 甲 肯 文 数码 . 
钟 昂 文 数 码 Cnumerals on ancient Chinese bro- 
nze objects) Jp fk 4 BUS. 中 国 古 代 的 一 种 数 
码 . 指 中 国 西 周 时 代 , 铸 于 铜 钟 和 易 上 的 数码 . 西周 
( 约 公元 前 1066 一 公元 前 771) 时 代 , 铜 铸 工 艺 已 有 
{RK Ac RE BS CE ed de be eC da Os ER 
钟 易 文 ) 中 的 数字 55 HA pc SE ZI HT]. A IP 
数 数码 有 差别 , 现 排列 如 下 : 


= "T A 多 

1 2 3 4 5 

| us FP BE 

1 20 50 A 100 500 1000 10:000 
这 就 是 中 国 古 代 钟 昂 文 数码 . 

金 文 数码 (numerals on ancient Chinese bronze 
objects) Bl “hah v Bray”. 

中 国 数 字 (Chinese numerals) 人 类 最 重要 最 


常用 的 数字 之 一 . 常 指 中 国 从 汉代 筹 算 至 明代 商业 
所 用 数字 .汉代 (公元 前 206 一 公元 220 年 ?取消 了 
甲骨 文中 使 用 的 合 文 (如 30 KAU”, C EH 20 
“\W” 和 10“1” 写 在 一 起 的 数字 符号 , 称 合 文 数字 )， 
并 广泛 采用 算 筹 作为 计算 工具 (已 出 土 的 算 筹 有 竹 
制 、 木 制 . 骨 制 \ 玉 制 \ 象 牙 制 等 多 种 材料 制 成 的 ) 进 
行 计算 , 称 为 筹 算法 . 筹 算法 中 用 算 筹 表示 数 , 记 录 
下 来 就 是 筹 算数 码 , 它 有 横 式 和 纵 式 两 种 : 


横 式 c FP SEBEL d 去 E 
1 2- 3 4.5 T 8 9 
| to il om om! T TT TT om 

9 X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 


筹 算数 码 的 特点 是 只 用 上 面 的 这 18 个 符号 , 通 
过 位 值 制 就 可 表示 出 任何 数 . 具体 计数 时 个 位 数 用 
纵 式 ,十 位 数 用 横 式 ,以 后 纵横 相间 , 遇 零 留 空位 . 例 
如 25018 记 为 
1 = — TT 
纵横 5 纵 


(空位 ) 


在 汉代 ,由 于 商业 经 济 的 迅速 发 展 , 为 了 确保 账 
目 中 的 数字 难于 更 改 或 出 差错 ,又 创造 了 会 计 体 数 
字 , 沿 用 至 今 , 即 今天 在 财政 及 银行 系统 中 还 在 普遍 
使 用 的 大 写 数字 ,也 是 目前 所 见 的 常用 最 繁 的 数字 ， 
现 排列 如 下 : 


wo A Bn ue BE AT dB ff 万 SF 
12 3 4 5 6 7 8 9 101001000 10000 0 


在 明代 ,为 了 商业 记 账 的 简易 ,又 将 过 去 曾 用 的 
筹 算数 字 加 以 改造 ,形成 了 商业 体 数 字 ,直到 20 世 
纪 中 时 还 有 商家 使 用 , 现 排列 如 下 : 

poss n = M = X 6 L = 


1 7 


TEEPEE 


9 100 1000 10000 0 
还 有 一 种 在 过 去 木版 印刷 书籍 中 常见 的 数字 : 


三 四 五 六 七 八 九 十 下 odo UO 
4 5 6 7 8 9 101001000 10000 0 


这 是 自 秦汉 ( 约 公 元 前 221 一 约 公元 前 206 , 27 
公元 前 206 一 公元 220 年 ) 以 来 就 定型 了 ,一 直 沿 用 
至 今 . 以 上 所 说 的 各 种 数字 (包括 甲骨 文 、 金 文 数字 ) 
统称 中 国 数字 . 

筹 算 数码 (rod-arithmetic numerals ) 
数字 ”. 

古 埃 及 数字 (ancient Egyptian numerals) fy 
代 人 类 最 重要 、 最 基本 的 数字 之 一 . 指 古 埃及 人 创造 
的 一 种 十 进 制 象 形 文 数字 . 约 公元 前 4000 年 ,埃及 就 
已 有 了 相当 发 达 的 文化 ,当时 已 有 了 象形 文字 . 现在 
尚 存 于 英国 牛津 博物 馆 的 埃及 王室 的 权 标 ; 存 于 葛 斯 
科 国 立 普希金 造型 艺术 博物 馆 里 的 莫斯科 数学 纸 草 
书 ; 存 于 英国 博物 馆 的 莱 因 德 纸 草 书 ; 存 于 法 国 卢 佛 
尔 博物 馆 的 罗 林 纸 草书 (尼罗河 三 角 洲 上 生长 的 一 种 
HUF 3S E AL HABE ABH GRADS 
PRE), EIDÉBECS 3E RISE RHF. MA 
一 种 僧侣 文字 . 象形 文 数字 形 如 下 图 : 


见 “ 中 国 


fit 

Ho qno Hi t fi 
I UN Ho HH HH HH m A AALAN 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 20 


1499? P 3 S X 2 


30 100 200 1000 2000 10000 100000 1000000 10000000 


古 埃 及 象形 文 数字 用 的 是 十 进 制 记 数 法 . 由 于 


没有 位 值 制 ,所 以 数 的 记 法 比较 麻烦 ,有 多 少 个 单位 
就 要 重复 多 少 次 ,如 24 记 为 NANI. f& 986 这 个 数 ， 
需要 用 23 个 符号 来 表示 . 除了 象形 文 数字 外 , 古 埃 
及 还 有 宗教 文字 ,一 般 称 为 僧侣 文 . 下面 列 出 僧侣 文 
的 数字 : 


YN a cst A 
8 


| 
1 2 3 4 5 6 7 9 10 
大 
0 30 40 50 60 70 80 90 100 200 


。 An 人 nl 
2 


-之 
300 400 500 600 700 800 900 1000 2000 3000 
| 


i! if e 
i5 Hu) 
4000 9 000 1C:000 100 000 
— ^ X v Fe fe Bs UL 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 2 
2 3 4 5 6 7 8 9 3 
象形 文 数 字 (hieroglyph numerals)” 见 “ 古 埃 
及 数字 ”. 


48 48 x: HS (monks and priests style numer- 
als) 见 “ 古 埃及 数字 ” 
巴比伦 数字 (Babylonian numerals) 古代 人 类 
最 重要 、 最 基本 的 数字 之 一 . 指 古 巴比伦 人 创造 的 一 
FREUE NS. 它 是 六 十 进位 制 的 数 系 , 这 种 数 系 实际 
上 是 一 种 混合 数 系 .在 这 个 数 系 的 六 十 进位 的 记 法 
中 ,每 一 个 60 以 下 的 数 是 用 十 进 制 的 记 法 表 出 .已 
比 伦 数字 排列 如 下 : 
fr A APE A IE 


4 «m 4 4m rd e 


30 38(—40—2) 81 100(— 604-40) 


中 东 地 区 的 底格里斯 河 与 幼发拉底 河流 域 , 也 
是 人 类 文明 的 摇篮 之 一 . 先后 居住 在 这 里 的 苏 美 尔 
人 、 巴 比 伦 人 和 波斯 人 等 ,曾经 创造 了 类 烂 的 古代 文 
化 . 早 在 公元 前 四 五 干 年 , 苏 美 尔 人 就 创造 了 一 种 文 
字 , 后 经 波斯 人 和 巴比伦 人 在 使 用 中 发 展 , 使 这 种 文 
字 更 系统 、 完 善 . 早期 的 巴比伦 人 把 用 粘土 制造 的 泥 
板 作 为 书写 工具 ,用 一 支 硬 笔 把 文字 压 印 在 湿 的 烙 
土 书 板 上 ,然后 在 阳光 下 晒 干 或 烧 干 ,使 其 坚硬 耐 
久 , 便 于 长 期 保存 .由 于 字形 像 攀 子 , 故 称 为 枫 形 文 
F. 在 保存 下 来 的 大 量 泥 板书 中 ,人 们 了 解 到 古巴 比 
伦 人 所 创造 的 巴比伦 数字 . 但 在 早期 的 泥 板 书 中 还 
没有 零 的 符号 . 因此 ,这 个 六 十 进 制 数 的 位 值 制 是 不 
完善 的 . 后 来 , 约 在 公元 前 200 年 的 泥 板 书 中 出 现 了 
零 的 符号 ,但 只 表 空 位 ,还 未 能 在 计算 中 得 到 应 用 . 
古 希 腊 数 字 (ancient Greek numerals) 古代 
人 类 最 重要 、 最 基本 的 数字 之 一 . 指 古 希腊 人 创造 的 
一 种 字母 数字 .地中海 沿 岸 是 古代 文化 发 达 地 区 之 
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一 , 远 在 公元 前 五 六 世纪 ,雅典 取得 希腊 城邦 的 领导 
地 位 ,经 济 生活 高 度 繁荣 ,创造 了 古代 希腊 文明 ,在 
商业 、 经 济 、 政 治 的 交往 中 ,建立 了 上 古 希 腊 文 化 ,产生 
了 数字 . 现在 所 发 现 的 最 早 载 有 古 希腊 数字 的 是 刻 
在 公元 前 450 多 年 的 一 块 石碑 上 的 , 现 将 考证 整理 
后 的 记名 腊 数字 排列 如 下 : 
| [|| | P r 
1 2 3 4 5 6 
A AA AAA AAAA 区 fa 
10 20 30 AO 50 60 
H HH HHH HHHH [|H [HH 
100 200 300 400 500 “600 


x XX XXX XXXX [x [xx 
1000 2000 3000 4000 5000 6000 


M MM MMMMMMMIM [MM [MMM [MMMM [MMMMM 
10000 20000 30000 40000 5000060000 70000 80000 90 000 


从 表 中 可 以 看 出 , 古 希 腊 数 字 采 用 了 十 进 制 ,并 
用 大 写 希腊 字母 表示 5.10,100, ,如 用 字母 “FF ” 
表示 55; HE BE" A" XR 10; 用 字母 ”H ”表示 100; 
用 字母 ” X ”表示 1000; 用 字母 *“M” 表 示 10000. 这 
些 表 数 首 的 字母 都 是 古 硕 腊 文 表示 该 数 的 单词 的 头 
一 个 字母 . 后 来 ,在 亚历山大 后 期 ,希腊 人 又 采用 了 
一 种 字母 数字 , 即 所 谓 爱 尼 亚 人 的 希腊 数 系 , 就 是 字 
母 数 系 .古代 的 叙利亚 人 和 以 色 列 也 用 这 种 数字 , 现 


将 古 希 腊 的 字母 数 系 按 顺序 排列 如 下 : 
a D Y 6 eE S t£ "y 0 t K À 
L 20038 .4 0:56. T 8. a030 
p M MEE EE. Ç p o T 
40 50 60 70 80 90 100 200 300 


U p x y w b 
400 500 600 700 800 900 


这 个 字母 数 系 , 仍 以 10 为 数 基 ,用 27 个 文字 
CBN 24 个 希腊 字母 ,和 3 个 当时 作废 的 字母 ) 表 示 
数 . 最 初 是 用 大 写字 母 表示 数 , 后 来 又 改 用 小 写字 母 
Xn. 上 面 所 列表 数 的 是 小 写字 母 ,其 中 当时 用 以 表 
数 的 3 个 作废 的 字母 分 别 是 :8( 表 6, 读 digamma), 
e Gk 90, BE koppa) fI £C3€ 900, i£ sampi). 使 用 这 些 
符号 的 例子 ,如 8 二 12;wa= 二 21; opt — 247. 还 用 加 
上 一 横 或 重音 符号 的 办 法 表示 更 大 的 数 . 

罗马 数字 (Roman numerals) i f AS dE 
要 、 最 基本 的 数字 之 一 . 指 古 罗马 人 创造 的 一 种 符号 
数字 . 约 在 公元 前 500 年 左右 ,罗马 人 在 古 希 腊 数字 
的 影响 下 ,逐渐 创立 了 目 己 的 数字 符号 . 以 符号 工 ， 
TI, 开 , 亚 分 别 表示 一 、 二、 三 .四 个 物体 ;表示 五 个 
物体 就 伸 出 一 只 手 , 画 成 v 形 , 意 思 指 大 拇指 与 食指 
张 开 的 形状 ;表示 十 个 物体 就 伸 出 两 上 只 手 , 男 成 VYV 
形 , 后 来 义 画 成 一 只 手 向 上 ,一 只 手 向 下 的 X 形 .这 
MEP BSH AI. 为 了 表示 较 大 的 数 ,用 符号 C 
表示 100,C 是 拉丁 字 “centum”(100) 的 头 一 个 字母 ; 
用 符号 M 表示 1000,M 是 拉丁 字 “mille”(1000) 的 头 
一 个 字母 :又 采用 符号 1 上 与 0 分别 表示 50 和 500,37 
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7 8 9 
Aaa 区 AAA 区 AAAA 
70 80 90 


[HHH THHHH  [HHHHH 
700 800 900 


[xxx  [xxxx  [xxxxx 
7000 8000 9000 


步 形成 了 罗马 数字 的 7 个 基本 符号 : I A), V (5)， 
X (102,LC502,€C1000,0C5000, MC(1000), 它 们 中 最 
小 的 数字 是 I 表示 1, 最 大 的 数字 是 M 表示 1000. $ 
常见 的 是 钟表 面 上 用 罗马 数字 表示 的 12 个 数字 : 
I I I WV V VI 
1 2.3 4 5 6 
W W K X Xl XI 
7 8 9 10 11 12 

在 欧美 常 可 见 到 用 罗马 数字 表示 的 年 数 , 例 如 ， 
1999 用 罗马 数字 表示 是 MCMXIX . 公元 前 146 年 , 罗 
马 人 灭亡 了 上 古 希 腊 , 公 元 前 30 年 建立 了 罗马 帝国 ， 
在 地 中 海 沿岸 推行 罗马 数字 ,直到 13 世纪 前 ,欧洲 
各 国都 盛行 罗马 数字 . 由 于 罗马 数字 没有 表示 零 的 
符号 , 亦 不 是 位 值 制 的 数 系 ,因此 , 记 数 和 计算 都 十 
分 复杂 (参见 “罗马 记 数 法 ”). 当时 会 做 简单 乘法 的 
人 就 算得 上 是 一 位 数学 专家 了 . 当 12 Weg Br RU 
字 引 人 后 ,罗马 数字 在 数学 上 就 逐渐 被 淘汰 了 ,现在 
只 在 一 些 特殊 的 场合 下 应 用 ,如 时 钟 面 上 的 钟点 、 文 
章 的 标题 编 序 等 . 

玛雅 数字 (Maya numerals) BAKKE 
要 、 最 基本 的 数字 之 一 . 指 美洲 的 玛雅 人 所 创造 的 一 
种 奇特 数字 . 它 基 本 上 是 20 进 制 的 数 系 , 只 是 从 第 
二 位 到 第 三 位 是 18 进 制 的 ,可 能 由 于 法 定 的 玛雅 年 
是 360 日 .这 种 数字 只 有 三 个 符号 , 即 用 点 < ， ”表示 
1; 用 横 线 “一 ”表示 5; 用 卵 形 “全 ”表示 零 以 扩大 数 
的 倍数 . 对 于 20 以 内 做 数 基 的 数 , 都 能 简单 地 用 点 
和 短线 表示 . 玛雅 数字 分 列 如 下 : 


1 2 3 4 5 7 
8 9 10 dd 12 13 14 
ET 16 17 18  . 19 20 0 


对 于 较 大 的 数 ,玛雅 人 采用 坚 写 的 方法 ,例如 : 


Ss, =6(18) (207) +0(18)(20)+14(20) +7 


= 43487. 

16 世纪 初 , 西 班 牙 拧 险 队 来 到 墨西哥 的 尤 卡 
坦 , 发 现 了 在 公元 前 后 曾经 生活 在 中 美洲 的 古代 民 
族 玛雅 人 的 这 个 有 趣 的 数 系 . 

阿拉 伯 数 字 (Arabic numerals) ” 亦 称 印度 - 阿 
拉 伯 数字 . 是 现在 全 世界 通用 的 数字 . 阿拉 伯 数 字 有 
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 共 10 个 ,其 中 最 小 的 数字 是 
0, 最 大 的 数字 是 9. 它们 是 由 印度 人 创造 的 ,而 不 是 
由 阿拉 人 人 发 明 的 .古代 的 印度 人 学 习 了 十 巴比伦 的 


六 十 进位 法 ,创造 了 从 0 到 9 的 10 个 数字 和 十 进 制 
记 数 法 . 公元 8 世纪 时 ,这些 印 度数 字 传 到 了 阿拉 介 ， 
并 几经 演变 , 才 形 成 了 现在 通用 的 形式 . 12 世纪 又 从 
阿拉 伯 传 到 了 欧洲 , 欧洲 人 称 这 10 个 数字 为 阿拉 伯 
数字 ,一 直 沿 用 至 今 . 实际 上 应 称 为 印度 -阿拉 伯 数 
F. 阿拉 伯 数 字 具 有 简便 、 独 立 、 清 楚 、 易 懂 的 特点 ,所 
以 通行 于 世界 . 在 中 国 直 到 19 世纪 末 才 广泛 使 用 . 

印度 -阿拉 伯 数 字 (Indian-Arabic numerals) 
Bp" p prf CE. 

自然 数 (natural number) 亦 称 非 负 整数 . 数 
系 中 最 基本 的 一 种 数 . 即 0,1,2,3,… 表 示 的 数 , 它 
是 从 数 数 过 程 中 产生 的 . 作为 数 数 的 结果 ,自然 数 反 
上 映 了 被 数 事物 的 个 数 , 这 是 上 自然数 作为 基数 的 特点 ; 
作为 数 数 的 过 程 ,自然 数 又 反映 了 被 数 事物 的 先后 
顺序 ,以 及 自然 数 的 无 限 性 ,这 是 自然 数 作 为 序数 的 
特点 . 如 果 一 个 事物 也 没有 ,就 形成 了 “0” 的 概念 ,0 
比 1 还 小 ,所 以 可 以 排 在 自然 数列 的 最 前 面 . 数 1 是 
自然 数 的 单位 ,从 0 开始 ,以 后 逐个 加 1, 这 样 无 限 
的 进行 下 去 就 可 以 得 到 全 体 自然 数 . 所 以 ,自然 数 集 
合 是 无 限 的 ,对 于 任 一 个 确定 的 自然 数 ,总 还 存在 比 
它 更 大 的 自然 数 . 从 自然 数 的 产生 进程 可 以 知道 :每 
个 自然 数 都 是 表示 一 类 对 等 集合 的 共同 特征 的 符 
t. 或 者 说 ,每 一 个 自然 数 都 是 一 类 对 等 集合 的 标 
id. 例如 目 然 数 0 是 无 事物 可 数 这 样 一 类 对 等 集合 
( 空 集 ) 的 标记 ,自然 数 1 是 以 月 亮 为 代表 的 一 类 对 
等 集合 的 标记 ;自然 数 2 是 以 一 个 人 的 眼睛 为 代表 
的 一 类 对 等 集合 的 标记 ……* 由 于 自然 数 不 是 无 限 集 
合 的 标记 ,因此 ,可 以 认定 :自然 数 是 一 类 对 等 的 有 
限 集合 的 标记 ,或 者 说 ,自然 数 表示 有 限 集合 中 元 素 
的 个 数 . 根据 两 集合 之 间 的 对 等 与 包含 关系 ,可 以 给 
出 两 个 自然 数 大 小 关系 的 定义 ; 设 自 然 数 a 与 6 分 
别 代 表 有 限 集合 4 与 B 的 元 素 的 个 数 , 那 么 : 

1L. E A 对 等 于 B, 则 称 a SET big a=b. 

2.34 AXES B', H BCB, 则 称 a 小 于 5, 记 


为 ab. 
3. 若 ADA, H A MSF B, Wl ER a 大 于 5, 记 
jj a2»b. 


由 此 定义 可 知 :对 于 任意 两 个 自然 数 a 与 ,三 
种 关系 :a 二 5,a 之 5b,a 二 5 VA —4 BUR: W 
立 . 这 个 结论 称 为 自然 数 的 三 歧 性 ,或 称 为 自然 数 的 
全 序 性 . 随 着 社会 生产 力 的 发 展 , 对 自然 数 的 研究 也 
提出 了 更 高 的 要 求 , 根 据 自然 数 的 基数 和 序数 的 特 
点 ,产生 了 自然 数 的 两 种 严格 理论 :自然 数 的 基数 理 
论 和 序数 理论 .它们 是 进一步 定义 实数 的 基础 . 这 些 
理论 是 在 19 H, Rt 4r HUE VE (Peano, 
G. ) AR FE ZR CCantor, G. (F. P.D ZRA. 在 数学 
理论 的 发 展 中 自然 数 集 的 定义 并 不 包含 0,1993 年 
开始 新 的 国家 标准 定义 自然 数 集 N 含 0, 这 样 做 一 


整 数 


方面 是 为 了 推行 国际 标准 化 组 织 (ISO) 制 定 的 国际 
标准 ,以 便 与 之 早日 相 衔 接 ;为 一 方面 ,0 还 是 十 进 
位 数 数字 (0,1,2,…,9) 中 最 小 的 数 , 有 了 0, 减法 运 
^t. a 一 a 仍 属 于 N, 其 中 <EN. 

JE fa AW (nonnegative integer) RI“ ARR”. 

iE # $t (positive integer) 自然数 的 一 部 分 . 
即 非 零 自 然 数 . 

整数 (integer) 数 系 中 最 基本 的 一 种 数 . 即 正 
整数 .和 零 、 负 整数 的 统称 . 自然 数 都 是 整数 ,但 整数 不 
一 定 都 是 自然 数 . 

自然 数 集 (set of natural numbers) 
的 集合 . 指 全 体 自然 数 的 

1. 在 自然 数 集 N 中 ,有 一 个 最 小 的 自然 数 0; 在 
N 中 除去 0 之 后 ,其 余 的 自然 数 构成 的 数 集 称 为 正 
整数 集 , 常 用 符号 N+ (或 N ) 表 示 ,1 在 N+ 中 是 最 
小 的 元 素 ; 在 N 和 N+ 中 都 没有 最 大 的 目 然 数 ;它们 
都 是 无 限 集 . 

2. 自然 数 1 通常 称 为 单位 . 

3. 在 N 或 N+ 中 , 任 取 一 数 在 它 上 面 加 单位 1， 
所 得 的 数 称 为 该 数 的 后 继 数 . 从 最 小 元 素 开 始 逐 个 
加 1 ,这样 无 限 地 进行 下 去 ,就 可 得 到 该 数 集中 所 有 
其 他 元 素 ,最 小 元 素 不 是 任何 元 素 的 后 继 数 ， 

4.1 可 整除 任何 自然 数 , 其 商 仍 为 原 自 然 数 ,所 
以 1 是 任何 目 然 数 的 约 数 ， 

5.0 加 任何 自然 数 , 其 和 仍 是 原来 那个 自然 数 ， 
1 乘 任何 目 然 数 ,其 积 仍 是 原来 那个 自然 数 , 所 以 自 
然 数 都 是 1 的 倍数 . 

6. 1 不 是 质数 ,也 不 是 合 数 . 

7. 如 果 0 具有 性 质 P, 则 任何 具有 性 质 P 的 自 
然 数 的 后 继 数 都 具有 性 质 P( 此 即 归 纳 原 则 ,是 完全 
归纳 法 的 原理 ). 

8. 在 目 然 数 集 N 中 的 数 ,可 以 按 顺 序 一 个 一 个 
地 数 下 去 ,所 以 自然 数 集 是 可 数 集 . 

9. 在 自然 数 集 N 中 的 任意 两 个 元 素 都 可 以 比 
较 大 小 ,所 以 自然 数 集 是 有 序 集 . 

10. 在 自然 数 集 N 中 ,加 法 与 乘法 两 种 运算 ,总 
可 以 实施 , 即 自然 数 的 和 与 积 仍 是 自然 数 . 

11. 在 自然 数 集 N 中 的 加 法 、 乘 法 运算 满足 交 
换 律 、 结 合 律 和 乘法 对 加 法 的 分 配 律 . 

12. 在 自然 数 集 N 中 的 加 法 、 乘 法 运算 满足 消去 律 : 

mt+k=n+k>m=n (m,n,kEN), 

m* k=n* k>m=n (m,nEN;EEN,). 

13. 目 然 数 集 的 任 一 非 空子 集 必 存在 一 个 最 小 
的 目 然 数 ,此 结论 称 为 最 小 数 原 理 . 

正 整 数 集 (set of positive integers?) 
数 集 ”. 

后 继 数 (successor number) 


一 种 特定 
合 . 常用 符号 N 表示 . B 
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最 小 数 原 理 (principle of the minimum number) 

编号 Cnumbering) 算术 的 基本 概念 之 一 . 指 
使 自然 数 集中 若干 相继 元 素 构 成 的 子 集 , 与 某 物 体 
集合 之 间 建 立 一 一 对 应 的 关系 .在 数 物 体 时 , 常 从 自 
然 数 1 开始 (有 时 也 从 其 他 数 开 始 ), 使 每 个 物体 都 
与 一 个 不 相同 的 自然 数 相对 应 ,上 且 这 些 自然 数 又 是 
相继 的 . 像 这 样 把 每 个 物体 附着 一 个 自然 数 , 称 为 对 
这 些 物体 的 编号 . 在 编号 以 后 ,每 一 物体 都 有 自己 的 
号 码 , 则 物体 的 差别 可 根据 它们 不 同 的 号 码 来 确定 . 
编号 在 生活 、 生 产 、 科 研 等 方面 有 广泛 的 应 用 . 如 旅 
店 对 房间 的 编号 (不 一 定 从 1 编 起 ); 某 县 考生 的 考 
号 ( 亦 非 从 1 起 ) ,党 划 给 一 个 考 号 段 ,要 求 在 规定 的 
考 号 段 内 进行 编号 . 

佩 亚 诺 公 理 (Peano axiom) 关于 自然 数理 论 
的 公理 系统 . 1889 年 , 佩 亚 诺 (Peano,G. ) 对 自然 数 
给 出 一 个 公理 化 的 处 理 方法 ,他 证 明 自 然 数 的 性 质 可 
以 在 很 少 几 条 公理 的 基础 上 展开 . DUI VEA ERA SLE 
满足 下 列 五 条 公理 的 三 元 组 (N,S,e) ,其 中 N 是 一 非 
空 集合 ,S :N-~>N 是 映射 ,ceEN 是 一 个 特殊 的 元 素 : 

1.eEN, 即 e 是 N 的 元 素 . 

2. a€ N-2 5 (a) EN, B ZR. a EEN 的 元 素 , 则 
S Ca) tb,  N 的 元 素 . 

3. S (a) S b) >a =b, WHA TESA ME 
( 指 S 下 的 原 象 ), 则 是 惟一 的 . 

4.a€N>S(a)e, Bl FRITH e 不 是 N PIE 
何 元 素 的 后 继 ( 指 S 下 的 象 ). 

5. N 的 任何 子 集 4 ,如果 包含 e, 并 且 对 4 封闭 ， 
则 A=N. 

公理 5 亦 称 归 纳 公 理 , 是 数学 归纳 法 的 理论 根 


据 . 
满足 以 上 公理 的 N, 被 称 为 自然 数 集合 ,N 中 的 
元 素 称 为 自然 数 ,e 称 为 么 元 (或 单位 元 ), 不 难 验 
证 , 当 人 们 把 直觉 上 的 自然 数 集合 {0,1,2,3,…} 记 
为 No Ss GO E XN atl e=1, Bl] (No SS. 12 EAE. 1 
一 5; 上 反之 亦 可 证 明 任 何 满足 佩 亚 诺 公 理 的 集合 与 直 
党 上 的 自然 数 集合 No 同 构 . 
自然 数 的 基本 顺序 律 (law of basic order of na- 
tural numbers) ”自然 数 比 较 大 小 的 基本 定律 . 比 
较 自 然 数 的 大 小 时 ,有 如 下 基本 顺序 律 : 
1. 全 序 性 .车 4a,b5EN, 则 a>b,a=b,a <b, ZÉ 
必 有 且 仅 有 一 种 能 成 立 ( 即 自然 数 的 三 歧 性 ). 
2. f£x& E. Zr a.b, c CN. Hab, bc, l| a Sc. 
3. ROE. Æ a DEN, H ab, X ab, WI 
有 < 一 0. 
自然 数 的 三 歧 性 (trichotomy of natural num- 
bers) ” 见 “ 目 然 数 的 基本 顺序 律 ”. 
自然 数 的 序数 定义 Cordinal definition of na- 
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tural numbers) ”自然 数 定义 的 方式 之 一 .序数 是 
在 数 数 的 过 程 中 产生 的 .所 谓 数 数 ,就 是 把 被 数 事物 
的 集合 与 自然 数 集合 (标准 集合 ) 之 间 建 立 一 一 对 应 
的 关系 . 如 果 被 数 事 物 是 有 限 集 ,就 是 与 自然 数 集 的 
前 面 片断 ( 子 集合 ) 建 立 一 一 对 应 关系 :如果 被 数 事 
物 是 无 限 集合 ,就 是 与 全 体 自然 数 建立 一 一 对 应 关 
系 . 被 数 事 物 集合 中 的 每 个 元 素 的 位 置 就 是 一 个 自 
然 数 . 被 数 事 物 的 位 置 顺序 寿 为 :第 0 个 ,第 1 个 ,第 
2 个 ,第 3 个 scenes E n T — € MW 0.1.2.3... RE 
称 为 序数 . 数学 的 发 展 要 求 将 自然 数 的 一 些 基 本 性 
质 抽象 为 公理 化 体系 . 1889 年 , 佩 亚 诺 (Peano,G. ) 
首先 给 出 公理 形式 的 上 自然数 定义 . 佩 亚 话 以 后 ,又 有 
人 改 述 自然 数 的 公理 定义 ,如 雅 各 布 森 (Jacobson， 
N. ) 和 格 列 尔 特 (Gellert , W. ) 都 曾 给 出 过 不 同 的 公 
理 形式 的 自然数 定义 . 

自然 数 的 基数 定义 (Cardinal definition of na- 
tural numbers) ”自然数 定义 的 方式 之 一 . 每 一 个 
有 限 集合 中 的 元 素 个 数 都 对 应 着 一 个 自然 数 . 在 同 
一 类 有 限 集合 中 ,它们 具有 一 个 共同 的 特征 ,就 是 所 
含 元 素 的 个 数 相同 . 例如 ,三 支 铅 笔 ,三 头 牛 , 三 架 飞 
机 是 同一 类 对 等 集合 ,它们 的 共同 特征 是 3, 数 量 3 
就 是 它们 的 基数 ,所 以 ,用 以 表示 事物 数量 多 少 的 目 
然 数 ,就 是 基数 .一 般 地 说 ,把 对 等 的 有 限 集合 所 具 
有 的 共同 特征 , 称 为 这 类 对 等 集合 的 基数 . 因此 ,有 
限 集合 的 基数 ,就 是 自然 数 . 但 是 ,自然 数 集合 是 无 
限 的 ,对 一 切 能 与 自然 数 集 建立 一 一 对 应 关系 的 无 
限 可 数 集 合 的 基数 ,规定 为 兴 "( 读 作 阿 勒 夫 零 , 兴 是 
希 伯 来 文 的 第 一 个 字母 ), 有 了 自然 数 的 基数 定义 ， 
就 可 定义 数 的 顺序 及 其 四 则 运算 , 即 可 建立 自然 数 
的 基数 理论 ,其 至 建立 自然 数 的 公理 体系 (参见 “ 佩 
WFA”). 

零 (zero) 既是 一 个 基本 的 概念 ,又 是 一 个 独 
立 的 数 . 在 数字 产生 的 初始 阶段 ,人 们 在 计数 时 , 常 
币 遇 到 没有 事物 的 情况 ,逐步 形成 用 符号 “0 来 表示 
没有 ,这 是 零 的 原始 概念 . 零 是 第 一 个 阿拉 伯 数 字 ， 
在 记 数 法 中 , 当 一 个 数 的 某 些 数位 上 一 个 计数 单位 
也 没有 时 ( 即 空位 ,历史 上 有 采用 空格 表示 的 ) ,就 在 
这 些 数位 上 用 0 表示 ,例如 , 八 十 记 为 80, 三 百 零 二 
记 为 302 F. 零 是 一 个 整数 ,而 且 是 一 个 偶数 . TEE 
不 算 目 然 数 时 , 常 把 0 添加 在 自然 数 之 前 , 称 为 扩大 
的 自然 数列 . 在 集合 论 中 ,把 零 纳 人 自然 数列 . SH 
是 正 数 , 也 不 是 负数 ,而 是 惟一 的 中 性 数 : 零 比 任何 
正 数 小 , 比 任何 负数 大 , 它 是 正 数 .负数 的 界限 . 

零 作 为 一 个 独立 的 数 , 不 仅 可 以 表示 没有 ,而且 
具有 非常 确定 的 内 容 . 在 计量 中 ,0C (摄氏 0 度 ) 不 能 
理解 成 没有 温度 ,而 是 实际 温度 的 计量 结果 ;0 还 可 
作 刻 度 的 起 点 .坐标 原点 .东西 经 度 和 南北 纬度 的 分 
界线 等 . 零 在 运算 中 起 很 重要 的 作用 : 零 与 任何 数 的 


和 仍 是 这 个 数 , 即 a +0=0+a=a; te RMS Ne 
这 个 数 , 零 减 去 任何 数 所 得 的 差 则 是 这 个 数 的 相反 
数 , 即 zx 一 0=a,0 一 4 一 一 4; 零 与 任何 数 的 积 , 规 定 为 
零 , 即 a .0 一 0. 4 一 0,0 .0 二 0; 零 除 以 任何 数 (不 包 
括 零 ) 还 得 零 , 即 0 二 < 一 0; 但 零 不 能 作 除 数 . 因为 在 
除法 中 ,假设 除数 是 零 , 则 会 出 现 两 种 情况 : 

1. 被 除数 不 为 零 ,根据 除法 定义 ,任何 数 与 零 相 
乘 的 积 必 为 零 , 不 可 能 得 到 这 个 不 为 零 的 被 除数 ,所 
以 商 不 存在 . 

2. 被 除数 也 是 零 ,根据 除法 定义 ,任何 数 与 零 相 
乘 的 积 都 是 零 ,所 以 商 不 确定 .因而 , 零 没 有 倒数 . A 
Sh, hE: — PAR SW BW SKS FT 1, 即 
a —1(az500 iE B pieds 1,8 0! =1. 

自然 数列 (sequence of natural numbers)  — 
种 独特 的 集合 . 指 将 全 体 自然 数 按照 从 小 到 大 的 顺 
序 排 成 的 一 列 数 . 自然 数列 有 以 下 性 质 : 

1. 有 始 : 自 然 数 列 最 前 面 的 一 个 自然 数 是 0. 

2. 良 序 :在 自然 数列 里 ,每 两 个 自然 数 都 可 以 比 
BK). 因此 ,自然 数列 是 一 个 恨 序 集合 . 

3. 无 界 :在 自然 数列 里 ,对 于 任何 一 个 自然 数 都 
存在 比 它 大 的 自然 数 . 

自然 数 与 自然 数列 这 两 个 概念 是 有 区 别 的 , 目 
然 数列 指 的 是 0,1,2,3,… 这 一 列 有 顺序 的 数 的 全 
体 , 它 是 一 个 无 限 集合 ,而 自然 数 只 是 这 个 集合 中 的 
元 素 . 

非 负 整数 列 (sequence of nonnegative integers) 
即 “ 自 然 数列 ” 


üp 数 法 


命 数 法 (numeration) 算术 的 基本 概念 之 一 . 
指 给 数 命 名 的 方法 . 当今 世界 各 国 通用 的 命 数 法 是 
根据 十 进 制 来 命名 的 ,因此 就 称 它 为 十 进 制 命 数 法 . 
中 国 采用 的 十 进 制 命 数 法 的 规律 是 : 

1. 一 到 十 各 数 , 各 用 一 个 名 称 , 就 是 一 、 二 、 三 、 
WEKRE. A Jun t. 

2. 十 一 至 十 九 的 数 ,不 命 新 的 名 称 , 就 是 把 十 和 
不 满 十 的 数 结合 起 来 ,如 十 一 、 十 二 等 . 

3. 十 和 十 加 起 来 叫 二 十 , 同 理 , 三 个 十 叫 三 十 、 
五 个 十 叫 五 十 等 . 

4. 几 个 十 和 不 满 十 的 数 结合 起 来 叫 几 十 几 , 如 
二 十 三 . 

5. 十 个 十 命名 叫 一 百 , 四 个 百 叫 四 百 , 六 个 百 、 
五 个 十 与 三 , 叫 六 百 五 十 三 . 

6. 十 个 百 ,命名 叫 一 和 于 ,十 个 千 , 命 名 叫 一 万 ， 

7. 万 以 上 的 十 个 万 、 一 百 个 万 .一 千 个 万 都 不 命 
名 ,十 个 一 万 叫 十 万 、 十 个 十 万 叫 百 万 、 十 个 百 万 叫 
SETS 


8. 十 个 千 万 命名 亿 , 一 亿 、 十 亿 、 百 亿 \ 千 亿 不 命 
名 ,万 亿 命 名 叫 兆 ,十 兆 ( 十 万 亿 )、 百 兆 ( 百 万 亿 )、 千 
兆 〈 王 万 亿 ) 也 不 命名 ,万 兆 命 名 叫 京 ,十 京 ( 十 万 万 
AZ.) AR CAA CO FR FTI] AB A it A s BI 
京 以 上 的 数 不 再 命 新 名 . 中 国 古 时 在 京 以 上 的 数 级 
MUR XX PRR IS S LIE RSE. 从 万 以 后 的 数位 
名 称 都 是 万 进位 , 即 万 万 为 亿 , 万 亿 为 兆 , 万 兆 为 束 . 
古 时 候 中 国 对 高 数位 的 进 制 不 够 统一 ,有 个 、 十 、 百 、 
千 .万 、 亿 六 个 数位 名 称 , 也 有 记载 都 是 十 进位 的 . 如 
十 万 为 亿 , 十 兆 为 京 等 . 

国际 上 许多 国家 采用 的 命 数 法 与 中 国 不 同 . 首 
先是 命名 到 千 字 为 止 而 没有 万 字 ,万 称 为 十 千 ; 其 次 
AE DAY Boe BN A SO CBD, FP 
〈 即 十 亿 ), 千 千 千 千 ( 即 万 亿 ) 等 的 字 ; 第 三 ,在 记述 
多 位 数 时 , 按 三 位 分 节 , 即 自 个 位 向 左 , 每 隔 三 位 用 
一 个 逗号 分 开 , 如 2,103,872,941, 亦 可 用 每 隔 三 位 
空 半 格 的 三 位 空格 分 节 法 ,如 2 103 872 941. 中 国 
在 工程 技术 中 常 以 百 万 为 兆 , 并 在 记 数 时 规定 用 此 
三 位 空格 分 节 法 ,都 是 信用 国际 上 的 这 种 习惯 . 

十 进 制 命 数 法 (decimal system numeration ) 
见 “ 命 数 法 ”. 

记 数 (number representation) 算术 的 基本 概 
念 之 一 . 指 用 数码 表示 计数 的 结果 . 由 于 数 制 的 不 同 
和 数码 符号 的 不 同 , 记 数 的 方法 也 是 不 同 的 . 现在 国 
际 通用 的 是 印度 -阿拉 伯 数 字 ,采用 十 进 制 记 数 法 记 
数 . 

记 数 法 (system of notation) 算术 的 基本 概念 
之 一 . 指 书面 写 数 的 方法 . 当今 世界 各 国 通用 的 是 十 
进 制 记 数 法 ,其 具体 记 法 是 :从 左边 最 高 位 起 , 顺 次 
写 出 各 级 .各 位 的 数 , 如 三 百 零 四 万 五 千 零 二 , 记 为 
3045002. 它 是 由 下 面 的 步骤 写成 的 : 


A 
A-A Xu bo He SP 全 
5 3 xL Sw. 0- 2 


其 中 ,从 右边 开始 向 左 , 第 一 位 是 个 位 ,表示 单位 一 
的 个 数 的 数字 ;第 二 位 是 十 位 ,表示 单位 十 的 个 数 的 
数字 ;第 三 位 是 百 位 ,表示 单位 百 的 个 数 的 数字 ; 依 
次 类 推 , 第 七 位 是 百 万 位 ,表示 单位 百 万 的 个 数 的 数 
F. 同时 应 注意 , 满 十 的 必须 写成 二 位 数 , 满 百 的 必 
须 写 成 三 位 数 , 满 千 的 必须 写成 四 位 数 ……: 根据 数 
的 位 置 原则 ,如 果菜 位 是 零 时 ,必须 用 “0” 填 上 这 个 
数位 . 用 十 进 制 记 数 法 记 数 ,有 了 时 还 采用 下 面 的 形 
式 , 将 各 个 数位 上 的 计数 单位 的 和 表示 一 个 数 . 例如 

5487=5 SF+4FA+8 F++7 F—. 
有 时 也 把 计数 单位 表示 为 10 ATK. 例如 

5487—5X10*2-4X 10? 4-8X 10! 4-7 X 10*. 
对 于 任意 基数 5,n 十 1 位 数 写成 一 般 式 为 

A—a,P +a, ,b" Rab tab’ (6°=1). 
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+ i# $I id BIE (notation of decimal system) 
见 “ 记 数 法 ”与 “十 进 制 ”. 

罗马 记 数 法 (Roman notation) 一 种 古老 的 记 
数 法 . 指 通行 于 上 古 罗 马 的 一 种 特殊 的 十 进 制 记 数 法 . 
罗马 数字 只 有 七 个 符号 : 1 ,VV ,X ,L,C,D,M .它们 
依次 代表 1,5,10,50,100,500,1000. 罗马 数字 中 没 
有 代表 零 的 符号 ,也 没有 进位 制 法 则 . 它 的 每 一 位 上 
的 数 各 有 两 个 符号 ,一 个 表示 该 位 的 单位 数 , 一 个 表 
示 该 位 的 中 间 数 ,如 个 位 数 的 I,V ,十 位 数 的 X ,L， 
百 位 数 的 C5,0, 记 数 规则 如 下 : 

1. 高 位 在 左 ,低位 在 右 ,例如 151 iA CLI, 
1515 记 为 MDXV. 

2. 任 一 位 的 非 1 非 5 的 数 都 可 用 该 位 的 符号 写 
出 ,小 于 5 的 数 用 并 列 的 单位 数 记 ,大 于 5 的 数 先 用 
中 间 数 记 5 ,再 用 并 列 的 单位 数 记 大 出 的 数 , 例 如 

347 id Æ CCCXXXXVI ， 
2869 记 为 MMDCCCLXVII . 

3. 为 了 简化 在 记 任 一 位 中 的 4 或 9 时 出 现 4 个 
并 列 的 单位 符号 ,可 使 用 称 为 减法 原则 的 记 数 规则 : 
把 一 个 单位 数 记 在 同位 的 中 间 数 前 表示 4, 把 一 个 
单位 数 记 在 高 一 位 的 单位 数 前 表示 9, 例 如 949 id 
为 CMXLIX ,这 种 减法 原则 在 古 罗 马 和 中 世纪 很 少 使 
FA BUDE fO AREH. 

4. 在 记 大 数 时 ,可 在 所 记 数 的 上 面 加 一 条 横 线 
表示 这 个 数 扩大 一 千 倍 ,加 两 条 横 线 表示 这 个 数 扩 
大 百 万 ( 即 千 千 ) 倍 等 ,例如 

XW —95x1000—95000, 
UV =54X10001000=54000000. 

罗马 记 数 法 的 写 . 读 、. 计 算 都 不 方便 ,早已 被 淘 
汰 ,而 只 是 在 一 些 特殊 场合 下 作 记 数 用 . 

科学 记 数 法 (scientific notation) 国际 通用 的 
一 种 记 数 法 . 它 是 十 进 制 记 数 法 的 书写 形式 之 一 .将 
一 个 数 记 成 aX10" 的 形式 ,其 中 1<a<10.n 比 原 
数 的 整数 位 数 少 1. 这 种 记 数 法 在 科学 技术 中 经 常 
使 用 , 故 称 科学 记 数 法 . 科学 记 数 法 在 天 文 、 地 理 、 物 
理 、 化 学 .气象 .宇航 .经 济 、 统 计 等 近代 科学 技术 中 
使 用 十 分 方便 ,特别 是 一 些 较 大 或 较 小 的 数据 . n 
>0 时 , 则 用 于 记录 一 些 较 大 的 数据 . 例如 : 

真空 中 光速 ( 约 ) 

300000km/s=3X 10°km/s; 


地 球 表 面积 ( 约 ) 
511000000km?=5. 11 X10km:’; 
月 球 质 量 ( 约 ) 
73500000000000000000000000g 
—7. 35 X 105g. 
X n«0 时 , 则 用 于 记录 较 小 的 纯 小 数 数据 ,一 为 


原 数 中 第 一 个 非 零 数字 
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前 面 零 的 个 数 ( 包 含 小 数 后 


前 面 那 一 个 零 ). 例如 , 氧 原子 的 质量 为 
0. 000 000 000 000 000 000 000 001 673 39g 

= 1.67339 %.10° “p. 

用 科学 记 数 法 也 可 以 表示 负数 , 若 a 为 负数 , 且 
1<ja|<10. 例如 ， 

—0.0009222 —9.2X10 *. 
随 着 科学 技术 的 发 展 ,科学 记 数 法 的 应 用 范围 越 来 
越 广泛 . 

数 的 简写 (simple writing of number) 算术 的 
基本 概念 之 一 . 指数 的 简便 书写 方法 . A T P.H 
把 较 大 的 整数 ,写成 用 万 或 亿 作 单位 的 数 ,例如 ,将 
170000, 500000000, 3820000000 FR S Wt. Æ Fe Æ 
(万 或 亿 位 以 下 ) 的 零 去 掉 , 加 上 万 或 亿 字 ,有 时 还 可 
保留 小 数位 , 即 170000— 17 A. 500000000=5 亿 ， 
3 820000000=38. 2 亿 . 

读数 法 (reading method of number) 算术 的 
基本 概念 之 一 . 指 口头 读 出 数 的 命名 的 方法 . 读数 法 
有 两 种 : 

1. 按照 数 的 横 列 自 左 至 右 把 各 个 数字 依次 读 出 
来 ,如 3045002 读 作 三 零 四 五 零 零 二 ,这 种 读 法 在 
读 纯 小 数 或 记录 时 用 , 称 其 为 简 读 法 ,可 用 于 十 进 数 
和 非 十 进 数 的 读数 . 

2. 按照 数 的 横 列 自 右 至 左 , 以 四 位 为 一 级 或 三 
位 为 一 节 , 然 后 从 左 至 右 读数 , 称 其 为 分 级 读数 法 或 
分 节 读 数 法 ,统称 繁 读 法 ,这 种 读 法 一 般 用 于 读 十 进 
整数 . 

中 国 习 惯 使 用 十 进 制 读数 法 ,并 采用 四 位 分 级 
的 法 则 , 即 从 个 位 起 ,每 四 个 计数 单位 作为 一 级 : 

个 位 .十 位 、 百 位 \ 千 位 称 为 个 级 ; 

万 位 .十 万 位 、 百 万 位 \ 干 万 位 称 为 万 级 ; 

亿 位 .十 亿 位 . 百 亿 位 . 千 亿 位 称 为 亿 级 等 . 

这 种 按 四 位 一 级 的 法 则 确定 数位 的 方法 , 称 为 数位 
分 级 . 数位 分 级 列表 如 下 : 


FatH | 千 百 十 亿 | 千 百 十 万 | 千 百 十 个 


亿 亿 亿 


位 位 位 位 | 位 位 位 位 | 位 位 位 位 | 位 位 位 位 


根据 以 上 分 级 原则 ,十进制 读数 法 的 法 则 如 下 : 
1. 四 位 以 内 的 数 ,可 以 顺 着 位 次 ,从 最 高 位 读 
起 ,例如 1987 读 作 一 千 九 百 八 十 七 . 
2. 四 位 以 上 的 数 , 先 从 右 向 左 四 位 分 级 ,然后 从 
高 级 起 , 顺 次 读 出 各 级 里 的 数 和 它们 的 级 名 ,例如 
38 4375 9001 


亿 级 万 级 个 级 
读 作 三 十 八 亿 四 千 三 百 七 十 五 万 九 千 零 一 . 
3. 一 个 数 末 尾 有 0, 不 论 有 几 个 都 可 不 读 , 分 级 


后 任 一 级 末尾 有 零 , 也 可 不 读 , 在 需要 读 出 时 ,不 论 
AJILA 0, 均 只 读 一 个 零 ,中间 有 0 的 ,也 不 论 连 续 
AJLA 0, 需 要 读 出 时 均 只 读 一 个 零 ,例如 


4003 0005 
万 级 个 级 
读 作 四 千 零 三 万 零 五 ; 
_9 0050 8000 
亿 级 万 级 个 级 
读 作 九 亿 零 五 十 万 八 千 . 


国际 上 许多 国家 没有 “万 ”这 个 名 称 , 因 此 ,他 们 
读数 的 原则 不 是 四 位 分 级 ,而 是 三 位 分 节 . PRES 
数 时 ,也 采用 三 位 分 节 的 方法 ,但 在 读数 时 ,中 国 没 
有 用 三 位 分 节 的 读 法 . 

十 进 制 读数 法 (reading method of decimal num- 
ber)” 见 “读数 法 ”. 

简 读 法 (simple reading rule) Jl “TBI”. 

ik (complex reading rule)” 见 “读数 法 ”. 

数位 分 级 (grade of digit positional)” 见 “读数 
ik. 


# (number grade) 命 数 法 术语 .四 位 分 级 


中 的 个 级 .万 级 . 亿 级 …… 与 三 位 分 节 中 的 个 级 , 千 
级 、 密 级 …… 统 称 为 数 级 (参见 “数位 顺序 表 ”)， 


数位 分 节 (separating period of a number posi- 
tion) 国际 通行 的 记 数 和 读数 法 则 . 在 记 、 读 多 位 
数 (4 位 及 4 位 以 上 的 数字 ) 时 ,从 数字 的 右边 向 左 
边 每 三 位 分 为 一 节 , 把 数位 分 成 若 于 节 , 节 与 节 之 间 
用 逗号 分 开 或 空 半 个 阿拉 伯 数 字 的 位 置 . 这 种 按 三 
位 一 节 的 法 则 确定 数位 的 方法 , 称 为 数位 分 节 ( 参 见 
“数位 顺序 表 ”). 例如 1982 年 ,中 国 普查 人 口 数 ,全 
国 总 计 1031882511 人 ,就 是 按 数位 分 布 规定 书写 
的 . 使 用 数位 分 节 记 数 在 每 节 之 间 用 如 号 分 开 时 ,这 
MES MAS. 

4) P 5 (sign of separation period) 


—H- 99 


P 


GL“ RUMAT 


进位 制 (scale) 数 的 进位 法 则 . 在 记 数 和 读数 
时 ,按照 确定 的 法 则 , 自 右 向 左 完成 两 个 相 邻 数位 之 
间 的 进位 ,而 各 个 数位 上 的 单位 ,又 都 等 于 它 右边 相 
邻 数 位 上 单位 的 固定 整数 倍 , 这 种 确定 数 的 进位 法 
则 称 为 进位 制 , 而 这 个 固定 的 整 倍数 ,就 称 为 进位 制 
的 基数 ,也 称 为 进位 制 的 底数 或 进位 制 的 进 率 . 进位 
制 的 基数 可 以 是 1 以 外 的 任何 自然 数 . 采用 不 同 的 
基数 ,就 得 到 不 同 的 进位 制 . 基数 是 10,2 或 8 时 ,分 
别称 为 十 进位 制 、 二 进位 制 或 人 进位 制 . 现在 世界 各 
国 ( 包 括 中 国 在 内 ) 通 用 的 是 十 进位 制 . 

进位 制 的 基数 (base number of a scale) J 
“进位 制 ”. 

进位 制 的 底数 (base number of a scale) J 
“进位 制 ”. 


命 数 法 


进位 制 的 进 率 (scale ratio of a scale) Wl “i# 
位 制 ”. 

数位 顺序 表 (digit positional table in order) 
命 数 法 术语 . 指数 位 顺序 的 分 类 法 则 . 即 按照 由 小 到 
大 的 顺序 把 计数 单位 从 右 到 左 排 成 的 表格 . 整数 的 
数位 顺序 表 为 : 


; 百 十 京 FETA FAFE TETI FEF a 
IKII ULE ”| 万 万 万 i 
位 位 位 位 | 位 位 位 位 | 位 位 位 位 | 位 位 位 位 | 位 


> 位 位 位 
表 中 级 名 和 数位 是 按 中 国 四 位 分 级 的 读数 和 记 
数 习 惯 列 出 的 ,而 国际 通用 的 读数 和 记 数 法 是 三 位 
分 节制 ,国际 整数 的 数位 顺序 表 为 : 


个 级 s 位 1 one 
it d 十 位 10 | ten 
un 
cia H 位 100 | hundred 
F 位 1000 | thousand 
Ff 级 z 
ih d d 十 千 位 10000 | ten thousand 
ousan ade 
百 千 位 100000 | hundred thousand 
密 du 1000000 | million 
密 级 i a 
lli F 十 密 位 10000000 | ten million 
million gra 
(oen ETC la dr) 100000000 | hundred million 


在 百 密 位 (100000000) 以 上 的 高 单位 数 的 命名 
习惯 ,美国 和 英国 是 有 差别 的 , 现 列表 如 下 : 


x m [ X* * 


与 命名 对 
应 的 数 | 数 


th d mil- 
lion 
on T , | ten. thousand 
10° | 十 别 位 | ten billion | 十 千 密 位 | 
million 
hundred hundred thou- 
1" | 百 别 位 | ”| 百 千 密 位 | 7 
billion sand million 
| hundred hundred  bil- 
10^ “| 百年 位 | 百 别 位 | ， 
trillion lion 
thousand bil- 
lion 
ten ten thousand 
10/5 | m 
ow |o quadrillion TTA billion 


hundred thou- 


sand billion 


hundred 


quadrillion 


百 千 别 位 


quintillion | Æ 位 


trillion 


2l 


比 10" 更 大 的 高 单位 数 的 命名 列 简 表 如 下 


1 1036 


sextillion 


septillion 


小 数 的 数位 顺序 见 “ 小 数 数位 顺序 表 ”. 

数位 (digit positional) 命 数 法 术语 . 指 各 个 不 
同 的 记 数 单位 所 占 的 位 置 . 在 记 数 时 ,按照 一 定 的 顺 
序 把 各 个 数字 排列 在 固定 的 位 置 上 ,一 个 数字 占有 
一 个 位 置 ,以 区 别 它们 的 单位 ,这 些 位 置 都 称 为 数 
位 . 相对 来 说 ,左边 的 数位 高 于 右边 的 数位 . 例如 ,在 
十 进位 制 记 数 中 ,六 万 一 千 三 百 七 十 五 记 为 

6 1 3 7 5 

D A- B FT 

位 位 位 位 位 
以 上 是 一 个 五 位 数 ,每 位 数字 各 占 一 个 数位 ,十 位 对 
个 位 来 说 是 高 位 ,对 百 位 来 说 , 它 又 是 低位 . 

位 数 (digit capacity) MADER IE. 表示 一 个 
整数 占有 数位 的 个 数 . 一 个 整数 含有 几 个 数字 (左边 
最 高 位 上 的 数字 不 是 0) ,就 称 为 几 位 数 .例如 1.3.9 
都 是 一 位 数 ,12,25 都 是 两 位 数 ,105,380 都 是 三 位 
数 , 如 此 类 推 .四 位 以 上 的 数 ,通常 称 为 多 位 数 . 

位 值 制 (position system) 亦 称 位 置 制 . 命 数 
法 术语 . 指 确定 数字 值 的 一 种 原则 . 数字 有 二 值 , 一 
是 位 置 值 ,一 是 数字 值 . 数字 值 是 数字 本 身 所 表示 的 
值 . 例如 数字 6, 就 是 表示 6 个 单位 . rosie 
AS RM E Ep OR Pt deo AY IRL. 例如 626 这 
数 中 ,左边 的 6 表示 6 个 百 ， > 
这 种 对 于 一 个 数字 ,由 其 本 身 和 位 置 结 合 起 来 确定 
数值 的 原则 称 为 位 值 制 ,也 称 位 值 原则 . 在 位 值 制 记 
数 法 中 ,由 于 所 取 进 率 的 不 同 而 有 所 不 同 ,其 中 十 进 
位 制 记 数 法 是 最 常用 的 一 种 . 

位 置 制 (position system) BIYE h”. 

数字 值 (digit value) 见 “ 位 值 制 ”. 

位 值 原则 (position principle) 有 即 “ 位 值 制 ”. 

位 值 记 数 法 (positional notation) ” 亦 称 位 值 制 
记 数 法 . 常用 的 一 种 记 数 法 .按照 位 值 制 建立 的 记 数 
法 , 称 为 位 值 记 数 法 (参见 “位 值 制 ”. 十 进 制 记 数 
法 、 二 进 制 记 数 法 和 八进制 记 数 法 等 ,都 是 位 值 记 数 
法 ,而 罗马 记 数 法 则 不 属于 位 值 记 数 法 . 

十 进 制 (decimal system) 亦 称 十 进位 制 . 当今 
世界 各 国 通 用 的 记 数 进位 制 . 在 计数 时 ,每 相 邻 两 个 
单位 之 间 的 进 率 都 是 十 , 即 轿 十 进 一 的 法 则 , 称 为 十 
进 制 . 中 国 古 代 和 古 希 腊 都 是 采用 十 进 制 来 计数 和 记 
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数 . 现在 世界 通用 的 数字 是 印度 -阿拉 伯 数 字 , 即 以 0， 
1,2,3,4,5,6,7,8,9 十 个 数字 记 数 . 在 计算 时 采用 着 
十 进 一 , 即 低位 上 的 数 大 于 或 等 于 10 而 小 于 20 时 往 
高 位 上 加 1 ,低位 上 的 数 大 于 或 等 于 20 而 小 于 30 时 
高 位 加 2. 以 此 类 推 ( 参 见 “ 记 数 法 ”). 采用 十 进 制 

计数 法 的 数 , 称 为 十 进 制 数 或 十 进 数 . 在 数 的 使 用 中 
涉及 不 同 进位 制 时 ,为 了 区 别 它 们 ,常用 符号 ( )1o 表 
示 十 进 数 .十 进 数 可 以 同 其 他 进 制 的 数 ( 如 二 进 数 、 八 
进 数 ) 互 化 (参见 “二 进 制 ”与 “八进制 ”). 

十 进 数 (decimal number)” 见 “十 进 制 ”. 

着 十 进 一 (carry one on ten) 命 数 法 术语 . 指 
十 进 数 相 加 时 的 一 句 口 诀 .最 初 是 在 筹 算 和 珠算 中 
进行 两 数 相 加 时 使 用 . 当 两 数 的 同一 低位 上 两 个 数 
字 之 和 之 10 时 ,在 两 数 之 和 的 低位 上 记 下 超过 10 
的 余数 ,并 向 邻接 的 高 位 上 进 一 . 这 是 着 十 进 一 的 本 
源 . 后 来 在 笔算 加 法 中 也 引用 这 一 口诀 .但 必须 注意 
到 在 多 个 数 同时 相 加 时 ,必然 会 出 现 同位 数 之 和 宇 
20 的 情形 ,这 时 就 要 活用 这 一 口诀 ,看 其 所 超过 的 
10 的 倍数 而 在 邻接 的 高 位 进 此 倍数 . 

二 进 制 (binary system) 特殊 的 记 数 进位 制 之 
一 .在 位 值 制 记 数 法 中 ,每 相 邻 两 个 单位 之 间 的 进 率 
为 二 , 即 依据 “ 首 二 进 一 , 退 一 当 二 ”的 法 则 ,以 0,1 
两 个 数字 记 数 ,这 种 记 数 法 称 为 二 进位 制 记 数 法 ,或 
二 进 制 记 数 法 ,简称 二 进 制 . 由 于 二 进 制 只 用 0 和 1 
两 个 数字 记 数 ,因而 是 最 简单 的 记 数 制 .用 二 进 制 记 
下 的 数 称 为 二 进位 数 或 二 进 数 . 二 进 数 用 符号 ( )， 
表示 ,或 将 (2) 记 于 二 进 数 的 右 下 角 来 表示 . 如 对 二 
进 数 1100 id Jg (11000; RIGA 110005. 二 进 数 的 一 
MERE: 

K, 00K, Ko. | 2A no 
= K e22 +++ K,+2'4+ K, «2° 
+K_,*27 24 ++ K_,°2-", 

AP KK; 是 0 或 1,m,n 为 非 负 整数 . 现 将 10 以 内 的 
十 进 数 和 二 进 数 的 对 照 列表 如 下 : 


ppp E e E e 
Es [of ejus ee en ]ee 


二 进 制 的 计数 方法 很 早 就 有 了 , 它 的 形成 也 是 
有 历史 背景 的 ,就 像 十 进 数 那样 , 数 数 要 靠 十 个 指头 
帮助 ,就 自然 形成 了 十 进 制 记 数 法 . 如 果 用 两 只 手 或 
两 只 足 来 帮助 记 数 , 也 自然 地 会 形成 二 进 制 记 数 法 . 
事实 上 在 澳洲 和 非洲 的 一 些 最 原始 的 民族 中 ,使 用 
的 就 是 二 进 制 数 ,独立 的 数字 只 有 一 和 二 ,其 他 的 都 
是 复合 数 . 例如 ,三 说 成 二 一 ,四 说 成 二 ,二 ,五 说 成 
二 二 一 ,六 说 成 二 ,二 ,二 ,超过 六 , 则 统称 为 堆 . 中 
国 古代 周 朝 (前 1066 一 前 221) 的 易 经 中 ,就 记载 了 
用 不 断 开 的 横 线 “ 一 ”和 断 开 的 横 线 “--” 来 表示 明和 


BRS. A AA eta ME ADE SES IR AS. 这 里 “一 ” 相 
oo 进 数 中 的 1 ,而 “一 ”相当 于 二 进 数 中 的 0. HA 
中 的 八卦 就 是 用 三 位 二 进 制 数 表示 的 , 即 : 


} 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


一 


000 001 010 OFF 100 101 110 . ILI 


据说 八卦 传人 欧洲 ,引起 了 莱 布 尼 次 (Leibniz,G. 
W. ) 的 强烈 兴趣 ,他 研究 它 , 并 从 中 获得 宝贵 启示 ， 
帮 他 悟 出 了 文明 世界 最 早 的 二 进 制 数学 . 他 曾 于 
1698 年 预言 道 ,利用 0 与 1 两 数 作 计算 虽 很 元 长 ， 
但 从 后 果 上 来 看 ,对 科学 研究 确 很 重要 ,而 且 和 定 会 引 
出 一 些 新 的 发 现 , 这 些 发 现在 以 后 对 于 数 的 实际 应 
用 ,特别 是 在 几何 学 上 ,是 有 益处 的 . 这 种 情况 之 所 
以 产生 ,是 因为 在 把 数 化 成 最 简单 的 数 ,如 0 和 1 
时 ,结果 就 显露 出 一 种 绝妙 的 排列 次 序 .? 莱 布 尼 将 
对 中 国 古 老 文化 结 唱 之 一 的 八卦 是 那样 赞赏 ,他 曾 
把 他 发 明 的 计算 机 的 复制 品 寄 赠 中 国 当 时 的 康 申 皇 
"if ,并 在 寄 赠 的 信 中 向 康 黑 建议 中 国 建立 科学 院 , 硕 
望 与 中 国学 者 共同 研究 八卦 ,进行 文化 交流 ,发掘 这 
古老 的 文化 宝藏 ,以 促进 科学 的 发 展 . 可 惜 这 一 宝贵 
建议 ,对 于 当时 闭关 上 自 守 的 中 国 是 无 法 实现 的 . 
二 进 制 数 在 历史 上 早 就 出 现 了 ,然而 用 它 

表示 数 时 书写 元 长 ,显得 很 不 方便 ,因而 长 时 间 未 能 
引起 人 们 的 注意 . 直到 1946 年 ,第 一 台电 子 计 算 机 
问世 ,二 进 数 被 用 来 作为 计算 机 的 基本 数 ,从 此 二 进 
制 才 为 人 们 广泛 重视 . 由 于 电子 计算 机 是 由 各 种 电 
子 元 件 组 成 ,而 电子 元 件 只 有 导 通 与 断 开 两 种 不 同 
的 物理 稳定 状态 ,从 而 用 二 进 制 容易 表达 . 然而 二 进 
制 的 致命 弱点 是 用 它 表 示 的 数 书 写 很 元 长 ,为 解决 
这 个 政 慎 ,电子 计算 机 除 采 用 二 进 制 作为 它 的 基本 
数 系 外 ,还 常用 到 八进制 .十 六 进 制 等 . 这 些 数 制 的 
运算 以 及 它们 之 间 的 互相 转换 , 便 成 了 电子 计算 机 
的 数字 基础 , 故 又 有 电脑 数字 之 称 . 

二 进 制 记 数 法 (binary notation) W“Z 
si". 

二 进 数 (binary number) J“ it”. 

二 进 数 加 法 (addition of binary numbers) 二 
进 数 的 计算 方法 之 一 . 指 计算 二 进 数 的 和 的 方法 .由 
于 在 二 进 制 记 数 法 中 ,任何 相 邻 两 数位 之 间 的 进 率 
为 2, 所 以 加 法 按 逢 二 进 一 ,减法 按 退 一 当 二 的 法 则 
进行 计算 ,列举 如 下 : 

1. 二 进 制 加 法 表 如 下 : 


2. 加 法 算式 举例 ,计算 111001065 十 100111,， 


1110010 
TA 100111 


10011001 


所 以 1110010, +100111,.,=10011001,,,. 
3. 减法 算式 举例 ,计算 
100110012) —1110010,,). 
10011001 
一 ) 1110010 
100111 
所 以 100110016, —11100105,— 100111. 
二 进 数 主要 用 于 电子 计算 机 ,但 在 电子 计算 机 
中 进行 减法 运算 时 ,为 了 避免 因 不 够 减 而 产生 退位 
的 运算 ， 就 引入 补 数 ， 化 为 加 法 来 计算 . £i Latye 
= 10%) M] vin PRA xi AY Fb HE BE DXX 
yo» f 与 zo TH JI J& A 10t5.n A itt BX w 
数 . 总 之 yo MISI o; EREE ze 的 各 位 非 零 数 1 都 
通过 进位 消失 而 变 为 0. fn BN S, = 1010110 右 起 第 
二 个 数位 是 第 一 次 出 现 1, 这 时 取 vo BU PAL LO 
10 CBN 5 Zoo 的 右 两 位 相同 ), 于 是 mco d yc PAA 
起 第 二 位 相 加 时 ,要 进 1, 故 yo 的 其 余数 位 的 数码 
应 取 与 Zoo) 同一 数位 上 的 与 之 不 同 的 数码 , 即 yor 
AiR NUN Or WA BEA 1). RW, F, 
六 七 位 分 别 为 1,0,1;,0(xzo 的 右 起 第 四 五 、 六、 七 
位 各 为 0,1,0,1), 得 ya 一 0101010 王 101010， 
根据 上 例 的 分 析 , 求 补 数 的 方法 归纳 如 下 : 
1. 观察 zo 的 各 位 数字 ,从 右 第 一 位 起 到 第 一 
次 出 现 1 的 数位 为 止 ,这 时 x 的 补 数 > 在 相同 数 
WM EMR xo PRA RS. ME PA xe, 
— 1010110. WA — fr BBR A IE B e 
为 10, 则 yo 中 的 最 末 两 位 数码 也 应 为 10. 
2. yo 的 其 余数 位 的 数码 ， 应 取 与 xc FA I8] BLA. 
上 不 同 的 数码 ,如 上 例 200, = 1010110 中 的 其 余数 位 
的 数码 , 即 从 右 起 第 三 位 到 最 后 一 位 的 数码 为 
10101 , 则 yo 中 与 之 对 应 的 各 数位 应 取 和 Zoo 中 对 
应 数位 上 不 同 的 数码 ， B] yo 的 其 余数 位 应 取 
01010. 又 如 Ze = 1001010, 则 yo» 701101100; 
=110110,). 有 了 补 数 , 减 法 可 化 为 加 法 进行 ,其 公 
式 为 :被 减 数 一 减 数 二 被 减 数 十 补 数 一 10%). 式 中 的 
补 数 是 指 减 数 的 补 数 ,” 是 减 数 的 二 进 制 位 数 . 例如 
前 面 的 减法 中 ,计算 11001100165 — 111001045. 可 改 
为 100110015; — 1110010., = 100110015. H+ 1110c 
— 10000000, — 100111. 如 此 就 避免 了 退位 计算 , 比 
直接 相 减 更 为 简单 明了 . 
二 进 数 减法 (subtraction of binary numbers) ll 
“二 进 数 的 加 法 ”. 
— yt A Æ jk (multiplication of binary num - 
bers) 二 进 数 的 计算 方法 之 一 . 指 计算 二 进 数 的 积 
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的 方法 . 二 进 数 的 乘除 法 和 十 进 数 的 乘除 法 是 很 相 
似 的 ,只 需 按 二 进 数 乘法 表 进 行 计算 ,其 乘法 表 如 
T. 

X9 1 

0 | 0 0 


PARNER 
1. 乘法 算式 举例 ,计算 11001005 X 101165. 


1000100110 


所 以 1100102) X 10112) = 1000100110.). 
2. 除法 算式 举例 ,计算 
10001001106; 2 10110. 


Fr P 100010011055, 1011655 110010. 

上 述 二 进 数 除法 中 的 被 除数 是 从 第 一 例 乘法 的 
乘积 中 来 的 ,因此 ,正好 能 整除 .应 当知 道 , 二 进 数 的 
除法 并 非 全 都 能 整除 , 当 不 能 整除 时 ,也 和 十 进 数 除 
法 一 样 地 可 以 保留 余数 . 由 上 述 各 例 可 见 , 二 进 数 的 
乘法 ,是 由 加 法 与 移 位 来 实现 的 . 二 进 数 的 除法 ,是 
由 减法 与 移 位 来 实现 的 ,而 减法 又 是 引入 补 数 转 化 
为 加 法 来 实现 的 .因此 ,电子 计算 机 进行 四 则 运算 都 
归结 为 加 法 和 移 位 来 实现 . 

二 进 数 除法 (division of binary numbers) 见 
“二 进 数 的 乘法 ” 

二 进 数 的 特点 (feature of binary numbers) 
二 进 数 的 基本 特征 . 指 二 进 数 与 其 他 进位 制 相 比 的 
独特 之 处 . 这 可 以 说 是 电子 计算 机 之 所 以 使 用 二 进 
数 的 原因 所 在 . 二 进 数 有 以 下 几 个 特点 : 

1. 运算 简单 .对 于 任何 一 种 进位 制 ,比如 x 进位 
制 在 进行 数值 的 四 则 运算 时 ,都 必须 记 住 从 0 到 x 一 1 
这 7 个 数 之 间 的 加 法 表 和 乘法 表 . 二 进 数 的 加 法 表 和 
乘法 表 是 最 简单 的 ,因而 使 得 二 进 数 的 四 则 运算 法 则 
以 及 求 补 数 等 都 比 其 他 进位 制 数 简 单 . 这 样 , 就 会 使 
计算 机 的 运算 器 小 一 些 , 控 制 线路 也 简单 一 些 . 

2. 易于 实现 . 电子 计算 机 是 由 各 种 电子 元 件 组 
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成 ,而 电子 元 件 只 有 导 通 与 断 开 两 种 不 同 的 物理 稳 
定 状 态 ,正好 与 二 进 制 中 的 1 与 0 相对 应 ,从 而 二 进 
制 易于 用 电子 元 件 来 实现 . 如 果 在 电子 计算 机 中 采 
H r 进位 制 , 则 要 求 计算 机 的 元 件 具 有 7 种 的 物理 
稳定 状态 来 表示 ”个 数码 .制造 有 三 种 或 三 种 以 上 
的 物理 稳定 状态 的 电子 元 件 是 复杂 而 困难 的 ,而 且 
可 靠 性 也 难于 达到 预期 要 求 . 

3. 节省 设备 . 以 十 进 制 与 二 进 制 在 计算 机 中 所 
用 的 元 件数 量 来 比较 . 假设 每 一 数位 上 的 每 一 数码 
都 用 一 个 元 件 .在 十 进 制 中 ,为 了 表示 小 于 1000 的 
所 有 正 整 数 , 需 3 个 数位 ,每 个 数位 需 10 个 元 件 , 共 
T 3X 10=30 个 元 件 ; 由 于 2" 二 1024, 这 样 ,在 二 进 
制 中 ,为 了 表示 小 于 1024 的 所 有 正 整 数 , 需 十 个 数 
位 . 每 个 数位 需 2 个 元 件 , 共 需 2x 10=20 个 元 件 . 
所 以 ,二进制 比 十 进 制 少 用 元 件 . 

4. 便于 利用 逻辑 代数 知识 . 在 逻辑 线路 中 通常 
用 0 和 1 分 别 代表 电路 的 断 和 通 ; 变 数 zx,y 等 代表 
动 合 开关 (控制 设备 启动 后 成 通路 的 称 为 动 合 开 
K) Ty 等 代表 静 合 开关 (控制 设备 启动 后 成 断 开 
的 称 为 静 合 开关 );*zAy rV y TIRK r A y 的 
串联 和 并 联 , 这 样 就 可 以 把 任何 串联 .并 联 开关 电路 
和 膛 辑 代数 里 的 某 个 公式 对 应 起 来 .于 是 二 进 数 的 
运算 就 可 用 逻辑 线路 来 实现 ,还 可 以 借助 于 逻辑 代 
数 来 分 析 综 合 电子 计 算 机 中 的 逻辑 电路 . 

二 进 数 与 十 进 数 的 互 化 (mutual conversion be- 
tween binary number and decimal number) 一 种 
算术 运算 . 指 二 进 数 与 十 进 数 的 相互 转换 方法 . 任何 
一 个 十 进 数 都 可 以 惟一 地 化 成 一 个 二 进 数 ;同样 , 任 
何 一 个 二 进 数 也 可 以 惟一 地 化 成 一 个 十 进 数 ,其 化 
法 如 下 : 

1. 化 十 进 数 为 二 进 数 . 可 用 二 进 数 的 基数 2 连 
续 去 除 十 进 数 ,直到 商 是 0 为 止 , 反 序 取 余 数 依次 排 
列 , 就 是 要 求 的 二 进 数 .例如 ,把 23uo 化 成 二 进 数 : 


2 | 2 3 余数 二 进 数 的 
2 11 1 6e 1 右 起 第 一 位 数字 
Qi DL ees 1 右 起 第 二 位 数字 
2| 2 € 1 右 起 第 三 位 数字 
2 | 1 severe 0 右 起 第 四 位 数字 
0 M 1 右 起 第 五 位 数字 


故 得 23 10) =10111¢). 
2. 化 二 进 数 为 十 进 数 . 先 将 二 进 数 写 成 基数 为 
2 的 蜗 的 和 式 , 青 按照 十 进 数 的 计算 法 则 算出 结 
例如 ,把 10111 化 成 十 进 数 : 
10lllo =1X2t+0X 2" +1X2?+1X2!+1X 2° 
=16+0+4+241=23 40); 
故 得 101 15 29 


八进制 (octal system) 特殊 的 记 数 进位 制 之 
一 . 在 位 值 制 记 数 法 中 ,依据 着 八 进 一 的 法 则 ,使 用 
0,1,2,3,4,5,6,7 八 个 数字 记 数 ,这 种 记 数 法 称 为 
八进制 记 数 法 或 八 进 位 制 记 数 法 ,简称 八进制 或 八 
进位 制 .用 八进制 记 下 的 数 称 为 八 进 数 或 八 进 位 数 . 
八 进 数 可 用 符号 ( )s 来 表示 . 将 一 个 十 进 数 化 为 八 
进 数 , 可 用 基数 8 连续 去 除 十 进 数 , 反 序 取 余 数 就 是 
要 求 的 八 进 数 . 例如 ,把 (321)io 化 为 八 进 数 : 


8[3 21 余数 八 进 数 的 
8| 40 e 1 右 起 第 一 位 数字 
FE ee 0 | 右 起 第 二 位 数字 

0 5 | 右 起 第 三 位 数字 


BF C321) e= 50y: 
反之 ,任何 一 个 八 进 数 ,都 可 以 写作 基数 为 8 的 
窜 的 和 的 形式 ,再 按 十 进 数 的 计算 法 则 算出 结果 ,就 
得 到 对 应 的 十 进 数 .例如 ,把 (501)s 化 成 十 进 数 : 
(501),=5 X8?+0X8'+1 XK 8°= (321)1. 
八 进 数 的 每 个 数码 ,与 二 进 数 中 每 三 位 一 节 的 数码 
之 间 可 列 出 如 下 的 八 进 数 与 二 进 数 的 数字 对 照 表 : 


rime 
em [wo os [oo] on [ioo or o [n 


利用 上 表 就 不 难 完成 二 进 数 与 八 进 数 之 间 的 换算 . 
fj] (1 010001 110), = (1216). 

八进制 记 数 法 (octal notation) Fl“ /N iE Fi)”. 

八 进 数 (octal number) =F“ AHF)”. 

AX B) (sum of powers) ” 数 的 一 种 表达 式 . 
指 将 正 有 理 数 ( 大 于 1) 分解 成 帘 指 数 的 和 . 如 果 正 
整数 ~(r>1) 表 示 数 的 进位 制 的 基数 , 则 一 个 ”~ 进 数 
S 可 以 表示 成 

S =K, 0r" + K,-,*r' +e: Ker! 
+ K,*rPt+K_,°r't+ee4K_,¢r” 


E E ug (D 


式 中 Kæ 0,1, ,r—1 中 的 任何 一 个 数码 mn 为 
非 负 整数 , 则 上 面 的 (1) 式 称 为 宕 的 和 式 . 

医 的 和 式 有 下 面 特点 : | 

1. 每 一 个 数码 KI P [El xE B EE r HT 
应 ,”~ 称 为 相应 数位 上 的 位 置 值 或 权 , 上 面 (1) 式 亦 
称 为 数 S 按 权 的 展开 式 , 有 时 也 书写 成 缩写 式 : 
K,K, S Ki Ko. Kan K -ns FE KSI BE fie d). — A 
要 求 在 缩写 式 的 右 下 足 标 注 上 基数 r, W 天 ,类 
民居 天天 -ww 或 (天 天 pv 天 天 天天) 
但 通常 对 十 进 数 的 标注 省 略 不 写 . 

2. 进位 制 有 一 个 固定 的 基数 x, 它 的 每 一 数位 
可 能 取 r 个 不 同 的 数码 ,计数 时 按 “ 因 7 进 一 , 退 一 


当 yx” 的 进退 位 原则 进行 . E r 进 制 中 高 数位 的 权 是 
相 邻 低 数 位 的 权 的 > 倍 ,对 > 进 制 小 数 来 说 ,小 数 点 
左 移 一 位 后 ,缩小 到 原 数 的 1/r, 右 移 一 位 后 , 则 扩 
大 到 原 数 的 ”~ 倍 .将 > 进 数 化 为 十 进 数 ,使 用 客 的 和 
式 是 很 方便 的 ,只 需 将 > 进 制 的 需 的 和 式 按 十 进 数 
的 方法 进行 计算 就 可 以 得 到 . 

数 制 的 转换 (conversion of different notations 
of a number) 命 数 法 术语 . 指 不 同 进位 制 数 的 转 
换 法 . 由 于 数 的 基数 不 同 就 产生 了 各 种 不 同 进位 制 
的 数 , 将 基数 为 ~(r 盖 1, 且 为 整数 ) 的 数 ,通过 确定 
的 法 则 化 成 基数 为 (Cs 盖 1,s 天 r, 且 为 整数 ) 的 数 , 称 
为 数 制 的 转换 . 

1. r 进 数 化 为 十 进 数 . 任何 一 个 rr 进 数 OK, 
KiKo. 民 _1… 民 ,ww 先 写成 究 的 和 式 , 即 

天 天 天天 天 
= K err + ee tK ert Ker 
+K aer? tee tH Kaner”, 

再 按 十 进 数 的 计算 法 则 进行 运算 ,就 可 惟一 地 化 为 
十 进 数 . 

2. 十 进 数 化 为 r 进 数 . 任何 一 个 十 进 数 都 可 改 
一 地 化 成 r ERR s 

1) 如 果 所 要 化 的 十 进 数 是 正 整 数 , 其 化 法 是 : 
用 rr 进 数 的 基数 7 连续 去 除 十 进 数 ,直到 商 是 0 为 
止 , 反 序 取 余数 依次 排列 ,就 得 到 与 之 等 值 的 ”~ 进 
数 . 这 种 方法 称 为 > 进取 余 法 . 

2) 如 果 所 要 化 的 十 进 数 是 正 的 纯 小 数 , 可 惟一 
地 化 成 r 进 正 纯 小 数 . 这 时 有 两 种 可 能 情况 ,一 种 可 
能 是 化 成 有 限 ~” 进 正 纯 小 数 , 另 一 种 可 能 是 化 成 
进 无 限 正 纯 小 数 . 当 能 化 成 有 限 n 进 正 纯 小 数 时 ,其 
化 法 是 :用 >- 进 数 的 基数 ”~ 连续 去 乘 十 进 数 的 小 数 
部 分 ,直到 乘积 的 小 数 部 分 全 部 是 0 为 止 , 然 后 顺 次 
取出 每 次 所 乘 得 的 积 中 的 整数 部 分 的 数字 ,依次 排 
列 为 r 进 数 中 的 正 纯 小 数 中 的 有 效 数字 . 这 种 方法 
称 为 > 乘 取 整 法 . 例如 ,将 十 进 小 数 0. 375 化 为 六 进 
数 ， | 


oss AE 和 六 进 制 的 小 数 部 分 的 
x) 6 

2. 250 2 左 起 第 一 位 有 效 数字 
x) 6 | 

1500 … 1 | 左 起 第 二 位 有 效 数字 
x) 6 i 

3.000 = 3 左 起 第 三 位 有 效 数 字 


所 以 0. 37509 —0. 2136). 
奋 用 -连续 去 乘 十 进 数 的 小 数 部 分 无 限 次 , 均 
不 能 使 积 的 小 数 部 分 全 为 0, 这 样 的 十 进 正 纯 小 数 
就 只 可 能 化 成 无 限 ~ 进 正 纯 小 数 . 只 好 根据 实际 要 
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求 进行 取舍 , 求 得 近似 值 . 例如 ,将 十 进 小 数 0. 2375 
化 为 八 进 数 ， 


0. 2375 \ 进 VF 
" AREE 八 进 数 的 小 数 部 分 的 

1.9000 … 1 左 起 第 一 位 有 效 数字 
x) 8 

7.2000 «+ 7 左 起 第 二 位 有 效 数 字 
x) 8 

1.6000 … 1 左 起 第 三 位 有 效 数 字 
x) 8 

4.8000 … 4 左 起 第 四 位 有 效 数 字 
x) 8 

6.4000 … 6 左 起 第 五 位 有 效 数 字 


所 以 0. 237509 =0. 17146. 

如 果 一 个 数 既 有 非 零 整数 部 分 又 有 小 数 部 分 ， 
应 将 整数 部 分 和 小 数 部 分 分 别 进行 换算 ,然后 合并 ， 
即 可 得 到 结果 . 例如 ,将 十 进 数 12. 375 化 为 二 进 数 ， 

12; 975 — 12 406375 
Y Y 
1100. Olle 11005 4- 0. 011.5 
B DE 125 9T as 1.1004 01 lus 

此 外 ,十 进 数 化 为 二 进 数 ,还 可 以 利用 八 进 数 与 
二 进 数 的 数字 对 照 表 (参见 “八进制 ”) 来 进行 ,较为 
Jj; (8. f «à 12. 37545 =14. 3a; = 001100. Oll, 
— 1100. 011,5. 因此 ， 十 进 数 化 为 二 进 数 常 使 用 此 
法 , 称 为 “十 一 八 一 二 ”转换 法 . 如 果 需 要 将 n 进 数 化 
AY s HERR 7 As710), — Jt dE TE RE rn 进 数 化 为 十 进 
数 ,再 由 十 进 数 化 为 * 进 数 . 

关系 符号 (relational symbols) 常用 的 数学 符 
号 之 一 . 指 在 算术 中 表示 两 个 数 、 两 个 式 子 或 数 与 式 
之 间 数 量 关 系 的 符号 .算术 中 常用 的 关系 符号 有 两 
类 : 

1. 表示 相等 与 不 等 关系 的 符号 ,如 等 号 .不 等 
号 .近似 等 号 等 

2. 表示 大 小 关系 的 符号 ,如 大 于 号 .小 于 号 、 不 
大 于 号 .不 小 于 号 等 . 

等 号 (equal sign) 关系 符号 之 一 . 指 表示 两 个 
数 、 两 个 式 子 或 数 与 式 相 等 的 符号 , 记 为 “二”, 读 作 
“等 于 ”例如 2+3=5,27=3,atb=c 等 .以 符号 
“一 ” 作 等 号 是 雷 科 德 (Recorde,R. ) 于 1557 年 在 
《大 智 石 》 中 第 一 次 使 用 的 . 他 用 一 对 等 长 的 平行 线 
段 作 为 等 号 是 这 样 解释 的 :“ 再 也 没有 别 的 两 件 东西 
比 它们 更 相等 了 ”, 但 等 号 使 用 的 推广 却 很 缓慢 . 17 
世纪 后 ,经 莱 布 尼 茨 (Leibniz,G. W. ) 的 推广 , 才 为 
人 们 广泛 使 用 . 

不 等 号 (sign of inequality) 关系 符号 之 一 . 指 
表示 两 个 数 、 两 个 式 子 或 数 与 式 子 不 相等 的 符号 . 记 
AA” ETE“ ASF”. 如 2253.aT bzc 等 . 
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近似 等 号 (sign of approximately equal) JAK 
约 等 号 . 关系 符号 之 一 . 指 表 示 两 个 数量 近似 地 相等 
的 符号 . ios ee te" e DUE CHA 
于 ”例如 x23. 1416.12 72-0. 142857 等 . 


“) S& 5 (sign of approximately equal) 即 “ 近 
似 等 号 ” 
大 于 号 (sign of greater than) 关系 符号 之 一 . 


指 表示 左边 的 数量 大 于 右边 数量 的 符号 , 记 为 “过”， 
EE RF” W 3>2,.a>b.aty>e 等 .第 一 个 使 
用 二 和 二 表示 大 于 和 小 于 的 是 哈里 奥 特 (Harriot， 
T. ) ,在 他 死 后 10 年 的 1631 年 ,发 表 了 他 著 的 《 实 
HIR) FEE A ie UL Bl A <A KF Al 
NF. BFA. XO SSS HM, EIN 
事 ， 

小 于 号 (sign of less than) 关系 符号 之 一 . 指 
表示 左边 的 数量 小 于 右边 数量 的 符号 , 记 为 “二 ”, 读 
作 “ 小 于 ”. 如 2 二 3,a 二 b,x 十 y 二 z 等 . 

大 于 或 等 于 号 (sign of greater than or equal) 
亦 称 不 小 于 号 . 关系 符号 之 一 . 指 表示 左边 的 数量 大 
于 或 等 于 ( 即 不 小 于 ) 右 边 的 数量 的 符号 , 记 为 “之 ”， 
读 作 “大 于 等 于 (大 于 或 等 于 ”) IAN” 
作 “ 不 小 于 ”. 如 eS 3 (03) mo NOS. 

不 小 于 号 (sign of not less than) BD AF x 
等 于 号 ”. 

小 于 或 等 于 号 (sign of less than or equal) Jf 
称 不 大 于 号 . 关系 符号 之 一 . 指 表 示 左 边 的 数量 小 于 
或 等 于 ( 即 不 大 于 ) 右 边 数量 的 符号 . WAS”, RE 
“IN FEF CONF RSF"), th id AS”, BEE 
“不 大 于 ”如 v3 <2 (V3 A2) ab UPL), R 
<1 (R? 41). 


不 大 于 号 (sign of not greater than) 即 “ 小 于 
或 等 于 号 ” 
算术 符号 (arithmetical sign) 一 类 最 基本 的 数 


学 符号 . 在 算术 里 为 了 使 推理 清晰 ,运算 简捷 ,所 引用 
的 字母 和 符号 统称 为 算术 符号 . 常用 的 算术 符号 可 分 
为 运算 符号 、 关 系 符号 、 人 逻辑 符号 、 顺 序 符号 四 类 . 

运算 符号 (sign of operation) 常用 的 数学 符 
号 之 一 . 指 按照 运算 法 则 进行 加 , 减 . 乘 、 除 ,. 乘 方 、. 开 
方 等 运算 时 所 使 用 的 数学 符号 .算式 中 常用 的 运算 
符号 有 六 个 , 即 加 号 、 减 号 . 乘 号 、 除 号 . 乘 方 号 和 开 
方 号 (或 称 根 号 )， 

加 号 (sign of addition) 基本 运算 符号 之 一 . 
指 代表 加 法 运算 的 符号 “十 ”, 读 作 “ 加 ”, 表 示 把 一 数 
NF AME. 加 号 在 横 式 中 常 写 于 被 加 的 两 数 
之 间 . 如 a 十 b 表示 a 与 5 相 加 . 首先 运用 符号 “十 ” 
表示 加 法 运算 的 是 德国 人 (参见 “ 减 号 ”). 
基本 运算 符号 之 


减 号 (sign of subtraction) 


—. 指 代 表 减 法 运算 的 符号 “一 ”, 读 作 “ 减 ”, 表 示 把 一 
数 从 另 一 数 中 减 去 之 意 . 减 号 在 横 式 中 常 写 于 被 减 数 
和 减 数 之 间 . 如 a — b 表示 从 被 减 数 a 中 减 去 5. 加 减 
运算 是 人 类 社会 出 现 最 早 的 运算 ,中 国 古 代 是 用 算 筹 
进行 运算 ,一 般 不 记录 计算 过 程 ,所 以 中 国 的 上 古 算 书 
中 没有 表示 加 减 运 算 的 符号 . 在 15 世纪 末 到 16 世纪 
间 , 意 大 利 人 曾 用 或 p ANIM, A om Kom 表示 减 . 
利用 "十 ”和 ”一 ”分 别 表示 加 和 减 是 从 德国 人 开始 的 . 
在 德 累 斯 顿 城 图 书馆 还 存 有 1484 年 拉丁 语 代 数 手 抄 
本 ,其 中 就 使 用 了 这 种 符号 . 第 一 次 在 印刷 图 书 中 使 
用 符号 十 、 一 表示 加 减 运 算 的 是 瓦 德 曼 (Wadmann,， 
J.) ,他 于 1489 年 在 莱比锡 出 版 的 德 文 (简章 和 速算 》 
一 书 中 采用 了 这 种 符号 . 1631 年 ,第 一 个 用 “ 土 ”表示 
现代 意义 的 加 或 减 是 奥 特 雷 德 (Oughtred, W. ). 减 
号 在 现在 也 用 作 表 示 负 数 的 负 号 或 表示 一 个 数 的 相 
反 数 的 符号 . 

乘 号 (sign of multiplication) 基本 运算 符号 
之 一 . 指 代 表 乘 法 运算 的 符号 “X ”或 “，”, 读 作 
“Fe”, 表示 两 个 数 相 乘 之 意 . 16 世纪 , 施 蒂 费 尔 
(Stifel, M. ) F 1544 年 出 版 的 《综合 算术 一 书 中 ， 
用 字母 M( 乘 法 的 第 一 字母 ) 表 示 乘 ,用 万 (除法 的 
第 一 字母 ) 表 示 除 . 第 一 次 用 符号 ”X ?表示 乘 的 是 奥 
TH f&COughtred, W. ) ,在 他 1613 年 出 版 的 《数学 
ATT) AAT“ & VE FES. 1698 F., Se H JO RK 
(Leibniz, G. W. ) 提 出 反对 用 “X” 作 乘 号 ,他 认为 
“X 义 ” 易 和 z 工 相 混 ,他 建议 用 符号 ”， ERS. 最 早 
H“ ERS By Je né HB UR Harriot, T. 2. 当时 并 
未 推广 ,在 莱 布 尼 获 提出 使 用 以 后 , 才 开 始 广泛 使 
用 . EPE, MSX” e " 作 乘 号 都 可 以 ,一 般 
在 字母 前 或 括号 前 的 乘 号 可 省 略 . 

除 号 (sign of division) 基本 运算 符号 之 一 . 指 
代表 除法 运算 的 符号 "二 ”另外 ,代表 比 的 符号 ”: ” 
和 分 数 中 的 分 数 线 符号 “一 ”都 有 除 的 意义 “一 ” 读 
作 “ 除 以 ”, 表 示 一 个 数 除 以 男 一 个 数 之 意 . 如 a o 
表示 被 除数 a 除 以 除数 5 所 得 之 商 . 除 号 “二 ”是 雷 
恩 (Rahn,J.H. ) 在 1659 年 发 表 的 一 本 代数 学 中 最 
先 使 用 的 , 史 称 雷 恩 记 号 . K h JE X (Leibniz, G. 
W. ) 于 1684 年 ,在 他 的 一 篇 论文 中 第 一 次 使 用 符号 
" : ” 作 除 号 ,与 当时 流行 的 比 号 相同 . 

乘 方 号 (sign of power) 基本 运算 符号 之 一 . 指 
代表 乘 方 运 算 的 符号 “a””, 读 作 “a Wm KR”, ER 
ARM a AR m 次 , 即 a” RIRA a 为 底数 的 m WR. 
例如 a? 读 作 a 平方 ,a” RE a 立方 . BSA CDio- 
phantus ) 用 A 表示 x ,用 表示 x ,算是 最 早 的 科 
方 号 . 中 国 上 古代 数学 文献 第 一 次 使 用 “ 顺 " 字 是 在 刘 徽 
的 《 九 章 算术 》 注 中 . 一 数 自 乘 ,中 国 古 代称 之 为 方 ， 
“ 乘 方 ” 一 词 是 宋代 以 后 开始 使 用 的 . 1484 年 , 许 凯 
(Chuquet, N. ) 在 他 所 著 的 《算术 三 篇 ) 中 ,首先 采用 


am 数 法 


T 12°,10° Al 120° 表示 122?,102? 和 120zs 的 指数 
符号 ,并 引进 了 和 零 指 数 和 负 指 数 的 符号 ,他 用 12? 表 
AN 12z ,用 7 表示 7z .但 是 ,他 的 著作 在 当时 来 说 
内 容 太 深 , 没有 被 当时 的 欧洲 数学 界 所 接受 , 亦 未 对 
他 的 同 裴 人 产生 多 大 的 影响 , 许 凯 著 的 书 也 是 在 他 和 死 
后 的 19 世纪 才 出 版 . 1636 年 , 休 姆 (Hume,J. ) 用 罗 
马 数字 表示 指数 ,把 A’ 写成 4 .1637 FL. AR KIL 
(Descartes , R. ) 的 改进 和 推广 成 为 现在 通用 的 符号 . 

FAS (sign of evolution) IPRS. 基本 运 
算 符 号 之 一 . 指 代 表 开 方 运 算 的 符号 “YY "ER 
Zh 38 — P OT. n KH EI n= 时 称 为 开平 方 ; 
当 n 王 3 时 称 为 开 立 方 . 根 指数 2 通常 省 略 不 写 . 例 
如 Ya 表示 把 a hn 次 方 , 读 作 “a 的 n 次 方 根 ”; 
V. a 表示 把 a 开 立 方 , 读 作 “a 的 立方 根 ”. 1220 年 ， 
3E AK (Fibonacci, L. ) 最 早 用 符号 及 表示 平方 根 
号 ,他 是 取 拉 丁 文 Radix (平方 根 ) 头 尾 两 个 字母 合 
并 而 来 . 1637 年 , 笛 卡 儿 (Descartes,R. ) 在 他 的 著 
作 《 几 何 学 ) 中 第 一 次 用 v 表示 根 号 . 他 是 取 root 
( 方 根 ) 的 第 一 字母 和 插 线 的 符号 “一 ”结合 在 一 起 的 
合成 符号 . 


HS (radical sign) 即 “ 开 方 号 ” 


FFH (extraction of square root) JL“FR 
xc d^ 

JF 35 Jj Cextraction of cubic root) 0, "^ JF Jy 
L4 7 
B 


顺序 符号 (sign of order) 常用 的 数学 符号 之 
一 . 指 用 来 确定 运算 顺序 的 符号 . 常用 的 顺序 符号 
有 :一 人)、L I ,他 们 分 别称 为 括 线 、 小 括号 (或 圆 
括号 )、 中 括号 (或 方 括 号 )、 大 括号 (或 花 插 号 ). 在 计 
算 过 程 中 确定 的 顺序 是 : 先 算 括 线 , 次 算 小 括号 ,再 次 
中 括号 ,最 后 算 大 括号 . 最 先 用 括 线 表 示 运 算 顺 序 的 
是 许 凯 (Chuquet , N. 2, fli E 1484 年 写 的 《算术 三 篇 》 
中 ,把 横 线 加 在 要 先 算 的 式 子 下 面 . 1646 年 ,斯 霍 腾 
(Schooten, F. van) 把 括 线 加 在 要 先 算 的 式 子 之 上 . 
最 早 使 用 小 括号 ( ) 的 是 施 带 费 尔 (Stifel,M. ), 但 他 
的 手稿 没有 印刷 . 最 早 使 用 小 括号 的 是 克拉 维 乌 斯 
(Clavius,C. ) 于 1608 年 在 意大利 出 版 的 数学 书 中 . 
17 世纪 , 沃 利 斯 CWallis ,J. ) 的 著作 《无 穷 的 算术 》 中 ， 
开始 出 现 中 括号 [ ]. 1591 年 , 韦 达 (Viéte,F. WF 
作 中 开始 应 用 大 括号 . 直到 18 世纪 后 半期 ,所 有 括号 
才 在 全 世界 通用 ， 

括号 (brackets) ” 亦 称 括 绝 .和 常用 的 数学 符号 
之 一 . 指 用 来 规定 运算 顺序 的 符号 . 包括 大 括号 { )}， 
中 括号 [ ] ,小 括号 ( ) (参见 “顺序 符号 ”). 
FEM (brackets) 即 “ 括 号 ” 
fELE(vinculum) 见 “ 顺 序 符号 ”. 
小 括号 (round brackets) JU “MPA SE”. 
Ad 


de S (square brackets) 见 “ 顺 序 符 号 ” 

KH S (brace) Wh“ Mi FEARS”. 

JE 484 = (logical symbol) 常用 的 数学 符号 
之 一 . 指 在 演算 和 推理 过 程 中 ,为 了 使 数学 命题 的 表 
达 简 洁 、 准 确 , 而 引用 的 符号 语言 . 在 算术 中 采用 的 
逻辑 符号 有 三 种 : 

1. 命题 结构 符号 . 符号 “…”“:” 读 作 * 因 为 只、 
“所 以 ”在 一 个 以 数学 式 子 表述 的 推演 过 程 中 , 常 把 
符号 “…” 写 于 依据 条 件 之 前 ,把 符号 “-." 写 于 得 出 
的 结论 之 前 ,以 表述 条 件 和 结论 之 间 的 逻辑 关系 . A 
用 普通 语言 叙述 数学 命题 时 ,也 常 采 用 “如 果 …… ， 
A LJ" BER. 

2. BM tS. 符号 之 或 一 , 读 作 "推出 ”如 A> 
B 表示 可 以 由 4 推出 B 之 意 . 

3. 等 价 符号 . 亦 称 等 值 符号 . FSS. TEN 
价 ” 或 “等 值 ”, 如 ASB 表示 可 以 由 A 推出 B, 亦 可 
由 B 推出 4 之 意 , 即 是 4 和 B 是 等 价 的 . 

命题 结构 符号 (propositional structure symbol) 
WL ERAS”. 


Z& iW 4f 5 (implication symbol) Wl “i $8 fF 
号 ” 

等 价 符号 (equivalence symbol) Jl “iB $8 FF 
g”, 

$ (& HS (equivalence symbol) — BD" 55 ffr #F 
gr, 

FA Cequality) ” 见 本 卷 《4 初 等 代数 同名 条 . 

等 量 公 理 (axioms of equality) ” 见 本 卷 《 初 等 
代数 》 同 名 条 . 

小 数 
小 数 (decimal) ” 亦 称 十 进 小 数 . 数 系 中 最 基本 


的 一 种 数 . 指 非 整 数 的 ( 实 ) 数 的 一 种 表示 方式 ,该 数 
a 必 可 表示 成 4 一 4 十 aoya 是 整数 ,而 且 Ka <l. H 
于 整数 通常 使 用 十 进位 制 , 在 小 数 中 也 借用 十 进 数 
的 10 个 数字 表示 a. 因此 ,小 数 的 统一 形式 是 a 二 a 
+a =a. aara XE a 表示 数 a 的 整数 部 分 , 整 
数 部 分 a 后 的 圆 点 称 为 小 数 点 ,小数点 后 表示 小 于 
1 的 的 部 分 称 为 小 数 部 分 ,其 中 的 a;(i1==1,2,3， 
…) 都 是 从 0 到 9 的 10 个 数字 , 即 不 大 于 9 的 整数 . 
依照 十 进 数 每 癌 左 进 一 位 ,位 值 增 大 10 倍 , 每 向 右 
退 一 位 ,位 值 缩小 为 1/10 的 规则 ,小 数 部 分 数字 位 值 
也 遵循 这 一 规则 , 按 小 数 点 前 一 位 的 位 值 为 1 ,小数 
点 后 第 一 位 位 值 是 1/10, 第 二 位 位 值 是 1/10 ,第 三 
位 位 值 是 1/10… ,因此 ,小 数 的 值 用 分 数 式 表示 是 
ay a» a3 
er16t19 198 
小 数 部 分 的 数位 自 小 数 点 起 依次 称 为 十 分 位 、 百 分 
28 


位 、 千 分 位 ……( 人 参见 “小 数位 顺序 表 ”). 如 小 数 2.7 
读 作 二 又 十 分 之 七 ,0. 306 读 作 零 又 千 分 之 三 百 零 
7s. 对 于 小 数 人 CICL2C3S ,如 果 存 在 正 整 数 | ,使 得 从 
a; 起 和 癌 右 ,不 再 出 现 非 零 的 数字 , 则 此 小 数 称 为 有 限 
小 数 或 有 尽 小 数 , 和 否则 称 为 无 限 小 数 或 无 尽 小 数 . 在 
写 出 有 限 小 数 时 ,可 以 只 写 到 最 后 一 个 不 为 0 的 数 
位 ,或 最 多 只 写 出 一 部 分 为 0 的 数位 ,而 略 去 其 后 所 
有 的 0, 因此 ,通常 用 到 见 到 的 一 般 都 是 有 限 小 数 ， 
如 1.414,9. 50. 由 此 可 见 , 整 数 也 可 表示 成 小 数 , 只 
不 过 是 有 限 小 数 姻 了 .有 限 小 数 用 分 数 式 表示 只 需 
有 限 项 ,所 以 一 定 可 以 化 成 分 数 , 无 限 小 数 有 这 样 的 
,使 得 ai 关 0. 无限 小 数 可 分 为 “循环 小 数 ” 和 “无 限 
不 循环 小 数 ” 两 种 . 循环 小 数 可 以 化 成 分 数 , 即 是 有 
理 数 , 如 1/3 二 0.3333…; 无 限 不 循环 小 数 是 无 理 
数 , 如 x 二 3.14159*…. 
中 国 刘 徽 最 早 创 用 十 进 小 数 记 数 法 .在 刘 徽 注 
《 九 章 算术 的 《4 少 广 ) 章 开 方 术 下 面 有 :“ 微 数 无 名 者 
以 为 分 子 , 其 一 退 十 为 母 ,其 再 退 以 百 为 母 , 退 之 弥 
下 ,其 分 弥 细 …… ” 即 把 不 尽 根 用 十 进 分 数 表示 . X 
Eg (2) 1300 年 ) 著 《 律 吕 成 书 》 中 ,将 106368. 6312 表 
Zh Fl 
| CO WL 
十 万 千 百 十 忽 Lill 
十 百 干 万 
分 分 站 分 
把 小 数 部 分 降低 一 格 , 这 是 世界 上 上 最早 的 小 数 表示 
法 .在 中 国之 外 ,最 早 应 用 十 进 制 分 数 的 是 阿尔 。 卡 
Fi (al-Kashi,G. al-D. J. M. ) ,他 在 《算术 之 钥 ) 一 书 
中 使 用 了 十 进 分 数 , 且 给 出 了 小 数 的 运算 法 则 .在 欧 
Wl, Sr X CStevin, S. ) 的 《4 论 十 进 》 一 书 ,于 1585 年 
在 莱 顿 出 版 ,第 一 次 明确 地 陈述 了 小 数理 论 ,提倡 用 
十 进 制 小 数 来 书写 分 数 . 斯 带 文采 用 的 记号 ,把 小 数 
32. 57 记 为 


OO ® 


3257 R 3 205070; 

H FE FH RUR.” OU e v i HE S Rr Clavius, 
C.) F 1593 年 创 用 的 . 还 曾 治 用 过 以 逗号 表示 小 数 
点 的 记 法 . 

十 进 小 数 (decimal fraction) 即 “ 小 数 ” 

小 数 点 (decimal point) — 见 “ 小 数 ” 

十 进 小 数 记 数 法 (decimal fraction notation ) 
见 “ 小 数 ”. 

无 限 小 数 (infinite decimal 

有 限 小 数 (finite decimal)” 见 “小 数 ”. 

小 数位 (decimal place) 算术 术语 . 指 小 数 记 
数 法 的 位 置 顺序 .十 进 小 数 的 小 数 部 分 , 相 邻 两 数 之 
间 的 进 率 也 是 10. 小 数 部 分 的 各 位 称 小 数位 ,从 小 
数 点 后 面 第 一 位 起 分 别称 为 十 分 位 、 百 分 位 、 于 分 位 


UU &6 小 数 a 


它们 的 计数 单位 分 别 为 1/10,1/100,1/1000,… 中 
国 上 古代 对 小 数 也 采用 命名 记 数 法 , 据 《 孙 子 算 经 》 上 
卷 记 载重 所 生 吐 丝 为 忽 , 十 忽 为 秒 , 十 秒 为 毫 ,十 
ZEON HE. TUBA SP.” CR MA ELTE X BE OLE 
ABUS. 直至 明 、 P 
TEZA MAW EW A 

小 数位 顺序 表 (ordered positional table of the 
decimal places) 小数 数 位 顺序 分 类 法 则 . 按照 由 
小 到 大 的 顺序 把 小 数 计数 单位 从 右 到 左 排 在 表格 
中 , 称 为 小 数位 顺序 表 ,列表 如 下 ， 


Lee pe 


e BTHT^ | Í 
… 位 位 位 位 位 


计数 


小 数 点 移动 (shift of the decimal point) 算术 
术语 . 指 小 数 点 向 左 或 向 右 的 变动 .小数 是 按照 位 值 
原则 ,并 以 小 数 点 作为 定位 标准 来 写 出 的 ,因此 移动 
小 数 点 的 位 置 就 会 引起 数位 的 变化 ,从 而 小 数 的 大 
小 也 随 着 发 生变 化 . 其 变化 规律 是 : 

1. 把 小 数 点 向 右 移动 一 位 ,数值 就 扩大 到 原 数 
的 10 倍 ,小 数 点 向 右 移动 COzEN) 位 ,数值 就 扩大 
到 原 数 的 10" fs. 

2. 把 小 数 点 向 左 移动 一 位 ,数值 就 缩小 到 原 数 
的 1/10, 小 数 点 问 左 移动 n(nEN) 位 ,数值 就 缩小 
到 原 数 的 1/10". 

纯 小 数 (pure decimal) 常见 的 一 种 小 数 . 指 整 
数 部 分 为 零 的 小 数 . 纯 小 数 小 于 1. 如 0. 25,0. 314 
都 是 纯 小 数 . 

带 小 数 (mixed decimal) 亦 称 混 小 数 .常见 的 
一 种 小 数 . 指 整数 部 分 不 为 零 的 小 数 . 带 小 数 的 值 大 
于 等 于 1. 如 2.25,31.728 都 是 带 小 数 . 

混 小 数 (mixed decimal) El “FF Br”. 

小 数 读 法 (reading method of decimals) 一 种 
读数 法 . 指 读 小 数 的 方法 .有 两 种 读 法 : 

1. 小 数 的 本 源 读 法 ,按照 小 数 的 原意 读 出 . 如 
lop Se op E 

2. 小 数 的 形式 读 法 ,按照 小 数 的 书写 形式 和 顺 
序 读 出 数字 和 小 数 点 .整数 部 分 仍 按 整数 读 法 ,小 数 
点 简 读 作 点 ,小 数 部 分 顺 次 读 出 各 数位 上 的 数字 . 18 
到 零 按 其 个 数 一 一 读 出 . 如 13. 15 读 作 “十 三 点 一 
五 ”;0. 0025 读 作 "零点 零 零 二 五 ” 

FA 1089 > R Rh BW (representation of deci- 
mal by the powers of 10) 表示 小 数 的 一 种 方法 
(参见 “小 数 ”). 设 某 一 个 小 数 B 的 整数 部 分 有 mm 十 


小 数 


1 位 数字 ,小 数 部 分 有 位 数字 , 则 小 数 B 可 表示 
为 : 

B=a,,* 10” 二 a,_1* 10” 1+. +a, * 10? 
+a,*°10+a,¢10°+6, * 10°'+6, * 107 
Teese e qoc Da LO 

例如 ,23. 4012—2X 1043-3 * 10-4 X 107! 4-0 X 
10-*--T1X10 十 2X10 *. 

小 数 大 小 比较 (comparison of decimals) 比较 
小 数 大 小 的 方法 . 其 具体 作法 如 下 ;比较 两 个 正 小 数 
的 大 小 , 先 看 它们 的 整数 部 分 ,整数 部 分 大 的 小 数 就 
大 ;整数 部 分 相同 的 ,十 分 位 上 的 数字 大 的 那个 小 数 
就 大 ;十 分 位 上 的 数字 也 相同 时 ,依次 比较 百 分 位 、 
和 干 分 位 上 的 数字 等 . 

循环 小 数 (recurring decimal) 无 限 小 数 的 一 
种 特殊 形式 . 对 一 个 无 限 小 数 0. aia,…a,… (参见 
“小 数 ”) ,各 能 找到 两 个 正 整数 220,220. f 18 au 
—a. ui 71.2, 14 一 1, 2 ) 成 立 , 则 称 此 无 
限 小 数 为 循环 小 数 , 记 为 0. aia adn itt dir. 对 于 
一 个 循环 小 数 而 言 ,满足 上 式 的 *, 值 有 无 数 多 个 ， 
如 果 取 其 中 最 小 的 ;,t 值 , 则 称 aiaa 为 这 个 
循环 小 数 的 循环 节 ;t 称 为 循环 节 的 长 度 ; 若 最 小 的 

二 0, 则 这 循环 小 数 称 为 纯 循 环 小 数 ;如 果 最 小 的 
5 盖 0, 则 相应 的 循环 小 数 称 为 混 循 环 小 数 , 并 把 小 数 
点 之 后 至 循环 节 之 前 的 部 分 ataez…a, 称 为 非 循 环 
节 . 任何 一 个 循环 小 数 必 可 化 为 分 数 , 其 化 法 是 : 

1. 纯 循环 小 数 化 分 数 . 设 0. diaz a, 是 循环 节 
等 于 上 的 纯 循 环 小 数 ,其 中 a, i= 1,250 OE 
大 于 9 ERE A 但 在 ana: ,a; 中 至 少 有 一 个 
EFA. S a, MA 

10°x= 10ta, + 10^ 72, 十 … 
+a, + 0.a,*-a,a,7a, (1) 
一 C +z, 
式 中 4 二 10 a +10 Va, te-+a, 是 正 整 数 , 若 仿 
b 二 10' 一 1, 由 于 t 之 1, 所 以 5 是正 整数 ,由 (1) 式 得 


a 


ee eee ee 


xr=0. dids** 


X 


Bp 0. á1d;'*d,—a/b. 
2. 混 循环 小 数 化 分 数 . BE 0. nas 


å: = 0.a,a,***a, + 


Qs s+ Le Gs 


Q d, 1***0, 
s . E stt 
0. Ajad, Aas+??? TO 


由 于 0.21a;7a. 是 有 限 小 数 , 所 以 0. aiaz ta, =a/b. 
式 中 a,b 都 是 正 整数 ,(a,5)= 二 1,a 过 6b. 由 于 0. åq: 
…d+ 是 一 个 纯 循 环 小 数 , 所 以 有 0. dag tet d+ 
=c/d, KB c,d 都 是 正 整数 . 综 上 所 述 可 得 
10'ad + bc 

10'5d 
关于 有 理 数 表 为 循环 小 数 , 有 如 下 结论 


0. Q41Q5***Q,d,.4 "o, — 


29 


1. 有 理 数 a/b 中 ,0 过 a 过 5b,(a,5b)= 二 1, 能 表示 成 
纯 循 环 小 数 的 充分 必要 条 件 是 (0,10) 王 1. 

2. 有 理 数 a/b P ,0<a<b,(a,b)=1,b6= 2% * 5° 
“四 (10) 王 1 Al, Hag 是 不 全 为 0 的 非 
负 整 数 , 则 a/b 可 表 为 混 循 环 小 数 , 其 中 非 循环 节 的 
位 数 是 u=maxla,ß). 

WA D (recurring period) 见 “ 循 环 小 数 ” 

循环 节 长 度 (length of recurring period) J 
“人 循环 小 数 ” 

循环 小 数 的 读 法 (method of reading recurring 
decimals) 一 种 读数 法 . 指 读 循环 小 数 的 一 种 方 
tk. 即 先 按 一 般 的 小 数 读 , 然 后 加 读 循 环节 . 例如 
1. 3 读 作 “ 一 点 三 ,三 循环 ”;7. 136 读 作 “ 七 点 一 三 
六 ,三 六 循环 *;0.9 807 读 作 “ 零 点 九 八 零 七 , 八 零 七 
循环 ” 


纯 循 环 小数 (pure recurring decimal) — JL," ffé 
环 小 数 ”. 
混 循 环 小 数 (mixed recurring decimal) W“ 


环 小 数 ” 

无 限 不 循环 小 数 (infinite irrecurring decimal) 
见 “ 小 数 ”. 

小 数 加 法 法 则 (addition rule of decimals) 小 
数 基本 运算 法 则 之 一 . 指 小 数 竖 式 加 法 的 运算 方法 . 
由 于 小 数 的 记 数 原则 与 整数 相同 ,每 个 数位 表示 不 
同 的 计数 单位 ,所 以 , 见 个 小 数 相 加 ,必须 把 加 数 的 
相同 数位 对 齐 ( 也 就 是 把 小 数 点 对 齐 ), 然 后 按 整数 
加 法 法 则 计算 ,和 的 小 数 点 与 加 数 的 小 数 点 对 齐 . 小 
数 部 分 的 末尾 有 零 可 以 去 掉 . 小 数 加 法 适合 交换 律 
和 和 结合 律 . 

小 数 减 法 法 则 (subtraction rule of decimals) 
小 数 基本 运算 法 则 之 一 . 指 小 数 竖 式 减 法 的 运算 方 
法 . 两 个 小 数 相 减 , 把 它们 的 相同 数位 对 齐 ( 也 就 是 
把 小 数 点 对 齐 ), 从 右 向 左 各 数位 依次 相 减 ,如 果 某 
位 上 不 够 减 , 必 须 从 邻近 的 高 位 数字 中 借 1 当 10， 
加 到 本 位 数字 中 相 减 , 差 的 小 数 点 也 和 它们 的 小 数 
点 对 齐 . 如 果 差 的 小 数 部 分 的 末尾 有 零 , 可 以 去 掉 

小 数 乘 法 法 则 (multiplication rule of decimals) 
小 数 基本 运算 法 则 之 一 . 指 小 数 竖 式 乘法 的 运算 方 
法 .整数 和 小 数 相 乘 或 小 数 和 小 数 相 乘 ,可 以 先 不 管 
它们 的 小 数 点 ,按照 整数 乘法 法 则 计算 ,在 所 得 的 乘 
积 里 记 上 小 数 点 , 积 的 小 数 部 分 的 位 数 等 于 两 个 乘 
数 里 小 数 部 分 的 位 数 和 . 小 数 乘法 适合 乘法 交换 律 、 
乘法 结合 律 和 乘法 关于 加 法 的 分 配 律 . 

小 数 除法 法 则 (division rule of decimals) 小 
数 基 本 运算 法 则 之 一 . 指 小 数 竖 式 除法 的 运算 方法 . 
小 数 除 法 有 三 种 情况 : 
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1. 除数 是 整数 ,被 除数 是 小 数 时 , 按 整数 除法 法 
则 进行 , 商 的 小 数 点 应 与 被 除数 的 小 数 点 对 齐 . 

2. 除数 与 被 除数 都 是 小 数 时 , 先 把 除数 和 被 除 
数 的 小 数 点 向 右 移 动 相同 的 位 数 ,使 除数 变 为 整数 ， 
然后 按 整 数 除法 法 则 进行 演算 , 商 的 小 数 点 与 被 除 
数 的 小 数 点 对 齐 . 

3. 整数 与 整数 相 除 ,不 能 整除 时 , 先 在 被 除数 个 
位 的 后 面 添 写 小 数 点 ,在 小 数 点 后 面 添 写 零 ,然后 按 
小 数 除 以 整数 的 法 则 进行 运算 , 商 的 小 数 点 与 被 除 
数 中 所 添 的 小 数 点 对 齐 . 

小 数 化 为 百分数 (change decimal into percent- 
age) 小 数 的 一 种 恒 等 变 形 . 指 将 小 数 化 成 百分数 
的 方法 . 其 具体 作法 如 下 :把 小 数 点 向 右 移动 两 位 ， 
位 数 不 够 时 用 零 补足 ,然后 与 百 分 号 并 列 . 如 0. 25 
= 75.452. 1=210%. 

小 数 化 分 数 (change decimal into fraction) 小 
数 的 一 种 恒 等 变 形 . 指 将 小 数 转换 成 分 数 的 方法 . 其 
具体 作法 如 下 :化 有 限 小 数 为 分 数 ,可 先 按 最 未 一 位 
小 数 的 小 数位 把 它 改写 成 分 母 是 10"(nEN) 的 十 进 分 
数 , 然 后 通过 约 分 化 为 最 简 分 数 . 例如 


19 _ 205 41 _ 
1000’ ^99 = 100 ~ 20 = ^ 29 


纯 循 环 小 数 化 分 数 (change pure recurring dec- 
imal into fraction)” 见 “循环 小 数 ”. 

混 循 环 小 数 化 分 数 (change mixed recurring 
decimal into fraction) DL" 48 Bc”. 

小 数 和 分 数 的 混合 运算 (mixed operation of the 
decimal and fraction) 一 种 算术 运算 . 指 将 小 数 与 
分 数 一 起 进行 四 则 运算 . 在 小 数 . 分 数 四 则 混合 运算 
中 ,可 以 将 其 中 的 小 数 化 为 分 数 , 也 可 以 将 分 数 化 为 
小 数 , 用 娜 种 方法 比较 简便 ,要 作 具 体 分 析 : 一 般 地 ， 
作 小 数 与 分 数 的 加 减 混合 运算 时 ,把 分 数 化 成 小 数 
后 ,再 进行 加 减 运 算 比 较 简 便 . 如 果 分 数 不 能 化 成 有 
限 小 数 , 就 把 小 数 化 成 分 数 进行 计算 ; 作 小 数 与 分 数 
的 乘除 混合 运算 时 ,把 小 数 化 成 分 数 后 ,再 进行 乘除 
运算 比较 简便 . 


0.019 = 


分 H 


分 数 (fraction) ” 数 系 中 最 基本 的 一 种 数 . 指 把 
单位 1 平均 分 成 耕 干 份 , 表 示 其 中 的 一 份 或 几 份 的 
数 . 如 果 把 单位 1 平均 分 成 4 EN, ) ,表示 其 中 
一 份 的 数 , 记 为 


+ 或 ln, 
读 作 “分 之 一 ”; 表 示 其 中 m 份 的 数 , 记 为 


m 
uy m/n, 


B fE“n HZ m" Gn € Nn € NuO.m RAD F on BR 
为 分 母 , 中 间 的 横 线 称 为 分 数 线 . 1/n BRA m/n 的 分 
数 单位 ,也 称 为 单位 分 数 . 分 数 m/n, 既 可 以 看 成 把 

个 单位 ,平均 分 成 n 份 ,表示 其 中 一 份 的 数 ;也 可 
以 看 成 把 单位 1 平均 分 成 份 ,每 份 为 1/n, 表 示 m 
个 l/n 的 数 . m/m Ax Eb dE — PC. 04 n— 1 时 ,m/n 
=m/1 =m; 4 m=0 hf, # 4 m/n—0/n—0. FE, 
任何 整数 都 可 以 看 成 是 分 母 为 1 的 分 数 , 所 以 全 体 
自然 数 和 零 组 成 分 数 集合 的 子 集合 . 分 数 和 除法 的 
关系 是 六 二 2 一 关 /2 除法 中 的 被 除数 相当 于 分 数 中 
的 分 子 , 除 数 相 当 于 分 母 , 除 号 相当 于 分 数 线 . 但 分 
数 与 除法 是 有 区 别 的 ,分 数 是 一 个 数 ,而 除法 是 一 种 
运算 . 公元 前 2100 年 ,古巴 比 伦 人 记 数 时 采用 六 十 
进 制 , 曾 有 如 下 记载 : 

S ot Gor o 

PPE EE el 中 国 古 代 最 早出 现 分 
数 在 《 左 传 ) 中 有 记载 :国王 对 诸侯 封地 做 了 这 样 的 
规定 :“ 大 都 不 过 三 国之 一 ,中 五 之 一 ,小 九 之 一 . " 意 
思 是 诸侯 的 都 城 最 大 不 得 超过 周 朝 国都 的 三 分 之 
一 ,中 等 的 不 超过 五 分 之 一 ,小 的 不 超过 九 分 之 一 . 

DF (numerator) WRR. 

4> E (denominator) 见 “ 分 数 ” 

分 数 线 (fraction stroke) 见 “ 分 数 ” 

分 数 单 位 (fraction unit)” 见 “分 数 ”. 

单位 分 数 (unit fraction) 即 “ 分 数 单 位 ” 

真 分 数 (proper fraction) 分数 的 形式 之 一 .分 
子 小 于 分 母 的 分 数 . 任何 一 个 真 分 数 都 小 于 1. 

假 分 数 (improper fraction) 分 数 的 形式 之 一 . 
分 子 不 小 于 ( 即 等 于 或 大 于 ) 分 母 的 分 数 . 任何 一 
假 分 数 都 不 小 于 1. 

带 分 数 (mixed fraction) 假 分 数 的 另 一 书写 
形式 . 把 整数 与 真 分 数 相 加 的 和 式 , 省 去 加 号 ,写成 
两 个 加 数 并 列 形式 . 例如 ， 

2 三 表示 2+ WRN, 
带 分 数 的 读 法 是 在 整数 与 分 数 部 分 之 间 加 读 一 个 
MF, fila, 


2 REDEA”. 
任何 一 个 带 分 数 都 可 以 化 成 假 分 数 ;反之 ,任何 一 
假 分 数 也 可 以 化 成 带 分 数 . 


十 进 分 数 (decimal fraction) 分数 的 一 种 特殊 
形式 . 指 分 母 是 10"(n 为 自然 数 ) 的 分 数 . 例如， 


d If. 2461 
10° 10° 103 
十 进 分 数 的 计数 单位 是 
ERES ED ON, 
I0? qoe Gr" 


分 数 


任何 一 个 十 进 分 数 都 可 以 表示 成 各 个 计数 单位 
(包括 整数 部 分 的 计数 单位 和 十 进 分 数 的 计数 单位 ) 
之 和 的 形式 .例如 ， 


32156 - R3 a 
ig C39 HEAXCEHED op SX za 6X 


FOE, k/10" Ck 是 整数 ,m 是 
自然 数 ), 设 分 子 & 的 各 位 数字 依次 是 ca ，…， 
dis aosbis Do tt bua bu n. 为 整数 ), 把 表示 成 各 
个 计数 单位 之 和 的 形式 为 & 一 ws。10 Hana 


107*7-71-rF...-Faq, ^ 10"+6, e 10"7! 4---- 4-6, , iil] 
b E 
Te ded FID de 
be 
b 
十 ao + 1 ior "wb "10" 


Putus. properties of a fraction) 
分 数 的 基本 特征 . 它 的 内 容 是 分 数 的 分 子 与 分 母 同 
乘 以 或 同 除 以 一 个 不 为 零 的 自然 数 , 分 数 的 值 不 变 ， 
Bp 


a 


am 
= ers Gn € N4), 


b 
a am 
b btm (m € N+). 


H 4 (expansion of a fraction) 分数 的 基本 概 
念 之 一 . 指 分 数 的 一 种 恒 等 变 形 . 根据 分 数 的 基本 性 
质 , 把 分 数 的 分 子 和 分 母 同 乘 以 相同 的 整数 ( 零 除 
外 ) 称 为 扩 分 . 在 扩 分 中 ,分 数 的 值 保持 不 变 . 
分 数 大 小 比较 (comparison of fractions) ”分数 
的 一 种 运算 法 则 . 即 比 较 分 数 大 小 的 方法 . 设 a/b, 
c/d 是 两 个 分 数 ,a,b,c,d 都 是 正 整 数 ,把 它们 的 分 
子 与 分 母 交 义 相 乘 ,两 个 分 数 间 的 大 小 可 按 以 下 法 
则 确定 | 
zr adebe, RI : 
zi ad=bc, M 


fr ad bc, Ry 


在 特殊 情况 下 ,可 用 以 下 简便 方法 比较 大 小 : 

1. 同 分 母 的 两 个 分 数 , 分 子 大 的 分 数 较 大 . 

2. 同 分 子 的 两 个 分 数 , 分 母 小 的 分 数 较 大 . 

通 分 (reduction of a fraction to a common de- 
nominator) 分数 的 基本 概念 之 一 . FLT 58 23 RE 
分 数 , 分 别 化 成 和 原来 分 数值 相等 的 同 分 母 分 数 的 
运算 称 为 通 分 . 通 分 的 方法 是 先 求 出 原来 几 个 分 数 
的 分 母 的 最 小 公 人 倍数, 然后 把 各 分 数 化 成 用 这 个 最 
小 公 倍 数 作 公 分 母 的 分 数 . 即 把 各 个 分 母 的 最 小 公 
倍数 分 别 除 以 各 个 分 数 的 原 分 母 , 所 得 的 商 乘 各 自 
的 分 子 , 就 得 到 同 分 母 分 数 , 根 据 分 数 的 基本 性 质 ， 
它们 和 原 分 数 的 分 数值 保持 不 变 . 
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A 4Y (common denominator) ”一 种 特殊 的 
分 母 . 分 数 通 分 后 , 几 个 分 数 的 相同 分 母 称 为 公分 母 
(参见 “ 通 分 ”). 

24 ^y (reduction of a fraction) ”分数 的 基本 概 
念 之 一 . 把 一 个 分 数 的 分 子 和 分 母 分 别 除 以 它们 的 
非 1 公约 数 , 将 其 化 成 与 原 分 数值 相等 的 分 数 的 运 
算 称 为 约 分 . 约 分 的 结果 ,通常 都 要 约 成 最 简 分 数 . 
约 分 的 方法 有 两 种 : 

1. 逐次 约 分 法 . 当 分 子 、 分 母 的 非 1 公约 数 不 止 
一 个 时 ,把 分 数 的 分 子 和 分 母 逐 次 除 以 它们 的 公约 
数 , 直 到 得 出 一 个 最 简 分 数 为 止 . 

2. 一 次 约 分 法 . 把 分 数 的 分 子 和 分 母 分 别 除 以 
它们 的 最 大 公约 数 , 就 得 到 最 简 分 数 . 

世界 最 早 的 分 数 约 分 运算 , 首 推 中 国 古 代 的 《4 九 
章 算 术 》, 该 书 中 记载 的 约 分 法 则 是 :“ 可 半 者 半 之 ， 
不 可 半 者 , 副 置 分 母子 之 数 , 以 少 减 多 ,更 相 减 损 , 求 
其 等 也 ,以 等 数 约 之 . ” 译 为 今 文 为 :分 子 、 分 母 都 是 
偶数 时 ,应 都 用 2 除 ;如 果 不 都 是 偶数 ,该 用 轧 转 相 
减 的 方法 ,从 较 大 的 数 减 去 较 小 的 数 , 最 后 得 到 一 个 
余数 和 减 数 相等 ,这 就 是 所 求 的 最 大 公约 数 . 这 种 轧 
转 相 减 求 最 大 公约 数 的 方法 和 欧 几 里 得 (Euclid) 的 
AE ETHER IA ,在 理论 上 是 一 致 的 . 

最 简 分 数 (irreducible fraction) 亦 称 既 约 分 
数 , 又 称 不 可 约 分 数 .一 种 分 数 名 称 . 指 分 子 与 分 母 
互 质 的 分 数 . 

既 约 分 数 (irreducible fraction) 
Be. 

AN RJ £4 4y BW CGirreducible fraction) 
数 ” 

RJ £3 4 X (Creducible fraction) 亦 称 非 既 约 分 
数 .一 种 分 数 名 称 . 指 分 子 与 分 母 的 最 大 公约 数 大 于 
1 的 分 数 . 

分 母 的 补 因数 (complementary factor of a de- 
nominator) 分数 运算 中 的 一 种 术语 . 指 在 分 数 的 
扩 分 运算 时 , 按 分 数 的 基本 性 质 将 分 子 、 分 母 扩大 的 
运算 过 程 中 ,用 原 分 母 去 除 扩大 后 的 分 母 所 得 的 商 
《 即 分 子 、 分 母 同 时 扩大 的 那个 倍数 ). 例如 ,在 通 分 
运算 时 ,用 某 个 分 数 的 分 母 去 除 各 分 母 的 最 小 公信 
数 , 所 得 的 商 就 是 该 分 数 分 母 的 补 因 数 ( 参 见 本 卷 
《初等 数论 中 的 “ 补 因 数 ”). 

繁 分 数 (complex fraction) 一 种 分 数 名 称 . 指 
分 数 的 分 子 或 分 母 之 中 含有 分 数 的 分 数 . 任何 繁 分 
数 都 可 以 根据 分 数 的 基本 性 质 , 化 为 简 分 数 . 如 


即 “ 最 简 分 


即 “ 最 简 分 


等 都 是 繁 分 数 . 还 有 一 种 形式 较 繁 的 分 数 称 为 连 分 
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BX (BS UL AS ABH SIE rn BO Xe BO”). 

+> BAY i (reduction of a complex fraction) 
分 数 的 一 种 恒 等 变 形 . 指 将 繁 分 数 转 换 成 简 分 数 的 
方法 . 一 般 有 两 种 方法 : 

1. 把 分 子 与 分 母 位 置 上 的 算式 ,分 别 进行 计算 ， 
各 得 出 一 个 分 数 , 最 后 两 分 数 相 除 即 得 . 如 


» 
EM MEE CU M 
EM cR Li 
3 


2. 把 分 子 与 分 母 同 乘 以 所 有 分 母 的 最 小 公 倍 
数 , 最 后 化 简 . 如 


5 5 
GEN NA S 
1 5 10 2 
2 3 4X6 


fai ^y B(simple fraction) 一 种 分 数 名 称 . 相对 
于 繁 分 数 来 说 ,分 子 与 分 母 都 是 一 个 正 整 数 的 分 数 . 

算术 数 (arithmetic number) 亦 称 非 负 有 理 
数 . 算术 的 基本 概念 之 一 . 正 整 数 . 零 、. 正 分 数 ( 或 正 
小 数 ) 统 称 算术 数 . 正 小 数 包括 有 限 正 小 数 与 无 限 循 
环 正 小 数 . 

非 负 有 理 数 (nonnegative rational number) 

即 “ 算 术 数 ”. 

分 数 加 法 (addition of fractions) 
运算 之 一 . 指 求 两 个 分 数 的 和 的 运算 . 

分 数 加 法 的 运算 法 则 是 : 

1. 间 分 母 分 数 相 加 ,把 分 子 相 加 的 和 作为 和 的 
分 子 , 原 分 母 仍 作 和 的 分 母 . 

2. 异 分 母 分 数 相 加 , 先 通 分 化 为 同 分 母后 ,再 按 
同 分 母 分 数 相 加 的 法 则 进行 . 

3. 带 分 数 相 加 ,把 各 个 加 数 中 的 整数 部 分 相 加 
所 得 的 和 作为 和 的 整数 部 分 ,再 把 各 个 加 数 中 的 分 
数 部 分 相 加 所 得 的 和 作为 和 的 分 数 部 分 ,大 得 的 分 
数 部 分 为 假 分 数 , 要 化 为 整数 或 带 分 数 , 并 将 其 整数 
再 加 入 整数 部 分 ;或 者 把 全 部 加 数 中 的 带 分 数 先 化 
为 假 分 数 ,再 按 分 数 加 法 的 法 则 求 和 ,然后 将 结果 仍 
化 为 带 分 数 或 整数 

4. 每 次 加 得 的 和 ,都 要 约 分 化 成 最 简 分 数 ; 如 果 
所 得 的 和 是 假 分 数 , 要 化 成 整数 或 带 分 数 . 

分 数 加 法 适合 交换 律 和 结合 律 . 

中 国 是 世界 上 系统 叙述 分 数 运算 最 早 的 国家 ， 
(JUS SER ;第 一 章 《 方 田 }》 中 ,就 有 比较 完整 的 分 数 
计算 方法 ,将 分 数 加 法 称 为 合 分 ,其 法 则 是 : 母 互 乘 
子 , 并 以 为 实 , 母 相 乘 为 法 , 实 如 法 而 一 . ” 实 即 分 子 ， 
法 即 分母 , 这 段 话 评 为 今 文 是 :两 分 数 的 分 子 与 分 母 
交换 相 乘 加 在 一 起 作 和 的 分 子 , 而 将 分 母 相 乘 作 和 
的 分 母 . 在 用 现代 的 符号 可 写 为 

b F d = bc + ad 


a € ac 


分 数 的 基本 


在 国外 最 早 建立 分 数 加 法 运算 的 是 鲁 多 尔 夫 
(Rudolff,C. ) ,他 在 1530 年 发 表 的 德 文 著 作 中 ,把 
加 法 运算 

2 3 
974 
写成 下 面 格式 


uu 
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他 把 公分 母 12 写 在 下 面 , 相 应 的 新 分 子 写 在 上 面 ， 
相 加 得 17/12, 可 见 他 已 掌握 了 通 分 的 方法 . 欧洲 直 
到 17 世纪 ,多 数 的 书 在 计算 分 数 相 加 时 都 不 要 求 用 
最 小 公 倍 数 . 只 有 温 盖 特 (Wingate,E. ) 所 著 初 等 算 
术 课 本 给 出 了 最 小 公分 母 的 求法 . 

分 数 减 法 (subtraction of fractions) “分 数 的 基 
本 运算 之 一 . 指 求 两 个 分 数 的 差 的 运算 .分 数 减法 是 
IRMA B9 wie Fe 

分 数 减 法 的 运算 法 则 是 : 

1. 同 分 母 分 数 相 减 ,分母 不 变 , 分 子 相 减 所 得 的 
FEVER EW. 

2. 异 分 母 分 数 相 减 , 先 通 分 ,化 为 同 分 母 的 分 数 
后 ,再 按 同 分 母 的 减法 法 则 进行 运算 . 

3. 带 分 数 相 减 , 先 将 各 带 分 数 化 为 假 分 数 , 再 通 
分 化 为 同 分 母 的 分 数 ,然后 按 同 分 母 分 数 相 减 的 法 
则 进行 运算 ,最 后 的 差 化 为 带 分 数 或 整数 . 

4. 差 不 是 最 人 简 分 数 时 ,要 通过 约 分 化 为 最 简 分 
数 . 

最 早 的 分 数 减 法 运算 见于 中 国 古 代 的 《 九 章 算 
术 》. 该 书 称 分 数 减 法 为 减 分 ,其 法 则 是 ;“ 母 互 乘 子 ， 
以 少 减 多 , 余 为 实 , 母 相 乘 为 法 , 实 如 法 而 一 . ”用 现 


代 的 数学 符号 可 表示 为 
LONE NN EE, iy, 
a € ac 


4y H 3E FE (multiplication of fractions) 分 数 
的 基本 运算 之 一 . 指 求 两 个 分 数 的 积 的 运算 . 

分 数 乘 法 的 运算 法 则 是 : 

1. 分 数 乘 以 分 数 ,分子 相 乘 所 得 的 积 作 积 的 分 
子 , 分 母 相 乘 所 得 的 积 作 积 的 分 母 . 

2. 分 数 乘 以 整数 与 整数 乘 以 分 数 , 都 可 以 把 整 
数 看 成 是 1 为 分 母 的 分 数 , 按 分 数 与 分 数 相 乘 的 法 
则 进行 运算 ， 

3. 乘 数 中 有 带 分 数 时 , 先 把 高 分 数 化 为 假 分 数 ， 
然后 按 分 数 与 分 数 相 乘 的 法 则 进行 运算 . 

4. 积 是 可 约 分 数 时 ,要 约 分 化 为 最 简 分 数 . 

分 数 乘法 的 含义 ， 

1. 分 数 乘 以 整数 的 含义 :在 a/b 是 任意 一 个 分 
BUR 是 大 于 1 的 整数 ,那么 (a/6) 就 是 求 a/5 的 
k fü. 


分 


2. 分 数 乘 以 分 数 的 含义 : 

1) 分 数 乘 以 1/n. F a/b 是 任意 一 个 分 数 ,n 是 
大 于 1 的 整数 ,那么 a/ (bn) d a/b ^ E, n 等 份 中 的 
一 分 , 即 a/ (hn) d& a/b 的 1/n. 

2) 分 数 乘 以 m/n. 共 a/b 是 任意 一 个 分 数 ,n,m 
都 是 大 于 1 AY RAB (a/b) * (m/n) = (am)/ 
(bn) — [a/ Gm) ] * m,i a/ (bn) RAGE a/b AMT n 
等 份 ,所 以 ,一 个 分 数 a/b 乘 以 分 数 m/n, 就 是 求 把 
a/b TET n 等 份 以 后 的 m 个 等 份 ,也 就 是 求 a/b 
Kn 分 之 m 是 多 少 . 

分 数 乘法 适合 交换 律 .结合 律 .乘法 对 加 法 的 分 
配 律 . 

最 早 的 分 数 乘 法 运算 见于 中 国 古 代 的 《 九 章 算 
AR). 该 书 称 分 数 乘法 为 乘 分 ,其 法 则 是 :“ 母 相 乘 为 
法 , 子 相 乘 为 实 , 实 如 法 而 一 . ” 译 为 今 文 是 :分 母 相 
乘 作 积 的 分 母 ,分 子 相 乘 作 积 的 分 子 . 用 现代 的 数学 
符号 可 表示 为 

bod bd 

在 欧洲 , 汤 斯 托 尔 (Ton- 证 
stall,C. ) 在 1522 年 发 表 的 用 ? 
拉丁 文 写 的 算术 书 中 ,说 明 175 
X 1/5 时 , 先 将 正方 形 垂直 地 
均 分 成 5 个 长 条 ,然后 在 水 平 
地 均 分 成 5 个 长 条 (如 图 ), 这 
样 就 分 成 了 25 个 小 正方 形 , 其 
中 每 一 个 小 正方 形 即 

1 ] ] 
s 5 s 

Sy LER GH (division of fractions) 分 数 的 基本 
运算 之 一 . FET GR UE B uiis S. , 即 求 两 个 分 数 的 商 
的 运算 . 只 要 除数 不 是 零 ,分 数 除 法 运算 总 可 以 施 
行 , 并 且 运算 的 结果 是 惟一 的 . 

分 数 除法 的 运算 法 则 是 : 

1. 两 个 分 数 相 除 时 ,用 被 除数 的 分 子 与 除数 的 
分 母 的 积 作 商 的 分 子 , 用 被 除数 的 分 母 与 除数 的 分 
子 的 积 作 商 的 分 母 . 

2. 被 除数 与 除数 中 有 带 分 数 时 , 先 化 为 假 分 数 ， 
再 按 上 述 法 则 进行 除法 运算 , 商 要 化 为 带 分 数 . 

3. 商 数 奎 非 最 简 分 数 时 ,要 进行 约 分 ,化 成 最 简 
分 数 . 

分 数 除 法 的 含义 :因为 分 数 除法 是 分 数 乘 法 的 
逆 运 算 , 所 以 从 分 数 乘法 的 含义 可 以 推出 分 数 除 法 
的 含义 .a/5 除 以 m/n, 就 是 要 求 一 个 数 x/y, 使 得 
(x/y) * (m/n) —a/b, XA VUE AR Om /n) * Cr/y)— 
a/b, Bij x& HJ X& X. d& «3 8. a/b) + Om /n) MEGA 
—^r S iym /nJ&a / b SR XX PG RANE IE TRE 
(a/b) = Gn /n) bie Ra /bj& m /nf JU ZL. 由 于 
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整数 可 以 看 做 以 1 为 分 母 的 分 数 ,所 以 整数 除法 的 
含义 ,也 被 包括 在 分 数 除法 的 上 述 两 种 含义 之 内 ,了 
解 分 数 除 法 的 含义 ,可 以 解决 已 知 一 个 数 的 几 分 之 
几 是 多 少 , 求 这 个 数 的 问题 ;和 已 知 两 个 数 , 求 一 个 
数 是 另 一 个 数 的 几 分 之 几 的 问题 ,整数 除法 的 运算 
性 质 以 及 商 的 变化 规律 也 适用 于 分 数 除 法 . 

最 早 的 分 数 除 法 运算 见于 中 国 古 代 的 4 九 章 算 
术 》. 该 书 称 分 数 除法 为 经 分 ,其 法 则 是 ;法 分 母 乘 
实 ( 为 实 ) , 实 分 母 乘 法 (为 法 ), 实 如 法 而 一 ，" 详 为 今 
文 是 :除数 的 分 母 乘 被 除数 的 分 子 为 商 的 分 子 ,除数 
的 分 子 乘 被 除数 的 分 母 为 商 的 分 母 . 用 现代 的 数学 
符号 可 表示 为 


b . d bc 
d. ue sad. 
倒数 (Creciprocal) 与 一 分 数 有 特殊 关系 的 数 . 


乘积 是 1 的 两 个 分 数 , 互 称 为 倒数 .但 是 零 没 有 倒 
数 . 非 零 任意 数 a 的 倒数 是 1/a. 非 零 分 数 a/b 的 倒 
数 是 b/a. 

分 数 问 题 (fraction problem) 一 种 算术 问题 . 
指 用 分 数 计算 来 解答 的 应 用 题 . 它 分 为 简单 分 数 应 
用 题 和 复合 分 数 应 用 题 两 类 . 

分 数 化 小 数 (change of fraction into decimal) 
一 种 恒 等 变 形 . 指 将 分 数 通过 一 定 的 法 则 化 为 小 数 
的 运算 . 因为 每 一 个 假 分 数 , 都 可 以 化 为 整数 或 一 个 
整数 与 一 个 真 分 数 的 和 ,而 每 个 真 分 数 又 可 以 通过 
约 分 化 为 最 简 分 数 , 所 以 ,研究 分 数 化 小 数 , 只 需 研 
究 最 简 分 数 化 小 数 . 

分 数 化 小 数 可 分 为 三 种 情况 : 

1. 分 数 化 为 有 限 小 数 . 一 个 最 简 分 数 能 化 为 有 限 
小 数 的 充分 必要 条 件 是 分 母 的 质 因 数 只 有 2 和 5. 

2. 分 数 化 为 纯 循环 小 数 .一 个 最 简 分 数 能 化 为 
纯 循 环 小 数 的 充分 必要 条 件 是 分 母 的 质 因数 里 没有 
2 和 5. 其 循环 节 的 位 数 等 于 能 被 该 最 简 分 数 的 分 母 
整除 的 最 小 的 99…9 形式 的 数 中 9 的 个 数 . 

3. 分 数 化 为 混 循 环 小 数 .一 个 最 简 分 数 能 化 为 
混 循 环 小 数 的 充分 必要 条 件 是 分 母 既 含有 质 因数 2 
或 5, 又 含有 2 和 5 以 外 的 质 因数 .化 成 的 混 循 环 小 
数 中 ,不 循环 的 位 数 等 于 分 母 里 的 因素 2 或 5 的 指 
数 中 较 大 的 一 个 ;循环 节 的 位 数 , 等 于 能 被 分 母 中 异 
于 2,5 的 因子 整除 的 最 小 的 99…9 形式 的 数 中 , 数 
9 的 个 数 . 

百分数 (percentage) 一 种 特殊 分 数 . 指 分 母 
是 100 的 分 数 , 或 表示 一 个 数 是 为 一 个 数 的 百 分 之 
几 的 数 . 百分数 分 母 常用 符号 “%” 表 示 , 称 为 百 分 
写 , 并 写成 分 子 与 百 分 号 并 列 的 形式 . 例如 5%, 
1. 5%, 读 作 百 分 之 五 、 百 分 之 一 点 五 . 百分数 在 日 常 
生活 、 工 农业 生产 、 统 计 工 作 和 科学 研究 等 方面 具有 
广泛 应 用 . 
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BSS (sign of percent) WARTA”. 
百分比 (percent) 亦 称 百分率 .分数 术语 . K 
示 两 个 量 的 比 . 当 比 值 写 成 百分数 形式 时 ,这 个 比值 
称 为 这 两 个 量 的 百分比 . 百分比 亦 表 示 部 分 占 总 体 
的 百分数 .在 实际 应 用 中 ,百分率 因 其 所 表示 的 数量 
关系 不 同 而 有 不 同 的 名 称 , 如 发 芽 率 、 成 活 率 、 及 格 
率 、 合 格 率 、 出 粉 率 、 出 油 率 .出勤 率 、 增 长 率 、 命 中 
率 、 利 率 、 物 体 的 纯度 等 . 例如 ， 
A RC 


发 芽 率 一 箱子 的 总 数 xX100%. 
百分率 (percent)” 即 “百分比 ”. 


百分点 (point of percent) “分数 术语 .在 显示 
经 济 指标 时 ,经 常 使 用 百分点 . 例如 茶 工厂 第 二 季度 
的 生产 值 比 第 一 季度 增长 15. 5% ,第 三 季度 又 增长 
6 个 百分点 ,增长 率 就 成 为 21. 5%. 

成 数 Cnumber of tenth) 亦 称 十 分 数 .一 种 特 
殊 分 数 . 表示 一 数 是 男 一 个 数 的 十 分 之 几 的 数 . 例 
如 ,今年 增产 二 成 ,就 是 增产 2/10; 又 如 三 成 五 就 是 
3. 5/10, 即 35%.“ 折 扣 ” 与 成 数 有 类 似 的 意义 . 如 某 
商品 打 八 折 就 是 收 原价 的 8/10, 九 五 折 就 表示 收 原 
价 的 95%, 即 9. 5/10. 不 过 成 数 常用 于 增加 (如 粮食 
增产 ) ,而 折 数 常用 于 减少 (如 某 物价 按 九 折 出 售 ). 

HFA (discount) Jb“ Ma”. 

F4>BiCper mille) 一 种 特殊 分 数 . 表示 一 个 
数 是 另 一 个 数 的 千 分 之 几 的 数 . 类 似 于 百分数 , 干 分 
号 记 为 “%o” 生 分 数 大 多 在 人 口 增长 和 银行 利率 等 
方面 应 用 . 

千 分 号 (sign of per mille) ” 见 “ 千 分 数 ”. 

FS b (per mille) 亦 称 千 分 率 . 分 数 术 语 . 表 
示 两 个 量 的 比 . 当 比 值 写 成 千 分 数 形式 时 ,这 个 比值 
称 为 这 两 个 量 的 千 分 比 ， 

千 分 率 (per mille) 即 “ 千 分 比 ” 

百分数 化 小 数 (change of percentage into deci- 
mal) 分数 的 一 种 恒 等 变形 . 指 将 百分数 通过 一 定 
的 法 则 化 为 小 数 的 运算 .只 要 把 百 分 号 去 掉 , 将 小 数 
点 向 左 移动 两 位 ,就 将 原来 的 百分数 化 为 小 数 了 . 例 
如 ,将 36% 的 百 分 号 去 掉 , 并 把 小 数 点 向 左 移动 两 
位 ,得 36% =0. 36. 

BRAK 3S change of percentage into frac- 
tion) 分 数 的 一 种 恒 等 变 形 . 指 将 百分数 通过 一 定 
的 法 则 化 为 分 数 的 运算 . 即 先 把 百分数 改写 成 分 数 ， 
能 约 分 的 要 约 成 最 简 分 数 . 例如 ， 

ee 
60% = 1007 5° 

分 数 化 为 百分数 (change of fraction into per- 
centage) 分数 的 一 种 恒 等 变形 . 指 将 分 数 通过 一 
定 的 法 则 化 为 百分数 的 运算 .一 般 先 把 分 数 化 成 小 
数 ,再 将 小 数 点 向 右 移 两 位 ,与 百 分 号 并 列 . 例如 


n — 0.25 — 25% ,二 Az 0. 333 = 33.3%, 
有 时 也 可 以 把 分 母 扩 为 100. 
百分数 问题 (percentage problem) 


问题 . 专 指 有 关 百 分 数 的 应 用 题 
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运算 (operation〉 亦 称 演算 . 数学 的 基本 概念 
之 一 . 指数 的 一 些 计算 规则 .算术 中 有 加 \ 减 ,乘除 、 
乘 方 、 开 方 六 种 运算 . 其 中 加 、 减 、. 乘 、 除 是 从 两 个 已 
知 数 得 出 第 三 个 数 的 运算 , 称 为 二 元 运算 ; 乘 方 、 开 
方 是 从 一 个 已 知 数 得 出 另 一 个 数 的 运算 , 称 为 一 元 
运算 .得 出 的 数 称 为 运算 结果 . 否 已 知 运算 结果 , 反 
求 原 数 (一 元 运算 ) 或 两 个 原 数 之 一 (二 元 运算 ) 的 计 
算 规 则 , 称 为 原 运 算 的 逆 运 算 ,此 时 把 原 运 算 称 为 直 
接 运 算 . 一 元 运算 的 逆 运 算 仍 是 一 元 运算 ;对 二 元 运 
此 , 逆 运 算 仍 是 从 两 个 已 知 数 得 出 一 个 数 ( 未 知 的 一 
个 原 数 ) 的 运算 , 即 仍 是 二 元 运算 .一 个 运算 的 逆 运 
算是 以 原 运 算 为 其 逆 运 算 的 , 即 这 两 个 运算 是 互 逆 
的 . 算术 中 通常 把 加 法 .乘法 和 乘 方 看 做 直接 运算 ， 
而 把 减法 、 除 法 和 开 方 分 别 看 成 是 它们 的 逆 运 算 . 这 
样 三 对 运算 是 互 逆 的 (参见 本 卷 《4 集 合 论 ) 同 名 条 ). 

TA (calculation) 即 “ 运 算 ” 

一 元 运算 (unary operation) 


一 种 算术 


M, ^ dh 
6 ^— 


见 “运算 
Win. 


二 元 运算 (binary operation) 

直接 运算 (direct operation ) 

wiz BCinverse operation) 见 “ 运 算 ” 

运算 等 级 (operation grade) 算术 的 基本 概念 
之 一 .在 算术 运算 中 ,根据 其 运算 的 难 易 程度 划分 的 
运算 级 别 , 称 为 运算 等 级 . 算术 中 的 直接 运算 和 逆 运 
算 的 等 级 划分 如 下 : 


运算 级 别 ”直接 运算 ww A 
一 级 运算 加 法 减 法 
二 级 运算 3e 法 除 法 


三 级 运算 R > 开 方 求 对 数 
对 于 上 述 运算 ,有 时 还 采用 高 级 运算 与 低级 运算 两 
个 相对 概念 来 加 以 区 分 . 例如 ,二 级 运算 对 一 级 运算 
来 说 , 它 是 高 级 运算 ,但 对 三 级 运算 来 说 , 它 又 是 低 


一 级 运算 (one-level operation) ” 见 “ 运 算 等 
级 ”. 

二 级 运算 (two-level operation) 见 “ 运 算 等 
级 ”. 

三 级 运算 (three-level operation)” 见 “运算 等 
级 ”. 


简称 式 . 算术 的 


算式 (arithmetic expression) 


运 算 


基本 概念 之 一 . 指 把 数 或 表示 数 的 字母 用 运算 符号 
或 关系 符号 连结 起 来 的 式 子 .算式 分 横 式 与 竖 式 . 

it € (calculation). 数学 的 基本 概念 之 一 . 指 
根据 算式 中 含有 的 数 (或 字母 ) 和 运算 符号 , 求 出 算 
式 的 结果 . 计算 和 运算 在 适用 范围 上 略 有 不 同 :计算 
可 以 用 笔算 ,也 可 以 用 口算 ,还 可 以 借助 算盘 、 数 表 
或 电子 计算 机 等 计算 工具 辅助 计算 ,计算 的 对 象 一 
般 是 数 . 

表 算 (tabular arithmetic) 特殊 的 计算 方法 之 
—. 指 利用 已 经 制作 好 的 数 表 ,用 查 表 的 方法 进行 计 
算 .例如 利用 平方 根 表 求 平方 根 ;利用 对 数 表 进 行 计 
算 等 . 

口算 (mental arithmetic)” 亦 称心 算 . 数 的 运 
算 形 式 之 一 . 指 在 计算 过 程 中 ,不 写 出 竖 式 ,也 不 需 
要 借助 计算 工具 ,中 间 运 算 的 结果 保留 在 记忆 中 , 直 
接 通 过 思维 活动 说 出 计算 结果 的 一 种 算法 .口算 和 
笔算 不 同 ,在 进行 加 、 减 . 乘 、 除 等 口算 时 ,往往 从 高 
位 算 起 ,计算 方法 也 往往 要 根据 数 的 特点 灵活 选择 
(参见 “笔算 ”). 


心算 (mental arithmetic)” 即 “口算 六. 
笔算 (mantal computation) 常用 的 计算 方法 


之 一 . 指 用 笔 书 写 演 算 过 程 的 计算 方法 . 笔算 要 求 写 
出 坚 式 ,计算 时 有 严格 .固定 的 顺序 ,有 明确 的 计算 
法 则 . 在 进行 加 法 .减法 .乘法 运算 时 ,都 可 从 低位 算 
起 ,计算 过 程 和 结果 都 要 求 书面 保留 下 来 . 笔算 可 利 
用 计算 工具 辅助 计算 ,在 中 国 古 代 学 习 数 学 时 , 曾 运 
用 算 筹 .算盘 等 计算 工具 辅助 笔算 ;近代 则 利用 数 
表 、 计 算 尺 等 计算 工具 辅助 笔算 ;现代 多 使 用 电子 计 
算 机 (器 ) 辅 助 笔算 . 

验算 (checking computations) 一 种 特殊 的 算 
法 . 指 检验 运算 的 过 程 与 结果 是 否 正确 的 方法 . 为 了 
易于 发 现 错误 ,最 好 不 采用 原来 的 解 题 思路 或 方法 . 
例如 ,可 以 用 逆 运 算法 则 去 检查 原 运算 是 否 正确 ;可 
以 用 还 原 的 方法 去 检查 原来 的 推理 是 否 有 误 ; 可 以 
用 问题 中 的 事理 去 检查 所 列 的 算式 是 否 正确 等 . 

运算 律 (operational rule) 亦 称 运算 法 则 . 一 
种 运算 遵循 的 普遍 法 则 , 称 为 这 一 运算 的 运算 律 . 加 
法 与 乘法 的 交换 律 和 结合 律 ,以 及 乘法 对 于 加 法 的 
分 配 律 ,统称 基本 运算 律 . 

基本 运算 律 (law of basic operation) 
a. 

算术 运算 顺序 《order of arithmetic opera - 
tions) 算术 运算 的 基本 规则 . 指 一 个 算式 中 包含 
多 种 运算 时 ,运算 先后 次 序 的 约定 . 其 内 容 如 下 : 

1l. 算式 中 不 包含 括号 时 , 遇 到 同 级 运算 , 按 从 左 
到 右 的 顺序 进行 运算 ;含有 不 同 级 的 运算 , 先 做 高 级 
运算 ,再 做 低级 运算 , 即 先 乘 方 . 开 方 ,其 次 是 乘法 、 
除法 ,最 后 才 是 加 法 和 减法 . 
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2. 算 式 中 包含 括号 时 , 先 做 括 线 下 的 运算 ,次 做 
小 括号 内 的 运算 ,再 做 中 括号 内 的 运算 ,最 后 做 大 括 
号 内 的 运算 . 同一 括号 内 的 运算 , 则 按 上 一 条 的 规定 
顺序 进行 运算 . 

简便 运算 (short method of the calculation) 
亦 称 简捷 运算 ,又 称 速 算 . 一 种 简便 快速 的 运算 方 
法 .根据 算式 中 参与 运算 的 数 的 特点 ,或 应 用 运算 定 
律 \ 性 质 等 ,使 运算 过 程 简化 ,迅速 得 出 结果 ,都 称 为 
简便 运算 .常见 的 简便 运算 有 下 面 四 种 : 

1. 改变 运算 顺序 ,使 计算 简便 . 

2. 把 已 知 数 化 为 整 十 、 整 百 、 整 千 …… 的 数 , 使 
计算 简便 . 

3. 应 用 数 的 分 解 的 方法 ,使 分 解 后 的 数 能 应 用 
运算 定律 或 运算 性 质 , 使 计算 简便 . 

4. 应 用 某 些 计算 公式 ,使 计算 简便 . 

简捷 运算 (short method of the calculation) 
即 “ 简 便 运 算 ”. 

速算 (fast operation) ” 即 “ 简 便 运 算 ”. 

MÈ (addition) 数学 中 的 基本 运算 之 一 . 算术 
中 的 加 法 主要 研究 正 实数 相 加 ,有 时 亦 涉及 负 实 数 . 
实数 加 法 的 基础 是 如 下 的 自然 数 的 加 法 ;对 于 自然 
数 a,b, 如 果 在 自然 数列 N==10,1,2,…,n,…} 中 ,从 
a 起 依次 数 5 个 数 , 得 数 c, 则 称 数 c 为 自然 数 a 与 5 
的 和 ( 且 和 是 惟一 的 ). 求 两 个 数 的 和 的 运算 称 为 加 
法 , 记 为 a 十 6 二 c, 读 作 a 加 4 等 于 cya 5 b 都 称 为 
加 数 , 符 号 “十 ” 称 为 加 号 .在 自然 数列 中 ,两 个 (或 铬 
干 个 ) 数 的 和 不 小 于 每 一 个 加 数 . 自然数 的 加 法 ,还 
可 用 公理 的 方法 来 定义 :在 自然 数 集合 N 中 ,用 a 
表示 任何 aEN 的 后 继 数 ,然后 定义 自然 数 的 加 法 : 
a 十 1 二 a' ,a 十 6' 二 (4 十 5)', 其 中 aEN,bPEN. 参 见 
“ 佩 亚 诺 公理 ”. 对 多 个 自然 数 的 加 法 :ai 十 as 十 … 
ca,Ca; EN,i1= 二 1,2,…,n) 可 用 递 推 的 方法 来 定义 . 
随 着 数 的 扩充 ,还 可 逐次 定义 分 数 、 小数. 有理数 、 实 
数 和 复数 的 加 法 .在 其 他 数学 对 象 如 代数 式 、 函 数 
式 . 向 量 . 和 矩阵 .集合 .映射 中 也 规定 加 法 运算 ,一 般 
都 要 求 加 法 运算 满足 交换 律 和 结合 律 ( 参 见 本 卷 《4 初 
等 代数 ) 同 名 条 ). 

加 数 (addend) PW“ IM”. 

整数 加 法 法 则 (addition rule of integers) & 
数 运 算法 则 之 一 . 整数 的 加 法 法 则 分 三 种 情形 表述 : 

1. 一 位 数 的 加 法 法 则 . 两 个 一 位 数 相 加 ,可 按 加 
法 定义 编 成 一 个 加 法 表 ( 参 见 “ 加 法 表 ”) ,用 它 作 基 
础 ,就 能 直接 得 出 任意 两 个 一 位 数 的 和 . 

2. 多 位 数 的 加 法 法 则 . 把 两 个 (或 若干 个 ) 多 位 
数 的 数位 对 齐 , 从 低位 加 起 ,将 同一 数位 上 的 数字 分 
别 相 加 ,作为 和 的 相应 数位 上 的 数字 ,哪个 数位 上 相 
加 的 结果 满 十 ,就 向 相 邻 的 较 高 数位 进 一 . 具体 作法 
如 下 : 
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1) 当 加 数 的 第 位 上 的 数字 和 是 一 位 数 时 ,这 
个 一 位 数 就 是 和 的 第 nn 位 上 的 数字 . 

2) M HS n 位 上 的 数字 和 是 两 位 数 时 ,和 
的 第 nn 位 上 的 数字 是 这 个 两 位 数 的 个 位 数 ,这 个 两 
位 数 的 十 位 数 加 在 与 第 x 位 数 紧邻 的 较 高 数位 上 
去 , 且 满 几 个 十 就 进 几 . 依 此 类 推 ,这 种 加 法 又 称 为 
进位 加 法 ,也 就 是 常 说 的 轿 十 进 一 . 

3. 对 于 任意 数 a DE a 十 0 二 0 十 a 二 a. 

进位 加 法 (carry addition) ” 见 “ 整 数 加 法 法 
Ju". 

Jn jk FH (addition table) 求 一 位 数 加 法 的 数 
X. 把 任意 两 个 一 位 数 相 加 的 结果 列 成 一 张 表 , 称 为 
加 法 表 . 可 供 初 学 加 法 的 人 使 用 . 其 表 如 下 : 


] 
2 
3 
4 
9 
6 
7 
8 
9 


和 的 变化 规律 (change law of sum) 和 的 变化 
趋势 . 指 加 数 的 变化 引起 和 的 变化 的 规律 . 和 随 着 加 
数 的 变化 而 变化 ,其 规律 是 : 

1. 若 一 个 加 数 增 加 (或 减少 ) 一 个 数 , 其 余 加 数 
不 变 , 则 和 也 增加 (或 减少 ) 同 一 个 数 . 亦 即 : 如 果 
atb=c, dBA Catm)+b=ct+tm Rla—m)+6 

2. 若 一 个 加 数 增 加 一 个 数 , 另 一 个 加 数 减 少 同 
一 个 数 ,其 余 加 数 不 变 , 则 和 不 变 . 亦 即 :如 果 a +b 
=c, J A latm) + (bm) =c. 

加 法 运算 定律 (operational rule of addition) 
加 法 运算 的 基本 法 则 . 指 加 法 交换 律 . 加 法 结合 律 和 
加 法 消去 律 的 统称 . 加 法 运算 定律 有 : 

1. 加 法 交换 律 . 两 个 数 相 加 ,交换 加 数 的 位 置 ， 
它们 的 和 不 变 , 即 < 十 2 一 2 十 a. 

2. 加 法 结合 律 . 三 个 数 相 加 , 先 把 前 两 个 数 相 加 ， 
再 加 上 第 三 个 数 ,或 者 先 把 后 两 个 数 相 加 ,再 加 上 第 
一 个 数 , 它 们 的 和 不 变 , 即 (4 十 5) 十 c= 二 a 十 必 十 c). 加 
法 结合 律 和 交换 律 可 推广 到 若干 个 加 数 相 加 的 情形 . 

3. 加 法 消去 律 . 等 式 两 端 都 是 两 个 数 相 加 时 , 若 
左 端 有 一 个 加 数 和 右 端 的 一 个 加 数 相 等 时 , 则 两 端 
的 另 一 加 数 亦 相等 ， 

加 法 验算 (checking computations of addition) 

常用 的 验算 方法 之 一 . 指 检验 加 法 运算 的 过 程 和 


结果 是 否 正确 的 方法 . 加 法 的 验算 方法 有 以 下 几 种 : 

1. 用 减法 验算 .根据 减法 是 加 法 的 逆 运 算 , 将 其 
和 减 去 它 的 一 个 加 数 , 如 果 计 算是 正确 的 ,所 得 的 差 
必然 等 于 为 一 个 加 数 . 

2. 用 加 法 验算 . 根据 加 法 交换 律 ,将 加 数 交 换 位 
置 再 相 加 ,如 果 计 算是 正确 的 ,两 次 加 得 的 结果 必然 
相同 . 

3. 用 弃 九 法 验算 (参见 本 卷 《 初 等 数论 中 的 “ 弃 
九 法 ”). 

Wik (subtraction) 数学 中 的 基本 运算 之 一 . 
己 知 两 个 数 a 5 ,如 果 存 在 一 个 数 c» BEN AE. b+e 
=a, JA c 称 为 a 和 5 的 差 ( 且 差 是 惟一 的 ). 求 两 
个 数 的 差 的 运算 称 为 减法 , 记 为 a 一 b==c, 读 作 4 减 
b SET c.a 称 为 被 减 数 ,2 称 为 减 数 ,符号 “一 ” 称 为 
减 号 .减法 是 加 法 的 逆 运 算 , 减 法 可 以 定义 为 :已 知 
两 个 加 数 的 和 及 其 中 的 一 个 加 数 , 求 男 一 个 加 数 的 
运算 .在 仅 能 运用 正 数 的 算术 中 ,被 减 数 不 能 小 于 减 
Br. 特别 地 ,对 于 任意 数 a, BA a—a=0,a—0=a, 
A 0—0- 0. 在 引进 负数 和 人 负 号 后 ,减法 可 以 统一 于 
加 法 , 即 a—b=a+(—d). 

减 数 (subtrahend) Wl “RPE”. 

被 减 数 (minuend) Fl“ IRE”. 

整数 减法 法 则 (subtraction rule of integers) 
整数 的 运算 法 则 之 一 .整数 的 减法 法 则 分 三 种 情形 
表述 : 

1. 一 位 数 或 两 位 数 减 去 一 位 数 ,而 差 是 一 位 数 
的 减法 法 则 . 根据 减法 是 加 法 的 逆 运 算 的 关系 ,可 利 
用 加 法 表 来 计算 . 

2. 多 位 数 减 法 法 则 . 把 两 个 多 位 数 的 数位 对 齐 ， 
从 低位 减 起 ,将 同一 数位 上 的 数字 分 别 相 减 ,作为 差 
的 相应 数位 上 的 数字 , 哪 一 位 不 够 减 就 从 相 邻 的 较 
高 位 上 借 一 作 十 ,然后 相 减 ,具体 作法 如 下 : 

1) 当 被 减 数 的 第 位 上 的 数字 减 去 减 数 的 第 
位 的 数字 是 一 位 数 时 ,这 个 一 位 数 就 是 差 的 第 ”位 
上 的 数字 . 

2) 当 被 减 数 的 第 :位 上 的 数字 小 于 减 数 的 第 n 
位 上 的 数字 时 ,就 在 被 减 数 第 ”位 相 邻 的 较 高 一 位 上 
借 一 作 十 ,与 第 位 上 的 数组 成 一 个 两 位 数 , 然 后 减 
去 减 数 的 第 位 上 的 数字 ,作为 差 的 第 位 上 的 数 
字 . 依 此 类 推 ,这 种 减法 又 称 为 借 位 减法 或 退位 减法 . 

3. 对 于 任意 数 a, 总 有 a 一 4 二 0,a 一 0 二 a, 且 
0 一 0 一 0. 

减法 验算 (checking computations of subtrac- 
tion) 常用 的 验算 方法 之 一 . 指 检验 减法 运算 的 过 
程 和 结果 是 否 正确 的 方法 . 其 具体 方法 有 以 下 几 种 : 

1. 用 加 法 验算 .根据 加 法 是 减法 的 逆 运 算 ,在 做 
完 减 法 后 ,将 其 差 与 减 数 相 加 ,如 果 计 算是 正确 的 ， 
所 得 的 和 必须 等 于 被 减 数 . 
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2. 用 减法 验算 . 根据 减法 算式 中 各 数 之 间 的 关 
系 , 在 做 完 减 法 后 将 被 减 数 减 去 差 , 如 果 计 算是 正确 
的 ,所 得 的 结果 必须 等 于 减 数 . 

3. 用 弃 九 法 验算 (参见 本 卷 《4 初 等 数论 ) 中 的 “ 弃 
JL”). 

差 的 变化 规律 (change rule of difference) # 
的 变化 趋势 . 指 差 随 被 减 数 或 减 数 变化 的 规律 . 25 B 
着 被 减 数 或 减 数 的 变化 而 变化 ,其 规律 是 : 

1. 如 果 被 减 数 增加 (或 减少 ) 一 个 数 , 减 数 不 变 ， 
那么 它们 的 差 也 增加 (或 减少 ) 同 一 个 数 . ZR BD :如 果 
a—b=c,d8AlCatm) -—b=ctm 3X (a—m)-—b 

2. 如 果 减 数 增加 (或 减少 ) 一 个 数 , 被 减 数 不 变 ， 
那么 它们 的 差 反 而 减少 (或 增加 ) 同 一 个 数 . 亦 即 :如 
R a 一 5 二 cc, 那么 a—(b+m)=c—m KR a—(b—m) 
=c+m. 

3. 如 采 被 减 数 和 减 数 同 时 增加 (或 减少 ) 同 一 个 
数 , 那 么 它们 的 差 保持 不 变 . 亦 即 :如果 a—b=c, Ap 
么 (a 十 m) 一 (6 十 m)= 二 cc 或 (a 一 m) 一 (6 一 m)==e. 

加 减法 公式 (addition and subtraction formu- 
las) 算术 的 基本 运算 公式 之 一 . 指 根据 整数 加 法 
运算 律 确定 的 一 组 公式 . 下面 的 a,b,c 等 字母 ,都 表 
示 非 负 整 数 , 旦 在 减法 中 总 是 被 减 数 不 小 于 减 数 . 党 
用 的 加 减 公 式 有 : 

1. (〈c 一 4a) 十 0 一 (c 十 0) 一 4， 

25 at m~e atoe, 

o. a@—(b+c) =a—b—c=a—c—D. 

4. a@--lb6—¢)=a—6-F¢. 

0. ka =O) ed) =a Fo) = Fa). 

D. Ro ea Eb: 

7. a—b—c=a—c— b. 

这 些 公式 的 正确 性 ,都 可 以 根据 加 减法 的 定义 得 到 
证 明 . 引进 负数 和 负 号 并 把 减法 统一 于 加 法 a 一 4。 
一 4 十 (一 久 后 ,只 要 运用 加 法 的 交换 律 .结合 律 和 负 
号 的 性 质 ,就 能 得 出 所 有 这 些 公式 . 

乘法 (multiplication) 数学 中 的 基本 运算 之 
一 . 在 算术 中 ,乘法 是 在 正 整数 运算 中 求 相同 加 数 和 
的 简捷 算法 .2 个 相同 加 数 a 的 和 (用 c 表示 ) 称 为 a 
5 b 的 积 ( 且 积 是 惟一 的 ). 求 两 个 数 的 积 的 运算 称 
为 乘法 ; 记 为 aX5b==c 或 a* b= 二 c; 读 作 a KW b G 
于 < 或 < 乘 2 等 于 c.a 称 为 被 乘 数 ,2 RAR, BK 
HEN All FE BX th ER OA AR c 的 因数 . 符号 ”X BK + ”都 
PARKS. 2478 5 BILBO TE BERT FES WL aw, 
BN) 2x a—2a.aXb-—abmÀ a *b-ab,1H M a 与 5 都 
是 具体 的 数 时 ,就 不 能 用 这 种 表示 法 . 特别 地 ,对 于 
任意 数 a, BA aX 1—a. JEDE aX0=0Xa=0($ 
见 本 卷 4 初 等 代数 ?同名 条 ). 

乘 数 (multiplicator) MR”. 
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被 乘 数 (multiplicand) IW“ FEE”. 


因数 (factor) 见 “ 乘 法 ”. 参见 本 卷 (初等 数论 》 
同名 条 . 


乘法 表 (multiplication table) 亦 称 九 九 表 , 又 
称 乘法 口诀 . 求 一 位 数 乘法 的 数 表 . 在 十 进 制 数 里 ， 
把 乘 数 、 被 乘 数 都 是 一 位 自然 数 相 乘 的 积 ,依次 按 乘 
数 、 被 乘 数 的 大 小 顺序 列 成 的 一 个 表 . 即 把 1,2, 3， 
4,5,6,7,8,9 这 九 个 数 中 任何 两 个 数 相 乘 的 结果 按 
大 小 顺序 编 成 的 表 , 称 为 乘法 表 . 现在 的 乘法 口诀 是 
从 一 一 得 一 起 ,到 九 九 八 十 一 止 .古代 则 倒 过 来 从 九 
九 八 十 一 起 ,到 二 二 得 四 止 . 因 开 头 两 个 字 是 九 九 ， 
故 称 乘法 表 为 九 九 表 , 简 称 九 九 .含有 81 DORA 
乘法 表 又 称 为 大 九 九 ;只 有 45 句 口诀 的 乘法 表 又 称 
为 小 九 九 . 

大 九 九 乘法 表 


= 
l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
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中 国 是 编制 使 用 乘法 表 最 早 的 国家 之 一 . 1908 
年 ,在 甘肃 敦煌 马 圈 湾 汉 代 烽 燃 遗 址 出 土 的 人 竹简 ( 公 
元 2 一 3 世纪 ,东汉 或 晋 );1930 年 ,在 甘肃 省 北部 居 
延 烽 火 台 遗址 发 掘 的 西汉 (前 206 一 公元 25) 木 简 都 
载 有 九 九 表 . TE JE BES 2E H (Nicomachus , (G) AY 
(BRAM) A ,也 有 九 九 口诀 的 记载 . 

WAH (multiplication table) BU“ FEHR”. 

乘法 口诀 (multiplication table) BI RHK”. 

ee 4 3E HE GE WU (multiplication rule of inter - 
gers) 整数 的 运算 法 则 之 一 .整数 的 乘法 法 则 分 三 
种 情形 表述 : 

1. 一 位 数 的 乘法 法 则 . 两 个 一 位 数 相 乘 ,可 根据 
乘法 定义 用 加 法 计算 ,通常 可 利用 乘法 表 直 接 得 出 
任意 两 个 一 位 数 的 积 ( 参 见 “ 乘 法 表 ”). 
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2. 多 位 数 的 乘法 法 则 . 依次 用 乘 数 的 各 个 数位 
乘 得 的 积 加 起 来 . 

3. 对 于 任意 数 a, 8 aXl=asaX0=0Xa =0. 

A AY fic #4 (digit capacity of product) BARA 
TB. 指 两 整数 之 积 的 位 数 变换 规律 . 整数 相 乘 时 两 个 
因数 的 积 的 位 数 ,等 于 这 两 个 因数 的 位 数 之 和 ,或 者 
比 位 数 和 少 1. 亦 即 ;如果 两 个 因数 a,6 分 别 是 mm 位 
数 和 位 数 ,那么 a 与 6 的 积 是 (m 十 nn) 位 数 ,或 者 
是 (mx 十 n 一 1) 位 数 . 积 的 位 数 的 具体 判定 方法 是 : 

1. 如 果 两 个 因数 的 最 高 位 上 的 数 的 积 等 于 或 大 
于 10, 或 者 虽 小 于 10, 但 加 上 进位 上 来 的 数 以 后 就 
等 于 或 大 于 10, 那 么 它们 的 积 的 位 数 就 等 于 两 个 因 
数 的 位 数 的 和 . 

2. 如 果 两 个 因数 的 最 高 位 上 的 数 的 积 小 于 10, 
而 且 加 上 进 上 来 的 数 以 后 仍 小 于 10, 那 么 这 两 个 因 
数 的 积 的 位 数 就 比 两 个 因数 位 数 的 和 少 1. 

乘法 验算 (checking computations of multipli- 
cation) 常 用 的 验算 方法 之 一 . 指 检验 乘法 运算 的 过 
程 和 结果 是 否 正 确 的 方法 .乘法 的 验算 方法 有 以 下 
JURE : 

1. 用 除法 验算 . 根据 除法 是 乘法 的 逆 运 算 ,在 做 
完 乘 法 后 ,将 所 得 的 积 除 以 一 个 因数 ,如 果 计 算是 正 
确 的 , 除 得 的 商 必 然 等 于 另 一 个 因数 . 

2. 用 乘法 验算 . 根据 乘法 交换 律 , 在 做 完 乘 法 
后 ,把 因数 位 置 交 换 , 再 乘 一 次 ,如 果 计 算是 正确 的 ， 
两 次 乘 得 的 结果 必然 相同 . 

3. 用 弃 九 法 验算 (参见 本 卷 《 初 等 数论 ) 中 的 “ 弃 
九 法 ”). 

约 数 (Cdivisor) 即 “ 因 数 ” 

乘法 运算 定律 (laws of operation of multipli- 
cation) 乘法 运算 的 基本 法 则 . 指 乘法 交换 律 、 乘 
法 结合 律 .乘法 分 配 律 .乘法 消去 律 的 统称 . 乘法 运 
算 定 律 有 : 

1. 乘法 交换 律 . 两 个 数 相 乘 ,交换 因数 的 位 置 ， 
它们 的 积 不 变 , 即 ab — 5a. 

2. 乘法 结合 律 . =P BAF , 先 把 前 面 两 个 数 相 
3E ,再 与 第 三 个 数 相 乘 ,或 者 先 把 后 两 个 数 相 乘 ,再 
与 第 一 个 数 相 乘 , 它 们 的 积 不 变 , 即 (ab)c 二 a (bc). 

乘法 结合 律 和 交换 律 可 以 推广 到 寿 干 个 数 相 


乘 ,而 积 不 变 . 


3. 乘法 对 加 法 (或 减法 ) 的 分 配 律 ,简称 乘法 分 
配 律 . 两 个 数 的 和 (或 差 ) 与 一 个 数 相 乘 的 积 ,等 于 被 
加 数 ( 或 被 减 数 ) 和 加 数 ( 或 减 数 ) 分 别 与 这 个 数 相 
乘 ,所 得 的 积 的 和 (或 差 ) , 即 (<c 士 6)c=ac 士 pc. 

乘法 对 加 法 (或 减法 ) 的 分 配 律 可 以 推广 到 知 干 
个 数 的 和 (或 差 ) 与 一 个 数 相 乘 . 

4. 乘法 消去 律 . 等 式 两 端 都 是 两 个 因数 的 积 时 ， 


ta mA — A PLC T A 9i B) TS AD BC) DT 9g P 
NW — At RH E. BD ae — 5E. WI a=b. 

只 的 变化 规律 (change rule of product) ”运算 
法 则 . 指 因数 的 倍数 变化 引起 积 的 倍数 变化 的 规律 . 
积 随 着 被 乘 数 或 乘 数 的 变化 而 变化 ,其 规律 是 : 

一 个 因数 扩大 (或 缩小 ) 若 干 倍 , 另 一 个 因 
数 不 变 , 则 它们 的 积 也 扩大 (或 缩小 ) 相 同 的 倍数 ， 

2. 各 一 个 因数 扩大 (或 缩小 ) 和 在 干 倍 , 另 一 个 因 
数 缩小 (或 扩大 ?相同 的 倍数 , 则 它们 的 积 不 变 . 

除法 (division) 数学 中 的 基本 运算 之 一 .已 知 
两 个 数 ab (52500 ,要 求 一 个 数 g, 使 g 与 5 A 
于 a, 这 种 运算 称 为 除法 , 记 为 a 二 b= 二 g Kat b=q, 
EE a 除 以 5 等 于 gq, 或 a 比 5 EF q. a 称 为 被 除 
Bb 称 为 除数 ,gq KA a 与 5 的 商 ,符号 “二 "或: ” 
称 为 除 号 或 比 号 . 除法 可 以 定义 为 :已 知 两 数 的 积 三 
其 中 一 因数 , 求 男 一 个 因数 的 运算 . 因此 ,除法 还 是 
乘法 的 逆 运 算 . 除法 还 可 以 看 做 是 从 被 除数 中 连续 
减 去 除数 , 求 减 去 除数 的 次 数 的 算法 . 特别 地 ,对 于 
任意 数 a, BA atl=a,ata=1,0+a=0. 但 零 不 
能 作 除 数 . 将 一 个 数 等 分 成 若干 份 , 求 每 一 份 是 多 少 
的 算法 称 为 等 分 除法 ; 求 一 个 数 里 包含 多 少 个 男 一 
个 数 , 即 求 一 个 大 数 是 一 个 小 数 的 多 少 倍 的 算法 称 
hudbigusd NIME IN T RR 

除数 (Cdivisor) — MW," ER TE. 

被 除数 Cdividend) — J^ gx ". 

Fa (quotient) 见 “ 除 法 ” 

等 分 除法 (bisect division) — UJ," ER 1". 

包含 除法 (inclusion division) WRA”. 

整数 除法 法 则 (division rule of integers) % 
数 的 运算 法 则 之 一 .在 整数 除法 中 ,除数 要 小 于 被 除 
数 才 能 进行 . 当 被 除数 不 超过 两 位 数 , 除 数 是 一 位 
数 ,而 商 也 是 一 位 数 时 ,可 根据 乘法 口诀 直接 得 出 商 
和 余数 (余数 可 能 是 零 ) , 称 其 为 表 内 除法 ;被 除数 超 
过 两 位 数 的 除法 , 称 为 多 位 数 除法 ,其 法 则 如 下 : 

1. BRB. 从 被 除数 的 最 高 位 起 ,除数 是 几 位 数 就 
从 左边 截 出 几 位 数 , 当 被 截 出 的 数 小 于 被 除数 时 ,应 
再 截 一 位 数 . 

2. 试 商 .用 1,2,…,9 中 的 适当 数字 作为 初 商 ， 
用 初 商 去 乘除 数 ,使 所 得 的 积 小 于 (或 等 于 ) 所 截取 
的 数 ,并 从 截取 的 数 中 减 去 这 个 积 , 所 得 差 应 小 于 除 
Ax , 差 也 可 能 是 零 ， 

3. 再 截 数 . 将 被 除数 第 一 次 被 截 后 余下 的 数 , 紧 
接着 写 在 差 的 后 面 , 称 为 第 一 余数 ,从 第 一 余数 中 第 
二 次 截 数 ,所 截 位 数 仍 与 除数 的 位 数 相 同 , 当 第 二 次 
被 截 数 小 于 除数 时 ,应 再 截 一 位 数 . 

4. 再 试 商 . 仍 用 1,2,…,9 中 的 适当 数字 作为 次 
商 , 用 次 商 去 乘除 数 , 使 所 得 的 积 小 于 (或 等 于 ) 第 二 
次 截 得 的 数 , 并 从 第 二 次 截取 的 数 中 减 去 这 个 积 ,所 
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得 差 应 小 于 除数 , 差 也 可 能 是 零 ,将 被 除数 第 二 次 被 
截 后 余下 的 数 , 紧 接着 写 在 第 二 次 差 的 后 面 , 称 为 第 
二 次 余数 

5. 初 商 应 写 在 第 一 次 被 截 数 的 最 末 一 位 数字 上 
边 ,次 商 应 写 在 第 二 次 被 截 数 的 最 末 一 位 数字 上 边 ， 
如 初 商 和 次 商 之 间 有 空位 应 补 0,0 的 个 数 与 空位 的 
个 数 相同 . 

6. 用 上 述 方 法 一 直 做 下 去 ,直到 被 除数 的 个 位 
数字 被 截 下 参与 计算 完 为 止 . 如 果 最 后 一 次 差 为 0， 
把 各 次 所 得 商 按 先后 顺序 从 左 到 右 排 好 ,就 得 到 完 
全 商 ( 简 称 商 ). 如 果 最 后 一 次 差 不 为 0, 所 得 商 称 为 
不 完全 商 . 

表 内 除法 (division in the table) 
法 则 ”. 

完全 商 (perfect quotient) 
mj”. 

商 的 位 数 (digit capacity of quotient) 算术 术 
iB. 指 两 整数 之 商 的 位 数 变换 规律 . 两 个 数 的 商 的 位 
数 , 等 于 被 除数 与 除数 的 位 数 之 差 , 或 比 位 数 差 多 
jm 亦 即 :如果 被 除数 a 是 m 位 数 , 除 数 b 是 n 位 数 ， 
HBA a BELA 6 f On — nn) EK. Bm —n +1) 
位 数 . 商 的 位 数 的 具体 判定 方法 是 : 

1. 车 被 除数 的 前 位 数 ( 与 除数 的 位 数 相 同 ) 小 
于 除数 , 则 商 的 位 数 等 于 被 除数 的 位 数 减 去 除数 的 
位 数 . 

2. 如 果 被 除数 的 前 位 数 ( 与 除数 的 位 数 相 同 ) 
大 于 或 等 于 除数 , 则 商 的 位 数 等 于 被 除数 的 位 数 减 
去 除数 的 位 数 再 加 上 1. 

除法 验算 (checking computations of division) 
党 用 的 验算 方法 之 一 . 指 检验 除法 运算 的 过 程 和 结 
果 是 否 正 确 的 方法 . 除法 的 验算 方法 有 以 下 几 种 : 

1. 用 乘法 验算 . 根据 乘法 是 除法 的 逆 运 算 , 当 能 
整除 时 ,将 所 得 的 商 与 除数 相 乘 ,如 果 计 算是 正确 
的 ,所 得 的 积 必然 等 于 被 除数 ; 当 为 带 余 除 法 时 , 则 
将 所 得 的 商 与 除数 相 乘 ,再 加 上 余数 ,如 果 计 算是 正 
确 的 ,它们 的 和 也 必然 等 于 被 除数 . 

2. 用 除法 验算 . 根据 除法 算式 中 各 数 之 间 的 关 
系 , 当 能 整除 时 ,把 被 除数 除 以 商 , 如 果 计 算是 正确 
的 , 除 得 的 结果 必然 等 于 原来 的 除数 ; 当 为 带 余 除法 
时 ,应 将 被 除数 减 去 余数 ,再 除 以 商 ,如 果 计 算是 正 
确 的 , 除 得 的 结果 必然 等 于 原来 的 除数 ， 

3. 用 弃 九 法 验算 (参见 本 卷 《初等 数论 中 的 “ 弃 
J 

除法 的 性 质 (property of division) 
个 特点 . 除法 运算 的 基本 性 质 如 下 : 

1. 一 个 数 除 以 两 个 数 的 积 , 等 于 这 个 数 依 次 除 
以 积 的 两 个 因数 . 

2. 一 个 数 除 以 两 个 数 的 商 , 等 于 这 个 数 先 乘 以 
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除法 的 几 


商 中 的 除数 ,再 除 以 商 中 的 被 除数 ,或 者 等 于 这 个 数 
先 除 以 商 中 的 被 除数 ,再 乘 以 商 中 的 除数 . 

3. 两 个 数 的 积 除 以 一 个 数 , 等 于 用 除数 先 去 除 
积 中 的 任何 一 个 因数 ,再 与 另 一 个 因数 相 乘 . 

4. 两 个 数 的 商 除 以 一 个 数 , 亦 可 用 该 数 先 除 商 
中 的 被 除数 ,再 以 商 中 的 除数 除 之 . 

5. 若干 个 数 的 和 (或 差 ) 除 以 一 个 数 ,等 于 用 该 
数 分 别 去 除 和 式 ( 或 差 式 ) 中 的 每 一 个 数 所 得 的 和 
(或 差 ). 这 条 性 质 常 称 除法 对 加 减法 的 右 分 配 律 . 

商 的 变化 规律 (change rule of quotient) fS 
变化 趋势 . 指 商 随 着 被 除数 或 除数 的 变化 而 变化 ,其 
规律 是 : 

1. 如 果 被 除数 扩大 (或 缩小 ) 符 干 倍 , 除 数 不 变 ， 
那么 商 也 扩大 (或 缩小 ) 相 同 的 倍数 ， 

2. 如 果 除 数 扩大 (或 缩小 ) 知 干 倍 , 被 除数 不 变 ， 
那么 商 反 而 缩小 (或 扩大 ?相同 的 倍数 . 

3. 被 除数 和 除数 都 扩大 (或 缩小 ) 相 同 的 倍数 ， 
它们 的 商 不 变 . 

4. 在 带 余 除 法 中 ,如 果 被 除数 和 除数 都 扩大 (或 
缩小 ) 相 同 的 倍数 ,不 完全 商 不 变 , 但 余数 却 随 着 扩 
大 (或 缩小 ) 相 同 的 倍数 ， 

整除 (divisible) 见 “ 带 余 除 法 ”及 本 卷 4 初 等 数 
论 ) 同 名 条 . | 

A E X (common factor)” 见 本 卷 《 初 等 数论 》 
同名 条 . 


公约 数 (common divisor) 


即 “ 公 因数 ”. 

最 大 公 因 数 (greatest common factor) ILA 
卷 《 初 等 数论 同名 条 . 

最 大 公约 数 (greatest common divisor) 
大 公 因 数 ”. 

能 被 某 些 数 整除 的 数 的 特征 (characters of a 
number divisible by some numbers) 一 类 特殊 的 
数 . 指 这 些 数 能 被 某 些 数 整除 的 充分 必要 条 件 . 由 此 
不 必 进 行 除 法 计算 , 即 可 确定 整除 性 . 

1. 能 被 2 或 5 整除 的 数 的 特征 是 :该 数 的 末 一 
位 数 能 被 2 或 5 整除 .能 被 2 整除 的 数 称 偶数 ,不 能 
被 2 整除 的 数 称奇 数 . 一 般 , 偶 数 用 2n 为 整数 ) 来 
表示 ,奇数 用 2n - 1 为 整数 ) 来 表示 . 

2. 能 被 4 或 25 整除 的 数 的 特征 是 :该 数 的 末 两 
位 数 能 被 4 或 25 整除 . 

3. 能 被 8 或 125 整除 的 数 的 特征 是 :该 数 末 三 
位 数 能 被 8 或 125 整除 . 

4. 能 被 9 或 3 整除 的 数 的 特征 是 ;该 数 的 各 位 
数字 之 和 能 被 9 或 3 整除 . 

o. 能 被 11 整除 的 数 的 特征 是 :该 数 偶 数位 上 的 
数字 的 和 与 奇数 位 上 的 数字 的 和 之 差 能 被 11 整除 . 

6. 能 被 7,11,13 整除 的 数 的 特征 是 :该 数 的 末 
三 位 数 与 末 三 位 以 前 的 数字 所 表示 的 数 的 差 能 被 
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7,11,13 整除 . 

He BE GH ZS xb C multiplication and division for- 
mulas) 算术 的 基本 运算 公式 之 一 . 指 乘除 法 的 几 
种 恒 等 变 形 . 下 面 的 字母 都 表示 非 负 整数 ,但 除数 不 
得 为 零 , 且 除法 限于 能 整除 的 情形 . 常用 的 乘除 法 公 
AB: 

. (a+b) Xb=a,(aXb) +b=a. 
(aXb)+c=(atc) Xb=(b+c) Xa. 
. a—(bXc)—ac—b-cc-—a--c-b. 

az (b——c)-—a-c—bXc-—aXc-b. 
(abo Sea tbe 

zB dx KB GE (division with remainder) JR EK 
余 除 法 . 不 能 整除 的 除法 .已 知 两 个 数 abla 是 整 
BL, b 是 正 整 数 ), 要 求 两 个 整数 qor, i Qs? 满足 以 
BARE :a=ba trORr<b). a 称 为 被 除数 ,2 称 为 
除数 ,9 称 为 不 完全 商 ( 简 称 商 ),r 称 为 余数 ; 当 r 二 0 
时 , 称 a 被 6 ERR WA bla. EET, PE o 为 a 的 因数 
或 约 数 , 称 a 为 上 的 倍数 . 在 带 余 除 法 里 , 商 ( 或 不 完 
全 商 ) 和 余数 (可 能 为 0) 都 是 惟一 存在 的 (参见 本 卷 
《初等 数论 ) 中 的 “整除 ”). 


a PrP WwW Ne 


有 余 除 法 (division with remainder) BIES 
除法 ”. 

余数 (remainder)” 见 “ 带 余 除 法 ”. 

倍数 (multiple) 见 “ 带 余 除 法 ”. 

4x f£ 4i (common multiple) WEEER 
论 ) 同 名 条 . 

最 小 公 倍 数 (least common multiple) ” 见 本 卷 
《初等 数论 》 同 名 条 . 

不 完全 商 Cnon-complete quotient) W“ E 


四 则 运算 (four arithmetic operations)  JRÆK 
算术 运算 . 数学 中 最 基本 .最 常见 的 一 种 运算 . 指 算术 
中 的 加 法 .减法 .乘法 和 除法 四 种 运算 的 统称 . 四 则 运 
算 的 起 源 很 早 , 几 乎 与 数字 同时 产生 . 

中 国 早 就 有 较 完 整 的 自然 数 的 四 则 运算 和 分 数 
的 概念 ,由 于 那 时 的 记 数 和 运算 都 是 以 算 筹 为 工具 ， 
称 为 筹 算 ( 详 见 第 六 卷 4 中 国 数 学 史 ) 中 的 “ 筹 算 ”). 
因 筹 算是 通过 筹 式 的 逐步 改变 而 最 终 获 得 问题 的 解 
答 ,不 保留 运算 的 中 间 过 程 , 因 此 ,保存 在 中 国 古 代 
文字 和 典籍 中 的 只 是 一 些 运算 的 结果 . 1985 年 ,在 
湖北 省 江陵 县 张 家 山 出 土 的 西汉 初 年 吕 后 至 文帝 
《前 187 一 前 157) 的 竹简 共 千 余 支 ,经 过 史学 家 的 鉴 
定 整 理 , 其 中 有 200 多 支 ( 完 整 者 185 支 ) 为 算术 的 
内 容 ,根据 写 在 一 支 人 竹简 背面 的 文字 辨认 ,这 部 竹简 
的 汉 名 为 《算术 书 》 是 迄今 为 止 ,发 掘 的 成 书 最 早 的 
中 国 古 算 书 . 书 中 是 以 问题 归 类 的 ,已 清理 出 来 的 小 
标题 有 :分 乘 . 增 减 分 . 相 乘 、 合 分 .经 分 .里 田 、 税 田 、 
金价 BRE 60 多 个 问题 . 从 《算术 书 》 的 内 容 看 ,已 


经 对 自然 数 和 分 数 的 四 则 运算 有 较 完 备 的 法 则 . 

在 美 索 不 达 米 亚 工作 的 考古 学 家 进行 了 系统 的 
发 据 工 作 , 在 古代 尼 普 尔 一 带 发 现 了 大 约 50 万 块 刻 
者 文字 的 粘土 书 , 经 鉴定 ,其 中 约 有 300 块 纯 数学 书 
BR ,将 这 些 书 板 整 理 分 为 三 组 :第 一 组 大 约 为 公元 前 
2100 年 外 美 尔 文化 末期 的 ;第 二 组 大 约 从 汉 席 拉 比 
时 代 ( 前 1792 一 前 1750) 到 第 一 代 巴 比 伦 王 朝 ; 第 三 
组 属于 内 布 恰 德 扎 尔 的 新 巴比伦 帝国 到 波斯 和 塞 流 
西 德 时 代 ( 约 前 600 一 前 300). 这 300 块 泥 板书 中 ， 
AA 200 块 是 计算 数 表 , 据 研 究 有 乘法 表 、 平 方 表 、 
指数 表 等 ,再 根据 泥 板 书 文字 记载 的 考证 ,当时 已 能 
进行 自然 数 的 四 则 运算 了 . 他 们 当时 的 运算 程序 是 
首 助 于 各 种 表格 来 实现 的 . 从 泥 板书 的 记载 看 出 ,他 
们 用 和 7* 表示 20, 用 YYY 表 示 3. H yyy x 
示 204-3, H ~I RR 20-3, HPP RRRS. 
约 公 元 前 1650 年 , 阿 梅 斯 (Ahmes) 用 伴侣 文 编写 的 
纸 草 书 中 用 人 走 近 及 离 去 的 腿 形 -人 和 人 表示 加 号 
与 减 号 ， 

在 印度 中 世纪 时 期 ,流行 着 几 种 实用 且 有 趣 的 
乘法 ,一 种 叫 十 字 相 乘法 ,如 图 1 所 示 , 印 度 人 自称 
闪电 式 乘 法 .例如 325X478. 

5X8=40, 3 2 5 

2X8+7X5+4=55, 

3X8 十 4X5 十 2X7 十 5 一 63， AK 

3X7-F4X24-6—35, 4/7 8 

3X4+3=15, 图 1 
得 325X478 一 155 350. 

另 一 种 是 方 格 乘法 . 如 图 2 所 示 , 从 表 中 容易 看 
出 ,乘积 写 入 表格 内 部 . 此 法 约 15 世纪 传人 人 中国, 由 
于 形 如 织锦 ,古称 为 铺 地 锦 . 现在 中 国 小 学 教材 中 的 
笔算 乘法 是 根据 帕 乔 利 (Pacioli,L. ) 于 1494 年 所 著 
《算术 、 几何 及 比例 性 质 之 摘要 》 传 人 中 国 后 为 依据 
的 . 

中 世纪 欧洲 流行 的 除法 3 六 
和 现在 笔算 的 除法 也 大 不 相 


同 . 较 通 用 的 一 种 称 为 帆船 ISIS 


除法 或 勾画 除法 . 其 作法 是 ; Na 
先 将 被 除数 与 除数 写 下 来 ， 

然后 进行 演算 ,在 演算 过 程 S RRR 
中 随时 将 已 处 理 完 的 数 勾 划 

fü. 演算 完毕 ,在 沙盘 或 纸 上 

留 下 一 行 又 一 行 已 划 掉 的 数字 ,好 像 一 只 帆船 . 以 
106704+456 为 例 , 帆 船 除法 的 图 式 如 图 3. 帆船 除 
法 在 欧洲 盛行 了 300 年 以 上 . 17 Ha] ES RE 
他 编译 的 《同文 算 指 ;一 书 中 ,首次 将 欧洲 的 笔算 , 包 
括 四 则 运算 法 则 介绍 到 中 国 , 不 过 书 中 仍 用 中 国 数 
码 . 直到 19 世纪 后 期 ,欧美 和 日 本 的 数学 著作 大 量 
被 译 为 中 文 , 阿 拉 伯 数码 在 数学 教材 中 终于 代替 了 
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第 3 次 除数 ee " 
图 3 
中 国 数码 ,从 此 ,四 则 运算 从 符号 到 运算 法 则 、 运 算 
定律 都 形成 了 现行 教材 中 的 表述 模式 . 
算术 运算 (arithmetic operation) 
算 ”. 

则 混合 运算 (four arithmetic mixed opera- 
tions) ”四 则 运算 的 一 种 形式 . 在 同一 个 算式 中 , 合 
有 加 、 减 、 乘 、 除 四 种 运算 中 的 任意 两 种 以 上 的 运算 ， 
称 为 四 则 混合 运算 . 

混合 运算 (mixed operations) 四 则 混合 运算 
的 简称 . 有 时 泛 指 同一 算式 中 ,含有 加 、 减 , 乘 、 除 、 乘 
方 与 开 方 六 种 运算 中 的 任意 两 种 或 两 种 以 上 的 运算 . 


计量 单位 


E (quantity) ”数学 中 最 基本 的 概念 之 一 . 客 
观 事 物 所 具有 的 能 区 别 程度 蜡 同 的 属性 , 称 为 量 . 例 
如 事物 的 多 少 . 大 小 .长 短 . 轻 重 、 高 低 、 快 慢 方 位 等 
属性 ,都 是 量 . 随 着 数学 的 发 展 , 量 的 意义 也 在 不 断 
地 变化 ,在 数学 .物理 中 的 量 通常 分 为 数量 (标量 )、 
向 量 〈 矢 量 ) 和 张 量 等 ;在 函数 的 研究 中 又 分 为 常量 
和 变量 等 . 由 于 量 是 一 个 不 定义 的 抽象 概念 , 随 着 数 
学 理论 的 严格 化 ,人 们 采用 公理 法 来 确定 量 的 概念 ， 
如 佩 亚 诺 公 理 、 实 数 公 理 等 . 

tt E (measurement) ” 指 把 一 个 量 与 一 个 作为 
标准 的 同类 量 进 行 比较 的 过 程 , 称 为 计量 . 例如 ,要 
测量 两 城市 间 的 距离 ,用 千 米 作为 标准 进行 测量 ;要 
测 某 物体 的 质量 ,用 千克 作为 标准 进行 测量 ,通过 测 
量 就 得 到 一 个 代表 里 程 . 质 量 的 数 , 这 个 测量 的 过 程 
和 结果 称 为 计量 . 

计量 单位 (measurement unit) 亦 称 度 量 单 
位 . 指 计 量 中 的 标准 量 . 每 一 种 量 都 规定 有 大 小 不 同 
的 计量 单位 ,为 了 使 用 方便 ,每 一 种 量 都 确定 了 一 
为 主 的 单位 , 称 为 基本 单位 (或 称 主 单位 ), 其 他 非 主 
单位 称 为 辅助 单位 .长 度 的 基本 单位 是 米 (m) ,辅助 
单位 有 千 米 .厘米 、 训 米 等 .体积 的 基本 单位 是 立方 
AK m’). (A f£ 1964 年 ,第 12 届 国 际 计 量 大 会 上 宣 
布 升 (1) 可 以 作为 立方 分 米 (dm’) 的 专门 名 称 . 根据 
旧 定 义 ,一 升 是 在 标准 气压 下 ,一 千克 的 纯 水 当 密度 
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最 大 时 的 体积 ,一 升 等 于 1. 000028 立 方 分 米 . 容量 
的 辅助 单位 有 悍 升 、. 训 升 等 .质量 的 基本 单位 是 千克 
(kg). 1 千克 等 于 国际 千克 原 器 的 质量 ,辅助 单位 为 
Wi Mg), 9E Cg) , SE yi CmgO Sf. 确定 长 度 单位 “ 米 ” 的 
三 次 变化 :1790 年 5 月 8 日 ,法 国 决 定制 造 一 个 适 
合 全 世界 人 民 需 要 的 长 度 基 本 单位 原 器 ,成 立 了 以 
拉 格 朗 日 (Lagrange,J.-L. ) 为 首 的 委员 会 ,并 决定 
采用 巴黎 子午 线 长 度 的 四 干 万 分 之 一 作为 基本 单 
位 ,由 拉 普 拉 斯 (Laplace,P. -S. ) 领 导 的 测量 队 , 于 
1799 年 终于 完成 了 子午 线 长 度 的 测定 ,制作 了 第 一 
具 铂 贸 合 金 的 X 形 国际 长 度 标准 米 原 器 , 称 为 标准 
AK. 当时 认为 该 米 原 器 有 四 条 优点 : 

1. 铂 贸 合金 在 空气 和 湿 气 中 不 变质 . 

2. pL BR SA PES ,不怕 腐 蚀 . 

3. 富有 弹性 及 起 性 . 

4. 膨胀 系数 极 微 ,几乎 不 受 温差 的 影响 . 

这 个 米 原 器 一 直 存 放 于 法 国 巴 黎 的 国际 度量 衡 
局 . 随 着 科学 技术 的 发 展 对 长 度 测量 的 精度 要 求 越 
来 越 高 ,由 于 这 个 米 原 器 精度 不 够 高 ,只 能 准确 到 
0. 1 微米 ( 即 1/10000 Æ Æ). 1960 年 ,国际 计量 大 
会 上 通过 了 以 氮 的 同位 素 Kr*( 握 ““) 在 一 210 摄氏 
度 由 5d; 跃迁 至 2Pw, 在 真空 中 所 发 射 的 电磁 波 波 
长 的 1650763. 73 倍 为 1 米 , 即 1 m=1650763. 73A 
(Kr), BREA 1ACKr®®) 一 6057. 8021 A CR), xx BIR 
C A ) 是 光 的 波长 单位 ,1 A 二 10 ‘com. 后 随 着 科学 技术 
的 更 进一步 的 提高 ,又 因 毛 “ 光 的 单 色 性 不 好 ,已 不 能 
满足 现代 工业 和 科学 技术 上 的 需要 ,而 激光 的 单 色 性 
要 比 氨 8 的 光 强 好 多 亿 倍 . 1983 年 10 月 20 日 ,在 法 国 
巴黎 举行 的 第 17 届 国 际 计量 大 会 上 ,又 通过 了 改 用 激 
HARER, 对 长 度 单位 米 定义 为 : 米 是 光 在 真空 中 
(1/299792458) 秒 (s) 时 间 间 隔 内 所 经 路 径 的 长 度 . 

度量 单位 (measure unit) ” 即 “ 计 量 单 位 ”. 

基本 单位 (fundamental unit) ” 见 “ 计 量 单 位 ”. 
辅助 单位 (subsidiary unit)” 见 “计量 单位 ”. 

Bi X (measured value) 一 个 确定 的 数 . 指数 
量 去 掉 单位 的 一 种 形式 . 以 某 种 计量 单位 去 度量 某 
一 个 量 , 可 得 到 含有 这 个 计量 单位 的 若干 倍 的 一 个 
正 数 ,就 称 该 正 数 为 量 数 . 同一 个 量 , 由 于 选 定 的 计 
量 单位 不 同 , 所 得 的 量 数 也 不 同 . 例如 ,同一 段 电线 ， 
如 用 米 作 单位 去 度量 为 30 米 , 量 数 为 30, 改 用 厘米 
作 单 位 去 度量 ,得 3000 厘 米 , 量 数 则 为 3000. 

名 数 (concrete number) 算术 术语 . 指 由 数 和 
计量 单位 同时 表示 的 量 , 例 如 4 米 ,28*10'12”. 由 数 
和 仪 一 个 计量 单位 表示 的 量 称 为 单 名 数 , 例 如 5 克 ， 
3 小 时 . 由 数 和 多 于 一 个 同类 计量 单位 表示 的 量 称 
为 复 名 数 , 例 如 2 升 500 上 毫升 ,2 小 时 18 分 25 秘 . 
计量 单位 相同 的 名 数 称 为 同名 数 , 计 量 单位 不 同 的 
名 数 称 为 异 名 数 . 相对 于 名 数 而 言 , 没 有 单位 名 称 的 
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数 称 为 不 名 数 . 两 个 相同 单位 的 数 相 队 时 ,得 到 的 商 
AE m R. 

BE Z single concrete number) 

$8 Zt (compound concrete number) 
数 ” 

不 名 数 (abstract number) ” 见 “ 名 数 ”. 

同名 数 (like concrete number)” 见 “名 数 ”. 

异 名 数 (different concrete number) WM“ 
T. 

高 级 单位 (high-level unit) 比较 计量 单位 的 
称谓 . 在 同类 计量 单位 中 , 较 大 计量 单位 称 为 较 小 计 
量 单位 的 高 级 单位 .反之 , 较 小 计量 单位 称 为 较 大 计 
量 单位 的 低级 单位 . 高 级 单位 和 低级 单位 是 相对 而 
言 的 ,一 个 计量 单位 可 以 是 某 计 量 单位 的 高 级 单位 ， 
同时 又 可 能 是 另 一 个 计量 单位 的 低级 单位 . 例如 分 
钟 是 秒 的 高 级 单位 ,同时 它 又 是 小 时 的 低级 单位 ， 

低级 单位 (low-level unit) 见 “ 高 级 单位 ” 

进 率 (carrying length) 算术 术语 . 指 同 类 度量 
单位 之 间 的 数量 关系 . 同类 的 度量 单位 之 间 ,一 个 高 
级 单位 里 含有 低级 单位 的 倍数 , 称 为 这 两 个 单位 之 
间 的 进 率 . 例如 : 

1 mi —1000 千克 ; 
1 千克 二 1000 Th. 
这 个 1000 是 千克 与 吨 之 间 , 克 与 千克 之 间 的 进 率 . 

名 数 的 化 法 (change method of concrete num- 
bers) 计量 单位 间 的 一 种 换算 方式 . 即 把 名 数 中 的 
高 级 单位 按照 一 定 的 进 率 化 为 低级 单位 的 方法 . 例 
如 ,把 长 度 的 米 数 化 成 厘米 数 , 或 把 时 间 的 分 、 秒 数 
化 成 秒 数 . 

名 数 的 聚 法 (accumulation of concerter num- 
bers) 计量 单位 间 的 一 种 换算 方式 . 即 把 低级 单位 
的 单 名 数 聚 为 高 级 单位 的 单 名 数 或 复 名 数 的 方法 ， 
例如 ,把 长 度 的 厘米 数 聚 成 以 米 为 单位 的 名 数 , 或 同 
时 出 现 米 和 厘米 的 复 名 数 . 

HA (conversion) 计量 中 的 基本 概念 之 一 . 
指 不 同 计量 单位 的 转换 . 对 不 同 的 计量 制度 (如 英制 
和 公制 ) 下 的 同类 计量 单位 (如 同 为 长 度 单位 或 同 为 
面积 单位 ) ,按照 换算 率 进行 互相 转变 . 

换算 率 (conversion factor) 算术 术语 . 指 同 类 
量 不 同 计 量 制 之 间 的 一 种 数量 关系 . 两 个 同类 量 的 
不 同 计量 制 等 值 时 , 某 量 的 一 个 计量 单位 所 对 应 的 
另 一 量 的 常数 值 , 称 为 某 量变 另 一 量 的 换算 率 . 例如 
1 FL =0. 035 248 H] CE DATO WU $2 0. 035 2 eae ee 
司 的 换算 率 . 

Æ fi] (metric system) 原名 米 突 制 . 一 种 计量 
单位 制 . 即 以 米 原 器 为 长 度 的 基本 单位 , 进 率 为 10 
的 计量 单位 系统 . 米 突 是 1799 年 法 国 测 定 并 制作 的 
米 原 器 Meter AY PE E. 米 制 使 用 较 方 便 ,但 还 不 够 


Weg. 
见 “ 名 


完善 ,特别 是 由 米 制 派生 的 单位 之 间 存 在 一 些 矛 盾 . 
为 了 消除 这 个 矛盾 ,国际 计量 大 会 于 1960 年 通过 了 
国际 单位 制 (SI) , 它 具 有 科学 统一、 简明 实用 的 优 
点 ,很 快 为 世界 各 国 所 接受 ,到 1985 年 ,已 有 一 百 多 
个 国家 采用 国际 单位 制 . 中 国 是 从 1984 年 2 月 27 
日 起 全 面 推行 的 国际 单位 制 , 即 接 受 SI 为 中 国法 定 
单位 制 . 

市 制 (Chinese system of weights and mea- 
sures) 一 种 计量 单位 制 . 指 中 国 过 去 自己 制定 的 在 
国内 通用 的 计量 制度 . 根据 中 国 国务 院 规定 ,市 制 计 
量 单位 的 使 用 只 能 延续 到 1990 年 底 . 这 样 市 制 单位 
按 规定 已 不 再 是 中 国法 定 计 量 单 位 ,只 可 作为 研究 与 
计量 有 关 的 史料 时 参考 . 但 在 民间 ,由 于 遗留 的 习惯 ， 
尚 还 在 一 定 的 范围 内 使 用 . 

国际 单位 制 (international system of units) 
简称 SI. 世界 通用 的 一 种 计量 单位 制 . 指 1960 年 第 
11 届 国 际 计量 大 会 上 通过 的 计量 单位 制 . 它 的 构成 
为 

SI 单位 » 基本 单位 ， 

国际 单位 制 (SD | SI 导出 单位 ， 
SI 单位 的 倍数 单位 ， 
其 中 SI 基本 单位 是 :长 度 的 米 (m), 质 量 的 千克 
(kg) ,时 间 的 秒 (s) ,电流 (强度 ) 的 安培 (A) ,热力 学 
温度 的 开尔文 (KK) ,物质 的 量 的 摩 ( 尔 )(mol) ,发 光 
强度 的 烛光 (cd). 国际 单位 制 也 是 中 国法 定 计 量 单 
位 的 基础 ,一 切 属于 国际 单位 制 的 单位 都 是 中 国 的 
法 定 计量 单位 . 它 适 用 于 一 切 科 技 、 经 济 等 方面 的 计 
t. 

法 定 计 量 单 位 (legal measurement unit) 一 个 
国家 或 地 区 以 法 令 的 形式 规定 允许 使 用 的 计量 单 
位 . 中 国 曾 多 次 和 颁布 有 关 计 量 制度 的 文件 ,例如 : 
1959 年 ,中 国 国务 院 颁布 (关于 统一 计量 制度 的 命 
令 》;1977 年 ,中 国 国 务 院 颁布 《中 华人 民 共 和 国 计 
量 管理 条 例 ( 试 行 )》;1981 年 4 月 ,中 国 国 际 单位 制 
推行 委员 会 颁布 《中 华人 民 共 和 国 计 量 单位 名 称 与 
符号 方案 (试行 )》1985 年 2 月 27 日 ,中 国 国务 院 
颁布 《关于 在 我 国 统一 实行 法 定 计量 单位 的 命令 少 
又 如 ,香港 地 区 ,法 罗 群 岛 地 区 都 不 是 国家 ,由 当地 
政府 颁布 的 计量 制度 中 规定 允许 使 用 的 计量 单位 ， 
仍 称 为 法 定 计 量 单位 . 在 不 同时 期 ,同一 国家 或 地 区 
的 法 定 计量 单位 也 会 有 所 不 同 . 20 世纪 80 年 代 以 
前 ,中 国 的 法 定 计 量 单位 有 市 制 和 公制 ( 即 现在 的 
SI) 两 种 ,而 现在 只 有 国际 单位 制 (SI) 一 种 . 

长 度 (length) 计量 中 的 基本 概念 之 一 . 空间 
在 任 一 固定 方向 延展 的 可 能 性 及 程度 在 人 脑 中 的 反 
映 , 形 成 了 长 度 的 概念 . 物体 在 任 一 方向 上 长 度 的 大 
小 ,是 在 这 个 方向 上 物体 所 占 空间 的 范围 大 小 的 比 
较 中 获得 的 . 因此 表示 物体 长 度 的 数量 也 是 在 比较 
中 产生 的 .在 数学 上 ,长 度 首 先是 在 几何 学 中 讨论 的 


ir 量 单位 


线段 的 长 度 ( 参 见 本 卷 《平面 几何 ) 中 的 “线段 的 长 
E", 

长 度 单位 (length unit) 计算 长 度 的 标准 量 . 
即 在 度量 线段 的 长 度 时 ,需要 选 定 某 一 条 线段 为 标 
准 , 以 它 的 长 度 为 1 个 单位 .中国 现在 使 用 的 长 度 单 
位 是 国际 单位 制 (SI) 单 位 及 其 倍数 单位 ,过 去 (1994 
年 7 月 1 日 以 前 ) 曾 经 使 用 过 市 制 长 度 单位 . 两 种 长 
度 单位 制 列表 如 下 : 


SI 长度 单 位 表 
单位 名 称 对 基本 单位 的 比 
1/1000000 米 
1/1000 Æ 
1/100 米 
1/10 米 
基本 单位 
米 的 10 fi 
KAY 100 倍 
米 的 1000 fi 


单位 符号 


中 国 曾 用 的 市 制 长 度 单位 表 


单位 名 称 对 主 单位 的 比 
"T 1/10000 R 
1/1000 R 


1/100 R 


1/10 R 

主 单 位 (二 1/3 米 ) 
10 R 

100 R 

1500 R 


除 上 表 所 列 长 度 单 位 以 外 ,在 某 些 领 域内 还 使 
用 着 专门 的 长 度 单位 ,如 天 文学 中 的 常用 长 度 单位 
光 年 ,航海 中 的 常用 长 度 单位 海里 等 . 

海里 (nautical mile) 航海 专用 的 长 度 单位 . fX 
号 为 nmile. 1 nmile=1852m. 一 般 把 地 球 子 午 图 
作为 地 球 的 大 圆 ,海里 可 认为 是 地 球 任何 大 圆 上 1 
分 弧 的 长 度 . 1929 年 ,国际 水 文 局 创 议 以 1852 米 为 
1 海里 的 标准 长 度 ( 在 纬度 48* 时 沿 子午 线 1 分 弧 的 
长 度 ), 这 样 所 定 的 海里 名 日 国际 海里 . 1948 年 , 国 
际 海上 人 命 安 全 会 议 承 认 1852 米 为 1 海里 . 中 国 曾 
用 “ 涅 "表示 海里 , 现 已 统一 使 用 海里 作为 航海 专用 
长 度 单位 . 它 也 是 可 与 国际 单位 制 (SI) 并 用 的 中 国 
法 定 计 量 单位 之 一 . 

质量 (mass) 计量 中 的 基本 概念 之 一 . 指 物体 
所 含 物质 的 多 少 的 度量 . 相同 物质 质量 的 大 小 和 该 
物质 的 多 少 成 正比 ,质量 的 多 少 可 用 天 和 平 、 磅 秤 等 衡 
器 进行 度量 .在 国际 单位 制 中 ,质量 的 基本 单位 ( 主 
单位 ) 是 千克 . 物理 学 中 ,质量 是 量度 物体 惯性 大 小 
的 物理 量 ,物体 所 受 合 外 力 与 受 力 方向 上 加 速度 之 
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比 称 为 质量 . 在 相等 力 的 作用 下 惯性 大 的 物体 得 到 
的 加 速度 较 小 ,因而 有 较 大 的 质量 .SI 及 中 国 曾 用 
的 两 种 质量 单位 制 列 表 如 下 : 

SI 质量 单位 表 


单位 名 称 对 基本 单位 的 比 


微克 Ag 1/1000000000 千克 
毫克 mg 1/1 000000 千克 

克 g 1/1000 千克 
千克 kg 基本 单位 

吨 t 千克 的 1000 倍 


中 国 曾 用 的 市 制 质量 单位 表 


对 主 单位 的 比 


1/1000 Fr 
1/100 JT 
1/10 Jr 
主 单位 (500 FE) 
Fr) 100 f& 


单位 名 称 


市 制 按 中 国政 府 规定 已 不 属 法 定单 位 制 ( 参 见 
“市 制 ”). 

重量 (weight) 计量 中 的 基本 概念 之 一 . 物体 
受 地 球 的 引力 作用 而 产生 的 重力 大 小 称 为 重量 . 人 
们 习惯 上 和 党 称 质 量 为 重量 . 1969 年 ,国际 计量 大 会 
上 讨论 了 这 个 问题 ,并 提出 今后 在 科技 术语 中 不 再 
使 用 重量 这 个 词语 表示 质量 .1985 年 2 月 27 日 ,中 
国 国务 院 发 布 4 关 于 在 中 国 统一 实行 计量 单位 的 命 
令 》 附 件 中 指明 :人 民生 活 和 贸易 中 ,质量 习惯 称 为 
重量 ,但 我 们 不 赞成 这 种 习惯 ,这 样 做 有 利于 科学 技 
术 的 交流 和 国际 贸易 往来 . 

容积 (volume) 计量 中 的 基本 概念 之 一 .一 个 
容器 所 包围 的 空间 的 体积 称 为 容积 . 容积 单位 就 是 
容量 单位 (参见 “容积 单位 ”). 

容量 (capacity) 容积 的 量 数 . 容量 常用 于 液态 
物质 的 计量 ,将 液体 注入 有 单位 刻度 的 容器 内 进行 
度量 . 有 时 也 可 用 于 测定 固态 物质 的 体积 ,例如 ,将 
被 测量 的 固态 物体 置 人 盛 满 水 的 容 左 ,然后 将 溢出 
的 水 倒 入 量 杯 , 即 可 从 量 杯 的 刻度 上 测 得 固态 物体 
的 体积 . 

容积 单位 (capacity unit) 计算 容积 的 标准 量 . 
指 测 定 某 种 物质 的 容量 时 , 选 定 一 个 已 知 容量 作 标 
准 的 量度 单位 . 因为 容量 即 容 顺 包 围 的 空间 的 体积 ， 
或 所 能 装 盛 的 液体 的 最 大 体积 ,所 以 它 的 度量 单位 
与 体积 相同 , 详 见 “体积 单位 ”. 中 国 曾 用 的 市 制 容量 
单位 ( 现 已 不 属 法 定 计量 单位 ) 有 一 些 特殊 的 名 称 ， 
现 列 表 介 绍 如 下 ,其 中 的 “ 升 “ 亦 称 市 升 ) 与 国际 单 
位 制 (SD) 体 积 单位 的 “ 升 *( 曾 称 公 升 ) 完 全 一 致 .两 
种 容量 单位 制 列表 如 下 : 
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市 制 容量 单位 表 


单位 名 称 对 主 单位 的 比 


1/1000 升 
1/100 升 
1/10 3t 

主 单位 
升 的 10 倍 
升 的 100 f& 


面积 (area) 计量 中 的 基本 概念 之 一 .空间 在 
两 个 不 同方 向 上 同时 延展 的 可 能 性 及 程度 在 人 脑 中 
的 反映 ,形成 了 面积 的 概念 ,物体 表面 或 平面 图 形 的 
大 小 称 为 面积 .平面 图 形 的 大 小 ,是 从 这 个 平面 图 形 
占有 空间 的 范围 大 小 的 比较 中 产生 的 ,因此 表示 平 
面 图 形 大 小 的 数量 也 是 在 比较 中 产生 的 . 常 选 定 一 
个 正方 形 作 为 与 平面 图 形 比 较 的 标准 ,并 规定 该 正 
方形 的 面积 为 1, 称 为 单位 正方 形 . 一 个 平面 图 形 与 
单位 正方 形 相 比较 后 所 得 的 量 数 就 是 该 平面 图 形 的 
面积 (参见 本 卷 《 平 面 几 何 ) 同 名 条 ). 

面积 单位 (area unit) 计算 面积 的 标准 量 . d 
为 测定 平面 图 形 的 面积 所 选 定 的 标准 面积 (参见 本 
卷 《 平 面 几 何 ) 同 名 条 ). 国际 单位 制 (SI ) 和 中 国 曾 用 
市 制 面 积 单 位 制 列 表 如 下 : 

SI 面积 单位 表 


单位 名 称 单位 符号 对 基本 单位 的 比 


平方 毫米 1/1000000 平 方 米 


平方 厘米 1/10000 平方 米 

平方 分 米 1/100 平 方 米 

平方 米 基本 单位 
EFTA) 1000000 平方 米 


其 中 主 单位 平方 米 是 由 SI 基本 单位 米 导 出 的 , 即 边 
长 为 1 米 的 正方 形 所 占 平 面 的 大 小 .另外 ,公顷 也 是 
可 与 SI 单位 并 用 的 中 国法 定 的 面积 单位 ,公顷 的 国 
际 符号 是 ha, 按 规定 lha°=10000m’. 


市 制 面积 单位 表 


1/10000 平方 尺 
1/100 FAR 
主 单位 


100 FAR 
10000 FAR 
6000 平方 尺 
600000 平方 尺 
2250000 平方 尺 


市 制 按 规定 已 停止 使 用 (参见 “市 制 ”). 
地 积 (measure of land) 一 种 面积 名 称 . 指 土 
地 表面 的 面积 . 在 测定 地 积 时 , 常 选 定 一 个 正方 形 的 


面积 作为 测定 的 标准 ,这 个 标准 面积 , 称 为 地 积 
位 . 地 积 单位 就 是 面积 单位 (参见 “面积 单位 ”). 

体积 (volume) 计量 中 的 基本 概念 之 一 . 指 物 
体 所 占 空间 的 大 小 及 程度 . 空间 在 三 个 不 共 面 的 方 
向 上 同时 延展 的 可 能 性 在 人 脑 中 的 反映 ,形成 了 体 
积 的 概念 . 图 形 占有 空间 范围 的 大 小 ,是 用 两 个 空间 
立体 图 形 的 比较 而 产生 的 ,表示 空间 图 形 所 占 空间 
范围 的 大 小 的 数量 也 是 从 比较 中 得 来 的 . 通常 选 定 
一 个 立方 体 , 并 规定 该 立方 体 的 体积 为 1, 作 为 比较 
的 标准 , 称 为 单位 立方 体 . 一 个 空间 图 形 与 单位 立方 
体 相 比较 后 所 得 的 量 数 , 就 是 该 空间 图 形 的 体积 ( 参 
见 本 卷 4 立 体 几 何 》 同 名 条 ). 

体积 单位 (volume unit) 计算 体积 的 标准 量 . 
指 测定 空间 立体 图 形 的 体积 所 选 定 的 标准 体积 ( 参 
见 本 卷 《4 立体 几何 》 同 名 条 ). 体积 单位 列表 如 下 : 

SI( 或 法 定 ) 体 积 单位 表 


单位 名 称 单位 符号 对 主 单位 的 比 


WH EK mm 10 一 立方 米 


立方 厘米 1/1000000 立方 米 
立方 分 米 1/1000 立方 米 
立方 米 基本 单位 


xi TOR 10 立方 米 
另外 , 升 也 是 可 与 国际 单位 制 (SD 单位 并 用 的 
中 国法 定 体积 单位 , 升 的 符号 是 1 和 L,1964 年 , 国 
际 计量 大 会 宣布 ,! 可 以 作为 立方 分 米 dm 的 专门 
名 称 , 并 建议 在 高 精度 时 不 要 使 用 升 . 1 升 的 大 小 和 
中 国 曾 用 的 市 制 容积 单位 中 的 1 升 是 完全 一 样 的 
(参见 “容积 单位 ”). 
市 制 体积 单位 表 


对 主 单位 的 比 


1/1000 立方 尺 


单位 名 称 
立方 十 
VAR 
WAL 


主 单位 
1000 WAR 


市 制 按 规定 已 停止 使 用 (参见 “市 制 ”). 

速度 (velocity) 计量 中 的 基本 概念 之 一 . 指 表 
述 物体 运动 的 方向 和 位 置 变化 快慢 程度 的 一 种 疝 
量 . 物体 从 某 时 刻 起 运动 所 产生 的 位 移 AS 和 所 经 
历时 间 Ac 的 比 , 称 为 这 段 时 间 内 的 平均 速度 . 当 At 
趋 于 零 时 ,平均 速度 的 极限 称 为 该 时 刻 的 瞬时 速度 . 
算术 中 常 限 于 讨论 物体 的 匀速 直线 运动 (或 匀速 图 
周 运动 ), 所 指 的 速度 为 平均 速度 , 同 各 时 刻 的 瞬时 
速度 等 值 . 

平均 速度 (average velocity) 见 “ 速 度 ” 

瞬时 速度 (instantaneous velocity) WAJE”. 

速度 单位 (velocity unit) 计算 速度 的 标准 量 . 
指 位 移 单 位 与 时 间 单 位 的 一 种 合成 单位 . 表示 运动 


物体 在 单位 时 间 内 所 经 历 的 位 移 . 常用 的 速度 单位 
列表 如 下 : 
与 SI 相应 的 速度 单位 表 


1000 


1 OK /B — STO [B — OK / BB 


1000 
60 


1 千 米 /时 一 站 千 米 /分 


1 千 米 /时 二 汪汪 米 / 分 二 16 TX 


oe os SE i po eh 


另外 , 节 也 是 可 与 国际 单位 制 (SI) 单 位 并 用 的 
中 国法 定 速度 单位 , 节 的 符号 用 kn 表示 . 按 规定 ,1 
节 二 1 海里 每 小 时 ,但 只 限 用 于 航行 . 

人 次 (man-time) 一 种 复合 单位 名 词 . 参加 工 
作 的 人 数 和 每 人 工作 次 数 的 复合 词 . 如 10 人 做 事 ， 
每 人 做 4 次 , 称 为 40 AR. 

Aft (man-hour) 一 种 复合 单位 名 词 . 代表 一 
个 人 工作 一 小 时 的 计量 单位 . 

吨公里 (ton-kilometer) 一 种 复合 单位 名 词 . 
指 质 量 和 里 程 的 复合 单位 . 常用 于 计量 车 辆 对 货物 
的 运 量 与 运 距 ,以 便于 对 运费 的 核算 . 如 载重 4 吨 的 
货车 行驶 30 公里 , 束 称 这 辆 货车 完成 运载 量 120 m 
AB. 

Wi(ton) 亦 称 公吨 , 密 里 埃 , 吨 尼 奥 . 一 种 质量 
单位 . 1 吨 等 于 1000 F,R 2204. 62 磅 质量 . 在 
核子 物理 学 中 ,以 一 吨 化 学 炸药 爆炸 时 所 释放 的 能 
量 作 为 能 量 单位 亦 称 为 吨 ,( 按 1000 焦耳 每 克 计 
算 ) 等 于 4. 18X 10? 焦耳 . 主要 用 来 表示 核 爆 炸 所 释 
放 的 能 量 . 

货币 (money) 计量 中 的 基本 概念 之 一 . 指 商 
品 中 分 离 出 来 的 固定 的 充当 一 般 等 价 品 的 商品 . THE 
界 历 史上 曾 有 过 多 种 商品 充当 货币 . 最 后 逐渐 固定 
在 两 种 贵金属 黄金 和 日 银 上 . 充当 货币 的 金 银 的 价 
值 有 二 重 性 ,一 是 它 的 自我 价值 , 另 一 是 各 国法 定 的 
作为 一 般 等 价 物 的 使 用 价值 .货币 在 社会 经 济 生活 
中 具有 价值 尺度 .流通 手段 .贮藏 手段、 支付 手段 和 
世界 货币 五 种 职能 . 货币 最 初 是 铸造 的 硬币, 低 值 的 
硬币 也 有 用 铜 、 镍 、 铝 等 金属 铸造 的 . 随 历 史 的 发 展 
又 出 现 纸 币 , 中 国 是 较 早 使 用 纸币 的 国家 ,公元 11 
世纪 , 宋 、 金 曾 发 行 过 的 交 了 于 、 会 于 就 是 一 种 纸币 ， 
元 、 明 、 清 三 代 发 行 的 宝 钞 也 是 纸币 . 现在 世界 各 国 
的 货币 基本 上 是 以 纸币 为 主 , 一 般 由 国家 统一 印 制 
发 行 ,其 上 印 有 货币 单位 的 固定 的 面额 .各国 货币 有 
不 同 的 法 定单 位 和 进 率 . 
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货币 单位 (money unit) 计算 货币 的 标准 量 . 
指 货币 计 值 的 单位 . 世界 各 国有 不 同 的 法 定货 币 单 
位 和 名 称 , 中 国 以 圆 为 基本 单位 , 圆 以 下 的 单位 有 角 
和 分 ,其 进 率 是 1 圆 王 10 8.14810 分 . 各 国 的 货 
币 之 间 有 随 经 济 状况 的 变化 而 变动 的 换算 率 一 一 汇 

利息 (interest) 计量 中 的 基本 概念 之 一 . aA 
款 人 向 贷款 人 或 银行 向 存款 人 文 付 的 本 金 以 外 的 那 
一 部 分 报酬 . 中 国 现在 通行 的 是 只 按 本 金 、 利 率 和 时 
间 计 算 利息 的 办 法 ,计算 公式 是 ， 

利息 王 本 金 义 利率 X 时 间 . 
例如 , 存 人 银行 三 年 定期 储蓄 1000 元 ,年 利率 6%， 
到 期 应 得 利息 是 
1000X6% Xx3==180( 元 )， 
这 种 利 悬 称 为 单 利 . 男 一 种 计算 利息 的 办 法 是 经 过 
一 定时 期 ,将 所 得 到 利息 并 入 本 金 再 计算 利息 , 逐 期 
深 算 , 利 上 加 利 , 这 种 利息 称 为 复 利 . 计算 公式 是 : 
本 利和 = 本 金 X 十 利率 )”， 
这 里 是 所 经 过 的 时 期 数 ( 即 到 期 时 间 ), 上 面 的 例 
TRATA ,到 期 本 利和 是 
1000 (14-626) 21191. 02( 元 )， 

即 利息 是 191. 02 元 . 

单 利 (simple interest) 见 “ 利 息 ”. 

复 利 (compound interest) 见 “ 利 县” 

时 间 单 位 (time unit) 测定 时 间 的 标准 量 . 常 
用 的 时 间 单 位 有 秒 、 分 、 刻 .时 、 日 .月 年. 年代、 世纪 
Se. 男 外 还 有 周 、 旬 等 也 是 时 间 单 位 . 其 中 秒 是 时 间 
的 基本 单位 , 即 铭 - 133 原子 基态 的 两 个 超 精细 能 
之 间 跃 迁 所 对 应 的 辐射 的 9192631770 个 周期 的 持 
续 时 间 . 时 间 单 位 的 进 率 如 下 表 : 

时 间 单 位 与 进 率 


秒 s 


1 4r—60 # 
1 A) =15 分 
1 Bf —4 Z]=60 分 
1K=24 时 


28 天 
oe 


(平年 的 2 月 ) 
(图 年 的 2 月 ) 
30 天 (小 月 ) 
31 天 (大 月 ) 


158]—10 X 
1 周 =7 天 
365 天 


1 年 =12 月 一 [0 天 


1 ER —10 年 
1 H% —100 年 


(平年 ) 
(HE) 


比 及 比例 


bk (ratio) 亦 称 单 比 . 算术 术语 . 比较 两 个 同类 
量 之 间 的 一 种 倍数 关系 , 称 为 这 两 个 同类 量 的 比 .在 
单位 相同 时 ,两 个 量 的 比 可 以 用 表示 这 两 个 量 的 数 
的 比 来 代替 . 在 实际 中 ,只 有 同类 量 , 且 取 同 单位 , 才 
能 相 比 . 两 个 量 相 比 得 到 的 倍数 , 称 为 比值 . 两 个 数 
相 比 ,也 可 以 说 成 是 两 个 数 相 除 .a 与 2 的 比 , 记 为 
a : b3X a/b, ETE a 比 5, 符 号 ”:“ 称 为 比 号 . 比 号 前 
的 数 a, 称 为 比 的 前 项 , 比 号 后 的 数 5, 称 为 比 的 后 
项 , 比 的 后 项 不 能 是 零 . 比 的 结果 就 是 比值 . 尽管 两 
数 相 比 的 比值 , 相 除 的 商 和 分 数 的 值 是 相同 的 数 ,但 
比 、 除 法 及 分 数 仍 是 有 区 别 的 . 比 是 指 两 个 量 的 倍数 
关系 ,除法 是 一 种 运算 ,分数 是 一 个 数 . 比 的 基本 性 
质 是 : 比 的 前 项 和 后 项 都 扩大 或 缩小 相同 的 倍数 , 比 
值 不 变 . 建立 比 的 严格 理论 是 欧 多 元 索 斯 (Eu- 
doxus,(C)), 他 引入 了 一 个 变量 的 概念 , 它 不 是 整 
数 , 他 认为 整数 是 跳动 的 个 体 ( 即 离散 的 ), 而 量 是 指 
线段 . 角 、 面 积 、 时 间 等 可 以 连续 变动 的 东西 ,他 用 量 
这 个 概念 建立 了 比 和 比例 的 理论 . 这 样 束 把 有 公 度 
比 和 无 公 度 比 ( 比 值 为 无 理 数 ) 都 包括 进去 了 . 欧 几 
里 得 (Euclid 久 几何 原本 》 中 的 第 五 卷 4 比 例 论 》 被 
认为 是 根据 欧 多 克 索 斯 的 成 果 而 编写 的 ,也 是 欧 几 
里 得 几何 的 成 就 之 一 . 

S EE (simple ratio) Bp" Er". 

CEE AY) Bj Ii (antecedent Cof ratio)) J“ Ek”. 

CEE RD GM (consequent Cof ratio)) Ji“ tk”. 

比 的 基本 性 质 (basic property of ratio) W 
EE SS 

LES (sign of ratio) 一 种 数学 符号 . 指 用 以 表 
示 两 个 同类 量 之 间 的 一 种 倍数 关系 的 数学 符号 . 比 
号 ”: ”是 17 世纪 莱 布 尼 茨 (Leibniz,G. W. ) 提 出 
的 ,1760 年 , 克 莱 罗 (Clairaut,A.-C. ) 出 版 的 书 中 使 
用 了 这 种 符号 , 才 了 予以 推广 使 用 至 今 ( 参 见 “ 比 ”). 

比值 (value of ratio) 算术 术语 . 指 比 的 前 项 
除 以 比 的 后 项 所 得 的 商 , 是 一 个 确定 的 数 . 比值 也 可 
以 用 分 数 形 式 表示 .例如 5 : 10 的 比值 是 0. 5, 也 可 
说 5: 10 的 比值 是 1/2, 即 5 : 10=0.5=1/2. 比值 
大 于 1 的 称 为 优 比 ,比值 小 于 1 的 称 为 劣 比 . 

优 比 (ratio of greater inequality) Ji“ EC (RE. 

# bk (ratio of less inequality) W“ HER”. 

正比 (direct ratio) 比 的 一 种 形式 .两 个 互相 
关联 的 量 或 数 , 其 中 一 个 变化 另 一 个 也 随 之 变化 , 且 
它们 的 比值 在 变化 前 后 始终 相同 ,这 样 的 两 个 量 或 
数 称 为 成 正比 . 对 于 两 数 a 和 2 来 说 ,其 正比 直接 记 
H a:b. 


E bk Cinverse ratio) 


比 的 一 种 形式 . 大 第 一 个 


比 的 前 项 用 作 第 二 个 比 的 后 项 ,第 一 个 比 的 后 项 用 

作 第 二 个 比 的 前 项 , 则 第 二 个 比 称 为 第 一 个 比 的 反 

比 . 对 于 一 个 比 a :2 来 说 , 它 的 前 后 项 的 倒数 的 比 
1.1 


a b’ 
就 是 a :5 的 反比 .所 以 说 , 互 为 反比 的 两 个 比 的 比 
值 互 为 倒数 . 前 项 为 零 的 比 没有 反比 . 

最 简 比 (simplest ratio) 比 的 一 种 简化 形式 . 
指 前 项 与 后 项 是 互 质 的 整数 的 比 . 把 一 个 非 最 简 比 
化 为 最 简 比 的 方法 是 : 

1. 整数 比 . 当 比 的 前 项 与 后 项 不 互 质 时 ,可 以 用 
前 项 和 后 项 的 最 大 公约 数 去 约 简 . 

2. 小 数 比 . 当 比 的 前 项 与 后 项 中 有 一 项 是 小 数 ， 
或 两 项 都 是 小 数 时 ,用 同一 个 10 WEA € Rit] A 7c 
项 ,把 原 小 数 比 化 为 整数 比 ,然后 按 整 数 比 化 简 . 

3. 分 数 比 . 当 比 的 前 项 与 后 项 中 有 一 项 是 分 数 
时 ,用 该 分 母 去 乘 前 项 和 后 项 ,化 为 整数 比 ; 若 比 的 
前 项 与 后 项 都 是 分 数 , 则 用 前 项 和 后 项 分 母 的 最 小 
公 倍 数 去 乘 前 项 和 后 项 ,化 为 整数 比 ,然后 按 整数 比 
进行 化 简 . 

连 比 (continued ratio) 比 的 一 种 形式 . 三 个 或 
三 个 以 上 的 量 ( 或 数 ) 组 成 的 比 称 为 连 比 . 如 果 a 与 
b 的 比 是 A : B,b 与 ^ 的 比 是 B: C, iB A a b.c 的 
连 比 记 为 4 : B : C, 并 且 对 于 任意 一 个 非 零 数 & 
有 :kA :kB :kC=A:B:C. 这 个 概念 可 以 推广 到 
更 多 的 同类 量 的 连 比 . 把 两 个 比 化 为 连 比 的 方法 ,是 
使 第 一 个 比 的 后 项 等 于 第 二 个 比 的 前 项 . 例如 
a :6 二 7:5,0:c 一 6:1, 要 写成 a,b,c 的 连 比 , 方 
法 是 : 先 把 两 个 比 里 关于 2 的 两 个 数 5.6 化 成 相同 
的 30. 根据 比 的 基本 性 质 ,第 一 个 比 的 前 项 也 要 乘 
以 6, 第 二 个 比 里 的 后 项 也 要 乘 以 5, 最 后 得 到 连 比 
a : b: c=42 :30:5. 比 可 以 看 做 比 的 前 项 除 以 比 
的 后 项 ,但 连 比 中 的 ”: ”不 能 用 ”一 ”代替 ,不 能 把 连 
比 看 做 连 除 . 

比例 (proportion〉 算术 术语 . 指 四 个 数 ( 或 四 
个 量 ) 之 间 的 一 种 关系 式 . 如 果 两 个 数 ( 或 量 ) 的 比 ， 
等 于 男 外 两 个 数 ( 或 量 ) 的 比 , 则 称 这 四 个 数 ( 或 量 ) 
成 比例 .例如 a :6=c : dK a/b=c/d) MR a.b. 
cod 成 比例 . RF at 0=c : d Ma/b=c/d 称 为 比例 
式 .a,b,c,d 依次 称 为 第 一 、 第 二 、 第 三 和 第 四 比例 
项 ,a 5 d 称 为 比例 的 外 项 ,6 5j c 称 为 比例 的 内 项 . 
比例 的 基本 性 质 是 :两 个 外 项 的 积 等 于 两 个 内 项 的 
积 . 即 在 比例 式 中 ,如 果 a :2=c :dd 那么 cd 一 2c. 
反 过 来 也 成 立 :如 果 ad=bc, ABA a : b=c: d. 

中 国 早 在 《 九 章 算 术 》 中 就 有 关于 比例 问题 的 记 
载 , 称 为 今 有 术 . 它 的 方法 是 利用 已 知 的 所 有 数 、 所 
有 率 和 所 求 率 求 出 所 求 数 . 它们 之 间 的 关系 是 所 求 
数 二 (所 有 数 X 所 求 率 ) 二 所 有 率 . 印度 在 7 世纪 时 


比 及 Ww f» 


也 有 类 似 的 关系 式 , 并 称 为 三 率 法 . 传人 欧洲 后 , 称 
为 三 数 法 则 ,或 称 黄金 法 则 . 在 中 国 , 今 有 术 一 词 一 
直 沿 用 到 清 代 , 由 吴 嘉 善 著 , 丁 取 忠 校 的 ( 白 芙 堂 算 
学 从 书 》(1887 年 ) 中 阐述 今 有 术 说 :“ 所 有 率 ,所 求 
率 者 , 举 以 为 例 之 两 数 也 …… 唯 此 两 率 者 ,为 例 已 
定 , 故 今 所 设 之 数 可 比照 以 求 ,所 以 亦 名 比例 式 也 .” 
比例 一 词 因 此 引入 . 

内 项 (internal term) W“ EKA”. 

外 项 (extreme term) Jl“ Ep tj”. 

第 四 比例 项 (fourth proportional term) W 
“比例 ” 

正比 例 (direct proportion) 比例 的 形式 之 一 . 
指 两 数 的 正比 等 于 另 两 数 的 正比 所 成 的 比例 式 ， 

反比 例 (inverse proportion) 比例 的 形式 之 
—. 指 两 数 的 正比 等 于 另 两 数 的 反比 所 成 的 比例 式 ， 

比例 中 项 (proportional mean) 一 种 特殊 的 比 
例 项 .成 比例 的 四 个 量 ( 包 括 数 或 线段 ), 如 果 两 个 内 
项 相等 , 即 比 例 式 为 a : b=b : c, 则 内 项 6 称 为 外 项 
a Alc 的 比例 中 项 .这 时 a,b,c 成 为 等 比 数列 或 几何 
数列 ,所 以 比例 中 项 亦 称 为 等 比 中 项 或 几何 中 项 . 

更 比 定 理 (theorem of proportion by alterna- 
tion) 比例 的 一 种 恒 等 变形 . 即 在 任 一 比例 式 中 ， 
更 换 两 内 项 (或 两 外 项 ) 的 位 置 后 ,比例 式 仍 成 立 . 


si-ioi-laf-i 
I tk xe #2 (theorem of proportion by inversion) 
比例 的 一 种 恒 等 变形 . 即 在 任何 比例 式 中 ,把 两 个 比 
的 前 项 和 后 项 同时 交换 后 的 比例 式 仍然 成 立 . 
== — m m^. - do 
b d a C 
诱导 比例 (Cinduced proportion) 比例 的 一 种 
恒 等 变形 . 对 于 一 个 已 知 比 例 的 一 些 项 施行 车 于 运 
算 而 得 出 一 些 新 比例 , 称 为 已 知 比例 的 诱导 比例 . 从 
已 知 比 例 a/b=c/d 可 得 下 列 诱导 比例 : 
1. 第 一 个 比 的 两 项 之 和 (或 差 ) 比 其 后 项 ,等 于 
第 二 个 比 的 两 项 之 和 (或 差 ) 比 其 后 项 , 即 
atb_cid 
b u^ 
2. 第 一 个 比 的 两 项 之 和 (或 差 ) 比 其 前 项 ,等 于 
第 二 个 比 的 两 项 之 和 (或 差 ) 比 其 前 项 , 即 
atb ctd 


a C 


3. 第 一 个 比 的 两 项 之 和 比 它 们 的 差 ,等 于 第 二 
个 比 的 两 项 之 和 比 它们 的 差 , 这 称 为 合 分 比 定理 , 即 
mn ee 
a—b c--d 
4. 从 上 述 性 质 1.2 和 3 再 利用 更 比 定理 和 反比 
定理 , 尚 可 得 出 下 列 诱导 比例 : 
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acc b+d 
a—c b—d 
5 EE EH (theorem of proportion by addition 
见 “ 诱 导 比 例 ” 
等 比 定理 (theorem of ratio of equality) 若干 
个 等 比 的 恒 等 变 形 . 指 若干 个 相等 的 比 的 所 有 前 项 
之 和 与 所 有 后 项 之 和 的 比 , 等 于 这 些 相等 的 比 中 任 


and subtraction) 


a, a» a 
a ls 
则 


ma, +m,a, 十 … + m,a, a; 


rib d 507 spot E IA b; 


(1 I 925599, 9)5 


pu 


meai tma, t Fma, a 


va ee TE 
C= 1$25*39 

n Æ EE (n-prower ratio) 一 种 特殊 的 比 . 以 一 
^ EC RI Bj ar LY n TR REF AY EE PA RY n R 
比 . FeAl oa’: b PRA a? b AZRE, a? : DP 称 为 
a3 b B —3E E. -—MA a : b BS n Se EE de a”: on. fil 
如 2:3 的 二 乘 比 是 4: 9, 三 乘 比 是 8 : 27. 

= pk (2-prower ratio) Jl“n RH”. 

= FE tk (3-prower ratio) — D," FELL”. 

解 比例 (Csolving proportion) 计算 比例 的 过 
程 . 指 根据 比例 的 基本 性 质 , 求 比例 中 的 未 知 项 的 过 
程 . 解 比 例 的 方法 ,在 中 国 古 算 书 4 九 章 算 术 》 中 被 称 
AS AR ,所 记载 的 算法 是 ”以 所 有 数 乘 所 求 率 为 
实 , 以 所 有 率 为 法 , 实 如 法 而 一 . "写成 公式 , 即 

所 求 数 二 PLAX 所 求 率 


所 有 率 
复 比 lcompound ratio) 一 种 特殊 的 比 . 把 两 
个 或 两 个 以 上 单 比 的 前 项 的 连 乘积 作 前 项 ,后 项 的 
连 乘 积 作 后 项 所 成 的 新 比 , 称 为 这 两 个 或 两 个 以 上 
单 比 的 复 比 . 复 比 的 比值 等 于 组 成 它 的 各 个 单 比比 
值 的 连 乘积 . 
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配 分 比例 (distributive proportion) 一 种 比例 
法 . 它 是 把 已 知 量 按 给 定 的 比分 为 若干 份 的 方法 . 列 
比例 式 时 ,以 给 定 比 的 前 后 项 之 和 为 第 一 项 ,所 分 各 
份 的 比 为 第 二 项 ,全 量 为 第 三 项 ,所 求 的 分 量 为 第 四 
项 , 解 这 些 比 例 式 ,就 可 以 求 出 各 分 量 的 数 . 如 果 份 
数 多 于 2 而 给 定 的 比 不 是 连 比 , 先 化 成 连 比 , 再 按 上 
面 的 方法 求 出 答 数 . 

连锁 比例 (chain proportion) 比例 问题 的 一 
种 类 型 . 先 看 下 例 ; 当 人 步行 2 TRA. BEG 12 F 
米 ; 马 车 行 9 于 米 时 ,汽车 行 22.5 TOR. HIE f 
645 于 米 时 ,人 步行 几 于 米 ? 用 连锁 比例 解 题 的 方 
法 ,是 先 列 出 各 量 的 连锁 关系 图 : 


人 行 2 千 米 DEITA 
马车 9 千 米 汽车 22. 5 千 米 
汽车 645 千 米 人 行 z 千 米 


图 中 横行 表示 等 值 量 , 斜 线 表 示 同 类 量 .用 z 表示 
所 求 的 未 知 量 .与 同 列 的 数 相 乘 为 分 母 , 邦 一 列 
的 数 相 乘 为 分 子 , 就 得 到 z 的 值 


2X9X645 _ 
T= IN ODE. == GE 


答案 是 汽车 行驶 645 千 米 时 ,人 可 步行 43 TX. 用 
连锁 比例 解 题 时 ,可 以 省 去 求 各 种 量 的 连 比 ,但 须 注 
意 同 类 量 ,还 须 是 同 单位 ， 

混合 比例 (mixed proportion) 比例 问题 的 一 
种 类 型 .关于 同类 事物 的 品质 与 价格 或 数量 各 不 相 
同 的 多 种 原 物 混合 后 ,确定 其 混合 价 或 混合 比 的 计 
算 方法 , 称 为 混合 比例 . 混合 比例 问题 有 两 类 : 

1. 已 知 同 类 而 单价 和 数量 各 不 相同 的 原 物 混合 

2. 已 知 各 原 物 的 单价 及 混合 物 的 平均 价 , 求 混 
合 物 的 分 量 或 求 混 合 比 . 

比例 尺 (scale) 计算 比例 的 一 种 方法 或 工具 ， 
图 纸 上 的 长 度 与 它 表 示 的 实际 长 度 之 比 , 称 为 比例 
尺 ,一 般 有 : 

1. 缩小 比例 尺 . 即 前 项 是 1 的 比例 尺 , 例 如 
1: 5000, 表 示 图 上 踊 离 是 实际 距离 的 五 于 分 之 一 . 

2. MAAR. 即 后 项 是 1 的 比例 尺 , 例 如 
300 : 1, 表 示 图 上 距离 是 实际 距离 的 300 fi. 

3. 线段 比例 尺 . 即 图 上 附 有 一 条 注 有 数字 刻度 
的 线段 ,表示 图 上 距离 和 实际 距离 的 比 . 例如 下 图 表 
示 图 上 1 厘米 的 距离 ,相当 于 实际 距离 50 千 米 . 

0 50 100 150 200 
TOK 

4. 分 数 比 例 尺 . 用 分 数 形式 表示 的 比例 尺 ,例如 
1/3000000, 它 表示 图 上 1 厘米 相当 于 实际 距离 30 
TX. 有 一 种 绘图 工具 ,也 叫 比例 尺 .一 般 作 成 三 核 


柱 形 ,三 个 侧面 上 刻 有 六 行 不 同比 例 的 刻度 (如 图 ). 


应 用 问题 


应 用 问题 (application problem) 简称 应 用 题 ， 
或 称 文字 题 . 一 类 最 基本 、 最 常见 的 算术 问题 . 指 生 
产 或 生活 中 有 实际 意义 的 量 之 间 的 数量 关系 问题 . 
数 及 数 之 间 的 关系 及 运算 ,本 是 人 类 在 认识 事物 过 
程 中 逐步 抽象 而 获知 的 . 反之 , 亦 可 把 四 则 运算 式 及 
其 中 的 数 , 解 释 成 生活 或 生产 中 的 具有 实际 意义 的 
量 及 量 之 间 的 关系 ,其 中 包含 已 知 量 和 未 知 量 , 未 知 
量 亦 称 所 求 量 . 这 样 做 可 以 熟练 和 巩固 数量 之 间 的 
基本 概念 和 基本 运算 ,为 数学 联系 实际 黄征 基础 . 由 
于 问题 的 内 容 所 涉及 的 量 都 是 生活 或 生产 中 的 量 ， 
所 以 具有 相互 关联 和 制约 的 作用 ,又 由 于 很 多 用 文 
^F AUR B E. HEUS HZ LEAL IR DURER T VE 
实际 中 的 诸多 因素 ,而 且 把 给 出 的 量 也 都 子 以 理想 
化 ,因此 ,应 用 题 具有 一 定 的 抽象 意义 ,也 就 增加 了 
解 题 的 难度 ,对 训练 人 的 抽象 思维 和 人 逻辑 思维 都 有 

文字 题 (application problem) 即 “ 应 用 题 ” 

应 用 题 中 的 数量 关系 (quantity relation in ap- 
plication problems) 算术 术语 , 指 应 用 题 中 数量 之 
间 的 联系 方式 . 一道 应 用 题 中 所 涉及 的 数量 ,都 有 两 
种 关系 ,理解 并 掌握 这 两 种 关系 是 解 文字 题 的 必要 
NE. 

一 种 是 互相 联系 的 数量 关系 .下 面 举 出 和 常见 党 
用 的 有 :距离 = 速度 X 时 间 ; 工 作 总 量 == 工 作 效 率 X 
时 间 ; 顺 .逆水 速 三 船 速 土 水 速 ;总 价 王 单价 X 数 量 ; 
溶质 二 溶液 X 浓 度 ; 增 产量 == 原 产量 X 增 长 率 ;总 产 
量 王 亩 产量 义 亩 数 ;利息 = 本 金 义 利率 ;质量 = 体积 
X 密度 等 . 

另 一 种 是 把 文字 题 中 的 量 , 根 据 要 求 来 组 成 的 
等 量 关 系 . 不 论 是 数量 关系 式 , 或 者 是 等 量 关 系 式 ， 
都 无 非 是 数量 之 间 的 和 , 差 、 倍 .分 及 它们 的 复合 ,也 
可 以 归结 为 四 则 运算 及 其 复合 . 

应 用 题解 法 (solving method of application 
problems) 解 应 用 题 的 基本 法 则 . 通常 有 算术 解法 
与 代数 解法 之 分 .算术 解法 是 通过 数量 关系 把 所 求 
量 用 已 知 量 组 成 的 量 之 间 的 运算 表示 出 来 , 较 复 杂 
的 问题 , 则 是 其 中 的 每 一 个 量 又 是 两 个 量 之 间 的 关 
系 所 表示 的 , 即 多 层次 之 间 的 运算 关系 . 代数 解法 则 
是 把 已 知 量 与 所 求 的 未 知 量 合 在 一 起 考虑 ,作为 参 
与 运算 的 量 , 省 去 了 寻求 已 知 量 表示 未 知 量 的 复杂 
过 程 . 通过 等 量 关 系列 出 方程 求解 ,而 且 可 以 把 算术 


解法 中 的 多 层次 的 运算 式 , 分 成 几 个 简单 的 方程 组 
成 方程 组 ,这 就 是 代数 解法 较 算术 解法 较 容 易 之 处 . 

应 用 题 验算 (checking computations of applica- 
tion problems) 指 检查 解 应 用 题 的 过 程 和 结果 是 
否 正 确 的 方法 . 解 出 应 用 题 的 答 数 ,必须 进行 复核 和 
验算 ,因为 列 出 算式 与 演算 过 程 这 两 个 步骤 ,都 有 可 
能 出 现 错误 ,即使 运算 无 误 , 也 不 一 定 符合 文字 题 的 
条 件 . 例如 ,在 求 动物 头 数 题目 中 ,得 出 的 答案 不 能 
是 分 数 , 更 不 能 是 负数 . 

典型 应 用 题 (canonical application problem) 
用 特殊 的 算术 解法 求解 的 复合 应 用 题 . 根据 应 用 题 
的 结构 形式 及 其 数量 关系 有 某 些 共同 特点 ,因而 有 
固定 解法 的 复合 应 用 题 , 称 为 典型 应 用 题 . 常见 典型 
应 用 题 的 分 类 如 下 : 

1. 按 问 题 内 容 划 分 有 :行程 .植树 、 年 龄 等 问题 . 

2. 按 解答 方法 划分 有 : 归 一 、. 倍 比 . 还 原 . 置换 
OS $8 [8] 28) .比例 分 配 等 . 

3. RC AWRINA: ME ME ERAGE 
问题 . 

和 差 问 题 (sum-difference problem) 典型 应 
用 题 之 一 .已 知 两 个 量 的 和 与 差 , 求 这 两 个 量 的 应 用 
题 , 称 为 和 差 问题 . 计算 方法 为 : 

(和 十 差 ) 二 2 一 大 数 ; 

(和 一 差 ) 二 2 一 小 数 ， 
这 是 两 个 最 简单 , 却 很 有 用 的 公式 , 它 表 示 了 许多 有 具 
有 有 某 含义 的 应 用 问题 的 数学 结构 . 把 大 、 小 两 数 换 成 
用、 乙 二 人 ,以 及 男女 学 生 或 两 种 物品 ,都 可 以 拟 出 
不 同 的 题目 ,但 它们 的 数学 关系 却 是 一 样 的 . 

4H 4E in] 8E (sum-multiple problem) 典型 应 用 
题 之 一 .已 知 两 个 量 的 和 与 两 个 量 之 间 的 倍数 关系 ， 
求 这 两 个 量 各 是 多 少 的 应 用 题 , 称 为 和 倍 问题 . 其 计 
算 公 式 为 : 

小 数 二 两 数 和 二 (倍数 十 1); 

大 数 二 两 数 和 一 小 数 二 小 数 X 倍数 . 
已 知 几 个 数 的 和 与 这 几 个 数 之 间 的 倍数 关系 , 求 这 
几 个 数 属于 比例 分 配 问题 ,和 倍 问题 是 其 特殊 情况 . 

差 倍 问题 (difference-multiple problem) 典型 
应 用 题 之 一 .已 知 两 个 量 的 差 与 两 个 量 之 间 的 倍数 
关系 , 求 这 两 个 量 各 是 多 少 的 应 用 题 , 称 为 差 倍 问 
题 . 其 计算 公式 为 : 

小 数 王 两 数 差 二 (倍数 一 1); 
KS =) + PARE = BX fi 

行程 问题 route problem) 典型 应 用 题 之 一 . 
由 物体 匀速 运动 中 的 路 程 、 速 度 和 时 间 关 系 组 成 的 
应 用 题 , 称 为 行程 问题 . 它 的 基本 数量 关系 为 : 

路 程 二 速度 XX 时间. 
常见 的 行程 问题 有 多 种 形式 ;如 人 的 步行 、 骑 自行 
车 .汽车 行驶 .火车 行驶 、 河 中 行船 ( 常 称 流水 问题 )、 
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飞机 航空 等 . 其 中 路 程 被 理解 为 通路 ,不 一 定 是 直 
线 . 关于 两 物体 的 运动 ,最 常见 的 有 :两 物体 相 背 运 
动 的 问题 ;两 物体 相向 运动 的 问题 ( 即 相 遇 问 题 ); 两 
个 物体 同 向 运动 的 问题 ( 即 追 及 问题 ) 等 . 其 计算 公 
式 为 : 


1. 相 背 运动 : 

速度 和 XX 时 间 = 二 两 物体 间距 离 . 
2. 相 问 运动 : 

速度 和 xX 相遇 时 间 == 两 物体 运动 前 的 距离 . 
3. 同 向 运动 : 


两 物体 间距 离 二 速度 差 = 追 及 时 间 . 

相遇 问题 (problem of meet by chance) 行程 
问题 的 一 种 类 型 .两 人 (或 车 . 船 ) 同 时 从 两 地 出 发 ， 
相向 而 行 并 且 相 遇 ,在 速度 .距离 和 相遇 时 间 的 三 个 
量 中 ,已 知 任意 两 量 求 第 三 量 , 这 类 行程 问题 癌 称 相 
BHA. 其 计算 公式 为 : 

两 地 距离 二 速度 和 X 相 遇 时 间 ; 
相遇 时 间 王 两 地 距离 二 速度 和 
E HERI — PS LER BS -— EGISSET IRI. 

追 及 问题 (pursuit problem) 行程 问题 的 一 种 
类 型 .两 人 (或 车 . 船 ? 同 时 从 两 地 同 向 而 行 , 速 度 慢 
的 在 前 面 行 ,速度 快 的 在 后 面 追 ,直至 追 上 为 止 .在 
距离 ,时间 和 速度 差 三 个 量 中 ,已 知 任意 两 量 求 第 三 
a AY [Al el BR OA IE ARR. 其 计算 公式 为 : 

iB Ae BR ES = E HE 25 GB AY TRI ; 
jB APY Jh] — 3B Ae BB BS + 3E BE 25; 
3E BE 22 —jB AB Ie ARI. 

流水 问题 (running water problem) 行程 问题 
中 的 一 种 特殊 类 型 . 研究 于 流水 中 行船 的 距离 、 时 
间 、 速 度 ( 水 速 . 船 速 、 顺 水 速 或 逆水 速 ) 三 量 间 的 关 
系 .已 知 两 个 量 求 第 三 个 量 的 问题 , 称 为 流水 问题 . 
其 计算 公式 除 可 用 一 般 行 程 问题 中 的 公式 外 ,还 有 
下 列 计算 公式 : 

顺水 速度 三 船 速 十 水 速 ; 
逆水 速度 王 船 速 一 水 速 ; 
船 速 到 (顺水 速度 十 逆水 速度 ) 一 2; 
水 速 二 (顺水 速度 一 逆水 速度 ) 二 2. 

环行 问题 (circuit problem) 一 种 特殊 路 线 的 
行程 问题 , 指 行驶 路 线 为 环 状 的 行程 问题 .有 以 下 两 
种 情况 : 

1. 同时 同 地 同 向 而 行 , 求 第 一 次 相遇 时 间 , 计 算 
公式 为 :第 一 次 相遇 时 间 王 环 周 长 二 速度 差 ， 

2. 同时 则 地 背 向 而 行 , 求 第 一 次 相遇 时 间 ,计算 
公式 为 :第 一 次 相遇 时 间 王 环 周 长 二 速度 和 . 

平均 问题 (mean problem) 亦 称 平均 数 问题 . 
典型 应 用 题 之 一 . 指 求 两 个 或 两 个 以 上 数 的 平均 数 
的 应 用 题 . 解 这 类 问题 应 先 求 出 几 个 总 数 的 和 ,再 求 
出 份 数 的 和 ,然后 求 得 每 一 份 的 平均 数 , 其 常用 的 数 
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EKRAN: 
平均 数 二 总 数量 二 总 份 数 
总 数量 王 平均 数 X 总 份 数 
还 原 问 题 (pull back problem) 典型 应 用 题 之 
一 . 指 已 知 某 数 经 过 四 则 运算 的 结果 ,要 求 出 某 数 的 
应 用 题 . 解 这 类 问题 应 按 题目 所 述 顺序 的 逆序 ,施行 
所 述 运算 的 逆 运 算 ,就 可 列 出 算式 . 简 言 之 就 是 反 其 
道 而 行 之 就 能 算出 结果 . 
归 一 问题 (normalization problem) 上 典型 应 用 
题 之 一 . 解 题 时 需 先 求 出 一 份 是 多 少 , 再 求 其 结果 ， 
这 类 应 用 题 称 为 归 一 问题 . 可 用 归 一 法 来 解 ,还 可 用 
比例 法 来 解 . 党 分 为 直 进 归 一 问题 和 返回 归 一 问题 
两 类 : 
1. 直 进 归 一 问题 . 解法 特点 是 先 根 据 题 设 已 知 
条 件 求 出 一 份 是 多 少 ,然后 用 乘法 计算 出 最 后 结果 . 
2. 返回 归 一 问题 .解法 特点 是 先 根据 题 设 已 知 
条 件 求 出 一 份 是 多 少 , 然 后 用 除法 计算 出 最 后 结果 . 
A5 [4) (problem about profit and loss) Jf 
BR AS AE |] el. 典型 应 用 题 之 一 . 指 一 定 人 数 平均 分 
一 定数 量 的 物品 ,每 人 分 得 少 则 有 余 , 每 人 分 得 多 则 
不 足 的 应 用 题 . 其 计算 公式 为 : 
(A+ 5) 二 每 人 两 次 所 得 差 = AR; 
WAHR — 每 人 两 次 所 得 差 — 人 数 ; 
两 亏 相 减 二 每 人 两 次 所 得 差 = AGE; 
每 人 所 得 数 X A+ A = 物 数 ; 
每 人 所 得 数 X 人 数 一 vy = 物 数 . 
航 志 问题 最 早 见 于 中 国 的 《 九 章 算 术 》, 后 来 传 到 亚 
细 亚 和 欧洲 ,在 欧洲 代数 学 没有 发 达 以 前 , 曾 广 泛 使 
用 此 法 达 几 百年 之 久 ,直到 1675 年 ,意大利 的 数学 
书 中 还 称 这 方法 为 la regola del cataino( 意 为 中 国 
FUE). (LEER) PAG TA A RR , 书 中 原文 为 ， 
“ 今 有 (人 ) 共 买 物 , 人 出 八 , 盘 三 ;人 出 七 ,不 足 四 ; 问 
人 数 物 价 各 几何 . ”这 段 文 字 译 为 今 文 是 : 几 人 共同 
出 钱 买 东西 ,每 人 出 8 元 则 多 3 元 ,在 每 人 出 7 元 则 
少 4 元 ,求人 数 和 物价 . 
AA E i8) RI (problem about profit and loss) 
Bp ^ Zu y [n] a”. 
x9 $& [8] E (problem about counting numbers of 
fowls and hares) ZR fr fg EDA. 典型 应 用 题 之 
一 :已 知 鸡 免 的 总 头 数 和 总 足 数 , 求 鸡 免 各 多 少 只 的 
应 用 题 . 称 为 鸡 免 问题. 解 鸡 兔 问题 时 , 常 先 假设 总 
头 数 全 部 是 鸡 , 则 出 现 足 数 少 于 总 足 数 ,但 是 ,一 只 
免 的 足 数 比 一 只 鸡 的 足 数 多 2, 用 免 一 只 换 一 只 鸡 ， 
则 多 出 2 只 足 来 ,因此 得 出 下 列 计算 公式 : 
(4 义 头 数 一 足 数 和 ) 二 (4 一 2) 一 鸡 数 ; 
( 足 数 和 一 2X 头 数 ) 二 (4 一 2) 一 免 数 ， 
f& $8 [5] Ei (problem about counting numbers of 
BP“ 35 4 [al RE". 


tortoises and cranes) 


植树 问题 (planting tree problem) 典型 应 用 
题 之 一 . 有 关 植 树 的 范围 . 树 的 棵 数 和 树 与 树 之 间 的 
距离 的 三 个 量 中 ,已 知 任意 两 个 量 求 出 第 三 量 的 问 
题 , 称 为 植树 问题 .植树 问题 可 分 为 三 种 类 型 . 
1. 线 上 植树 ,其 计算 公式 为 : 
间距 二 路 长 二 ( 棵 数 一 1); 
棵 树 王 路 长 二 间距 十 1; 
路 长 = 间距 X( 棵 数 一 1). 
2. 封闭 线 上 植树 ,其 计算 公式 为 : 
|H] EB = BRIS + PROC 
棵 数 = 路 长 二 间距 ; 
MK = [8] BB OX PR. 
3. 面 上 植树 ,其 计算 公式 为 : 
每 棵 占 地 面积 = 总 面积 — TRANG 
RA = 总 面积 二 每 棵 占 地 面积 ; 
总 面积 = 每 棵 占 地 面积 Xx PREM. 
年 龄 问题 (age problem) 典型 应 用 题 之 一 . 指 
与 年 龄 的 计算 相关 的 应 用 题 . 这 类 问题 的 重要 特征 
是 几 年 前 或 几 年 后 ,每 个 人 (或 生物 ) 年 龄 的 减少 或 
增加 是 相同 的 . 
温度 计 问 题 (thermometer problem) JPR Æ 
里 表 问题 . 典型 应 用 题 之 一 . 对 于 同一 温度 , 求 在 不 
同 制 的 温度 计 上 的 度数 之 间 相 互 换算 的 问题 , 称 为 
温度 计 问 题 . 常用 的 计算 公式 为 : 
(F—320x > =C"; 


C'x EP. 


公式 中 的 C" 代 表 摄 氏 温度 计 上 的 度数 ,FE" 代 表 华 氏 
温度 计 上 的 度数 . 1 BEECHE —9/5 华氏 度 ;1 华氏 度 
—5/9 SIC BE. 华氏 冰点 为 32"F, 沸 点 为 212"F, 冰 
点 到 沸点 为 180"F ;摄氏 冰点 为 0"C ,沸点 为 100°C， 
冰点 到 沸点 为 100°C. 

R Z kjg (thermometer problem) 
par 

时 钟 问 题 (problem of clock) 典型 应 用 题 之 
一 . 有 关 钟 、 表 上 的 时 针 与 分 针 之 间 的 关系 的 计算 
题 , 称 为 时 钟 问题 . 解答 时 钟 问题 的 关键 是 明确 :分 
针 在 钟 面 上 走 一 圈 (60 分 ) ,时针 只 走 一 格 (5 分 ), 即 
分 针 走 一 分 ,时 针 走 1/12 分 ,所 以 分 针 每 分 钟 比 时 
针 多 走 1 一 1/12 二 11/12( 分 ). 解 此 类 应 用 题 可 用 追 
及 问题 的 概念 来 理解 . 

时 间 问 题 (time problem) 典型 应 用 题 之 一 . 
计算 某 事物 起 该 的 年 月 日 以 及 经 过 时 间 的 应 用 题 ， 
称 为 时 间 问 题 . 通常 分 三 种 类 型 

1. 已 知 某 事件 开始 和 结束 的 日 期 (或 时 刻 ) , 求 
事件 经 过 的 时 间 . 


Bp“ yi BE 


应 用 问 题 

2. 已 知 某 事 件 开始 的 日 期 (或 时 刻 ) 及 经 过 的 时 
间 , 求 事件 结束 的 日 期 (或 时 刻 ). 

3. 已 知 某 事件 经 过 的 时 间 和 结束 的 日 期 (或 时 
刻 ), 求 事件 开始 的 日 期 (或 时 刻 ). 

解答 时 间 问 题 ,不 要 对 日 期 (或 时 刻 ) 进 行 运算 ， 
必须 把 日 期 或 时 刻 转化 为 时 间 , 然 后 对 时 间 进 行 计 
算 . 时 间 算 出 后 ,其 起 止 日 期 是 否 计 算 进 去 ,应 根据 
实际 需要 而 定 . 由 日 期 改 成 时 间 的 法 则 是 :把 日 期 的 
年 、 月 、 日 的 数 各 减 去 1, 就 得 经 过 的 时 间 数 ;反之 ， 
如 把 经 过 的 年 月、 日 的 数 各 加 上 1, 即 可 得 日 期 的 
^E. H. BH XX. 

Hf FA io) EM (discount problem) 百分数 问题 的 
一 种 . SESE E VI ESTE. BR b OP USC JOE B. 10 分 之 几 称 
为 几 折 或 几 扣 .例如 ,标价 一 元 减 到 九 角 称 为 九 折 或 
九 扣 , 减 到 七 角 伍 分 称 为 七 五 扣 或 七 五 折 , 减 到 五 角 
的 称 为 五 折 或 对 折 . 几 折 几 扣 就 是 把 原价 打 了 几 折 
后 再 打 几 折 , 称 为 原价 的 几 折 几 扣 . 如 七 折 八 扣 , 就 
是 把 原价 打 了 七 折 以 后 再 打 八 折 . 所 以 计算 原价 的 
七 折 八 扣 , 就 是 用 原价 乘 以 70% 以 后 再 乘 以 80%, 
可 见 , 把 原价 七 折 八 扣 等 于 把 原价 打 五 六 折 . 

牛顿 问题 (Newton problem) 典型 应 用 题 之 
一 .牛顿 (Newton,I. ) 曾 经 提出 如 下 算术 问题 :有 一 
片 牧 场 草 地 ,27 KA 6 星期 可 以 吃 完 ,23 头 牛 9 RE 
期 可 以 吃 完 . 如 果 是 21 头 牛 , 问 几 星期 可 以 吃 完 ? 
(假定 牧场 的 草 是 边 吃 边 长 的 ). 像 这 样 一 类 的 应 用 
题 , 被 称 为 牛顿 问题 . 解 这 类 问题 的 关键 是 要 求 出 : 
最 初 的 草 量 和 每 星期 长 出 的 草 量 . 牛顿 问题 亦 名 抽 
水 问题 . 因为 从 水 井 里 抽水 时 ,水 不 断 流 出 来 , 牛 吃 
草 时 草 不 断 长 出 来 ,有 相同 的 概念 ,因此 而 得 名 ， 

抽水 问题 (drawing water problem) BH“ 4 dif 
问题 ” 
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初 等 


初等 代数 (elementary algebra) ” 亦 称 古典 代 
数 . 大 致 相当 于 16 世纪 以 前 的 代数 学 . 它 是 在 算术 
的 基础 上 发 展 起 来 . 算术 研究 数 的 四 则 运算 及 其 应 
用 . 而 在 初等 代数 中 , 数 的 范围 是 逐渐 扩大 的 ,最 初 
只 限于 正 整 数 集 ,实践 的 需要 随即 产生 正 分 数 . 正 整 
数 集 添上 正 分 数组 成 正 有 理 数 系 . 进行 数 的 运算 , 需 
要 有 记 数 法 .古代 大 多 采用 十 进 制 (巴比伦 的 泥 板 算 
书 也 有 采用 60 进 制 的 ) 记 数 法 . 那 时 的 记 数 法 还 不 
是 位 值 制 的 ,现代 用 的 阿拉 人 数字 的 十 进位 值 制 记 
数 法 ,实际 上 最 早 在 印度 出 现 ,可 推 溯 到 公元 6 世 
纪 , 后 传人 阿拉 伯 地 区 . 在 当时 ,数码 的 记 法 又 分 成 
东 阿 拉 伯 与 西 阿拉 伯 两 大 体系 . 西 阿 拉 伯 数码 沿 北 
非 沿 岸 向 西 .再 向 北 传 过 比 利 牛 斯 半岛 ,经 西班牙 再 
传 至 意大利 和 西欧 各 国 , 逐 渐 演变 成 今天 被 广 为 应 
用 的 阿拉 伯 数 字 . 

负数 概念 最 早 见 于 中 国 古 代数 学 名 著 《 九 章 算 
术 》 的 “方程 ? 章 , 即 由 解 方程 的 需要 而 产生 负数 概 
念 ,时 为 公元 1 世纪 ,中 国 古 代 杰 出 数学 家 刘 微 在 
《 九 章 算术 法 》 中 明确 指出 " 今 两 算得 失 相 反 ES IE 
负 以 名 之 , 正 算 赤 、 负 算 黑 ,否则 以 邪 正 为 异 .” 这 对 
正人 负数 给 出 了 科学 的 定义 ,并 规定 了 区 分 正 负 数 的 
具体 表示 方法 . 印度 数学 中 也 有 人 负数 概念 和 正人 负数 
运算 法 则 出 现 , 虽 比 中 国 迟 几 百 年 ,但 对 正 负数 的 乘 
除法 运算 法 则 却 要 比 中 国 早 几 百年 ,印度 数学 中 关 
于 零 的 认识 ,在 数学 史上 也 是 最 早 且 有 独到 之 处 的 . 

正 整 数 系 添 上 负 整 数 与 零 组 成 整数 系 ,在 其 中 ， 
加 法 减法、 乘法 都 可 通行 无 阻 , 它 们 是 三 个 二 元 运 
算 ,而 减法 是 加 法 的 逆 运 算 ;但 除法 不 能 对 任 二 整数 
进行 . 正 有 理 数 系 添上 负 有 理 数 与 零 组 成 有 理 数 系 ， 
在 其 中 ,只 要 不 用 零 作 除数 ,加 、 减 . 乘 、 除 四 则 运算 
皆 可 进行 . 

其 后 , 数 概念 继续 扩充 ,不 完全 由 于 解 方 程 的 需 
要 .无 理 数 的 严格 定义 直到 19 世纪 中 叶 建 立 实数 理 
论 时 随 着 被 给 出 .但 早 在 公元 5 世纪 ,上 古 希 腊 的 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 就 已 发 现 /了 与 1 RIAR, ERB 
法 证 明了 v 2 不 是 有 理 数 ( 凡 有 理 系 数 的 方程 之 根 
都 称 为 代数 数 , 这 自然 包括 了 一 切 有 理 数 . 非 代数 数 
的 无 理 数 称 为 超越 数 . 它们 远 比 代数 数 多 得 多 , 例 
如 ,圆周 率 x 与 自然 对 数 的 底 e 等 ,这 些 概念 不 属 初 
等 代数 范围 ). 

现代 西方 各 种 语言 中 的 “代数 学 ”这 个 词 ,其 来 
源 乃 是 9 世纪 的 阿拉 伯 数 学 家 阿尔 。 花 拉 子 米 (al- 
Khowarizmi, M. ibn M. ) 所 写 的 一 部 数学 论著 《 移 
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项 和 消去 的 科学 ?的 书 名 前 两 个 词 al-jabr 的 拉丁 文 
音译 ,后 来 演变 成 algebra, 这 就 是 拉丁 文 的 “代数 
学 ”16 世纪 以 前 的 代数 学 是 指 用 字母 代表 一 般 的 
数 , 用 以 研究 数 的 关系 、 性 质 和 运算 法 则 的 数学 分 
支 , 到 17 世纪 中 期 ,大 体 上 已 形成 了 现代 的 代数 符 
号 体系 . 法 国 数学 家 韦 达 (Viete,F. ) 对 数学 符号 作 
了 很 多 改进 .用 字母 表 中 前 面 的 字母 (如 aOR 
示 已 知 数 , 而 用 后 面 的 字母 (如 zx,y,z) 表 示 未 知 数 ， 
成 为 现在 习惯 地 用 法 ,使 得 方程 和 代数 恒等式 有 简 
洁 的 表达 式 ,代数 式 本 身 也 成 了 可 以 运算 的 对 象 . 他 
发 现 了 代数 方程 的 根 与 系数 的 关系 ,提出 数字 系数 
高 次 方程 的 近似 解法 (类 似 于 后 之 牛顿 法 ). 

中 国 古 代 《 九 章 算 术 》 的 “ 勾 股 " 章 已 有 一 元 二 次 
方程 的 解法 . 王 孝 通 《 缉 古 算术 》 中 已 给 出 高 次 方程 
近似 根 的 求解 法 . 13 世纪 , 秦 九 韶 也 给 出 高 次 方程 
近似 根 的 求法 . 

在 欧洲 ,16 世纪 ,意大利 数学 家 卡尔 达 诺 (Car- 
dano,G. ) 于 1535 一 1545 之 间 获 得 了 一 般 三 次 方程 
的 代数 解法 ,不 久 , 他 的 学 生 费 拉 里 (Ferrari,L. ) 成 
功 地 获得 一 般 四 次 方程 的 代数 解法 ,都 发 表 在 卡尔 
达 诺 著 的 《大 衍 术 》 里 .但 人 们 寻求 一 般 五 次 方程 的 
根 式 解 的 尝试 均 告 失败 ,直到 19 世纪 中 叶 才 得 出 否 
定 的 解答 . 

初等 代数 可 简称 方程 论 . 作为 一 个 数学 教学 科 
目 , 它 还 研究 解 不 等 式 与 不 等 式 组 ,分 式 和 根 式 的 计 
算 与 变形 .初等 图 数 、 数 列 以 及 排列 `. 组 合 和 二 项 式 
定理 等 . 

古典 代数 (classical algebra) 


数 系 (number system) 数学 的 基本 概念 之 一 . 
顾名思义 , 数 系 是 一 个 代数 系统 , 它 以 数 为 集合 的 元 
素 、 以 数 的 运算 为 运算 (一 个 或 多 个 ,其 逆 运 算 可 有 
可 无 )、 且 以 数 的 大 小 顺序 为 序 ( 不 能 比较 大 小 时 无 
大 小 顺序 ). 例如 

HARRAN, +, ,二 ); 

整数 系 (Z XT. ,二 ); 

有 理 数 系 (Q, 十 ,，。 ,二 ); 

KARAR, H, e<); 

AEGRO...» 

2 BUB EO |@ER}, °°); 

二 次 单位 根系 ({ 一 1,1)},。， ,过 ); 


即 “初等 代数 ” 


四 次 单位 根系 ({ 士 1, 士 V 一 1),。). 

数 系 扩充 原则 (principle of extension of a num- 
ber system) ” 数 系 扩充 的 基本 法 则 . 它 是 在 人 类 认 
识 和 运用 数 的 历史 发 展 过 程 中 ,逐步 形成 的 不断 扩 
大 数 的 范围 的 一 些 基 本 原则 . 这 些 原则 是 : 

1. 从 数 系 4 扩充 到 数 系 B 必须 是 ACB, 即 A 
是 B 的 真子 集 . 

2. 数 系 A 中 定义 了 的 基本 运算 能 扩展 为 数 系 
B 的 运算 , 且 这 些 运算 对 于 BPA 的 元 来 说 与 原来 
A 的 元 间 的 关系 和 运算 相 一 致 . 

3. A 中 不 是 永远 可 行 的 某 种 运算 ,在 B 中 永远 
可 行 ,例如 ,实数 系 扩 充 为 复数 系 后 , 开 方 的 运算 就 
永远 可 行 ,再 如 ,自然 数 系 扩充 为 整数 系 后 ,减法 的 
运算 就 能 施行 等 . 

4. B 是 满足 上 述 条 件 的 惟一 的 最 小 的 扩充 , 例 
如 ,自然 数 系 只 能 扩充 为 整数 系 , 而 不 能 一 下 扩展 为 
实数 系 . 

还 有 一 点 必须 明确 : 数 系 4 的 每 一 次 扩充 ,都 
解决 了 原来 数 系 中 的 某 些 矛盾 , 随 之 应 用 范围 扩大 
了 .但 是 ,每 一 次 扩充 也 失去 原 有 数 系 的 某 些 性 质 ， 
比如 ,实数 系 扩充 到 复数 系 后 ,实数 系 的 顺序 性 质 就 
不 复 存 在 , 即 在 复数 系 中 不 具有 顺序 性 . 数 系 的 扩 
JE ,一 般 采用 两 种 形式 :一 种 是 首先 从 理论 上 构造 一 
个 集合 , 即 通过 定义 等 价 集合 来 建立 新 的 数 系 ,然后 
指出 新 的 数 系 的 一 部 分 集合 是 和 以 前 的 数 系 同 构 
的 ; 另 一 种 扩充 形式 则 是 把 新 元 素 加 到 已 建立 的 数 
系 中 而 扩充 ， 

代数 运算 (algebraic operation) 代数 学 的 基 
本 概念 之 一 . 在 初等 数学 中 ,通常 称 数 的 加 、 减 、 乘 、 
除 , 乘 方 . 开 方 等 六 种 运算 为 代数 运算 . 一 般 地 ,代数 
运算 是 指 某 一 代数 系统 A 里 可 以 通行 无 阻 的 2 GE 
整数 ) 元 运算 ,就 是 从 A 到 4 的 一 个 映射 .这 里 A” 
= ((a,,a5,***,a,)|a; € A i — 1,2,*,n) ,最 常见 的 
fin — 2 的 二 元 运算 . 例如, 有理 数 系 Q 内 加 法 , 减 
法 .乘法 都 是 二 元 运算 ,但 除法 不 是 可 以 通行 无 阻 
的 ,这 是 因为 不 能 用 零 作 除数 ,因此 ,除法 只 能 算 作 
Q 内 的 一 个 部 分 二 元 运算 .在 非 零 有 理 数 系 Q "内 ， 
除法 是 一 个 二 元 运算 , 它 是 乘法 的 逆 运算 .在 自然 数 
AN 里 , 乘 方 是 一 个 二 元 运算 : (zz) 上 一 7 .在 整 
BUR Z 内 , 乘 方 只 是 一 个 部 分 二 元 运算 ,这 是 因为 
0 无 意义 . 给 定 正 整数 & 为 乘 方 次 数 时 ,次 乘 方 
是 N( 或 Z,Q,R,C 等 ) 内 一 个 一 元 运算 :zh>x ,而 
开 次 方 则 是 一 个 部 分 一 元 运算 :x |e VEEN 
内 只 有 完全 平方 数 才 可 以 开平 方 (= 二 2), 只 有 完全 
立方 数 才 可 以 开 立 方 (8 二 3)*……… 而 非 任 一 自然数 的 
平方 根 还 能 是 自然 数 , 亦 非 任 一 自然 数 的 立方 根 还 
能 是 自然 数 . 开平 方 这 个 运算 在 实数 系 R 内 也 只 是 


数 系 


一 个 部 分 一 元 运算 ,这 是 因为 负数 的 平方 根 不 是 实 
XC. 在 复数 系 C 里 ,开平 方 虽 可 通行 无 阻 ,但 开平 方 
的 结果 是 双 值 的 (只 有 和 零 是 例外 ). 适当 限定 辐 角 的 
范围 ,开平 方才 是 C 内 一 个 一 元 运算 . 

加 法 (addition) 一 种 二 元 运算 . 加 法 有 两 种 形 
式 的 定义 : 

1. 数 的 加 法 . 数 的 加 法 是 在 实践 中 逐渐 抽象 出 
来 的 ,并 随 着 数 系 的 扩大 而 确定 加 法 的 意义 . 它 的 严 
格 的 科学 定义 是 数学 发 展 到 一 定 阶 段 ,在 研究 其 理 
论 的 逻辑 基础 时 , 才 开 始 做 出 并 逐步 完善 的 . 最 早 使 
用 加 法 符号 “十 ”的 是 1489 年 德国 菜 比 锡 出 版 的 瓦 
W & CWadmann ,J. ) 医 师 所 着 的 《商业 算术 一 书 . 

2. 现代 数学 中 ,给 一 个 代数 系统 4 里 的 一 个 二 
元 运算 起 名 ,本 可 完全 任意 ,由 于 传统 习惯 的 影响 ， 
常 把 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 4 里 满足 交换 
f£ .结合 律 且 另 一 运算 对 它 满足 左右 分 配 律 的 那个 
二 元 运算 称 为 加 法 ,而 另 一 个 二 元 运算 不 管 它 是 否 
满足 交换 律 或 结合 律 都 称 为 乘法 . 仅仅 满足 结合 律 、 
交换 律 的 二 元 运算 ,即使 有 逆 运 算 可 行 也 未 必 就 称 
为 加 法 . 例如 , 么 模 复数 系 4 = {|0 <0 < 20} 里 
数 的 乘法 ,不 能 称 为 加 法 以 避免 混 消 . 自然 数 系 里 数 
的 加 法 与 乘法 都 满足 结合 律 与 交换 律 , 且 乘 法 对 加 
法 满足 左右 分 配 律 ,但 加 法 对 乘法 不 满足 分 配 律 . 因 
此 , 数 的 加 法 与 乘法 二 者 所 处 的 地 位 并 不 对 称 , 称 呼 
不 可 对 换 . 两 个 元 a 5 b 相 加 的 结果 称 为 < 与 2 的 
和 , 记 为 a 十 b. 这 里 “十 ”是 加 法 符号 ,a 称 为 被 加 元 ， 
b 称 为 加 元 (参见 本 卷 4 算 术 ) 同 名 条 ). 

被 加 元 (augend)” 见 “加 法 ”. 

加 元 (addend) ” 见 “ 加 法 ”. 

乘法 (multiplication) 一 种 二 元 运算 . 乘法 有 
两 种 形式 的 定义 : 

1. 数 的 乘法 .乘法 最 初 是 作为 加 法 的 简便 运算 
5 LA] :a Xn fen a 相 加 , 即 

a 十 4 十 十 a 二 aXn. 


两 数 相 乘 的 乘法 是 在 实践 中 逐渐 抽象 出 来 的 . 数 的 
乘法 的 严格 科学 定义 是 数学 发 展 到 一 定 阶段 ,在 研 
究 其 理论 的 逻辑 基础 时 , 才 开 始 做 出 并 逐步 完善 的 . 
然后 才 有 各 数 系 的 乘法 运算 的 严格 科学 定义 . 

2. 在 现代 数学 中 ,乘法 常 指 某 一 代数 系统 4 里 
的 一 个 二 元 运算 . 它 不 必 满 足 交 换 律 ,甚至 不 必 满 足 
结合 律 . 事实 上 , 任 一 代数 系统 A 里 的 任 一 个 二 元 
运算 只 要 不 会 发 生 混 消 ,都 可 称 之 为 乘法 .特别 是 在 
A 里 已 有 一 个 称 为 加 法 的 二 元 运算 “十 ”, 使 (4 ,十 ) 
成 一 交换 群 时 , 则 A 里 对 加 法 满足 分 配 律 的 另 一 个 
二 元 运算 常 称 为 乘法 .仿照 数 的 乘法 ,4 的 元 a 与 5 
相 乘 的 结果 称 为 2 与 2 的 积 , 记 为 wX2 或 a.2 或 
ab. a 称 为 被 乘 元 ,2 称 为 乘 元 (参见 本 卷 ( 算 术 》 同 名 
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条 ). 

被 乘 元 (multiplicand) 见 “ 乘 法 ” 

乘 元 (multiplicator) M R”. 

35 RE (commutative law) 一 种 运算 律 . 在 数 
的 加 法 或 乘法 运算 中 ,交换 加 数 ( 乘 数 ) 和 被 加 数 ( 被 
乘 数 ? 的 顺序 ,其 和 ( 积 ) 不 变 , 就 称 数 的 加 法 (乘法 ) 
满足 交换 律 .一般 地 ,对 于 集合 S 中 的 二 元 运算 
“。”, 若 对 任意 二 元 素 a,5ES, 都 有 a。6 二 6。a, 则 
称 这 个 二 元 运算 ”。 ?满足 交换 律 . 称 不 满足 交换 律 
的 二 元 运算 是 不 可 交换 的 .例如 ,复数 的 加 法 和 乘法 
运算 满足 交换 律 ,但 其 减法 和 除法 就 不 满足 交换 律 ; 
和 矩阵 的 加 法 运算 满足 交换 律 , 但 其 乘法 运算 不 满足 
交换 律 . 

结合 律 (associative law) 一 种 运算 律 . 在 数 的 
加 法 或 乘法 运算 中 ,任意 三 个 数 相 加 ( 相 乘 ) 时 ,可 先 
将 前 两 个 数 相 加 (〈 相 乘 ) 所 得 的 和 ( 积 ), 再 与 第 三 个 
数 相 加 《 相 乘 ), 也 可 先 将 后 两 个 数 相 加 (〈 相 乘 ) 所 得 
的 和 ( 积 ), 再 和 第 一 个 数 相 加 (〈 相 乘 ) ,其 和 ( 积 ) 不 
变 , 就 称 数 的 加 法 (乘法 ?运算 满足 结合 律 . 一 般 地 ， 
Wo "ERA $ 的 一 个 二 元 运算 , 若 对 于 S 中 的 任 
意 三 个 元 素 a,pyc, 有 (aa。p)。c 一 aa。(p。c),， WR 
二 元 运算 ”。 满足 结合 律 . 数 的 加 法 和 乘法 运算 ,多 
项 式 的 加 法 和 乘法 运算 以 及 矩阵 的 加 法 运算 都 满足 
结合 律 .但 数 的 减法 运算 不 满足 结合 律 . 

分 配 律 (distributive law) 一 种 运算 律 . 在 通 
党 的 数 的 运算 中 ,一 个 数 同 两 个 数 的 和 相 乘 ,等 于 把 
这 个 数 分 别 同 这 两 个 数 相 乘 ,再 把 积 相 加 ,这 种 运算 
性 质 称 为 乘法 运算 对 于 加 法 运算 的 分 配 律 , 简 称 分 
配 律 .例如 , 设 a.b.cER MA: 

ak 十 5c) 王 CD 十 ac， (D 
(a +b) — ac 4- be, (2) 

上 面 (1) 式 称 为 左 分 配 律 ,(2) 式 称 为 右 分 配 律 . 推广 
到 一 般 , 设 在 集合 M 中 定义 了 两 种 二 元 代数 运算 由 
569. 4p M 中 的 任意 三 个 元 素 a,b,c, 总 有 
a C9 (5 CD c) — (a 69b) CO Ca G9) , MRBAOM FT 
运算 中 满足 左 分 配 律 ;在 对 任意 a0,c€ M. B® (a 
CD 5) 69 c — (a 69 c) €Ó C C9 OD , 则 称 运 算 的 对 于 运 
算 由 满足 右 分 配 律 . E Ze . 右 分 配 律 都 满足 , 则 称 满 
足 分 配 律 . 

AS BU Cleft distributive law) 见 “ 分 配 律 ” 

右 分 配 律 (right distributive law) 见 “ 分 配 
£g". 

H HIZB (transcendental operation) 代数 运 
算 的 推广 . 在 初等 数学 中 , 除 代 数 运算 以 外 的 其 他 运 
算 都 称 为 初等 超越 运算 ,简称 超越 运算 . 它 包 括 无 理 
指数 的 窒 运 算 、 对 数 运 算 、 三 角 函 数 运算 及 反 三 角 函 
数 运算 等 . 

自然 数 (natural numbers) 

o4 


见 本 卷 《 算 术 》 同 


名 条 . 本 书 采 用 中 国 国家 标准 ,0 作为 第 一 个 自然 
数 . 


整数 (integer) JRA HRD. 见 本 卷 《 算 术 》 
同名 条 . 


整数 系 (system of integers) ZR ERE CE. 指 
所 有 整数 的 集合 , 记 为 Z. 以 自然 数 系 为 基础 构造 整 
数 系 的 工作 是 19 世纪 许多 数学 家 工作 的 结果 . 1860 
年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. (T. W. )) 首 先 提 
出 用 一 对 有 序 自然 数 表示 负 整 数 . 以 后 , 佩 亚 诺 
(Peano,G. ) 利 用 这 个 思想 ,在 建立 了 自然 数 系 的 公 
理 以 后 ,又 进一步 构造 了 整数 系 . 其 要 点 是 : 

1. 规定 笛 卡 儿 积 D-—N. XN+ 的 二 元 关系 一 : 
(a,b) — (c,d) Gatd=b+c, (a,b), Cc, d) € D. 
可 以 证 明 一 满足 反 身 律 、 对 称 律 .传递 律 ,因而 是 等 
价 关 系 .利用 等 价 关 系 一 将 万 分 成 等 价 类 ,以 (ae,0) 

表示 (a,6) 所 在 的 等 价 类 , 称 商 集 
D/ ~= {(a,6)| (a,b) € D) 

为 整数 集 , 记 为 Z.Z 中 的 元 素 即 等 价 类 (a,5) 称 为 
整数 . 

2. 在 Z 中 可 以 如 下 定义 加 法 和 乘法 : 

(a,6)+€,d)=(atc,bFd), 
(a,b) Cc, d) — CXac-t- bd ,ad 4 - bc). 

由 于 从 (a,b) — (a,b), (c,d) ~ Ce d') 可 以 推出 

人 

(ac - bd ,ad A- bc) — Ca'c! 二 da cd 十 2c)， 
所 以 定义 是 恨 好 的 , 即 与 代表 元 选择 无 关 . 容易 验证 
加 法 .乘法 都 满足 交换 律 .结合 律 以 及 乘法 对 加 法 的 
分 配 律 . 对 于 给 定 的 整数 (4,5),《c,qd), 方 程 (a,6) 十 
zx 一 《c,d) 在 Z 中 有 惟一 解 , 记 为 (c,d) 一 (a,b). Z 
对 于 加 法 作成 一 个 加 群 , 对 于 加 法 .乘法 作成 整数 
i. 

3. FEZ 中 定义 元 间 的 次 序 ， 

(a,b) < Gy dja Pd bc 

可 以 证 明 这 个 定义 是 良好 的 ,并 且 Z 关于 二 构成 有 
序 集 . 

4. 邻 自然数 a c lala), Mi AMER 
入 到 整数 集 , 把 (4 十 1,Q) 仍 记 为 a, 于 是 Ni;CzZ, 把 
《14,1) 记 为 0, 把 (a,a 十 1) 记 为 一 a. 于 是 有 

区 

参见 “负数 ”和 《算术 》 中 的 "“ 零 ” 

整数 集 (integer set) BIRAR”. 

整 点 (integral point)” 亦 称 格 点 ,或 称 格子 点 . 
代数 学 的 基本 概念 之 一 . 指 欧 几 里 得 空间 中 ,坐标 全 
为 整数 的 点 . 它 有 如 下 定义 : 

1. 数 轴 上 表示 整数 的 点 称 为 整 点 . 

2. 平 面 直 角 坐 标 系 中 ,坐标 都 是 整数 的 点 n,n) 
(m nE DERN A. 

3. 一 般 地 ,在 ” 维 欧 几 里 得 室 间 R^ 中 , 设 基底 


为 el1 ,ez tse, M a; G 1.2, n0 Hh EB BAYT RR” 
PHA c= aiel + 4azez 十 … + ases ABR. 

研究 凸 域 上 的 整 点 问题 属于 数 的 几何 学 范畴 . 

格 点 (lattice point) IRERE T A. 即 “ 整 点 ”. 

有 理 数 (rational number) ”整数 的 扩充 . 整数 、 
分 数 统称 为 有 理 数 ;或 将 分 数 m/n 称 为 有 理 数 ,其 
中 m,n 为 整数 ,n 关 0; 或 将 整数 .有 限 小 数 、 无 限 循 
环 小 数 统称 为 有 理 数 . 最 初 ,分 数 概念 的 产生 不 是 由 
除法 得 来 的 ,分 数 被 看 做 是 整体 或 一 个 单位 的 一 部 
分 ,后 来 ,在 运算 过 程 中 产生 了 分 数 , 它 表示 两 个 整 
数 的 商 . 分 数 的 拉丁 文 是 fractio, 来 自 frangere, 是 
打破 、 断 裂 的 意思 ,汉语 的 分 也 是 分 开 、 部 分 的 意思 . 
三 于 多 年 前 的 埃及 纸 草 书 中 就 已 经 有 了 分 数 ,并 把 
所 有 分 数 都 化 为 单位 分 子 分 数 ,这 使 得 运算 非常 复 
杂 . 中 国 《 墨 经 》i 记 述 食盐 的 分 配 时 ,就 有 ”二 升 少 半 ” 
和 “一 升 大 半 ? 的 记载 ,其 中 , 少 半 和 大 半 即 1/3 和 
2/3, 还 有 半 即 1/2.《 管 子 ) 在 讲 土地 种 植 的 分 配 时 ， 
No ae eee 十 分 之 七 等 分 数 的 记载 . 
《 考 工 记 》 讲 制造 车 轮 有 ”六 分 其 轮 崇 ,以 其 一 为 之 牙 
围 ?,“ 会 分 其 牙 围 而 潜 其 二 ”, 其 意 是 1 牙 围 三 1/6 
轮 崇 ;1 政 围 的 2/3 BER. 中 国 《 九 章 算 术 》 的 《 方 
田 ) 一 章 给 出 相当 完整 的 分 数 运 算法 则 .《 九 章 算 术 》 
以 后 《孙子 算 经 》 和 人 《 张 丘 建 算 经 》 都 讲 到 分 数 四 则 
运算 的 计算 方法 和 它们 的 应 用 . 有 理 数 的 严格 定义 
TEDL" ARKA”. 

有 理 数 系 (system of rational numbers) JP AK 
有 理 数 集 . 全 体 有 理 数 的 集合 .在 19 世纪 的 很 长 一 
段 时 间 里 ,欧姆 (Ohm,M) 、 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weier- 
strass,K. CT. W. )) 都 做 了 不 少 工作 ,特别 是 佩 亚 诺 
(Peano,G. ) 继 承 了 前 人 的 思想 ,建立 起 自然 数 公理 
体系 之 后 ,人 逻辑 地 建立 了 整数 系 、 有 理 数 系 . 以 整数 
环 Z 为 基础 ,可 以 通过 如 下 步骤 构造 有 理 数 系 : 

1. 规定 第 卡 儿 积 D=ZX (NODIS LX 
关系 一 : 

(a,b) ~ (c,d) @ad = bc, (a,b), (c,d) € D. 
可 以 证 明 一 是 等 价 关 系 , 用 等 价 关 系 一 将 万 分 为 等 
价 类 ,并 组 成 商 集 D/~ ,这 一 商 集 称 为 有 理 数 集 , 记 
为 Q. (ab) Bre B8 58 PPS HIE a/b 表示 , 则 


Q= F la,bEZ,bÆ0 , 
根据 定义 ， 


a 


太一 也 全 (4 ,0) ~ (cd )693ad — bc, 


Q 中 的 元 素 称 为 有 理 数 , 令 整 数 < I c de t 
HRA Q. 
2. 在 Q 中 定义 加 法 和 乘法 
|| ad tbc a c 


a C ac 
m wg e ut 


以 上 两 式 中 a/b,c/d EQ. 可 以 证 明 , 这 两 个 定义 是 
良好 的 , 即 与 代表 元 选择 无 关 . 加 法 .乘法 满足 结合 
律 、 交 换 律 、 分 配 律 . 加 法 的 零 元 为 0/2, 乘 法 的 单位 
元 为 a/a,a 关 0. 对 于 给 定 的 有 理 数 a / b. c/d ,方程 


a BEN: a C 
Qu 


qu up 
(后 者 要 求 a/5 关 0) 在 Q 中 恒 有 解 .第 一 个 方程 的 解 
BRA c/d 与 a/b 的 差 , 相 应 运算 称 为 减法 ,减法 是 加 
法 的 逆 运 算 . 第 二 个 方程 的 解 称 为 c/d 除 以 a/b 的 
商 ,相应 运算 称 为 除法 . 有理 数 集 构成 最 小 数 域 . 
3. 在 QQ 中 定义 元 素 间 的 次 序 ; 设 a/b5EQ, 如 果 
ab>>0,# a/b 为 正 的 , 记 为 
a O a C a C 
Q 对 于 二 构成 全 序 集 . 这 个 全 序 集 满足 : 
ea C a e C e 
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此 结论 亦 称 阿 基 米 德 性 质 . 这 样 ,Q 是 一 个 阿 基 
米 德 有 序 域 . 

有 理 数 集 的 基本 性 质 是 : 

1. 域 性 质 . 有 理 数 集 对 于 加 法 ,减法 .乘法 和 除 
法 (除数 不 为 零 ) 形 成 一 个 数 域 , 而 且 是 最 小 的 数 域 . 

2. 有 序 性 .有理 数 集 的 大 小 关系 “二 "是 一 个 顺 
序 关系 , 且 在 此 关系 下 有 理 数 集成 为 线性 序 集 , 即 全 
序 集 , 且 域 运算 保 序 而 Q 成 有 序 域 . 

3. 稠密 性 . 任何 两 个 不 同 的 有 理 数 之 间 存 在 着 
Fa Th IGI 

4. 可 数 性 .有 理 数 集 是 无 限 可 数 集 , 即 有 理 数 集 
可 以 与 自然 数 集 建立 一 一 对 应 ,有 理 数 集 的 基数 为 
ST 

5. 离散 性 . 任何 两 个 有 理 数 之 间 都 存在 无 理 数 ， 
有 理 数 集 作 为 实数 集 的 子 集 不 连续 . 

6. 有 理 数 集 是 代数 数 集 的 子 集 . 任何 有 理 数 都 
是 一 次 代数 数 , 即 任何 有 理 数 都 是 某 整 系数 一 次 方 
程 的 根 . 

有 理 数 集 (rational number set) 
A”. 

8H A (rational point) ”数学 的 基本 概念 之 
—. 指 空间 中 ,坐标 全 为 有 理 数 的 点 .有理 点 的 定义 
是 ， 

1. 数 轴 上 表示 有 理 数 的 点 称 为 有 理 点 . 

2. 平面 或 空间 直角 坐标 系 中 ,坐标 都 是 有 理 数 
的 点 称 为 有 理 点 . 


即 “ 有 理 数 


00 
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3 一 般 地 ,在 n 维 空 间 R” 中 ,点 CRT ITEE. P, 
(a; € Qui —1,2, ORAL EE. 

相反 数 (opposite number) ”代数 学 术语 . FEE 
持 特定 关系 的 两 个 数 , 指 和 为 零 的 两 个 实数 或 复数 . 
相反 数 有 以 下 两 种 . 

1. 各 两 个 实数 的 绝对 值 相 等 ,符号 相反 , 则 称 这 
两 个 实数 是 互 为 相反 数 . 零 的 相反 数 是 零 . 在 数 轴 
上 ,两 个 相反 数 到 坐标 原点 的 距离 相等 , 且 在 原点 的 
两 旁 ( 零 除外 ). 互 为 相反 数 的 两 个 数 可 以 表示 成 a 
a 

2. 对 于 两 个 复数 , 若 其 和 为 零 , 则 也 称 它们 互 为 
相反 数 . 在 复 平 面 上 ,两 个 相反 数 对 应 的 点 的 连 线 以 
坐标 原点 为 对 称 中 心 . 

数 轴 (number axis)” 亦 称 数 直 线 . 数学 的 基本 
概念 之 一 . 指 规 定 了 原点 、 方 向 和 长 度 单位 的 直线 . 
数 轴 的 重要 作用 是 用 它 上 面 的 几何 点 表示 实数 . 具 
体 作 法 是 按 下 面 所 述 建立 数 轴 上 点 的 集合 与 实数 集 
合 的 一 一 对 应 ,并 用 点 表示 它 对 应 的 实数 : 

1. 原点 O 表示 实数 零 . 

2. 在 原点 的 正 同一 侧 ,与 原点 相距 1 个 单位 长 
度 的 点 表示 实数 十 1, 与 原点 相距 2 个 单位 长 度 的 点 
表示 实数 十 2; 在 原点 的 负 向 一 侧 , 与 原点 相距 1 个 
单位 长 度 的 点 表示 实数 一 1, 与 原点 相距 2 个 单位 长 
度 的 点 表示 实数 一 2 等 . 

3. 将 表示 两 个 相 邻 整数 a 与 a 十 1 的 点 之 间 的 
线段 10 等 分 ,依次 用 分 点 表示 实数 < 十 0. 1,a 十 
0. 2,… ,a 十 0. 9; 此 后 ,再 将 更 邻近 的 相 邻 两 点 5 5 
0 十 0. 1 之 间 的 线段 10 等 分 ,依次 用 分 点 表示 实数 
十 0. 01,5 十 0. 02,…,b 十 0.09, 如 此 继续 下 去 ,这 样 
就 得 到 了 零 \ 正 人 负 整 数 与 所 有 有 限 十 进 小 数 的 表示 . 
无 限 循环 十 进 小 数 与 无 理 数 的 表示 可 按 下 款 做 出 . 

4. 对 于 任何 无 限 循环 十 进 小 数 或 无 理 数 z, 取 
一 个 严格 单调 递增 的 有 限 十 进 小 数列 aas 
a; 之 … 与 一 个 严格 单调 递减 的 有 限 十 进 小 数列 b, > 
bL >be ,满足 

lim (b, — a,) = 0, 


且 对 任何 zEN 有 a 二 x 过 5,, 则 必 有 惟一 的 一 点 六 
在 所 有 线段 La,,6b,] 上 ,这 样 的 点 XX 表示 无 限 循环 十 
进 小 数 或 无 理 数 x. 数 轴 又 常 作为 一 维 坐 标 系 或 直 
线 坐 标 系 . 数 轴 上 的 点 的 一 维 坐 标 就 是 它 表 示 的 数 ， 
点 4 的 坐标 为 a, 记 为 A(a) (参见 本 卷 《 平 面 解析 几 
何 ) 中 的 “直线 上 点 的 坐标 ”). 

绝对 值 (absolute value) 数学 的 基本 概念 之 
一 . 指 实数 或 复数 的 一 种 数值 . 非 负 实数 的 绝对 值 是 
它 且 身 ; 负 实数 的 绝对 值 是 它 的 相反 数 .实数 a 的 绝 
对 值 记 为 |a| ,根据 实数 绝对 值 的 定义 ， 

a  (az0), 


la| = 


=e hae = Os 
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一 个 实数 的 绝对 值 是 数 轴 上 表示 这 个 数 的 点 到 坐标 
原点 的 距离 . 实数 绝对 值 具有 下 列 性 质 : 
1. |a| =Q. 
2. lal = |—al. 
3v pa | Sa lal. 
4.4 €270, W |a | e 的 充分 必要 条 件 是 
—€«Ca«. e. 
5. 4 N>O,M [a] 2 的 充分 必要 条 件 是 
a<i—N 3k aN. 
在 把 求实 数 绝对 值 作 为 一 种 运算 , 则 有 以 下 的 
运算 性 质 : 
1. lac-b| i la| + lol, T RELAX a 与 4 局 号 时 
等 号 成 立 . 此 式 可 以 推广 为 
la; 十 as 十 … 十 a | Spa b |a; | aS lua e es 
“AM Ajsa" 34, 同 号 时 等 号 成 立 . 
2.la—b|zlal—l|5l]. 
3. [a1257**a, |= la | laz| lanl. 


a | lal 


复数 >=a 十 ba,pER) 的 绝对 值 又 称 为 复数 的 模 
(参见 “复数 的 模 ”). 绝对 值 概念 的 进一步 推广 是 度 
量 空间 中 向 量 模 或 范 数 的 概念 .绝对 值 符号 |z| 是 
外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. (T.W. D) F 1841 年 
首先 使 用 的 . 

有 理 数 大 小 的 比较 (comparison of rational nu- 
mbers) 确定 有 理 数 大 小 的 基本 法 则 . 有 理 数 大 小 
的 比较 可 用 如 下 定义 给 出 : 

1. 正 数 大 于 零 , 人 负数 小 于 零 , 正 数 大 于 负数. 

2. 两 个 正 有 理 数 中 ,绝对 值 大 的 数 较 大 . 

3. 两 个 负 有 理 数 中 ,绝对 值 大 的 数 较 小 . 

有 理 数 满足 下 面 的 顺序 关系 律 : 

1. 对 任意 4a,b€Q, 必 存在 且 只 存在 下 列 三 种 关 
AZ—:a>ba=ba<b. 

2. 对 任意 a€ Q,a=a. 

3. 对 任意 a. bEQ,F a7. Ml bai ao, I 
ba. 

4. 对 任意 a.b, c EQ, F a bbc. M) ac E 
azb, bc, M] alc. 

对 于 有 理 数 大 小 的 比较 有 下 面 的 重要 性 质 : 设 
a.b€ Q. i az b. WR a—b EEN; A a<b, NWF a 
—b 是 人 负 的 ; 若 a= 二 5, 则 差 a—b ES. 

有 理 数 加 法 (addition of rational numbers) 
有 理 数 的 基本 运算 之 一 . 给 定 两 个 有 理 数 , 按 下 面 的 
规则 得 出 一 个 新 的 有 理 数 , 称 为 它们 的 和 ,这 种 运算 
称 为 有 理 数 的 加 法 . 其 法 则 如 下 : 

1. 正 有 理 数 相 加 . 两 个 写成 分 数 形式 的 正 有 理 
数 相 加 ,可 按 分 数 加 法 法 则 完成 ;两 个 写成 小 数 形式 
的 正 有 理 数 相 加 ,可 按 小 数 加 法 法 则 完成 ;写成 不 同 


形式 的 两 个 正 有 理 数 相 加 ,首先 化 成 同一 形式 ,然后 
进行 加 法 运算 . 

2. 任意 一 个 有 理 数 与 零 相 加 ,它们 的 和 仍 是 这 
个 有 理 数 , 即 4 十 0 二 0 十 a 二 a. 

3. 两 个 负 有 理 数 相 加 得 负 有 理 数 ,它们 的 绝对 
值 相 加 作为 和 的 绝对 值 ,绝对 值 相 加 按 正 有 理 数 相 
加 法 则 进行 . 

4. 负 A 有 理 数 与 正 有 理 数 相 加 , 取 绝 对 值 较 大 者 
的 符号 作为 和 的 符号 ,绝对 值 大 者 减 去 绝对 值 小 者 
所 得 的 结果 作为 和 的 绝对 值 ,绝对 值 相 减 按 正 有 理 
数 减 法 法 则 完成 . 两 个 互 为 相反 数 的 有 理 数 的 和 等 
T*. 

以 上 四 条 规则 通常 称 为 有 理 数 的 加 法 法 则 . 有 
理 数 的 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 , 即 : 

atb=b+a; A @te). 

有 理 数 加 法 法 则 (rule of addition of rational 
numbers) 见 “ 有 理 数 的 加 法 ” 

有 理 数 减法 (subtraction of rational numbers) 
有 理 数 加 法 的 逆 运 算 . 有 理 数 加 法 的 逆 运 算 , 即 已 知 
两 个 有 理 数 的 和 与 一 个 加 数 , 求 另 一 个 加 数 的 运算 
称 为 有 理 数 的 减法 .两 个 有 理 数 a 与 5 相 减 的 结 
称 为 这 两 个 有 理 数 的 差 , 记 为 a 一 b,a 称 为 被 减 数 ,6 
称 为 减 数 ,“ 一 ” 称 为 减 号 .在 数 环 的 一 般 理论 中 ,有 
理 数 集 对 于 加 法 成 一 交换 群 ,两 个 有 理 数 a 与 4 4H 
WE LOW aH 6 RIR b, BY a 一 6 二 a 十 (一 5). 
求 两 个 有 理 数 的 差 < 一 2 的 运算 称 为 有 理 数 的 减法 . 

有 理 数 减法 法 则 (rule of subtraction of ratio- 
nal numbers) ” 有理数 运算 的 基本 法 则 之 一 . 有理 
数 相 减 ,其 差 等 于 被 减 数 加 上 减 数 的 相反 数 , 即 设 
a,bEQ, 则 a 一 b= 二 a 十 (一 6). 因此 ,有 理 数 的 减法 运 
算 就 可 归于 有 理 数 的 加 法 运算 . 

代数 和 (algebraic sum) 一 种 运算 结果 .有理 
数 的 加 法 与 减法 可 以 写成 统一 的 加 法 形式 ,其 运算 
结果 称 为 代数 和 . 在 表示 代数 和 的 式 子 中 ,各 加 数 都 
带 有 本 身 的 性 质 符号 ( 正 号 略 去 不 写 ). 例如 一 5 一 2 
十 3 可 写成 (一 5) 十 (一 2) 十 3. 一 个 代数 和 可 能 是 正 
S BOM SE. 

有 理 数 乘法 (rule of multiplication of rational 
numbers) 有理数 的 基本 运算 之 一 . 给 定 两 个 有 理 
数 , 按 下 面 的 规则 得 出 一 个 新 的 有 理 数 , 称 为 它们 的 
积 . 这 种 运算 称 为 有 理 数 乘法 . 其 法 则 如 下 : 

1) 当 两 个 有 理 数 用 分 数 形式 表示 时 ,可 利用 算 
术 中 分 数 的 运算 法 则 进行 运算 : 


ac 
PR dE pe (535 0, d 350) 


2) 当 两 个 有 理 数 用 小 数 的 形式 表示 时 ,可 利用 
算术 中 小 数 的 乘法 运算 法 则 完成 ,但 要 注意 无 限 循 


环 小 数 应 化 成 分 数 来 计算 . 

3) 当 两 个 有 理 数 用 不 同形 式 给 出 时 ,要 首先 化 
成 同一 形式 ,然后 再 按 上 述 1),2) 运 算 . 

2. 任 何 数 同 零 相 乘 都 等 于 零 BY 

a*0—0-*a-—9O. 

3. 两 个 负 有 理 数 相 乘 得 正 有 理 数 ,以 它们 的 绝 
对 值 的 积 作 为 积 的 绝对 值 . 

4. 正 有 理 数 乘 仙 有 理 数 得 负 有 理 数 .以 它们 的 
绝对 值 的 积 作 为 积 的 绝对 值 . 

以 上 四 条 规则 通常 称 为 有 理 数 的 乘法 法 则 . 有 
理 数 的 乘法 满足 交换 律 .结合 律 和 乘法 对 加 法 的 分 配 
&.Bl:a*b-—b*as;(a* b) *c—a* (bec); 

(atb)*c=arctbec. 

有 理 数 乘法 法 则 (rule of multiplication of ra- 
tional number) JL“ FBR HEIR”. 

有 理 数 除法 (division of rational numbers) 有 
理 数 乘法 的 不 完全 逆 运 算 . 已 知 两 个 有 理 数 的 积 乓 
一 个 乘 数 , 求 另 一 个 乘 数 的 运算 . 两 个 有 理 数 a 与 2 
(0 天 0) 相 除 , 记 为 a 二 或 aa 称 为 被 除数 BRA 
除数 , “二” 称 为 除 写 , 相 除 所 得 的 结果 称 为 商 . 换 言 
E E xt b=a,b40, Nl z KA a 除 以 5 的 商 , 记 为 
x=arb=a/b. 定义 除法 时 , 零 不 能 作 除 数 . 在 有 理 
数 域 中 ,有 理 数 除法 可 用 乘法 定义 :a 二 b= 二 aXb ', 
其 中 5 了 关 0,67 是 2 的 乘法 逆 元 素 , 即 2 的 倒数 ， 

有 理 数 除法 法 则 (rule of division of rational 
numbers) 有理 数 运算 的 基本 法 则 之 一 . 两 个 有 理 
数 相 除 ,可 利用 a 二 b= 二 a X1/6, 转 化 为 有 理 数 乘法 进 
行 运算 . (AMIE Ss SABE PERL, BD 0750. 商 的 符号 
法 则 是 : 同 号 得 正 , 异 号 得 负 . 


平方 (sduare) 亦 称 二 次 乘 方 . 一 种 运算 结果 . 
指 一 个 数 和 它 自 身 的 乘积 .例如 数 a 的 平方 是 
a’=a*a. 
[REA (square) BPOPA”. 


完全 平方 数 (perfect square number) 一 种 特 
殊 的 有 理 数 . 若 一 个 正 有 理 数 a 可 以 表示 成 某 个 有 
理 数 5 的 平方 , 即 < 三 包 , 则 这 个 正 有 理 数 a 称 为 完 
全 平方 数 . 例如 0,1,36,0. 16, 都 是 完全 平方 数 . 

立方 (cube) ” 亦 称 三 次 乘 方 .一 种 运算 结果 . 指 
一 个 数 自 乘 三 次 后 所 得 的 积 . 例如 数 a 的 立方 是 

a—a*a*a. 

=REA (cube)  B["37 75". 

SE uH (perfect cube number) 一 种 特殊 
的 有 理 数 . 如 果 一 个 数 可 以 表示 成 某 个 有 理 数 的 立 
方 ,那么 这 个 数 称 为 完全 立方 数 . 例如 8,27,0. 064 
都 是 完全 立方 数 . 

无 理 数 (irrational number) 一 种 特殊 的 实数 . 
无 限 不 循环 小 数 称 为 无 理 数 . 由 于 无 理 数 不 能 表示 
成 两 个 整数 比 的 形式 , 故 又 称 非 比 数 . 早 在 公元 前 6 
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世纪 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 硕 帕 索 斯 (Hippasus,(CM )) 
就 发 现 并 证 明了 正方 形 对 角 线 与 其 一 边 之 比 不 能 
两 个 整数 之 比 来 表达 . 他 把 这 种 不 能 用 两 个 整数 比 
来 表达 的 比 称 为 无 公 度 比 , 按 希 腊 文 的 原意 ,就 是 
“不 能 表达 的 比 ? 或 “没有 比 ” 由 于 上 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
信奉 “任何 线段 的 长 度 对 应 一 个 有 理 数 ”的 哲理 , 因 
而 希 帕 索 斯 的 这 一 发 现 使 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 成 员 惊 
慌 不 安 , 从 而 握 弃 了 这 样 的 数 ( 无 理 数 ). 古 巴比伦 、 
中 国 和 印度 也 早已 接触 到 不 尽 根 , 如 中 国 的 《 九 章 算 
术 ) 中 “ 少 广 " 章 有 “ 铬 开 之 不 尽 者 为 不 可 开 ”. 但 由 于 
当时 用 近似 计算 解决 了 实际 问题 ,因而 也 就 未 从 理 
论 上 进行 深入 研究 . 9 世纪 ,阿尔 。 花 拉 子 米 (al- 
Khowarizmi, M. ibn M. ) 认 为 :“ 二 次 方程 有 无 理 
AR". 15 thee ik * HAR (da Vinci,L. ) 把 无 理 数 称 之 
为 “无 理 的 数 ”. 1628 年 , 笛 卡 儿 (Descartes,R. ) 在 
《更 好 地 指导 推理 和 寻求 科学 真理 的 方法 论 》 中 认 
为 无理 数 是 能 代表 连续 变量 的 抽象 数 ” 18 世纪 ， 
欧 拉 (Euler,L. ) 给 出 了 用 无 限 分 数 计算 平方 根 的 一 
般 方法 以 及 e 是 无 限 小 数 的 最 初 证 明 . 勒 让 德 (Leg- 
endre,A.-M. ) 提 出 7 可 能 不 是 有 理 系 数 方程 根 的 
猜测 ,导致 了 无 理 数 的 分 类 . 尤其 是 微 积 分 理论 基础 
的 建立 促进 了 对 建立 无 理 数 严密 理论 的 研究 . 19 世 
纪 ,经 过 许多 数学 家 的 努力 ,终于 建立 起 严密 的 无 理 
数理 论 . 无 理 数 一 词 ,来 自 希 腊 文 aAYrot (意思 是 “不 
能 表达 ”) ,中 国明 代 徐 光 局 译 拉丁 文 4 几 何 原 本 》 时 
译 为 无 理 数 ,沿用 到 今 . 

非 比 数 Cirrational number) 即 “ 无 理 数 ” 

实数 (real number) 有 理 数 与 无 理 数 的 统称 
(参见 本 卷 《 数 学 分 析 》 同 名 条 ). 实数 可 用 两 种 不 同 
的 依据 作 如 下 两 种 分 类 


DET. 
EE 
nan 负 整 数 
四 "RT 
Amad ea | AR 
正 整数 
rm pom 一 正 有 限 小 数 与 
下 实数 | 正 无 限 循环 小 数 
正 无 理 数 — 正 无 限 不 循环 小 数 
3e F 
负 整数 
jum SU 一 负 有 限 小 数 与 
sx] 负 无 限 循环 小 数 
负 无 理 数 - 负 无 限 不 循环 小 数 


实数 集 (set of real numbers) 一 类 重要 的 集 
fr. 指 全 体 实 数 的 集合 , 记 为 R. 即 实数 系 ( 参 见 本 卷 
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《数学 分 析 》 中 的 “实数 系 ”). 

IE% (positive number) 一 种 实数 . 指正 整数 
和 正 分 数 的 统称 (参见 “实数 ”和 “人 负数 ”). 

负数 (negative number) 一 种 实数 . 指正 数 的 
相反 数 . 在 实数 范围 内 , 带 有 性 质 符号 ”一 ”的 数 称 为 
负数 . 带 有 性质 符号 的 负数 与 正 数 是 在 数 的 不 断 扩 
的 复杂 化 和 社会 的 发 展 ,迫切 需要 度量 有 方向 的 量 ， 
要 求 用 互 为 相反 的 数 表示 前 进 与 后 退 、 向 上 与 向 下 、 
熏 与 亏 、 增 加 与 减少 等 实际 问题 中 既 有 方向 又 有 数 
值 的 量 . 这 样 就 在 由 整数 集 扩 充 到 分 数 集 的 基础 上 
又 引入 了 新 数 一 一 负数 ,相应 地 原 有 的 数 就 是 正 数 ， 
于 是 将 分 数 集 先 后 扩充 到 有 理 数 集 、 实 数 集 等 . 以 下 
给 出 几 种 正 、 人 负数 的 定义 : 

1. 在 建立 了 有 原点 、 方 向 和 单位 长 度 的 数 轴 上 ， 
原点 右边 的 点 所 对 应 的 数 是 正 数 ;原点 左边 的 点 所 
对 应 的 数 是 负数 ;原点 对 应 数 零 , 它 是 正 负数 的 界 
限 , 即 是 惟一 的 中 性 数 . 

2. 在 抽象 代数 中 用 公理 定义 一 个 序 群 内 大 于 0 
的 元 称 为 正 元 素 ,小 于 0 的 元 称 为 负 元 素 ,在 序 环 和 
序 域 中 亦 然 . 实数 域 是 序 域 , 故 有 正 数 与 负数 之 称 ， 
但 复数 域 C 非 有 序 域 ,在 复数 所 组 成 的 加 法 群 内 每 
个 数 有 它 的 负 元 即 相 反 数 ,但 无 所 谓 正 数 . 

中 国 是 世界 上 最 早 使 用 正 负 数 概念 的 国家 ,《 九 
章 算 术 》 的 《方程 ) 章 中 就 引入 了 负数 概念 并 给 出 了 
正 负 数 加 减 运算 法 则 正 负 术 :同名 相 除 , 异 名 相 益 ， 
正 无 人 负 之 , 负 无 人 正之 ;其 异 名 相 除 ,同名 相 益 , 正 
无 人 正之 , 负 无 人 负 之 . "前 四 句 是 减法 法 则 ,后 四 名 
是 加 法 法 则 ,其 中 的 同名 、 异 名 分 别 指 同 号 、 异 号 , 相 
益 、 相 除 ( 除 指 减 ) 分 别 指 绝对 值 相 加 或 相 减 ,“ 无 ” 具 
^H AE BERN. 这 些 运 算法 则 与 现代 使 用 的 正 负数 加 
减 运算 法 则 完全 一 致 . 1259 年 , 李 冶 在 他 所 著 《 益 古 
演 段 ) 中 ,在 一 个 数 上 夯 一 条 和 斜 线 表示 负数 ,与 现代 
使 用 的 负 号 “一 ”, 形 式 上 只 有 横 斜 之 差 ,但 本 质 无 
异 . 1299 年 , 朱 世 杰 撰 写 的 《 算 学 启蒙 明正 负 术 ” 
中 更 加 明确 地 给 出 了 正 负数 的 加 减法 则 ,并 在 “ 明 乘 
除 段 ?中 给 出 了 同名 相 乘 为 正 , 异 名 相 乘 为 负 ” 的 乘 
法 法 则 ,这 是 世界 上 关于 正 负数 乘法 法 则 的 最 早 记 
载 . 关于 正 负数 除法 , 朱 世 杰 在 1303 年 撰写 的 《四 元 
玉 鉴 ) 中 亦 明确 给 出 . 可见, 中 国 对 正人 负数 的 概念 及 
四 则 运算 早 在 元 朝 已 至 完善 . 

公元 7 Mt £d, XE V FEE A Brahmagupta) F th 
认识 负数 ,他 对 负数 的 解释 是 负债 和 损失 ,并 用 小 点 
和 小 圈 记 在 数字 上 面 表示 负数 . 12 世纪 , 婆 什 迦 罗 
第 二 (Bhaskara I ) 在 《算法 本 原 》 中 较 全 面 地 讨论 
了 负数 . 在 欧洲 ,1202 4E , 32 YK HB (Fibonacci, L. ) 
第 一 个 正确 认识 负数 ,但 他 并 未 解决 负数 问题 . 以 
后 ,欧洲 许多 数学 家 都 发 现 了 负数 ,但 却 认为 是 假 


fk. ck à e Ve] X. 直至 1633 F., t FJL 
(Descartes , R. ) 在 他 的 人 《几何 学 ?里 论述 了 正 负 数 的 
几何 解释 , 才 使 正 负 数 的 概念 逐渐 得 以 承认 . 负数 在 
欧洲 的 最 终 确 认 是 19 世纪 ,外 尔 斯 特 拉 斯 (Weier- 
strass,K. (T. W. )) RPE 4 (Dedekind, (J. W. DR. ) 
TIME TE (Peano ,G. ) 黄 定 了 整数 的 逻辑 基础 之 后 . 
可 公 度 量 (commensurable quantities) 2P ÆR 
可 通 约 量 . 数学 的 基本 概念 之 一 . 指 两 个 同 是 第 三 个 
量 的 整 倍数 的 量 . 对 于 两 个 正 量 ASB, EFTER 
三 个 量 C ,使 A=pC,B=qC 同时 成 立 , 这 里 p.a 为 
自然 数 , 则 称 量 4 与 量 B 可 公 度 或 可 通 约 , 且 称 C 
是 4 与 B 的 一 个 公 度 .这 时 称 4 与 B HACER 
或 可 通 约 量 . 右 不 存在 自然 数 po SECHE AS 
pC, B=qC 成 立 , 则 称 4 5j B 是 不 可 公 度 或 不 可 通 


约 , 这 时 A.B 是 不 可 公 度 量 或 不 可 通 约 量 . EN 


概念 在 数学 史上 曾 起 过 重要 作用 ,因为 当时 人 们 尚 
未 认识 无 理 数 ,所 以 对 于 有 关 无 理 数 的 问题 就 归结 
为 不 可 公 度 的 量 来 解决 . 

不 可 公 度 量 (noncommensurable quantities ) 
见 “ 可 公 度 量 ”. 

实数 的 四 则 运算 (four arithmetic operations of 
real numbers) 实数 的 加 、 减 、 乘 , 除 四 种 运算 的 统 
Wr. 实数 可 以 用 无 限 小 数 表示 ,因此 ,实数 的 加 \、 减 、 
乘 、 除 也 可 通过 小 数 的 加 、 减 、 乘 、 除 来 实现 .用 手 算 
或 在 计算 机 上 作 实 数 ( 特 别 是 无 理 数 ) 的 运算 ,不 论 
取 多 少 位 小 数 ,一 般 总 是 它 的 近似 值 ,即使 用 其 近似 
值 来 进行 计算 ,计算 结果 也 是 近似 值 ,而 且 必 须 确 定 
其 精确 度 才 有 实用 价值 . 确定 小 数 四 则 运算 精确 度 
的 办 法 如 下 : 

1. 两 实数 相 加 、 减 时 ,一 般 应 取 相 同 的 小 数位 ， 
即 有 相同 的 精确 位 ,通常 其 和 、 差 的 精确 位 要 比 原 两 
数 少 一 位 , 即 若 原 两 数 精 确 到 1/10", 则 和 、 差 精确 
5| 1/10". 例如 , 若 V2 和 vY 3 各 取 四 位 小 数 :V 2 
221. 4142, V 3 21. 7320, W] V 2 + 73 21. 4142 
十 1. 7320— 3. 1462. 其 近似 值 应 取 三 位 , 即 取 

V 2 -+x 3 223. 146. 

2. 两 实数 相 乘 ,在 两 数 取 相同 的 小 数位 时 ,乘积 
的 精确 值 比 原 两 数 少 一 位 ,在 两 数 取 不 同 的 小 数位 
时 ,乘积 的 精确 位 比 位 数 少 的 还 要 少 一 位 . 两 实数 相 
除 的 情形 类 似 . 具体 进行 两 实数 的 四 则 运算 时 ,可 以 
取 两 实数 的 不 足 近 似 值 和 过 剩 近似 值 来 做 . 例如 , 计 
算 Vv2，wv3, 利 用 Vv2 和 vs3 的 不 足 近似 值 
1.4142,1.7320 及 过 剩 近似 值 1. 4143,1.7321. if 
算 结果 是 

1. 4142X1.7320 一 2. 44939440， 
1.4143X1. 7321=2. 44970903. 


它们 分 别 是 2 « V 3 的 不 足 近似 值 和 过 剩 近似 


值 .它们 只 能 精确 到 三 位 小 数 , 即 可 取 
V 2 * S32. 449. 

Se AY $€ JE BW RA (power of real numbers 
with integral exponent) JRERGC Bg RIG CE. 3E 
数 的 一 种 运算 . 写成 a^ BAN MMAR. a AK 
的 底数 ,z 称 为 罕 的 指数 . 当 a 限定 为 实数 ,而 x 取 
整数 时 , 则 有 如 下 三 种 情形 : 

1. 当 指 数 z 为 正 整 数 时 ,把 a^ 称 为 实数 的 正 
AGAR. Em n 个 a 的 乘积 . 

2. 当 指 数 zx 为 零 时 ,要 求 a40, 48 a? RASH 
TUR IF AME 4 一 1. 

3. 当 指 数 x 为 负 整 数 一 n 时, 要求 < 和 关 0, 把 a 
称 为 实数 的 负 整 数 指数 究 , 且 规定 a "=1/a". 

以 上 各 种 窜 统 称 为 实数 的 整数 指数 究 . 

si X4 B mm Xu dE Nx (power of real numbers 
即 “ 实 数 的 整 指 数 乘 方 ”. 

T Je SX Cbase of a power) 见 “ 实 数 的 整 指 数 
RI” 

T dB EI (exponent of a power) 
指数 乘 方 ”. 

实数 的 方 根 (root of real number) ”实数 的 一 
种 运算 .一 个 实数 的 n TR FETT SF SEL TK HM 
A, ER URS SCR n 次 方 根 . Bl a € Rx" —a(Q€N 
H. n>1), WPR z 是 实数 a hn KAR. 从 已 知 实数 
a 求 其 n 次 方 根 的 运算 称 为 实数 的 开 方 . 在 实数 范 
围 内 考虑 , 正 实数 总 有 两 个 不 同 的 侦 次 方 根 ,他 们 互 
为 相反 数 ; 正 实数 只 有 一 个 奇 次 方 根 , 它 是 正 数 ; 负 
实数 有 一 个 奇 次 方 根 , 它 是 负数 , 负 实 数 无 偶 次 方 
根 . 正 实数 a 的 正 的 n KARRA ahn KARR. 
零 的 次 方 根 是 零 , 零 的 ”次 算术 根 也 是 零 . Yn 是 
奇数 ,a 为 任意 实数 时 ,a Nn 次 方 根 记 为 Ya; 当 n 
是 偶数 ,a 为 任意 正 实数 时 ,a 的 正 、 负 两 个 次 方 根 
分 别 记 为 Ya 与 一 Ya , 亦 可 合并 记 为 土 Ya; 零 
的 ”次 方 根 用 Y 0 表示 . 最 常用 的 实数 的 二 次 方 根 
亦 称 平方 根 , 平 方 根 号 略 去 指数 2 不 写 , 即 a 的 平方 
Mid At V a .三 次 方 根 亦 称 立 方 根 . 

方 根 的 主要 性 质 如 下 : 

1. 奇 次 方 根 的 性 质 . 在 实数 域内 , 正 数 的 奇 次 方 
根 只 有 一 个 , 它 是 一 个 正 数 ;人 负数 的 奇 次 方 根 也 只 有 
一 个 , 它 是 一 个 负数 ;和 零 的 奇 次 方 根 是 零 . 

2. 偶 次 方 根 的 性 质 . 在 实数 域内 , 正 数 的 偶 次 方 
根 有 两 个 ,它们 互 为 相反 数 ; 人 负数 的 偶 次 方 根 在 实数 
域内 无 意义 ; 零 的 偶 次 方 根 是 零 . 

3. 由 方 根 的 定义 知 : 

D Va 有 意义 时 , (Ya "=a. 

2) n 为 奇数 时 ， V a^ =a. 


with integral exponent?) 


见 “ 实 数 的 整 
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初 = K 数 


20) 
fa = jal = [^ (a 2 0) 
= d (a 0). 


4. 方 根 的 运算 性 质 ( 参 见 “ 根 式 的 性 质 ”). 

实数 的 开 方 (radication of real numbers) M, 
“实数 的 方 根 ” 

平方 根 (square root) WL S] Zr TR". 

立方 根 (cube root) RW“ LAHAT”. 


二 次 方 根 (square root) Hl“ #4 8 "". 
三 次 方 根 (cube root) El“ wR”. 


算术 平方 根 (arithmetic square root) JFK 
次 算术 根 . 一 种 运算 结果 . 指正 数 的 正平 方 根 . 零 的 
算术 平方 根 是 零 . 非 负 数 a 的 算术 平方 根 记 为 va. 
根据 算术 平方 根 的 意义 ,可 得 

a (2a 之 0)， 
= OY, 

算术 根 (arithmetic root) 一 种 特殊 方 根 . 正 实 
数 a 的 正 的 n 次 方 根 , 称 为 a Hn 次 算术 根 ,用 YY a 
表示 . 规定 堆 的 算术 根 是 零 . 

不 尽 根 (surd root) 一 种 特殊 方 根 . FEA BE FH 
有 限 位 小 数 表示 的 方 根 , 或 准确 到 有 限 位 小 数 的 方 
根 .根据 对 “不 尽 根 ”一 词 的 不 同 理解 ,不 尽 根 有 以 下 
不 同 定 义 : 

1. 若 正 数 a 的 n(nEN,n 宇 2) 次 方 根 Ya 不 能 
化 为 有 限 小 数 , 则 称 为 不 尽 根 . 例如 V3 1.73. 
v1/9 二 0.333… 都 是 不 尽 根 . 

2. EIE a 的 n(nEN,n 宇 2) 次 方 根 a 是 无 
限 不 循环 小 数 , 则 称 为 不 尽 根 . 例如 V3 一 1. 73 
是 不 尽 根 ,而 V 1/9 —1/3 不 是 不 尽 根 . 这 样 意义 下 
的 不 尽 根 是 用 根 式 表示 的 无 理 数 ,常见 的 有 : 

1) 24 B RRm 不 是 某 自然 数 的 n KN, Vm 
是 不 尽 根 . 

2) 当 既 约 正 分 数 p/a 的 分 子 分 母 不 能 同时 各 
表 成 一 自然 数 的 n KN V P/HA ER. 

3) a 为 正 无 理 数 时 ,对 任何 %nEN,n 宇 2,Y a 为 
不 尽 根 . 

3. 在 求 正 数 a 的 n(nEN,n 宇 2) 次 方 根 时 , 若 求 
得 一 个 有 限 小 数 a, 使 得 0 二 | Y a —a|«10*G€ 
N), 则 a 是 Ya 的 一 个 近似 值 , 称 为 a 准确 到 小 数 
点 后 第 位 的 n 次 不 尽 根 . 

倒数 (reciprocal) WEBEN AZ. 

精确 数 (accurate number) 亦 称 精 确 值 . 数学 
的 基本 概念 之 一 .一 个 数 知 能 准确 地 表示 某 一 个 量 ， 
则 这 个 数 就 称 为 该 量 的 精确 数 .例如 4 本 书 的 4,6 
ck A T HS 6. 
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精确 值 (accurate value) ” 即 “ 精 确 数 ”. 

近似 数 (approximate number)” 亦 称 近 似 值 . 
与 精确 数 相差 不 大 的 数 . 一 个 表示 某 量 的 数 , 它 与 这 
个 量 的 精确 值 相差 不 大 时 , 称 为 这 个 量 的 近似 数 . 近 
似 数 的 准确 程度 用 绝对 误差 、 相 对 误差 .绝对 误差 
界 、 相 对 误差 界 等 的 大 小 表示 . 小 于 精确 值 的 近似 值 
称 为 不 足 近 似 值 .大 于 精确 值 的 近似 值 称 为 过 剩 近 
似 值 . 

近似 值 (approximate value) 即 “ 近 似 数 ” 

不 足 近 似 值 (lower approximation value) 见 
“近似 数 ”. 

过 剩 近似 值 Cupper approximation value) J 
“近似 数 ” 

绝对 误差 (absolute error) 简称 误差 . 数学 的 
基本 概念 之 一 . 即 近似 值 与 精确 值 之 差 . Ae TERI 
数 为 4A, 近似 数 为 a, 则 数 A= 4A 一 a 称 为 用 a 表示 该 
量 时 的 绝对 误差 (也 有 将 绝对 误差 定义 为 | 4 一 a| 
的 ). 近似 数 的 基本 代数 运算 的 误差 估计 公式 如 下 表 : 


Ul a2 |â x A + IA | 
a; * a? lA am "as |Al*ai 


a; (a5 — |A;|) 
AX'BA-—A;—ajG-—10,2'.- 
都 是 正 数 . 

误差 (error) 绝对 误差 的 简称 . 

绝对 误差 界 (bounds of absolute error) 一 个 
确定 的 正 数 .在 度量 时 ,常常 只 能 得 到 一 个 量 的 近似 
值 , 而 不 能 得 到 它 的 精确 值 .但 是 可 以 知道 , 它 的 绝 
对 误差 不 会 超过 度量 工具 上 最 小 刻度 的 一 半 . 用 四 
舍 五 人 法 得 到 的 近似 数 ,可 以 保证 其 绝对 误差 不 超 
过 最 末 位 数 的 半 个 单位 .一 个 近似 数 的 误差 绝对 值 
不 超过 的 正 数 , 称 为 近似 数 的 绝对 误差 界 . 设 精确 数 
A 的 近似 数 是 a, X RETN b, M ]a-— A | 5. A 
而 可 以 估计 出 精确 数 所 在 的 范围 是 a 一 *“ 委 4 委 < 十 
b. 绝对 误差 界 越 小 ,对 精确 数 的 估计 就 越 准确 . 一 
般 ,度量 工 具 的 最 小 刻度 的 一 半 即 是 其 误差 界 . 

相对 误差 界 (bounds of relative error) 一 个 
确定 的 正 数 . 近似 数 的 绝对 误差 界 和 近似 数 本 身 的 
绝对 值 的 比 , 称 为 近似 数 的 相对 误差 界 . HE AK 
的 绝对 误差 界 是 5, 则 相对 误差 界 是 5/ lal. PISO LEE 
测量 两 个 物体 的 长 度 分 别 为 100( 士 0. 010 EK Al 
200( 士 0.01) 毫 米 , 则 它们 的 相对 误差 界 分 别 是 


0.01 _. 
RT = 0.01% 


1) ,后 两 式 中 ai 与 a 


0.01 _ A 
与 seg A 005%. 


相对 误差 界 越 小 ,精确 度 越 高 . 

相对 误差 (relative error) ”数学 的 基本 概念 之 
—. 近似 数 a 的 绝对 误差 A 与 它 的 精确 数 4 之 比 
(常用 百分数 表示 ), 称 为 这 个 近似 数 的 相对 误差 ,可 
用 6 表示 , 即 


3= 人 X100% Ce NT 
通常 ,由 于 求 得 精确 数 4 往往 有 困难 , 常 把 相对 误 


差 改 作 A 与 近似 数 a 的 比 的 百分数 , 即 
5 一 全 X100% — 4— 


各 种 代数 运算 的 相对 误差 估计 如 下 表 : 
当 a, 同 号 时 ,16| 过 max{ |ð; l). 

a&i — a2 

ay O05 


ee ERI 


2 x 1009€. 


也 有 人 将 相对 误差 定义 为 
IA — al j 
x 100% 
或 a x 10094. 


有 效 数字 (significant digit) 反映 近似 数 精确 
度 大 小 的 概念 . 有 效 数 字 与 可 靠 数 字 的 位 数 的 多 少 
反映 近似 数 的 精确 度 的 大 小 . 具体 规定 :对 用 十 进 数 
表示 的 数 , 如 果 一 个 近似 数 的 绝对 误差 的 绝对 值 ,不 
大 于 它 的 最 末 一 个 数字 的 半 个 单位 ,那么 这 个 近似 
数 从 左边 第 一 个 不 是 零 的 数字 起 向 右 数 ,到 末 位 数 
字 止 ,所 有 的 数字 ,都 称 为 这 个 近似 数 的 有 效 数 字 . 
例如 , 数 0. 09995 的 近似 数 0. 1000, 有 四 个 有 效 数 
字 1,0,0,0. 凡是 用 四 舍 五 人 法 得 来 的 近似 数 , 从 左 
边 第 一 个 非 零 数字 起 向 右 数 , 所 有 的 数字 都 是 有 效 
数字 . 如 果 一 个 近似 数 的 绝对 误差 的 绝对 值 不 大 于 
它 的 最 末 一 位 数 的 一 个 单位 ,那么 这 个 近似 数 从 左 
边 第 一 个 不 是 零 的 数字 起 向 右 数 ,到 最 末 一 位 数字 
止 , 所 有 数字 都 称 为 这 个 近似 数 的 可 靠 数 字 . 例如 ， 
用 去 尾 法 得 到 的 近似 数 1.00372 有 1,0,0,3,7,2 六 
个 可 靠 数字 . 一 个 近似 数 用 有 效 数 字 表 示 比 用 同样 
多 个 数 的 可 靠 数 字 表 示 要 精确 一 些 . 有 效 数 字 一 定 
是 可 靠 数 字 , 反 之 可 靠 数 字 不 一 定 是 有 效 数字 . 例 
如 ,3.15 是 r 的 一 个 近似 值 ,由 于 |r 一 3. 15| < 
10 :, 故 近似 值 3.15 的 3.1.5 都 是 可 靠 数 字 ,但 ”5” 


却 不 是 它 的 有 效 数字 . 

可 靠 数字 (reliable digit) W“A RRP”. 

精确 度 (accuracy) 数学 的 基本 概念 之 一 . dà 
一 个 量 的 近似 数 的 精确 程度 . 通常 用 以 下 三 种 方式 
度量 或 刻画 : 

1. 绝 对 误差 与 绝对 误差 界 ， 

2. 相对 误差 与 相对 误差 界 . 

3. 有 效 数 字 与 可 靠 数 字 . 

近似 数 的 计算 (calculation of approximate num- 
bers) 数值 计算 的 基本 问题 .包括 两 类 问题 

1. 给 出 各 个 近似 数 的 精确 度 , 要 估计 运算 结果 
的 精确 度 . 

2. 预先 给 定 运算 结果 要 求 的 精确 度 , 要 确定 参 
加 运算 的 数据 应 具有 的 精确 度 . 

这 两 类 问题 的 法 则 详 见 “近似 数 的 加 减法 法 
则 ”“ 近 似 数 的 乘除 法 法 则 ”“ 近 似 数 的 乘 方 开 方 法 
则 ?与 “近似 数 的 混合 运算 法 则 ” 除 关 于 预定 结果 精 
确 度 的 法 则 外 ,都 是 考虑 实用 价值 总 结 出 来 的 ,允许 
有 例外 的 情况 ,结果 在 大 多 数 情况 下 是 可 靠 的 . 近似 
数 计算 要 尽量 避免 两 个 相 邻 近似 数 相 减 ,使 有 效 数 
位 大 量 失 去 ,结果 不 可 靠 . 这 时 应 先 对 式 子 作 恒 等 变 
JE ,采用 不 同步 骤 进 行 近 似 计算 ,可 能 会 得 到 不 同 的 
结果 ,但 是 ,每 一 步 按 法 则 正确 计算 且 得 出 结果 至 少 
有 一 个 数字 可 靠 , 都 应 看 做 是 正确 的 .近似 数 计 算式 
中 的 准确 数 应 看 成 是 有 无 限 小 数位 或 无 限 位 有 效 数 
字 的 数 . 

近似 数 的 加 减法 法 则 (rule of addition and sub- 
traction of approximate numbers) 近似 数 的 计算 
方法 之 一 .& 个 (RE 委 10) 近 似 数 相 加 减 , 先 把 小 数位 
数 多 的 四 舍 五 人 ,使 其 比 小 数位 数 最 少 的 数 只 多 一 
位 小 数 , 然 后 计算 ,其 结果 保留 的 小 数位 数 与 原 个 
近似 数 中 小 数位 数 最 少 的 相同 . 若 预 先 指 定 了 结果 
的 精确 度 ,应 先 把 各 个 近似 数 四 舍 五 人 ,使 它们 的 小 
数位 数 都 只 比 结果 中 所 要 求 的 小 数位 数 多 一 位 , 然 
后 计算 ,最 后 对 末 位 小 数 四 舍 五 人 .例如 

3. 14+2. 5834 3223. 14 十 2. 584 — 5. 674225. 67. 
更 精确 的 作法 是 ,根据 被 计算 的 数 的 误差 估计 计算 
结果 的 误差 . 设 Q1sà25»"** sak 的 误差 分 别 为 AA, 
…,Ai, 它 们 的 代数 和 的 误差 A 满足 
[Ass ls 
设 A = |A| ; 则 代数 和 的 准确 值 A 满足 
> = A, X. A x Sja; T Gs 

由 此 可 推 知 4 的 可 靠 数字 位 数 . 

近似 数 的 乘除 法 法 则 (rule of multiplication and 
division of approximate numbers) ”近似 数 的 计算 
方法 之 一 . 两 个 近似 数 相 乘 除 , 先 把 有 效 数 宇多 的 四 
舍 五 人 ,使 其 比 有 效 数 字 少 的 数 多 一 位 数 , 然 后 计 
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算 ,计算 结果 应 保留 的 数字 位 数 ( 从 第 一 个 非 零 数 字 
数 起 ) ,与 原 近 似 数 中 有 效 数字 少 的 相同 . BI d 
定 了 结果 的 精确 度 , 则 先 把 各 近似 数 四 舍 五 入 ,使 它 
们 的 有 效 数字 的 位 数 都 只 比 结果 中 要 求 的 有 效 数字 
的 位 数 多 一 位 ,然后 计算 ,最 后 把 算得 的 结果 四 人 铭 五 
人 到 所 要 求 的 有 效 数 字 位 数 . 例如 5. 438 2+2. 01 
A25. 4382 2. 01222. 705222. 71. 更 精确 的 作法 是 ,用 
被 计算 数 的 误差 估计 计算 结果 的 误差 ,从 而 确定 计 
算 的 可 靠 数 字 位 数 . 误差 估计 公式 详 见 “ 绝 对 误差 ” 
与 “相对 误差 ”. 

近似 数 的 乘 方 开 方 法 则 (rule of power and rad- 
ication of approximate numbers) 近似 数 的 计算 方 
法 之 一 . 近似 数 的 乘 方 与 开 方 结果 ,所 保留 的 有 效 数 
字 的 位 数 与 原 近似 数 的 有 效 数 字 的 位 数 相同 . FAL SC 
指定 了 结果 的 精确 度 , 则 先 把 近似 数 四 舍 五 入 ,使 它 
的 有 效 数 字 位 数 比 结果 中 所 要 求 的 有 效 数 字 的 位 数 
多 一 位 . 例如 2. 7332220. 3, 底 数 有 三 个 有 效 数字 , 乘 
方 的 结果 也 取 三 个 有 效 数 字 . 又 如 V 59022 24. 3, W 
开 方 数 有 三 个 有 效 数字 ,算术 平方 根 也 保留 三 个 有 效 
数字 . 更 精确 的 作法 是 根据 底数 或 被 开 方 数 的 误差 估 
计 计算 结果 的 误差 ,进而 确定 计算 结果 的 可 靠 数字 位 
数 . 误差 估计 公式 详 见 “相对 误差 ”. 

近似 数 的 混合 运算 法 则 (rule of mixed opera- 
tionsof approximate numbers) 近似 数 的 计算 方法 
之 一 . 对 近似 数 进 行 加 、 减 、 乘 , 除 、 乘 方 、 开 方 混合 运 
算 时 , 仍 按 一 般 实 数 的 混合 运算 顺序 进行 计算 ,其 各 
级 运算 也 按 近 似 数 的 相应 法 则 进行 ,计算 过 程 中 得 
出 的 各 中 间 结 果 , 一 般 要 比 相 应 法 则 所 要 求 保留 的 
数字 多 一 位 ,最 后 四 舍 五 人 到 指定 的 位 数 . 例如 

3.282«2.153-4,: 910 -07€ 2,1 — 10618 = 75261 

7.052113. 07— 10. 46229. 7. 

= FAK xr (0 (& AY 2x (common approximate 
formula) 求 近 似 值 的 一 组 常用 公式 . VE z,y 是 实 
MW, Hlc, |y KI K "EE “IBF”, IEEE 
1 的 意义 是 x70 EXER c 接近 于 0) ,常用 的 求 近似 值 
的 公式 如 下 : 

I Clara lo Cac Re 

VA Id yy 


tantr. 
.Iln(14- 22er. 
3E HÆ (table of squares) 常用 数 表 之 一 . B 
一 元 实 函 数 y — a^. II PRR. 平方 表 有 多 种 ,一般 
其 具体 查 法 将 在 表 后 说 明 . 利用 常见 的 四 位 数学 用 
表 的 平方 表 可 查 出 任意 一 个 四 位 数 的 平方 数 . 1 到 
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a 1 eee oe 
4 
a; 
& 
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10 之 间 的 四 位 数 可 在 表 中 直接 查 出 . 对 小 于 1 或 大 
于 10 的 正 实数 xz 不 能 在 表 中 直接 查 出 ,要 首先 将 它 
写成 + 二 xo。* 10'(zEZ,zoE[Ll,10) 为 四 位 数 ) 的 形 
式 , 即 =r * 107 FA JE TER HP EE H ri 的 值 , 最 后 
通过 计算 得 出 c^ 的 值 . 

立方 表 (table of cubes) 常用 数 表 之 一 . 即 一 
元 实 函 数 y — a? 的 函数 值 表 . 立方 表 有 多 种 ,每 一 种 
立方 表 一 般 在 表 后 说 明 查 法 . 利用 常见 的 四 位 数学 
用 表 的 立方 表 可 以 查 出 任意 四 位 数 的 立方 数 . 大 于 
1 小 于 10 的 四 位 数 可 由 立方 表 直 接 查 出 ,对 小 于 1 
或 大 于 10 的 正 实数 zx, 在 表 中 不 能 直接 查 出 ,要 到 
先 将 它 写 成 X= 二 xo。* 10"(nE2Z,xoE1L1,10) 为 四 位 
数 ), 即 x 二 x3。，10”, 然 后 在 表 中 查 出 ro 的 值 ,最 后 
计算 出 c 的 值 . 

平方 根 表 (square root table) 常用 数 表 之 一 . 
即 一 元 实 函 数 y= V c BO ROC RE 平方 根 表 有 多 
种 ,其 查 法 各 异 ,一 般 都 在 表 后 加 以 说 明 . 常见 的 四 
位 数学 用 表 的 平方 根 表 只 列 出 1 委 z 所 100 的 一 切 
四 位 数 的 算术 和 平方根. 对 于 不 能 在 表 中 直接 查 出 平 
方 根 的 正 实数 xz, 可 将 x 写成 +==xo*，10”(n€2) 的 


形式 , 即 
Je eme wm 


其 中 zs€ [1,100 , S JOE USE rb t h V as Hg 
值 , 最 后 通过 计算 得 出 vz 的 值 ( 或 近似 值 ). 根据 
考古 发 掘 出 来 的 古代 巴比伦 人 的 泥 板书 (粘土 书 板 ) 
记载 ,大 约 在 公元 前 2100 多 年 ,由 于 农业 和 商业 的 
发 展 , 泥 板书 中 就 刻 有 平方 数 表 和 平方 根 表 , 对 于 完 
全 平方 数 的 算术 平方 根 , 表 上 列 有 准确 值 . 
立方 根 表 (cube root table) 常用 数 表 之 一 . 即 
一 元 实 函 数 y — Vc 的 函数 值 表 . 立方 根 表 有 多 种 ， 
其 查 法 不 尽 相 同 ,一 般 在 表 后 给 以 说 明 . 例如 ,在 四 
位 数学 用 表 的 立方 根 表 中 能 直接 查 出 0. 100 到 99. 9 
间 的 三 位 数 的 立方 根 . 对 于 不 能 直接 查 出 的 实数 x， 
可 将 其 写成 z= 二 x。，10”(nE€2Z) 的 形式 ; 即 


pa = zy * 10^, 
zo A 0. 100 到 99. 9 之 间 的 三 位 数 , 然 后 从 立方 


根 表 中 查 出 Vz 的 值 ,最 后 通过 计算 Vz。* 10" 得 
出 Y x 的 值 . 根据 考古 发 气 出 来 的 古代 巴比伦 人 的 
泥 板 书 ( 粘 土 书 板 ) 的 记载 ,大 约 公 元 前 2100 多 年 ， 
由 于 农业 和 商业 的 发 展 , 泥 板 书 中 就 刻 有 立方 根 表 ， 
并 用 于 有 关 立 方 体 的 计算 . 

复数 (complex number) ”实数 的 扩充 . 形 如 a 
十 i 的 数 称 为 复数 ,其 中 asb 为 实数 ,i 称 为 虚数 单 
位 , 它 满足 站 = 一 1.a 称 为 复数 z= 二 a 十 bi 的 实 部 , 记 
为 Rez ERGO. bi 称 为 复数 z= 二 a 十 bi 的 虚 部 ,而 实 


数 5 称 为 虚 部 系数 有 时 简称 虚 部 , 记 为 Imz 或 1(z). 
复数 a 十 Hi, 当 65 二 0 时 ,就 是 实数 a; 当 2 天 0 时 ,a 
+bi PRA HER; 4 a=0 H 6250 时 ,bi 称 为 纯 虚 数 . 根 
据 上 面 的 定义 对 复数 可 作 如 下 分 类 ， 
实数 a(b=0), 
ot ab dcn a+bi(afé0), 
(640) 纯 虚 数 bi(a=0). 
复数 dist bil 5 a: tbl, MBA a; =a: sb =b: 时 相 
等 , 记 为 d- bii — as tbi. 对 这 样 定义 的 复数 规定 其 
加 法 和 乘法 可 按 多 项 式 运算 法 则 并 利用 工 = 一 1 进 
行 , 因 而 
(ay Eb T sc 2) 
= (a, +a,) + , + b)i, 
(a, + 6,1) Cay + 6,1) 
= (a,a, — 6,6.) + (a,b, + a,6,)i. 
复数 还 有 下 面 的 哈密 顿 (Hamilton,，W. R. ) 定 义 : 设 
C 是 称 为 复数 的 有 序 实数 对 (a,6b) 全 体 的 集合 ,对 于 
C rH SIC Cai +61) Al Cas 0:2 HRK 41 =a? sb 
— b, Bt, AAA Gabi) = Cas 6) HE C 中 定义 两 
种 运算 加 法 了 岂 和 乘法 如 下 : 
(a, 51309 (a5 5) = (a, ta2,6,;+b2); 
(4:56, ) ©) Caz sb) = Caraz —bb; saib: Fab). 
于 是 当 把 (a,0) 记 为 a, (0,1) 记 为 1 时 ， 
(a,6)= (a,00€9L (0,0069€(0,1) J=aO C069). 
可 见 两 种 定义 下 的 复数 ,不 仅 一 一 对 应 而 且 在 相应 
的 加 法 和 乘法 运算 下 也 一 致 . 全 体 复 数 的 集合 称 为 
复数 集 , 仍 记 为 C,， 所 定义 的 加 法 和 乘法 满足 交换 
E .结合 律 和 分 配 律 , 并 存在 零 元 素 和 负 元 素 , 乘 法 
有 单位 元 素 , 并 且 每 个 非 零 元 素 有 逆 元 素 , 所 以 , 集 
E C 关于 加 法 和 乘法 构成 域 ,并 称 C 为 复数 域 . 
虚数 概念 产生 于 负数 开平 方 运算 . 开始 认为 负 
数 没有 平方 根 . 12 H 20 E fp m Y SB — Bhaskara 
I ) 已 接触 到 负数 的 平方 根 , 但 他 认为 负数 没有 平方 
根 , 因 为 负数 不 是 平方 数 . 卡尔 达 庄 (Cardano,G.) 
在 1545 年 发 表 的 关于 代数 学 的 拉丁 文 著作 《大 征 
术 ) 中 ,第 一 次 认真 地 讨论 了 虚数 ,并 给 出 了 运算 的 
方法 ,把 它 称 之 为 “诡辩 数 ” 最 先 承 认 虚 数 不 虚 的 是 
3$ Di fj CBombelli , RO ,他 在 《代数 学 ) 一 书 中 对 三 次 
方程 作 了 长 期 研究 ,并 用 Rg 和 Re 分 别 表 示 平 方 根 
和 立方 根 ,他 给 出 了 土 V 一 1 及 a+b v 一 1 的 计算 法 


则 , 用 dimRgll 表示 虚数 v 一 11. m $$ F JL 
(Descartes , R. ) 在 1637 年 著 的 《几何 学 》 中 明确 了 
方程 的 实 根 与 虚 根 , 并 给 出 了 虚数 这 一 名 称 , 后 来 ， 
Bt BL 38 (De Moivre, A. ) 与 欧 拉 (Euler,L. ) 给 出 了 
公式 


(cos r-Fi sin xr)"-—cos nxt+i sin nz. 


1743 年 , 欧 拉 又 给 出 公式 e — cos x isin x, 2f 4E 


1777 年 系统 地 建立 了 复数 理论 ,同时 引进 了 虚数 单 
位 的 符号 “i”.1797 年 , 韦 塞 尔 (Wessel,C. ) 在 《关于 
方向 分 析 表 示 的 一 个 尝试 ) 中 ,引进 了 一 条 以 VY 一 1 
为 单位 的 虚 轴 与 复数 平面 概念 ,给 出 了 复数 及 其 运 
算 的 向 量 表 示 ,使 复数 与 平面 上 的 点 建立 了 联系 . 
1806 年 ,阿尔 风 (Argand,J. R. ) 在 巴黎 发 表 了 《 虚 
数 , 它 的 几何 解释 》 一 文 ,他 首先 把 量 ati 的 长 度 
PRY Be FPR HT ini?’ 的 几何 意义 .1797 年 ,高 
斯 (Gauss ,C.F. ) 在 代数 基本 定理 的 论文 中 巧妙 地 
运用 了 虚数 的 几何 表示 . 1831 年 ,又 在 《 哥 廷 根 学 
报 》 上 系统 地 表述 了 复数 a 十 Wi MA F JLE H he 
平面 上 的 点 (ao) 的 一 一 对 应 关系 ,从 而 进一步 肯定 
了 复数 平面 这 一 概念 . 他 又 将 表示 平面 点 的 直角 坐 
标 和 极 坐 标 加 以 综合 ,统一 于 表示 同一 复数 的 两 种 
形式 (复数 的 代数 形式 和 三 角形 式 ), 并 阐述 了 复数 
的 几何 加 法 与 乘法 ,使 术语 复数 与 符号 i 在 代数 学 
中 得 到 通用 .为 了 纪念 高 斯 的 贡献 ,后 人 常 称 复数 平 
面 为 高 斯 平面 . 1837 年 ,哈密 顿 (Hamilton W. R. ) 
给 爱尔兰 皇家 科学 院 的 信 中 提出 把 复数 a 十 bi 当做 
有 序 实数 对 (a,6b), 并 用 以 定义 复数 ,还 给 出 了 有 序 
实数 对 的 运算 ,从 而 对 复数 建立 了 严密 的 形式 定义 . 

虚数 单位 的 主要 性 质 如 下 : 

1. 虚数 单位 1 是 方程 x 十 1 二 0 的 一 个 根 , 即 
—IBpesq Dd. 

2.1 5 —i 是 一 1 的 两 个 平方 根 . 

3. |i] =l.,argi=n/2GX Œ arg 表 主 辐 角 ) ,因而 


i = cos 5 + isin > = ef 
4.1 与 一 1 ttg, Bl i=—i. 
5.1 WERA M: 
js 1 二 一 ]， 13 一 一 1， i=], 
Tae ME LL T MET CE 
(n 为 自然 数 ). 


复数 的 实 部 (Creal part of complex numbers) 
见 “ 复 数 ”. 

复数 的 虚 部 (maginary part of complex num- 
bers)” 见 “复数 ”. 

纯 虚 数 (pure imaginary number) | JL" E RU. 

诡辩 数 (sophistry number) J“ RL”. 

复数 集 (set of complex numbers) J“ RR”. 

虚数 (Cimaginary number) J“ Ry”. 

虚数 单位 (imaginary unit) WMR RU. 

复数 的 相等 (equality of complex numbers ) 
两 复数 的 一 种 等 价 关 系 . 两 复数 相等 的 充分 必要 条 
件 是 : 

l. 复数 zı =a; +% 5 z: =A, + byl 相等 的 充分 
必要 条 件 是 a; = 0256, =b2( a) sabb ER). 2, 与 >， 
相等 记 为 之 1 一 之 2。 

63 


Oo = K S 


2. 两 个 非 零 复数 相等 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 
模 与 辐 角 的 主 值 分 别 相等 . BD zp m 6lzil-lzl: 
H arg z;—arg z;. 

3. ac-51—0 (a, bER)Sa=b=0. 

复数 平面 (complex number plane) 亦 称 高 斯 
平面 . 复数 的 几何 表示 . 对 任意 取 定 的 一 个 复数 > 
二 4 十 bi, 总 可 以 在 平面 直角 坐标 系 中 找到 惟一 的 坐 
标 为 (a,5b) 的 点 和 它 对 应 ,反之 ,对 于 平面 直角 坐标 
系 中 的 任意 一 点 (a,6), 总 有 复数 z= 二 a 十 i 与 之 对 
应 .这样 ,全 体 复 数 和 直角 坐标 平面 上 的 点 就 建立 了 
一 一 对 应 关系 ,于 是 称 直 角 坐 标 平面 为 复数 平面 , 简 
称 复 平面 . 在 复 平面 上 ,坐标 原点 对 应 复数 零 ; 横 轴 
上 的 点 与 实数 一 一 对 应 ,因而 称 横 轴 为 实 轴 ; 纵 轴 上 
除 原 点 外 的 点 与 纯 虚 数 一 一 对 应 ,因而 称 纵 轴 为 虚 
轴 . 复 平面 给 予 复 数 以 直观 的 几何 解释 ,因而 它 对 认 
识 复数 起 了 重要 作用 . PH (Cotes, R. )、 棣 莫 弗 (De 
Moivre ,A.)、 欧 拉 (Euler,L.)、 范 德 蒙 德 (Vander- 
monde, A. - T. ) 等 人 都 具有 将 复数 与 坐标 平面 上 的 
点 对 应 起 来 的 数学 思想 ,这 从 他 们 把 二 项 方程 的 解 
看 成 是 一 个 正 多 边 形 的 顶点 的 作法 可 以 得 到 证 实 . 
第 一 个 提出 实 轴 、 虚 轴 并 给 复数 以 几何 解释 的 是 韦 
塞 尔 (Wessel,C. ) ,他 在 1797 年 向 丹麦 科学 院 递交 
的 论文 《方向 的 解析 表示 ,特别 应 用 于 平面 与 球面 多 
边 形 的 测定 》 中 ,用 十 1 表示 正方 向 的 单位 ,十 e 表示 
另 一 种 单位 ,方向 与 前 者 垂直 且 有 相同 原点 ,并 记 为 
v 一 1=scosy 十 ssin7y. 他 的 这 种 表示 ,除了 虚数 单 
位 的 符号 不 同 外 ,与 现代 复 平 面 表示 一 致 . 稍 后 高 斯 
(Gauss,C. F. ) 给 出 了 代数 基本 定理 的 几 个 证 明 ,在 
前 三 种 证 明 中 都 假定 了 复数 和 直角 坐标 平面 上 的 点 
的 一 一 对 应 关系 ,这 就 有 效 地 使 人 们 接受 了 复 平面 
的 思想 ,为 此 ,后 人 称 复 平 面 为 高 斯 平面 . 

高 斯 平面 (Gauss plane) 即 “ 复 数 平面 ”. 

复 平面 (complex plane) 复数 平面 的 简称 . 

实 轴 (real number axis)” 见 “复数 平面 ”. 

虚 轴 (imaginary number axis) 见 “ 复 数 平 
inm. 

f 8A # (modulus of complex numbers) Jf 
称 复数 的 绝对 值 . 刻画 复数 的 一 种 量 . 复数 ze =a +b 
(a,b € Ri! — — D IS BE JE SCC 
V a! P WA |z | — la- bil. 
在 复 平 面 上 ,用 点 ZG 3 
复数 z= 二 a 十 外 时,Z 到 原点 的 
距离 10Z | 就 是 复数 z 的 模 ; 用 
向 量 O2 表 示 复 数 > 一 2 十 外 时 ,向 量 O2 的 长 度 就 是 
复数 z 的 模 ( 如 图 ). 

复数 的 模 有 以 下 的 性 质 : 

1. |z| 一 /Re?z--Im?^z = wzz 或 |z|2 一 zzZ. 
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2. |Rez|</z!,|Imz|<]z]. 
3. |z| =z 的 充分 必要 条 件 是 zER* U1(0). 
4. |z | — 0 的 充分 必要 条 件 是 x =0, BD 
Rez =Imz=0. 
m | sisse ps Lei] SP es ess he a 
— [z; ,其 中 等 号 成 立 的 条 件 是 |=; |z:= |z;|zi, 即 复 
6. [z1 * z;| — lil ，|z*| ,一 般 地 ， 


Iziz2*z,| — [id * dil dz. 
之 ] [z| 

y MEX = 9 0. 
之 2 EM AP n7 

8. lz = lz] GEN); Æ z0, Wil 
| 

9. |z| 2 |z |. 


10. Fn PRM = ,z*，… ,z,,， 有 
[| L2 4 pego EAE 
其 中 等 号 成 立 的 条 件 是 :或 z Hep Sr =z, = 05K 
当 有 一 个 z/ 关 0 时 ,对 有 二 1,2,…,n, 有 x, / 2,20. 

复数 的 绝对 值 (absolute value of complex num- 
bers)” 即 “复数 的 模 ”. 

复数 的 辐 角 (argument of complex numbers) 
刻画 复数 的 一 种 量 . 设 复数 平面 内 ,向 量 OZ 对 应 于 
S s — a c bi, 则 以 二 轴 的 正 向 为 始 边 ,向 量 OZ 所 
在 射线 (起 点 是 O) 为 终 边 的 角 0, 称 为 复数 z 的 辐 
fa. 辐 角 0 满足 


Gimp esse. cos0 = £, E d 
a r r 
(r= va + P»), 


Hid A 0— Arg z. 不 等 于 零 的 复数 z=a+bi HRA 
有 无 穷 多 个 值 ,这 些 值 相差 2kn(R=0,41,42, 
…). 通常 规定 适合 于 0x0-—2x 的 辐 角 0 的 值 , 称 为 
辐 角 的 主 值 ,并 记 为 argz, 即 Oscarg z <27, Br A 
Argz = argz + 2kn (R=0,41, 十 2,…). 
辐 角 的 主 值 又 称 为 主 辐 角 . 纯 虚 数 bi (6-40) A 
AW 1/2024 520 时 ), 或 35/204 60 时 ); 实 数 
a 的 辐 角 主 值 为 0GO845 40 BD E n OB a0 时 ); 
由 于 复数 0 没有 确定 的 辐 角 ,因而 它 的 辐 角 不 确定 . 
也 可 以 约定 ,满足 一 r 委 0<r AOR ARAN 
主 值 . 每 一 个 不 等 于 零 的 复数 的 辐 角 有 惟一 的 主 值 . 
E xz) 为 任意 非 零 复数 ,它们 的 辐 角 有 如 下 人 性质 ， 
1. Arg(zl。z2) 一 Argzl 十 Arg zz. 


Z. Arg| 2 = Arg zy — Arg z; (2,40). 
3. = n€N 时 ， 
Argz" = nArgz, Arg zx = Arg E 


4. Arg z — — Arg z. 
5. 复数 > 的 主 辐 角 值 有 以 下 几 种 情况 : 


1) Rez>0 时 ， 


ar arctan Im z +n 
z 一 
8 Re z 


3) Rez—0 A Imz>0 B arg. 


4) Rez=0 H Imz«0 Marge 7. 


复数 的 辐 角 概念 是 由 瑞士 的 一 位 筹 记 员 阿尔 冈 
(Argand,J. R. ) F 1806 年 首先 给 出 的 . 人 们 为 了 纪 
念 他 ,用 他 姓名 的 前 三 个 字母 表示 辐 角 . 

f£ g A 48 f + fü (principal value of arguments 
见 “ 复 数 的 辐 角 ”. 

主 辐 角 (principal argument angle) 
的 辐 角 ”. 

复数 的 表示 法 (expression of complex num- 
bers) 表示 复数 的 形式 . 复数 的 表示 形式 如 下 : 

1. 代数 形式 :z= 二 a 十 bi (a,bER,i°=—1). 

2. 几何 形式 :在 复 平面 上 ,复数 zathi 与 点 
Za,0) 及 位 置 向 量 G2 一 一 对 应 . 因此 ,可 用 点 
Z(a,0) 或 向 量 O2 表 示 复 数 z=a+bi. 后 者 亦 称 为 向 
量 形 式 . 

3. 三 角形 式 ( 或 极 形 式 ): 任 何 非 零 复 数 z 都 可 
表示 为 z—=r(cosé+ising), HHA r,0 分 别 表 示 复 数 
z 的 模 和 z 的 一 个 辐 角 . 

4. 指数 形式 :任何 非 零 复数 z 都 可 以 表示 为 > 
—re", Kr, 0 分 别 是 复数 = 的 模 和 z 的 一 个 辐 角 . 

5. 矩阵 形式 :复数 z= 二 a 十 bi 可 以 用 和 矩阵 表示 为 
a b 
一 a 

复数 的 代数 形式 (algebraic form of complex 
number) 见 “ 复 数 的 表示 法 ” 

复数 的 几何 形式 (geometrical form of complex 
numbers) Jil“ AAA”. 

A 8A = f8m x (trigonometric form of com- 
plex numbers) 见 " 复 数 的 表示 法 ”复数 的 三 角形 
式 用 于 复数 的 乘法 、 除 法 、 乘 方 、. 开 方 运算 较为 方便 ， 

复数 的 向 量 形 式 (vector form of complex num- 
bers) 见 “" 复 数 的 表示 法 ” 

复数 的 指数 形式 (exponential form of complex 
numbers) 见 “ 复 数 的 表示 法 ” 

复数 的 矩阵 形式 (matrix form of complex 
见 “ 复 数 的 表示 法 ”. 

H Hf S Ht conjugate complex numbers) 一 对 
关系 特殊 的 复数 . 实 部 相同 ,而 虚 部 互 为 相反 数 的 两 
个 复数 za 十 贞 5j a — bi EROS 8 de LC. 复数 > 的 
Jt gu BM ICA =. bAO MW z 5j z MAL HE GS 


of complex numbers) 


见 “ 复 数 


(a,bER). 


之 = 


numbers ) 


若 a 二 0 A640, M z Sz AH a5 dE XE. 复 平面 
Al Ze an BAP SE Be Re 与 三 的 两 点 关于 实 轴 对 称 . 
一 个 复数 等 于 它 的 共 斩 复 数 , 当 且 仅 当 这 个 复数 是 
实数 ,所 以 任何 一 个 实数 与 它 自身 共 斩 . 

H5 y 8 m Wit 2M e=atb 5 z=a-biF 
如 下 主要 性 质 : 


]l.z--z-—2 Rez 一 2 Rez=2a, Bp ut 


2 


之 一 之 


2i ` 


(A) 


.z—z—2 Im zi 一 20, 即 b= 


se aa a a 


E Rane e A 


Z) =Z] e Zos 


HE 


5.z-—z. 


6 ep. 
j z 
A “ye Gee. 
2 


8. |z|= |z| 5 Vz * z. 

9. 看 一 xx 委 argz<Tr, 则 argz 二 一 argz, 一 般 地 ， 
Arg z 一 一 Argz( 应 理解 为 辐 角 的 集合 相等 ). 

10.z 二 z 的 充分 必要 条 件 是 > 为 实数 . 

11. 对 任何 使 实 系数 有 理 式 f(z) 有 意义 的 复数 
zx 有 f(z) 二 f(z) 成 立 , 且 者 f(z) 二 0, 则 f(z) 二 0. 

it 40 E% (conjugate imaginary numbers) J 
“FEE BL”. 

it H ah dg XE (conjugate pure imaginary num- 
ber) MHAR. 

£ 3 nik (addition of complex numbers) & 
数 的 基本 运算 之 一 . 指 求 复数 和 的 运算 . 两 复数 相 加 
时 , 实 部 相 加 作为 和 的 实 部 , 虚 部 系数 相 加 作为 和 的 
虚 部 系数 . BN Cat bi) + (c+di)=(ate)+ Co 3- di. 
复数 加 法 满足 交换 律 .结合 律 , 即 对 任何 2j52;,z23€ 
C, 有 zz bi (RE) Gi +2.) +z: =z + 
(Cz: +z) (Gee). zx 十 0 yA 
=z; 对 于 任何 复数 2194 
在 惟一 的 复数 z zit 
2 一 0, 常 记 为 z; 二 一 zi， 
并 称 z: 为 zi 的 负 元 素 . 
在 复数 平面 上 ,两 个 复数 
相 加 ,就 是 求 与 这 两 个 复数 对 应 向 量 的 向 量 和 . 因 
此 ,复数 相 加 可 利用 向 量 加 法 的 “平行 四 边 形 法 则 ” 
或 “三 角形 法 则 ”完成 . 如 图 ,GZ 表示 复数 a debi, 
O 序 表示 复数 c 十 di, 则 以 OZ OZ, 为 邻 边 的 平行 四 
边 形 的 对 角 线 向 量 O 序 表示 复数 

Cas bea) = a e [FO a. 
复数 减法 (subtraction of complex numbers) 
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复数 的 基本 运算 之 一 . 指 已 知 两 复数 的 和 与 其 中 一 
个 复数 , 求 男 一 个 复数 的 运算 . 即 复 数 减法 是 复数 加 
法 的 逆 运 算 . 两 个 复数 相 减 时 ,将 它们 的 实 部 相 减 作 
为 差 的 实 部 , 虚 部 系数 相 减 作为 差 的 虚 部 系数 , 即 
(wo =a) = a= Hd is 
减法 的 另 一 种 法 则 是 : 减 
的 负 元 素 , 即 1 之 2 一 之 1 
十 (一 zz). 在 复 平面 上 ， 
两 复数 相 减 ,就 是 求 与 这 | 
AAE ROTA [n] E E] 25 [6] Et "EE 3 d f PLI HBA 
点 并 指向 被 减 数 的 向 量 对 应 ,如 图 :OZ 表示 z= 
十 bi,OZ 表 示 z:=c+di zı —2;7 (a- bi) — (c+di) 
= (a—c)- 6—d0 8ZZ; -0Z, —0ZX Nr. 

两 复数 和 差 的 几何 意义 (geometric significance 
of sum and difference of two complex numbers ) 
两 复数 和 差 的 几何 表示 . 在 复 平 面 上 ,两 个 复数 和 差 
的 几何 意义 是 求 与 这 两 个 复数 的 对 应 向 量 的 和 辐 量 
与 差 向 量 . 如 图 1 和 图 2 所 示 (参见 “ 复 数 加 法 ”和 
“复数 减法 ”). 
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图 1 

复数 乘法 (multiplication of complex numbers) 
复数 的 基本 运算 之 一 . 指 已 知 两 复数 求 它 们 的 积 的 
运算 . 乘法 法 则 如 下 :两 个 代数 形式 的 复数 相 乘 ,可 
按照 多 项 式 乘 法 法 则 进行 ,并 把 所 得 结果 中 的 让 换 
RF —1. Bl Ca 43-51) Cc d3- di) = (ac 一 bd) 十 Cad 4- bei. 
两 个 三 角形 式 的 复数 相 乘 ,可 把 它们 的 模 的 积 作为 
积 的 模 , 辐 角 的 和 作为 积 的 辐 角 . 即 

[ri (cos 0, + isini) ] * [r,(cos@, + isin @,) | 

= r,rj| cos(0, + 0,) + isin(é, + 0,) ]. 
DAS T8 ROE x BJ SURE , 按 指 数 乘法 法 则 进行 : 
(rieti) (r, e) — rr, eltfit 9», 

一 般 说 来 ,用 复数 三 角形 式 特别 是 指数 式 作 乘法 较 
为 简便 . 复数 乘法 运算 满足 下 列 运 算 定 律 : 

l. zi $ z= zz À x1( 交 换 律 ). 

2. (zit 2.) * z=z ° (z, * z) (Ge). 

3. zi (2, +23) =z * zatz * z, GR IN] JU 1A BJ 
分 配 律 ). | 

在 复数 的 乘法 中 ,复数 > 与 实数 单位 1 的 乘法 
运算 仍 满足 :1， z= 二 z， 1 二 z(z 是 任 一 复数 ). 同时 ， 
对 于 任 一 非 零 复 数 zx, 都 有 倒数 ( 逆 元 ) 存 在 , 记 为 
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z ,它们 满足 :z，z :一 zz le eH 1. BR z=a+bi 
E0 的 充分 必要 条 件 是 a’ +o £0, Ma 与 上 不 同时 
AE. 34 z—a--bi—r(cosO-Fisin0) —re?z£0 时 ， 
E a b . 

T (ac wF 
— r l[cos( — 0) + isinC— 0) ] 
= E 

两 复数 乘积 的 几何 意义 (geometric significance 
of product of two complex numbers) 两 复数 乘积 
的 几何 表示 .在 复 平 面 上 , 设 
复数 之 1 5 之 2 所 对 应 的 向 量 分 
别 为 OZ 与 0Z:, 则 乘积 z X 
z,—z 所 对 应 的 向 量 OZ 是 , 先 
KOZ iat B] St HEHE argz: 一 0 
(0 之 0, <27) , BIL 3X — [6] E 
的 模 伸缩 re = |e | fir Br 3 Bl 
的 向 量 ( 如 图 ). 

复数 的 乘 方 (Dower of complex numbers) 复 
数 的 基本 运算 之 一 . 指 底 为 复数 ,指数 为 整数 的 究 运 
算 . 对 任 一 非 零 复数 z= 二 rlcos 9 十 1sin0), 它 的 乘 方 

1. 24 n JJ IE ECT , 


由 乘法 可 知 
z"-—[r(cos0-Fisin0) "=r" (cos n0-Fisinz0). 
2. %4 n=0 AY .2°=1, Bp 
z?—|[r(cos 0--isin 9) —r*(cos0--sin0) —1. 
3. 24 为 负 整 数 时 , 设 n= — m Gn 270) , JUI SEXE 


由 于 
z "—[r(cos0-Fi —sin0) |] " 


1 
~ [r(cos 0+i sin 0) J” 
=r "lcos( —m0) --"1sin C—m0) |, 
因此 ,仍然 有 z^ — rn os n0--isinz). 

复数 乘 方 运算 的 法 则 是 : 

1. 对 于 三 角 式 的 复数 z— (rcosé+isin#§), n] É 
接 用 公式 z—rcosn0-isinn0) (nEZ). 

2. 对 于 代数 形式 的 复数 ,可 首先 利用 二 项 式 定 
理 展开 ,然后 利用 虚数 单位 的 运算 性 质 ( 这 王 1 
二 i,i1%1? 一 一 1,1*13 二 一 1, 其 中 是 整数 ) 将 展开 式 
化 简 . 

3. 对 于 指数 式 的 复数 ,可 以 用 公式 Ge» 
=r" e", 一般 地 ,利用 复数 的 三 角形 式 或 指数 形式 
进行 乘 方 运算 较为 简便 . 

复数 除法 (division of complex numbers) € 


数 的 基本 运算 之 一 . Te HE 3e HAE A 
复数 的 积 与 其 中 一 个 非 零 复数 , 求 男 一 个 复数 的 运 
算 . 其 运算 法 则 是 .; 
1. 代数 形式 的 两 复数 相 除 ,首先 把 它们 写成 分 
数 形式 ,然后 分 子 分 母 都 乘 以 分 母 的 共 轼 复数 ,并 把 
结果 化 成 复数 的 代数 形式 , 即 
a tbi (at bid — di) 
c+di (c + di)(c— di) 
-于 各 + 合生 etano 
2. 三 角形 式 的 两 复数 相 除 , 商 的 模 等 于 被 除数 
的 模 除 以 除数 的 模 , 商 的 辐 角 等 于 被 除数 的 辐 角 减 
去 除数 的 辐 角 , 即 
r, (cos 8, +isin 0j) 
r,(cos @,+isin 8, ) 


= [cos (6, — 0,) +isin(O, — 6,)] (r, Æ 0). 
3. 指数 形式 的 两 复数 相 除 , 按 通 常 的 指数 除法 
法 则 进行 , 即 
mee = [1,i0,-4) (r, Æ 0). 
r,e? rs 
用 复数 的 三 角形 式 和 指数 形式 作 除 法 较为 简便 . 
两 复数 商 的 几何 意义 (geometric significance of 


两 复数 商 的 几 


quotient of two complex numbers ) 
何 表 示 . 在 复 平 面 上 , 设 复 
数 zi 与 之 2 所 对 应 的 向 量 分 
3l OZ, FOZ, W E 11H 
商 


#1» (22250) 
z 


2 


所 对 应 的 向 量 02 是 , 先 将 
OZ, WEY SF We SE arge: — 0, 
CO x 0, — 27) , HE dB 3x — [n] 
量 的 模 伸缩 


E dl 
T? i EM 
倍 所 得 到 的 向 量 ( 如 图 ). 


棣 莫 弗 公式 (De Moivre formula) Jp eRe 
弗 定 理 . 复数 的 乘 方 用 三 角形 式 表 示 的 一 个 公式 . 对 
FTH r=1 的 复数 cos 0 十 1sin0, 它 的 乘 方 公式 

(cos 0 十 1 sin 0)" —cos 0 十 1 sin nÜ(n€ ND, 
PRA BR SEB ZO SK. 这 个 公式 由 棣 莫 弗 (De Moivre, 
A. ) F 1707 年 创立 ,而 23 年 以 后 , 即 1730 EF È 
X. 当时 的 棣 莫 弗 公式 并 非 如 上 所 述 的 形式 ,而 棣 莫 
弗 只 发 现 , 若 两 个 角 之 比 为 1 : nO 为 正 整 数 ), 则 它 
们 的 正 矢 t,x 之 间 的 关系 可 由 下 列 两 个 方程 消去 
z(|z| 二 1) 而 得 到 ;1 一 2z 十 z? =—2et3;1— 22" +2” 
二 一 2z”x. 1748 4F, EE br (Euler. L. ) 设 1 二 1 一 cos9; 
XTX 二 1 一 cosn0, 则 由 两 个 方程 : 1] 一 2z 十 xz? 


数 系 


— —2z(1—cos 0 K 1— 2z" + z” = — 2z" (1 一 
cosn@) , R14 z 5 z':z—cosÓ0 +i sin 6,2" —cos n0 
+isinnd, Bl (cos 0 十 i sin 0)"—cos nO+isinnd(n€ 
N). X. Z& Wk ty (Euler, L. ) 推 广 , 对 n 是 任意 实数 , 棣 
莫 弗 公式 都 是 成 立 的 . 
复数 的 开 方 (radication of complex number) 
求 复数 方 根 的 运算 . 即 复数 的 开 方 的 具体 方法 . SES 
A OT. n RA O 为 正 整数 ) 所 得 结果 有 nn 个 值 , 它 
们 的 模 都 等 于 这 个 被 开 方 复数 的 模 的 m 次 算术 根 ， 
它们 的 辐 角 分 别 等 于 被 开 方 复数 的 辐 角 与 2x 的 0， 
1,2,**,n —1 ÈRA n 4p zm —. 即 复 数 z= 
r(cos 0 十 i sin RM z —re" I n PALA n RARE 
V r | cos BEY Y sin DERE 


Bv r eton, Yr R—0,1,2,:,n—1. RE 
们 为 开 方 公 式 . SH n 次 方 根 是 零 . 复数 开 方 时 应 注 
MU PULA: 

1. f£ fe] SES RRMA AMA n TAH n KH 
根 , 它 们 的 模 相 等 , 辐 角 相差 

2kn/n(k—0,1,2,*:,n— 1). 

2. 求 方 根 前 ,一 般 应 先 把 复数 化 成 三 角形 式 或 
指数 形式 ,再 使 用 开 方 公式 . 开 方 前 ,被 开 方 复数 的 
辐 角 是 否 在 主 值 范围 内 无 关 紧 要 , 开 方 后 ,通常 把 复 
数 方 根 的 辐 角 化 到 主 值 范 围 内 . 当 辐 角 是 特殊 角 时 ， 
一 般 将 结果 写成 代数 形式 . 

3. 公式 中 的 Yr 仅 表 示 正 实数 > 的 次 算术 
根 , 而 不 能 认为 有 个 值 . 

4. 任何 一 个 非 零 复数 的 个 次 方 根 都 可 以 用 
它 的 一 个 二 次 方 根 乘 以 2” 个 不 同 的 ”次 单位 根 表示 ， 

复数 方 根 的 几何 意义 (geometric significance of 
radical of a complex number) 复数 方 根 的 几何 表 
m. JES BR xz 一 r(cos 0 十 
isin 0 IJ n ^ n KAR. 
复数 平面 上 表示 以 原点 为 
圆心 , V r 为 半径 的 圆 内 
接 正 ?2” 边 形 的 2 个 顶点 
《如 图 ). 其 中 第 一 个 顶点 
Zo 是 复数 


Vr | cos / | + isin 


n 


i 
Bs nz EOZ, ES r 轴 的 正 向 夹 角 是 bjn ,第 
二 个 顶点 Z 是 复数 


V r | cos E isin E | 
所 对 应 的 向 量 02, 它 与 zx 轴 的 正 向 夹 角 是 
(2x +8) /ne Bn az. ,是 复数 


Vr [cos ZG — D 8 uL sin SA DI 


2r 4- 0 
n 
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所 对 应 的 向 量 是 02,1. 它 与 zx 轴 的 正 向 夹 角 是 
[2(n—1) x4-0]/n. 事实 上 ,将 向 量 G25 分 别 逆 时 针 
旋转 2n/n,2(2n/n) +, (n—1) (2x / 2 Bll n[ RUE 
AI] OZ, .OZ,.-- OZ, 1. 

n YR YR (n-th unit root) 一 种 重要 的 n 次 
方 根 . 在 复数 范围 内 ,1 的 nmEN) 个 不 同 的 n 次 方 
根 都 称 为 n 次 单位 根 , 简 称 单位 根 . 它们 是 


COS Ee + isin "4 
n n 
或 deed. oe 


n UK AS [r8 di 7; Ew" —1=0 f n TATA AAR BRE w 

=] 外 ,其 余 n 一 1 个 也 是 一 1 次 方程 o Tw 

十 w 十 1 二 0 的 n 一 1 个 不 同根 .n 次 单位 根 有 下 列 
1. 对 于 任何 meEZ 


2mm 
n 


| +isin 


mim 
a 
Ro, =e + AE n RBA, Bo = 14 RS Fd Hd 
单位 根 只 及 个 .例如 取 m—0,1,2. 7 n—1 时 ,就 
得 到 个 不 同 的 nn 次 单位 根 . 当 整 数 m = qn + 
k(q€ Z* RE (0,1,2,*,n— 1) BY 5 w= Wyn pe 0. 
2. n 次 单位 根 的 模 为 1, 即 |w, | 二 1. 
3. 两 个 nn 次 单位 根 W; 9 W; FERRE nK 


Wn 一 COS 


单位 根 , 且 o; * o=04,0,7 为 任意 整数 ). 由 此 可 
得 : 

1) (€) ”一 ww 

2) C)” = wn Cm, b 为 任意 整数 , 当 m=O, 
(Ca) =1 =w). 


3) e, =o, WRAY BARR RA n 后 余 
数 相 同 , 即 与 7 的 差 是 的 倍数 . 
4) 任何 一 个 单位 根 都 可 以 写成 ww FE, A w 
一 (w) ,有 这 种 性 质 的 2 次 单位 根 w 称 为 n 次 本 原 
单位 根 ,简称 次 原 根 或 原 根 , 当 p 与 n 互 素 有 日 1 
p<n 时 ,wf RE n KEIR. 
5) —^r n IX FÉ BEAR B5 2: 8 REC dE — I n X 
BL. FER Ao, = c, ,. 
6) XHEMI eR k,l Æ Cosi)! = Ce". 
4. d m 是 整数 , 则 
] Tta Sa a 
fn ( 当 区 是 的 倍数 时 )， 
”0 Qm 不 是 的 倍数 时 ). 
由 此 可 知 : 
1) 全 部 单位 根 的 和 为 0, 即 
1 十 十 oo 十 … 十 ol 一 0; 
2) WE n 次 单位 根 内 天 1 Wl 
1 + e. + Go? + s+ C9)" = 0. 
o. 全 部 单位 根 把 复 平面 上 的 单位 圆周 (|z|==1) 
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n 等 分 ,构成 了 外 接 圆 半径 为 1 WE n 边 形 的 顶点 ， 
其 中 一 个 顶点 是 es (1,0). 

单位 根 (unit root) 见 “2 次 单位 根 ” 

n 次 本 原单 位 根 (2-th primitive unit root) Jl 
"n 次 单位 根 ” 

复数 的 欧 拉 公式 (Euler formula of complex 
numbers) 表现 复数 的 三 角形 式 与 虚 指 数 式 关系 
的 一 个 公式 . 指 对 于 模 为 1 辐 角 为 0 的 复数 ,连结 其 
指数 式 与 三 角形 式 的 等 式 

e’=cos 0--isin 8. 

当 式 中 O=x 时 ,有 er 十 1 一 0. 此 式 称 为 欧 拉 公 
它 是 一 个 联系 着 数学 中 五 个 重要 数 e,x,i,0,1 的 关 
系 式 . 1740 年 , 欧 拉 (Euler,L. ) 运 用 级 数 解 一 个 微 


分 方程 时 发 现 y —2 cosz 与 y=" +e “是 该 方程 
的 同一 个 解 , 从 而 建立 了 公式 
E ei 十 e~” l 7 ^ = id 
ea E. sing = zi . 


HH JUL JE HH ZS XX e^ — cos 0d-isin0, Jt F 1748 FER 
AK. 

RAB (algebraic number) 一 种 特殊 方程 的 
Mm. 奉 数 满足 一 个 有 理 系数 代数 方程 

A tax H e et arta OO. 

TW E BRA PAR BOR A E Tr ERR AB BK IY 
E 称 为 代数 整数 . a E 所 满足 的 最 低 次 的 代数 方程 
的 次 数 是 n, M) ERRA n KRR n YR E 的 次 数 ， 

代数 整数 (algebraic integer)” 见 “代数 数 ”. 

n 次 代数 数 (n-th algebraic number)” 见 “代数 
数 ”. 

超越 数 (transcendental number) 一 种 特殊 的 
实数 . 不 是 代数 数 的 实数 a, 即 不 存在 任何 非 零 整 系 
数 多 项 式 fx) ,使 a 是 方程 f(x) 二 0 的 根 . 例如, 圆 
周 率 x 和 自然 对 数 的 底 。 都 是 超越 数 . 超越 数 的 存 
在 问题 最 先是 刘 维 尔 (Liouville,J. ) 解 决 的 ,他 于 
1844 年 证 明了 形 如 


a, 4 a, as 


Tor’ 101 ^ 107 * 7 

(ad 一 0,1,2,…，,9, 且 不 全 为 零 ) 的 任何 数 都 是 超越 
数 . 1873 年 , 埃 尔 米 特 (Hermite ,C. )) 利 用 微 积 分 证 
明了 e 是 一 个 超越 数 .1882 AKT E (Lindemann, 
(C. L. OF. von) uE B] T r 是 一 个 超越 数 . 集合 论 的 创 
人 一 一 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) F 1874 年 利 
用 集合 论 的 方法 证 明了 超越 数 的 存在 , 康 托 尔 的 非 
构造 性 证 明 秦 动 了 当时 的 数学 界 . 


代 数 x 


解析 式 (analytic expression) ”代数 学 的 基本 
概念 之 一 . 用 运算 符号 和 括号 把 数字 和 字母 按 一 定 


规则 连结 成 的 式 子 称 为 解析 式 . 第 简称 式 . 例如 


a+b, ZH, rt larly) +91 
2 «42a +b, log,(x + y), sinz +cosx 


等 都 是 解析 式 . 通常 用 符号 f(x),g (x) 等 表示 含有 
一 个 变数 字母 r 的 解析 式 , 用 符号 f(x,y),g(zx，,y) 
等 表示 含有 两 个 变数 字母 z,y 的 解析 式 . 含 有 字母 
的 解析 式 可 看 做 以 该 字母 为 自 变数 的 图 数 ( 参 见 “ 困 
数 ”). 若 一 个 解析 式 中 只 含 加 、 减 、. 乘 、 除 、 乘 方 与 开 
方 运算 , 则 称 这 样 的 解析 式 为 代数 式 . 单 独 一 个 数 或 
字母 也 称 为 代数 式 , 不 含 变数 字母 开 方 的 代数 式 称 
为 有 理 式 . 其 中 除 式 不 含 变 数字 母 的 有 理 式 称 为 整 
式 或 多 项 式 . 整 式 中 只 含 乘 法 运算 (包括 非 负 整数 次 
乘 方 ) 称 为 单项 式 , 除 式 内 含有 变数 字母 的 有 理 式 称 
为 分 式 . 含 有 变数 字母 开 方 运算 的 代数 式 称 为 无 理 
式 .只 含有 对 变数 字母 的 指数 运算 、 对 数 运算 、 三 角 
运算 和 反 三 角 运 算 的 解析 式 分 别称 为 指数 式 、 对 数 
式 、 三 角 式 和 反 三 角 式 .含有 以 上 超越 运算 的 解析 
式 , 统 称 为 超越 式 . 在 含有 变数 字母 时 ,解析 式 的 分 
类 是 对 指定 的 变数 字母 而 言 的 ,例如 


10 
sin r—tan 一 
x 


2y 
对 字母 z,y 或 字母 x 是 超越 式 ,而 对 字母 y 则 是 分 
式 . 对 解析 式 可 作 如 下 分 类 : 
单项 式 
有 理 式 WE 
代数 式 | AX 

wn 无 理 式 
超越 式 
还 可 提出 如 下 广义 定义 : 按 某 种 法 则 用 数码 .字母 
(文字 符号 ). 运算 符号 .括号 等 符号 构成 的 一 个 有 意 
义 的 符号 串 ,并 且 串 中 只 含有 限 个 符号 ,这样 的 符号 
串 称 为 解析 式 ( 参 见 本 卷 《 数 学 分 析 》 同 名 条 ). 

解析 式 变 数 的 允许 值 (permissible value of 
variable in an analytic expression) 解析 式 中 变数 
的 取 值 范围 . 解析 式 中 变数 字母 所 取 的 能 使 解析 式 
有 意义 的 值 , 称 为 这 个 解析 式 变数 字母 的 允许 值 . 这 
里 应 注意 以 下 几 点 : 


l. TE n( 宇 2) 元 解析 式 f Ga E $53 中 ,变数 


字母 的 取 值 为 n 元 有 序数 组 的 形式 (x1, xs tm 
= (a1,à5,***,a,) Ca; 为 常数 1 二 1 ,2,…,n). 

2. 当 一 个 解析 式 中 变数 字母 的 允许 值 范围 是 从 
纯 数 学 角度 考虑 时 ,变数 字母 的 允许 值 是 指使 解析 
式 有 意义 的 所 有 数值 ;而 在 实际 问题 中 则 应 根据 实 
际 意义 确定 解析 式 变数 字母 的 允许 值 , 例 如 ,在 高 度 
为 h 的 物体 自由 落下 的 运动 规律 


2 
se c e 


代 a R 


中 变数 上 的 允许 值 范 围 为 上 E | 0, 2h7g |. 

解析 式 变 数字 母 的 允许 值 的 集合 称 为 解析 式 的 
定义 域 . 在 实数 范围 内 ,确定 解析 式 的 定义 域 应 遵循 
以 下 六 条 原则 ; 

1. 分 式 的 分 母 不 能 为 零 . 

2. 偶 次 根 式 的 根 底 应 是 非 负 数 . 

3. 才 的 指数 是 无 理 数 或 含有 变数 时 , 底 应 大 于 
g. 

4. 对 数 符号 下 的 式 子 , 真 数 应 大 于 零 , 且 对 数 的 
底 应 大 于 零 日 不 等 于 1. 

5. 正切 符号 下 的 式 子 不 能 等 于 Ar 十 r/2, 余 切 
符号 下 的 式 子 不 能 等 于 An (REZ). 

6. 反 正弦 符号 与 反 余 弦 符 号 下 的 式 子 的 绝对 值 
不 能 大 于 1. 

解析 式 的 定义 域 (domain of definition of an 
analytic expression) 见 “ 解 析 式 变数 字母 的 允许 
i. 

f Hr 6 AY fü (value of analytic expressions) 
一 种 确定 的 数值 . 指 解析 式 中 的 变数 字母 用 其 允许 
值 代替 所 得 的 结果 . 通常 ,这 个 结果 应 计算 出 来 . 若 
Zz 二 a 使 解析 式 f(x) 有 意义 , 则 f(z) 在 z=a 的 值 
记 为 Jf (a). 同样 , 若 n 元 有 序数 组 (ci asa, f 
解析 式 f Gnszxo st x78 XR XL ll f Ersson) 
在 (al,as，,… ,a,) 的 值 记 为 f (a15a55***5a,). 

HE (equality) 数学 的 基本 概念 之 一 . CA 
H .同一 等 含义 . 指 事物 之 间 的 一 种 等 价 关 系 . 事物 
ASBWS RICA A=B. 把 相等 使 用 于 不 同 场合 
可 有 不 同 的 意义 . 例如 ,集合 的 相等 ,函数 的 相等 , 实 
数 的 相等 ,复数 的 相等 …… 它们 的 具体 意义 彼此 是 
不 同 的 . 相等 关系 是 一 种 等 价 关 系 , 即 满足 : 

1. REE. A— A. 

2. 对 称 律 . 若 A=B, I B— A. 

3. 传递 律 . GF A=B,B=C, Mj A—C. 

有 时 相等 与 恒 等 有 同一 意义 . 

等 量 公 理 (axioms of equal quantities) 数量 
相等 关系 变换 的 一 组 公理 ,它们 是 : 

1. 等 于 同 量 的 量 相 等 . 

. 等 量 加 等 量 , 其 和 相等 . 
. 等 量 减 等 量 ,其 差 相 等 . 
.等 量 的 同 倍 量 相 等 . 

5. 等 量 的 同 分 量 相 等 . 

上 述 五 条 等 量 公 理 中 ,前 三 条 出 自 欧 几 里 得 
(Euclid) 的 《原本 》. 在 数量 相等 关系 的 变换 中 ,“ 一 
个 量 总 可 以 用 它 的 等 量 去 代 换 ”被 称 为 等 量 代 换 公 

等 量 代 换 公 理 (axiom of subsititution of equal 
quantity) WM FEAH”. 

等 量 关系 (relation of equal quantity) 


e GW N 


一 种 等 
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价 关 系 . 指 量 与 量 之 间 的 相等 关系 . 例如 ,匀速 直线 
运动 中 ,路 程 三 速度 X 时 间 是 一 个 等 量 关 系 . SRR 
系 的 变换 是 以 等 量 公理 为 依据 的 ， 

28 E {tjk (substitution of equal quantity) 数 
学 的 基本 规律 之 一 . 在 一 个 数量 关系 式 中 ,将 一 个 量 
用 它 的 相等 的 量 来 代替 . 称 为 等 量 代 换 . 

等 式 (equality) 数学 的 基本 概念 之 一 . 指 表达 
相等 关系 的 式 子 . 在 等 式 中 通常 用 等 号 “= 二 ”把 认为 
相等 的 两 个 对 象 连结 起 来 . 例如 ,数值 等 式 是 用 等 号 
连结 的 两 个 解析 式 ; 集 合 等 式 是 用 等 号 连结 的 两 个 
集合 表达 式 ; 和 矩阵 等 式 是 用 等 号 连结 两 个 矩阵 表达 
aX. 由 只 含 常数 ( 即 常 量 、 已 知 数 等 ) 的 解析 式 组 成 的 
等 式 仅 有 等 式 两 边 所 表示 的 量 相等 (或 说 恒 等 ) 一 个 
意义 . 当 两 边 的 解析 式 至 少 有 一 个 含有 变数 字母 ( 即 
表示 变量 、 未 知 数 等 ) 时 ,等 式 亦 称 为 方程 (参见 “ 方 
fe”). 这 时 ,等 式 有 恒等式 (绝对 等 式 ) 条件 等 式 、 予 
盾 等 式 诸 类 型 . 现在 使 用 的 等 号 “= 二 "是 在 数学 史 发 
展 过 程 中 逐渐 形成 的 . 公元 15 世纪 前 的 数学 著作 中 
没有 明确 的 等 号 ,等 量 关 系 大 都 用 文字 叙述 . 例如 ， 
在 一 些 式 子 中 常用 aequ zequalis (拉丁 文 的 相等 、 等 
于 ) 或 facit (组 成 ) 等 表示 量 的 相等 . 现在 使 用 的 等 
号 “二 ”是 雷 科 德 (Recorde,R. ) 于 1557 年 在 他 的 代 
数 著作 《智力 的 麻石 》 中 首先 提出 使 用 的 . 他 在 该 著 
作 中 写 道 :为 了 避免 枯燥 地 重复 (等 于 ) 这 个 词 , 如 
像 我 们 在 目 己 的 工作 实际 中 经 常用 到 的 那样 , 放 两 
条 平行 线 同样 长 的 一 对 双生 子 二 ,因为 再 也 没 
有 别 的 两 样 东西 比 它 们 更 相等 了 ”. 但 这 个 建议 并 未 
得 到 广泛 的 响应 . 韦 达 (Viete,F. ) 曾 用 一 表示 相等 ; 
1637 Æ , $ F JL (Descartes, R. ) 在 他 的 名 著 《 几 何 
学 》 中 用 2 表示 相等 ;牛顿 (Newton,I. ) 的 时 代 多 采 
用 cc 或 2 表示 相等 ,这 里 的 等 号 是 从 aqualis( 相 等 ) 
一 词 的 第 一 个 字母 变形 而 来 的 . 在 雷 科 德 提出 使 用 
等 号 “二 ”之 后 的 一 个 多 世纪 , 莱 布 尼 芯 (Leibniz,G. 
W. ) 再 次 倡议 用 =” 作为 相等 符号 . 

等 式 的 定义 域 (domain of definition of an e- 
quality) 未知 数 的 取 值 范围 . 指 等 式 两 端 解析 式 的 
定义 域 的 交集 . 例如 在 等 式 


NE 
= | 


天 一 
中 , 左 端 解析 式 (x? 一 1)/(z 一 1) 的 定义 域 是 D, 
一 tzlzER,z 天 1), 右 端 解析 式 x 十 1 的 定义 域 是 
D; 二 R( 实 数 集 ) ,因而 此 等 式 的 定义 域 是 
D=D AAD; D. 

$ (identity) 数学 的 基本 概念 之 一 . 若 两 个 
数学 对 象 4 与 B 是 相同 (同一 ) 的 , 则 称 4 与 B 恒 
等 , 记 为 ASB, RE AST B. YE AHH BS T 
况 下 ,4 与 B 恒 等 也 记 为 4 二 B. 具体 地 , 知 对 两 个 
解析 式 里 的 变数 字母 的 一 切取 值 ,两 式 的 值 均 相 等 ， 
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则 称 此 两 式 恒 等 ; 奉 对 两 个 解析 式 构成 的 等 式 的 定 
义 域 中 的 任何 变数 字母 的 取 值 ,两 式 的 值 均 相 等 , 则 
也 称 此 两 式 恒 等 ;对 两 个 不 含 变数 字母 的 数字 式 GE 
有 相同 的 值 , 则 亦 称 此 两 数字 式 恒 等 ,如 5 十 2 
=3 十 4; 春 对 于 两 个 集合 表达 式 在 所 讨论 范围 内 都 
相等 , 则 称 这 两 个 集合 表达 式 恒 等 , 如 Argz — 
一 Arg z. 

恒等式 (identity) 一 种 常见 的 等 式 . 表示 两 个 
解析 式 对 所 含 变数 字母 的 全 部 取 值 都 相等 的 等 式 称 
为 恒等式 . 它 常 有 以 下 两 种 意义 ; 

l. 含 变数 字母 2154255455 y t, 0 € ND 的 等 式 
fnm En) = ECTE Fy) 是 恒等式 , 当 且 
仪 当 对 于 变数 字母 的 任何 取 值 (xi, zx,…，, x,) 
= (a1545,*** san) Cai 为 确定 的 常数 ,i 二 1,2,…,n) 都 
有 flaiyasy san) =g (asaz, ,a,). 例 如 ,数值 等 
3 Ca d3- 5)? =at 2ab 4- 0^ 就 是 这 样 的 恒等式 . 对 于 
EUER fH SE X. MERANA FSS "ESL 

2. 设 含 变数 字母 zi rest, 的 等 式 Giu, 
tg Ln) 5B CTi T2 TK CRA D, C RES 
式 , 当 且 仅 当 对 于 任何 (4a1,a;,…,a,)ED, 有 

J ais @as2 san) — p Caysds s 34n). 

前 一 种 意义 下 的 恒等式 也 是 后 一 种 意义 下 的 人 恒 
等 式 , 反 之 不 然 . 恒等式 的 更 一 般 的 意义 是 :用 表示 
同一 关系 的 符号 “= 二 ”联系 两 个 式 子 形成 一 个 等 式 ， 
在 所 讨论 范围 内 ,等 式 对 所 有 对 象 均 成 立 , 那 么 这 个 
等 式 称 为 这 个 范围 内 的 恒等式 . 一 个 等 式 是 否 为 恒 
等 式 , 是 相对 于 它 的 讨论 范围 而 言 的 .一 个 讨论 范围 
内 的 恒等式 又 称 为 这 个 讨论 范围 内 的 绝对 等 式 . 

绝对 等 式 (absolute equality) WEFR”. 

条 件 等 式 (conditional equality) 一 种 常见 的 
等 式 . 车 一 个 等 式 在 所 讨论 的 范围 内 仅 当 满足 某 些 
条 件 时 才能 成 立 , 则 称 这 个 等 式 为 条 件 等 式 . 换 言 
之 ,在 等 式 所 讨论 的 范围 内 , 当 取 某 些 对 象 时 等 式 成 
立 , 而 取 另 外 一 些 对 象 时 等 式 不 成 立 ,这样 的 等 式 称 
为 条 件 等 式 . 例如 在 复数 范围 内 ,a 十 和 十 c — 3abc 
是 条 件 等 式 , 该 等 式 成 立 的 条 件 是 

(atb+c), (a 十 wb 二 wc),， (a 十 wb 十 wc) 
三 者 之 一 为 0. 条 件 等 式 与 绝对 等 式 都 是 相对 的 . 例 
如 等 式 lgx’ 二 2lgz, 在 实数 范围 内 , 它 是 条 件 等 式 ; 
而 在 该 等 式 的 定义 域 ( 正 的 实数 集 ) 上 是 恒等式 . 对 
于 方程 这 个 等 式 , 当 求解 范围 所 构成 的 集合 4 与 解 
集 B 相等 时 ,方程 是 绝对 等 式 ;而 当 B 是 4 的 真子 
集 时 ,方程 是 条 件 等 式 ; 当 B ONSE SI RAE 
等 式 (参见 “方程 ”). 

te SES FZ identical deformation) 解析 式 的 一 
种 变换 . 将 一 个 给 定 的 解析 式 变换 成 另 一 个 与 它 恒 
等 的 解析 式 , 称 为 解析 式 的 恒 等 变 形 . 恒 等 变 形 的 具 


体 意义 有 以 下 两 种 : 

l. Æ UA His L299 Ly 为 变数 字母 的 解析 式 
f Gn x25 g Gant ,Xx,) 有 相同 的 定义 域 
D, HA D 上 等 值 , 则 fase g (X1,X2, 
…,X,) 在 D 上 的 相互 替换 , 称 为 恒 等 变 形 .例如 在 
KAER 上 ,解析 式 (x 十 y)” 与 x 十 2xy 十 y 可 以 
互相 替换 ， 

2. 若 以 zzz 为 变数 字母 的 解析 式 
zz 与 g(Czz wz 的 定义 域 分 别 为 
D, 5 D,, E DAD, {8 Di(1D;— Dz C ER iF 
析 式 等 值 , 则 在 D-E froto rye, £r GE dps 
…,X,) 的 相互 替换 亦 称 为 恒 等 变 形 . 例如 e 07^ 5 
V x WE LMS 9| de D; =R*,D,=R, WE DAND: 
—R* 上 ,解析 式 ein? YT AYA TL BHL RE CRM 
意义 下 的 恒 等 变 形 . 

恒 等 变形 的 更 一 般 的 意义 是 : 知 在 所 讨论 范围 
内 用 表示 同一 关系 的 等 号 三 联系 着 两 个 式 于 ,形成 
该 讨论 范围 的 一 个 恒等式 , 则 称 这 个 恒等式 两 端 式 
子 的 相互 蔡 换 为 恒 等 变 形 . 

代数 式 (algebraic expression) 一 种 常见 的 解 
析 式 . 对 变数 字母 仅 限 于 有 限 次 代数 运算 (加 、 减 、 
乘除 、 乘 方 . 开 方 ) 的 解析 式 称 为 代数 式 . 例如 


MED uns cad 
2€Ca Foc; ar + 2 , 


等 都 是 代数 式 .单独 的 一 个 数 或 字母 也 称 为 代数 式 ， 
对 代数 式 可 作 如 下 分 类 : 


xcos4 


关于 代数 式 的 分 类 应 注意 以 下 两 点 : 
1. 要 按 代数 式 给 出 的 初始 形式 分 类 . 例如 
Cr 十 了) 
we 
虽然 可 以 化 简 为 x 十 1, 但 它 仍 然 是 分 式 ; 又 如 
V(x 十 1)? 一 1 虽然 可 以 化 简 为 xz, 但 它 仍然 是 无 
Sx. 
2. 要 按 实 施 于 指定 的 变数 字母 的 运算 分 类 . 例 
如 对 于 变数 字母 r RT + 十 Va 是 有 理 式 , 式 子 


VX 十 a 是 无 理 式 . 

代数 式 概 念 的 形成 与 发 展 经 历 了 一 个 漫长 的 历 
史 发 展 过 程 .13 th 4d, 32K AB (Fibonacci, L. ) 就 开 
始 采 用 字母 表示 运算 对 象 ,但 尚未 使 用 运算 符号 . 韦 
ik (Viete, F. ) F 1584—1589 年 间 , 引 入 数学 符号 系 
统 ,使 代数 成 为 关于 方程 的 理论 ,因而 人 们 普遍 认为 
他 是 代数 式 的 创始 人 . H FJL (Descartes, R. ) X} 
达 的 字母 用 法 作 了 改进 ,用 拉丁 字母 表 中 前 面 的 字 
母 asbes 表示 已 知 数 , 用 末尾 的 一 些 字 母 LseVors 


代 EE 


… 表 示 未 知 数 . SE dB JE RK (Leibniz,G. W. ) 对 各 种 符 
号 记 法 进行 了 系统 研究 ,发 展 并 完善 了 代数 式 的 表 
示 方 法 . 

代数 式 的 值 (value of an algebraic expressions) 
一 种 确定 的 数值 . 用 变数 字母 的 允许 值 代替 代数 式 
里 的 变数 字母 后 所 得 到 的 运算 结果 , 称 为 代数 式 的 
值 . 例如 代数 式 f(x), 当 xz=a 时 的 值 是 f(a) ,代数 
起 了 0 
a, Bt AVE SE f Cay az，…a) RAR f(x) = 22° — 
32° +5,3% r=—2 时 的 值 是 

PSDs 22 P S38 oS 23. 

有 理 式 (rational expression) 一 种 常见 的 代 
数 式 .不 含 变数 字母 开 方 运算 的 代数 式 称 为 有 理 式 . 
即 对 变数 字母 仅 含 有 限 次 加 、 减 、 乘 , 除 和 乘 方 运算 
的 代数 式 称 为 有 理 式 . 例如 


2 pe 2 
5r + 2, x ae Ty pes ee 
a m—n 


ah te A SL. AER A] AA BRE SC CER SIS RES 
母 ) 和 有 理 分 式 ( 除 式 含 变数 字母 ). 

有 理 式 的 标准 表示 法 (canonical form of ratio- 
nal expressions) ”有理 式 的 一 种 规范 表示 方法 . 指 
把 一 个 有 理 式 用 一 个 与 它 恒 等 的 既 约 分 式 来 表示 
(参见 “有 理 式 ”和 “ 既 约 分 式 ”). 

有 理 整 式 (rational integral expression) 亦 称 
整 式 . 一 种 基本 的 有 理 式 . 对 变数 字母 与 数 仅 限于 有 
限 次 加 、 减 、 乘 、 乘 方 运算 的 代数 式 , 即 除 式 不 含 变数 
字母 的 有 理 式 称 为 有 理 整 式 . 整 式 包 括 单项 式 和 多 
项 式 . 可 以 认为 有 理 整 式 即 是 多 项 式 ,单项 式 是 多 项 
式 的 特例 . 每 个 多 项 式 或 是 单项 式 ,或 是 若干 个 单项 
式 的 代数 和 ,这 些 单项 式 的 次 数 的 最 大 值 称 为 这 个 
多 项 式 的 次 数 .单独 一 个 非 零 常数 称 为 零 次 多 项 式 ， 
数 零 称 为 零 多 项 式 . 多 项 式 可 看 做 以 其 所 含 变数 字 
母 (元 ) 为 自 变 量 的 函数 ,这 时 常 按 多 项 式 的 次 数 称 
为 一 次 函数 ,二 次 函数 等 . 多 项 式 又 可 以 其 所 含 变数 
字母 作为 未 知 数 讨论 此 多 项 式 何 时 取 零 值 而 成 为 方 
程 , 因 而 又 有 一 次 方程 .二 次 方程 等 . 

整 式 (integral expression) 即 “ 有 理 整 式 ” 

多 项 式 (polynomial) ” 见 “ 有 理 整 式 ”. 

$g ero polynomial) WAREZ”. 

多 项 式 的 次 数 (degree of polynomials) “A 
理 整 式 ”. 

FA Z IAA (polynomial of null degree) W, 
“有 理 整 式 ” 

单项 式 (monomial) 一 种 简单 的 代数 式 . 对 变 
数字 母 仅 限于 乘法 ( 乘 方 ) 运 算 或 没有 变数 字母 的 代 
数 式 称 为 单项 式 .例如 ab. Gn o n0 rn n RRO, 
x? 都 是 单项 式 . Hn On. BR m+n 是 加 法 运 
算 , 但 m n ehh RM TERM r 仍 仅 限于 乘法 运算 , 因 
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而 它 是 单项 式 , 在 单项 式 中 , 数 因子 或 数 与 非 变数 字 
母 所 构成 的 因子 称 为 这 个 单项 式 的 系数 . 为 明确 起 
见 ,一 般 把 一 个 单项 式 称 为 关于 变数 字母 的 单项 式 ， 
看 一 个 给 定单 项 式 没有 指明 是 关于 哪些 字母 的 单项 
式 , 则 认为 式 中 出 现 的 所 有 字母 都 是 变数 字母 . 变数 
字母 称 为 单项 式 的 元 . 当 系 数 不 为 零 时 ,单项 式 中 任 
一 元 的 次 数 称 为 单项 式 关 于 这 个 元 的 次 数 , 单 项 式 
中 所 有 元 的 次 数 的 和 称 为 这 个 单项 式 的 次 数 . 例如 ， 
关于 z,y 的 单项 式 Zary (ea 天 0) 的 次 数 为 5. 单独 
一 个 非 零 常数 称 为 零 次 单项 式 . 数 0 也 看 做 单项 式 ， 
称 为 零 单项 式 . 当 单 项 式 的 系数 是 在 指定 数 系 P( 如 
整数 系 ,实数 系 等 ) 取 值 时 ,这 样 的 单项 式 称 为 数 系 


P 上 的 单项 式 . 

单项 式 的 系数 (coefficients of a monomial) 
见 “ 单 项 式 ”. 

单项 式 的 元 (element of a monomial) Ji“ 
JR". 

单项 式 的 次 数 (degree of a monomials) — JL" 8 
项 式 ”. 

零 次 单项 式 (monomial of zero degree) 见 “ 单 


项 式 ”. 

零 单项 式 (zero monomial)” 见 “单项 式 ”. 

单项 式 的 标准 形式 (canonical form of a mono- 
mial) ”单项 式 的 一 种 规范 表示 . 如 果 一 个 单项 式 在 
书写 上 符合 下 面 三 个 条 件 , 则 称 其 为 单项 式 的 标准 
JE X: 

1. 性 质 符号 排 在 最 前 面 ,数值 因数 (数值 或 表 常 
数 的 字母 ) 紧 接着 写 在 性 质 符 号 之 后 ,然后 写 表示 变 
元 的 字母 ,并 将 各 字母 按 字典 顺序 排列 . 

2. 相同 因数 ,写成 究 指 数 的 形式 . 

3. 数值 部 分 ,计算 合并 成 为 一 个 数 . 

例如 一 1. 5ab! dz? y 是 标准 形式 ,而 0. 5y*xb 就 
不 是 标准 形式 . 以 Xx,y,…,z 为 变数 的 单项 式 总 有 
如 下 的 标准 形式 4z y…zs, 其 中 4 表示 合并 在 一 起 
的 数 和 常数 字母 , 称 为 单项 式 的 系数 ,k,l,*…,g c 
Z ,kk 十 1 十 … 十 g( 当 A4 关 0) 称 为 单项 式 的 次 数 . 

同类 单项 式 (similar monomial) ”代数 学 术语 . 
指 相应 变数 的 寡 指 数 都 相同 的 单项 式 . 有 相同 变数 字 
母 的 两 个 单项 式 中 , 若 它们 的 每 个 相同 变数 字母 的 宕 
指数 都 相同 , 即 两 个 有 相同 变数 字母 的 单项 式 Ar 
yiieerz 与 Angie ytret CA s A 为 单项 式 系数 ,ki,l;， 
tto Bi A AE i t= 1,2) P, ki =k: h =l, sg) 


一 8:， 则 这 两 个 单项 式 称 为 同类 单项 式 , 在 多 项 式 中 


则 称 为 同类 项 . 例如 ax’ yz Ej bx yz 是 关于 变数 字母 

zy，z 的 同类 项 . 所 有 非 零 营 数 都 是 同类 项 . 零 单项 

式 只 与 它 自 身 同类 . 在 作 单项 式 的 加 减法 时 ,或 在 多 

项 式 中 ,同类 项 要 合并 , 即 几 个 同类 项 的 代数 和 可 用 

一 个 同类 项 代替 ,其 系数 是 这 几 个 同类 项 系数 的 代数 
12 


TH. 

同类 项 (like term) 见 “ 同 类 单项 式 ” 

单项 式 加 减法 法 则 (rule of addition and sub- 
traction of monomial) ”单项 式 的 一 种 运算 . 其 法 则 
是 : 几 个 单项 式 相 加 减 , 先 用 加 减 呈 把 各 单项 式 连结 
起 来 ,然后 合并 同类 项 ( 即 把 同类 项 的 系数 相 加 减 ， 
变数 字母 部 分 不 变 ) ,得 到 一 个 多 项 式 ( 或 单项 式 )， 
就 是 这 几 个 单项 式 相 加 减 的 结 

单项 式 乘 法 法 则 (rule of multiplication of 
monomial) 单项 式 的 一 种 运算 . 其 法 则 是 : 几 个 单 
项 式 相 乘 ,首先 把 各 个 单项 式 的 系数 相 乘 的 积 作为 
积 的 系数 ,然后 把 相同 变数 字母 的 疑 相 乘 ,底数 不 
变 ,指数 相 加 的 和 作为 积 里 这 个 变数 字母 的 指数 ,将 
只 在 茶 一 个 单项 式 中 含有 的 变数 字母 ,连同 它 的 指 
数 作为 积 的 一 个 因 式 写 在 积 里 ,并 把 最 后 结果 写成 
单项 式 的 标准 形式 Arty ez CA 为 单项 式 系数 ,&， 
H,*,g€ Z^). fü 

(一 2ax'!yz?)(3x? y!z) 一 一 6ax*y?z^. 

单项 式 除 法 法 则 (rule of division of monomial) 
单项 式 的 一 种 运算 . 单项 式 除 以 单项 式 的 法 则 是 :把 
被 除 式 与 除 式 的 系数 和 相同 变数 字母 的 攻 分 别 相 
BR ,其 结果 作为 商 的 因 式 ,将 只 含 于 被 除 式 的 变数 字 
母 的 军 也 作为 商 的 因 式 . 例如 

l5abe = (= 5atb) =— 3a. 
单项 式 的 除法 不 是 永远 可 以 实施 的 , 即 两 个 单项 式 
相 除 ,它们 的 商 不 一 定 是 单项 式 , 例 如 
22° — 3ry* = ves 
3y 

是 关于 z,y 的 分 式 . 在 有 理 数 域 及 其 扩 域 上 ,对 于 
满足 下 列 条 件 的 单项 式 除 法 是 封闭 的 : 

1. 除 式 不 为 0. 

2. 除 式 变 数字 母 的 次 数 不 超 过 被 除 式 中 相同 变 
数字 母 的 次 数 . | 

多 项 式 的 标准 形式 (canonical form of polyno- 
mials) 多 项 式 的 一 种 规范 表示 . 指 符合 下 列 条 件 
的 多 项 式 : 

1. 它 是 单项 式 的 标准 形式 的 代数 和 . 

2. 它 已 经 合并 了 同类 项 . 

多 项 式 的 项 (term of a polynomial) 代数 学 术 
iB. 多 项 式 的 标准 形式 中 的 每 个 单项 式 称 为 这 个 多 
项 式 的 一 项 . 多 项 式 含 有 几 项 ,就 称 其 为 几 项 式 . f 
如 ,含有 两 项 的 多 项 式 称 为 二 项 式 , 含 有 三 项 的 多 项 
式 称 为 三 项 式 等 . 多 项 式 的 每 一 项 都 有 次 数 . RAE 
数字 母 的 非 零 项 称 为 常数 项 或 零 次 项 ;次 数 是 奇数 
的 项 称 为 奇 次 项 ;次 数 是 偶数 的 项 称 为 偶 次 项 . 

常数 项 (constant term) 见 "“ 多 项 式 的 项 ” 

RI (term of zero degree) ” 见 “ 多 项 式 的 
ci”. 


* RI (term of odd degree) 
项 ud 


见 “ 多 项 式 的 
偶 次 项 (term of even degree) ” 见 “ 多 项 式 的 
项 ”. 

合并 同类 项 (packing like terms) 代数 学 术 
iB. 指 化 简 多 项 式 运算 结果 的 一 种 过 程 . 在 作 单项 式 
或 多 项 式 的 加 减 运算 时 ,在 有 某 些 单项 式 是 同类 项 ， 
则 可 根据 乘法 对 加 法 的 分 配 律 , 将 这 些 同类 项 用 一 
个 同类 项 代替 ,其 系数 为 这 几 个 同类 项 系数 的 代数 
和 , 称 这 样 的 过 程 为 合并 同类 项 . 

KE E st (power -descending form of polyno - 
mial) 一 元 多 项 式 的 一 种 表示 法 . 在 多 项 式 里 , 按 
照 某 一 元 (变数 字母 ) 的 笑 指 数 由 高 到 低 的 顺序 来 排 
列 多 项 式 的 各 项 , 称 为 按 某 元 的 降 寡 排列 . EE EHE 
的 多 项 式 称 为 降 需 式 . 例如 多 项 式 7a’ 十 a 一 a 一 
2a 十 64 一 5 是 按 a 的 降 寡 排列 的 ,因而 是 a BS EE 
式 . 多 项 式 al 刀 十 Qt 十 … 十 as(ao 天 0) 是 按 变数 
字母 x MERE HES AY. CE x A BE EK. 

jt Z 3X Cpower-increasing form of polynomi- 
als) 一 元 多 项 式 的 一 种 表示 法 . 在 多 项 式 里 ,按照 
某 一 元 (变数 字母 ) 的 容 指 数 由 低 到 高 的 顺序 来 排列 
多 项 式 的 各 项 , 称 为 按 某 元 的 升 医 排列 . Fr REE IJ 
A D CERAM Ft EK. 例如 多 项 式 一 5 十 6a 一 2a” —a* 
十 a' 十 7a 是 按 a 的 升 短 排列 的 多 项 式 , 它 是 a 的 升 
FET. a6o 十 a1X 十 az 十 … 十 ax”(as 关 0) 是 按 变 数字 
母 x FERRE. ER x WF EK. 

多 项 式 的 字典 排列 法 (lexicographic order of 
polynomials) 多 元 多 项 式 的 一 种 表示 法 . 见 本 卷 
《高 等 代数 ?同名 条 . 此 时 应 注意 ,对 于 单项 式 中 不 含 
的 元 ,要 理解 为 这 个 单项 式 中 含 这 个 元 的 零 次 才 . 

多 项 式 加 减法 法 则 (rule of addition and sub- 
traction of polynomials) ”多 项 式 的 一 种 运算 法 则 . 
几 个 多 项 式 相 加 减 的 法 则 是 :首先 把 带 减 号 的 多 项 
式 中 的 每 个 单项 式 都 变 号 合成 一 个 多 项 式 , 然 后 合 
并 同类 项 ,并 按 字典 排列 法 写 出 结果 . 例如 : 设 A= 
7a! — 2ab +b’ , B= 6a’ — ab — b^ ,C = 4a’ +3ab+ 20’, 
W 4 一 8 十 C 一 4 十 B' 十 C, 其 中 B'——B-—-— 6a’ 
+ab+0’, Bl A— B+C — (C7a* —2ab 4- 8^) — C6a* — ab 
—p*) + (4a? + 3ab + 267) = 7a? — 2ab 4- 6’ — 6a* 十 ap 
--&* 4- 4a* + 3ab 4- 2b’ — 5a* 4- 2ab - 46’. 

相反 多 项 式 (opposite polynomial) FAK AHA 
念 的 推广 . 若 两 个 多 项 式 的 和 恒 为 零 , 则 称 这 两 个 多 
项 式 互 为 相反 多 项 式 . 例如 a 十 2ab 5j —a^—2ab H. 
为 相反 多 项 式 . 多 项 式 ( 标 准 形式 ) 和 它 的 相反 多 项 
式 ( 标 准 形式 ) 的 对 应 同类 项 系数 互 为 相反 数 . 

多 项 式 乘 法 法 则 (rule of polynomial multi- 
plication) 多 项 式 的 一 种 运算 法 则 . 即 整 式 乘法 法 
则 . 其 法 则 是 : 


代 数 x 


1. 两 单项 式 相 乘 时 ,系数 相 乘 作为 积 的 系数 , 变 
数字 母 部 分 按 同 底 寡 乘法 法 则 相 乘 ,只 在 一 个 单项 
式 中 出 现 的 变数 字母 的 寡 , 作 为 因 式 写 在 积 里 . 

2. 单项 式 乘 多 项 式 时 ,可 用 单项 式 去 乘 多 项 式 
的 每 一 项 ,把 所 得 的 积 相 加 后 的 多 项 式 就 是 它们 的 
He FA. 

3. 两 多 项 式 相 来 时 ,用 一 个 多 项 式 的 各 项 去 乘 
另 一 个 多 项 式 的 每 一 项 ,再 把 所 得 的 积 相 加 ,合并 同 
类 项 后 所 得 的 式 子 就 是 它们 的 积 . 

多 项 式 的 乘法 运算 在 数 环 ( 域 ;上 是 封闭 的 , 即 
数 环 ( 域 ) 上 多 项 式 相 乘 的 积 仍 是 这 个 数 环 ( 域 ) 上 的 
多 项 式 . 

多 项 式 乘 积 的 次 数 定理 (degree theorem of 
polynomial products) 前 明 多 项 式 的 积 与 其 各 因 
式 的 次 数 之 间 关 系 的 命题 . 数 环 上 知 干 个 多 项 式 相 
乘 ,关于 积 的 次 数 有 下 述 的 定理 : . 

l. 非 零 单项 式 相 乘 , 积 的 次 数 等 于 相 乘 各 单项 
式 次 数 的 和 . 

2. ES AURA. RO KAS THRE ZH 
式 次 数 的 和 ,特别 地 ,两 齐 次 多 项 式 的 积 仍 是 齐 次 多 
项 式 , 且 积 的 次 数 等 于 两 齐 次 多 项 式 次 数 的 和 ， 

3. 任何 多 项 式 与 零 多 项 式 之 积 仍 为 零 多 项 式 . 

多 项 式 长 除法 (long division of polynomials ) 
亦 称 多 项 式 竖 式 除法 . 多 项 式 除 法 演算 的 一 种 方式 . 
在 多 项 式 除 以 多 项 式 中 ,用 竖 式 演算 求 商 式 和 余 式 
的 方法 称 为 多 项 式 的 长 除法 . 例如 ,计算 多 项 式 除 法 

人 


r!—3a'r!-4a 


r'—a*|  x5—Aa?x*--4a'x* — a? 
xê — a^ r’ 
— 3a? x* 4- 4a^ x? 
— 3a*x* + 3a*!x* 
a! x? — a? 
"Pr 


Gr da da —a See) 

Sra a Fas 

在 做 长 除法 竖 式 时 ,要 将 被 除 式 和 除 式 按 某 一 
字母 的 降 戎 排列 ,一 般 被 除 式 缺 项 要 留 空 位 或 补 零 
m. 

因 式 (factor) 指数 概念 的 推广 . 设 Gn 
ee Ln) FF ECL, 9 L290 zi) 都 是 域 (或 交换 环 ) 己 上 的 
n 元 多 项 式 , 阁 在 上 存在 多 项 式 CR 
E J Cr DD A x 
t1) IL SER g(Czyz，…z) 为 多 项 式 fn, 
Zoo) 在 己 上 的 一 个 因 式 ,而 称 SC x2 ry) 
是 gs(Czyzi…zo) 在 已 上 的 一 个 倍 式 . 多 项 式 的 因 
式 常 受 它 的 系数 PP 的 影响 ,在 不 同 的 数 域 里 ,多 项 
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式 的 因 式 可 能 是 不 同 的 . 

因子 (factor) 因数 概念 的 推广 . 对 于 多 项 式 而 
言 , 实 即 因 式 , 还 可 用 于 更 广义 的 情形 . 一 个 整数 的 
因数 或 一 个 多 项 式 的 因 式 都 称 为 因子 .更 一 般 地 , 设 
A 是 定义 了 一 个 称 为 乘法 的 二 元 运算 ”。” 的 非 空 集 
合 ,a,b,cE AE a=b ° c 成 立 , 则 称 b Æ a 的 左 因 
子 ,c 是 a WENT; XE a=bec=ce b 成 立 , 则 称 
b,c 是 a 的 因子 . 


左 因 子 (left factor)” 见 “因子 ”. 
EAF right factor) “AF”. 


A 4) 2 IQs (reducible polynomial) 一 种 特殊 
的 多 项 式 . 指 有 非 平 凡 因 式 的 多 项 式 . 设 jz) 是 域 
已 上 的 一 个 区 次 多 项 式 , 者 在 已 上 存在 次 数 小 于 n 
H JE X A FARA ga) hlr), $ fr) = 
gGOA GO ,W| f(z) 称 为 域 P 上 的 可 约 多 项 式 , 简 称 
TE P EDA; EM f(z) 称 为 PP 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 
或 称 为 PP 上 的 既 约 多 项 式 , 简 称 在 PP 上 不 可 约 . 一 
元 多 项 式 的 可 约 概念 亦 可 推广 到 ”元 多 项 式 . 

不 可 约 多 项 式 (irreducible polynomial) J 
“可 约 多 项 式 ” 及 本 卷 《高 等 代数 ) 同 名 条 . 

既 约 多 项 式 (reducible polynomial) 
EMA”. 

平凡 因 式 (trivial factor) 亦 称 当然 因 式 . 多 项 
式 的 一 种 特殊 因 式 . A EM P 已 上 给 定 多 项 式 
f(x), M P 上 任 一 个 不 等 于 零 的 常数 以 及 与 (x) 
只 相差 一 个 非 零 常数 因子 的 多 项 式 都 是 f(z) 的 因 
式 , 这 两 种 因 式 称 为 f(z) 的 平凡 因 式 ;f(zx) 的 其 他 
AREA f(r) BY EAR LBS X CBRE 34 55 B3 XO. 例如 
1/2,22° +2 BH x^ +1 WEAR: G= TI 
(z 十 1) 都 是 x*— 1 的 非 平 几 因 式 . 

当然 因 式 (trivial factor) BÆ ILAR”. 

非 平 凡 因 式 (non-trivial factor) 见 “ 平 凡 因 
3 

多 项 式 的 相等 (equality of polynomials) 多 项 
式 间 的 一 种 等 价 关 系 . 指 次 数 相 同 且 各 同类 项 的 系 
数 相等 的 多 项 式 之 间 的 关系 . 数 域 已 上 两 个 多 项 式 

f(z) = at” + az"! + e pH a,r +a, 
与 glr) = bor” + bir”! + ee +b, 2 + bn 
HE, HHAH m=n 且 它 们 的 对 应 同类 项 系数 相 
等 , 即 a, — 5,6 —0,1,2, m=n). 以 上 的 一 元 多 项 
式 相 等 可 以 推广 到 多 元 多 项 式 . 

因 式 分 解 (factorization of polynomials) 代数 
学 术语 . 指 将 一 个 多 项 式 表示 为 几 个 多 项 式 之 积 的 
过 程 与 结果 . 数 域 P 上 每 一 个 次 数 之 1 的 多 项 式 
都 可 以 惟一 地 分 解 成 已 上 的 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 
将 己 上 多 项 式 表 示 成 这 样 的 乘积 的 过 程 称 为 多 项 
式 的 因 式 分 解 , 人 简称 因 式 分 解 (或 分 解 因 式 ). 在 不 同 
的 数 域 上 ,多 项 式 分 解 因 式 的 结果 可 能 是 不 同 的 , 例 
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pup 对 于 f(zr)= 二 x 一 4, 在 数 集 Q,R,C 上 分 解 的 结 
果 分 别 是 : 
(TT 


f(r)=(z:+2) (z+ V 2)(— v2); 
fia-G-c-4/2iG—v2i0)0G-T 2) 


e (zx— V 2). 
SAR EINE AX 8 Cactorization of 


polynomial with complex coefficients) 一 种 常见 
的 因 式 分 解 . 即 复 系数 多 项 式 的 因 式 分 解 的 标准 形 
式 . 根 据 代 数 基本 定理 ,复数 域 C 上 只 有 1 次 多 项 
式 才 是 不 可 约 的 ,因此 , 复 系数 的 n( 二 0) 次 多 项 式 
f(x) 在 理论 上 可 分 解 为 n 个 1 次 因 式 之 积 
fQG) =m @) 1 — ay) ae — a) 

其 中 04a,€C,1,;EN, fli 1; +l, n +l=150;5,a25 
… ,as 是 互 异 复数 ， 

实 系数 多 项 式 的 因 式 分 解 (factorization of 
polynomial with real coefficients) 一 种 常见 的 因 
式 分 解 . 即 实 系数 多 项 式 的 因 式 分 解 的 标准 形式 . 由 
于 实 系 数 多 项 式 的 复数 根 共 斩 地 成 对 出 现 , 所 以 实 
MRR 上 只 有 一 次 和 二 次 的 不 可 约 多 项 式 .因此 ， 
SE ZEE] n C OD XL AEG f(A EAD 

f(x)-—.aG-—eoi—ee) = g» 

CH 十 Pie un(e F prt gj 

(x + px d, 
RrBOza,€R,.cc.c6€R ER, pog ER Wr 
对 (pi,9;) 互 异 , 且 pi~ 4g KGS, 2, r), M ls» 
k;€ Z^ fili htl tee tl H2 ki k+ tk) =n. 

艾 森 斯 坦 判 别 法 (Eisenstein criterion) W Æ 


卷 《高 等 代数 》 同 名 条 . 
有 理 系 数 多 项 式 的 因 式 分 解 (factorization of 


polynomial with rational coefficients) 一 种 常见 
的 因 式 分 解 . 即 有 理 系 数 多 项 式 的 因 式 分 解 的 特殊 
TE. 由 艾 森 斯 坦 判别 法 可 知 存在 任意 高 次 的 有 理 系 
数 不 可 约 多 项 式 , 例 如 之 十 2. 因 此 ,无 法 统一 地 写 
出 任 一 有 理 系 数 的 ”( 六 0) 次 多 项 式 的 标准 分 解 式 . 
整 系数 多 项 式 亦 然 ， 
提取 公 因 式 法 (disjuncting common factor) 
多 项 式 因 式 分 解 的 一 种 方法 . 即 依据 乘法 对 加 法 的 
TEE , 知 给 定 的 多 项 式 各 项 有 公 因 式 , 则 可 把 它 提 
到 括号 外 面 , 将 给 定 的 多 项 式 写 成 两 个 多 项 式 的 乘 
H. 例如 5a?bc? — 15ac? + 25abc? = 5ac? Cabe + 5pc 
一 3). 当 给 定 的 多 项 式 分 为 看 干 组 且 各 组 之 间 有 公 
因 式 时 , 亦 可 使 用 提取 公 因 式 法 进行 分 解 . 例如 
(z^ yer a Lae = 39 — TJ 
= (r-cyr—vy-—1). 
公式 分 解法 (factoring with multiple formula) 
多 项 式 分 解 因 式 的 一 种 方法 . C EREA A R Y o 


应 用 . 即 利用 乘法 公式 把 多 项 式 进 行 因 式 分 解 的 方 
法 . 应 用 此 法 的 主要 技巧 是 将 给 定 的 多 项 式 中 的 一 
些 式 子 视 为 乘法 公式 的 一 项 ,使 公式 得 以 应 用 . 例如 
利用 乘法 公式 

a? +b? = (a--5)CGa* —ab4- P^) 
将 多 项 式 8470-27! 在 有 理 数 集 上 分 解 : 
82° + 27y85— (2x)! + BGY 
= (2x + 3y) (4x* — 6xy! + Oy"). 
另外 ,此 法 常 与 分 组 分 解法 结合 起 来 使 用 . 分 解 因 式 
常用 的 公式 可 详 见 “多 项 式 的 乘法 公式 ” 
分 组 分 解法 (factoring method of grouping) 
多 项 式 因 式 分 解 的 一 种 方法 . 指 将 结合 律 应 用 于 因 
式 分 解 的 方法 .在 对 多 项 式 进行 分 解 时 ,把 多 项 式 的 
各 项 适当 分 组 (有 了 时 还 要 拆 项 或 添 项 ) ,使 分 组 后 各 
组 间 有 公 因 式 或 能 应 用 乘法 公式 ,以 便 使 因 式 分 解 
可 继续 下 去 . 例如 在 有 理 数 域 上 分 解 多 项 式 

z? + 6z? + 12x + y? +8 
—(4 + 62° + 122 428) +a 
=(r4+2)'+y 
=(rtyt2)(2’+4r+4—-—2y—-—274+ y». 

求 根 分 解法 (factoring method of finding a 
root) 多 项 式 因 式 分 解 的 一 种 方法 . 指 用 求 多 项 式 
的 根 分 离 出 多 项 式 的 一 次 因 式 的 方法 .在 多 项 式 
jz) 的 一 个 根 为 c=a, WAERMAMEA-KAK x 
一 a, 于 是 f(x) 二 (x 一 a)g (xX). 例如 用 综合 除法 和 
余数 定理 可 求 得 多 项 式 f(x) 二 zx? 十 117x’ 十 39x 十 45 
的 有 理 二 重 根 为 z= 一 3, 有 理 单 根 为 x 二 一 5, 故 可 
将 f(x) 在 有 理 数 域 上 分 解 为 

FRI ar F5): 

求 根 分 解法 常 与 其 他 方法 结合 使 用 ,例如 用 求 根 分 
解法 将 jz) 在 域 已 上 分 解 为 f(r) = (r—a) g(a) 
后 ,在 g&Cz) 在 已 上 是 可 约 的 , 则 可 用 其 他 方法 继续 
分 解 g(x) (当然 也 可 仍 用 求 根 分 解法 ), 直 至 将 其 分 
解 成 已 上 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 求 根 分 解法 的 关键 
是 在 指定 数 集 内 求 多 项 式 的 根 . 利用 求 根 公式 是 求 
根 的 方法 之 一 . 对 一 元 二 次 、 三 次 和 四 次 多 项 式 在 复 
数 域 和 实数 域 上 分 解 因 式 时 ,可 直接 利用 求 根 公式 
求 多 项 式 的 根 ;但 由 于 五 次 以 上 多 项 式 无 求 根 公 式 ， 
因而 可 以 肯定 :在 复数 域 或 实数 域 上 不 能 直接 利用 
求 根 公式 分 解 五 次 以 上 的 多 项 式 . 

因 式 定理 (factor theorem) 多 项 式 的 根 与 其 

一 次 因 式 对 应 关系 的 命题 . 该 定理 断言 : 数 域 P 上 
的 一 元 n 次 多 项 式 f(D x—a( € POJIBIX BS HK 
分 必要 条 件 是 f(a)==0. 常 从 两 方面 利用 这 个 定理 : 

1. 用 于 多 项 式 因 式 分 解 : 当 已 知 x=a 是 f(z) 
的 根 时 ,可 从 f(z) 中 分 解 出 因 式 x 一 a, 使 
F(x) =(xr—-a) g(a). 


代 A —x 


2. 用 于 求 多 项 式 的 根 : 当 已 知 cz 十 (Ca 天 0) 是 
f(z) 的 一 个 一 次 因 式 时 ,可 推 知 x 二 一 b/a 是 f(x) 
的 一 个 根 , 即 fC—5/a) —0. 

因 式 定理 是 笛 卡 儿 (Descartes,R. ) 在 他 所 著 的 
《几何 学 第 三 篇 中 给 出 的 . 

十 字 相 乘法 (cross multiplication) JR ERAS X. 
HRE. 二 次 三 项 式 因 式 分 解 的 一 种 方法 . 在 对 二 次 
三 项 式 az 十 pz 十 c(Ca 天 0) 进 行 因 式 分 解 时 , 咎 有 p. 
Lem nf a= pl,c=mn,b= pn+im, W] ax 十 bx 十 ec 
=(pr+m)lUr+n) IF IX UR 4 f8E DR] X5) 27 A 
称 为 十 字 相 乘法 . 应 用 此 法 时 要 先 将 < 和 < 分 别 写 
成 两 数 积 的 形式 :a 二 pl,c 二 mn, 再 验证 pn 十 lm 是 
否 等 于 5; 大 不 等 于 5, 则 需 调换 a 与 <“ 的 因子 ,进行 
试验 ,直至 等 于 65 为止. 验证 过 程 中 常用 下 面 的 形式 

£P l 

d n 

lm + pn=b. 

十 字 相 乘法 这 一 名 称 即 来 源 于 此 . 十 字 相 乘法 对 于 
有 理 数 域 Q 上 的 二 次 三 项 式 ax 十 bx 十 c 的 因 式 分 
解 是 十 分 有 效 的 ,但 在 实数 域 R 上 考虑 时 ,由 于 一 
个 实数 的 实 因 子 有 更 多 种 可 能 ,所 以 此 法 就 不 那么 
好 用 . 将 十 字 相 乘法 稍 加 推广 ,对 于 下 述 几 种 多 元 多 
项 式 在 有 理 数 域 Q 上 分 解 因 式 也 很 有 效 . 

l.p A I Re A ax’ 十 pzy 十 cy 的 分 
解 因 式 与 对 二 次 三 项 式 cz: 十 pz 十 c 的 分 解 因 式 实 
质 是 一 样 的 , 设 

az 十 bz 十 c 一 (cjz 十 cl)。 
立即 推 得 

ax’ +baytcy’ = (axr tcy) (asx 十 cay)， 

即 有 如 下 的 十 字 相 乘 形式 
a, Ciy 


Qo C2.y 
acı y - a 02 y — by. 


2. 二 元 二 次 多 项 式 az’ d bxy t - cy! Hdr d- ey - f£ 
与 三 元 二 次 齐 次 多 项 式 ax’? +bry tcy +dxrzt+eyz 
+ fz’ 的 因 式 分 解 , 是 先 把 z,y 的 二 次 项 用 十 字 相 
乘法 分 解 因 式 : 

ax’ 十 pzy 十 cy 一 (aiz ciy) XGasx. 十 czy)， 
然后 仍 用 十 字 相 乘法 确定 EU fn. 


人 


az 十 cy Y 
noue uf 
at, + arf =d 
cfs 十 eof, = e. 


从 而 得 出 ax* +baytey’+dxrteyt f= Xayiz d ey 
+f) Carteyt+ fe)» fale. HERD AN 18 
ax? + bry + cy! + daz + eyz + fz’ 
= (aur + ciy + Fiz) (a,x spy Fix). 
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3. 通过 恒 等 变 形 、 换 元 后 归结 为 上 述 情 形 的 较 
复杂 多 项 式 亦 可 使 用 十 字 相 乘法 分 解 因 式 . 
Xt W489 HFK (cross multiplication) 即 “ 十 字 相 
乘法 ” 
待定 系数 法 (method of undetermined coeffi- 
cients) ” 亦 称 未 定 系 数 法 . 确定 参与 运算 的 某 一 未 
知 多 项 式 ( 或 更 广 的 某 类 解析 式 ) 的 一 种 方法 . 如 果 
欲求 之 式 为 一 些 已 知 单项 的 线性 组 合 , 这 个 线性 组 
合 中 的 诸 系 数 暂 以 一 些 字 母 作 代表 ,按照 已 知 条 件 
进行 演算 比较 ,得 出 以 这 些 字母 为 未 知 量 的 线性 ( 代 
数 ) 方 程 组 , 解 这 方程 组 可 把 诸 系 数 确 定 下 来 , 称 为 
待定 系数 法 . 待定 系数 法 用 处 很 多 . 除 可 用 于 多 项 式 
的 因 式 分 解 外 ,还 可 用 于 分 解 真 分 式 为 部 分 分 式 之 
和 ，, 求 满足 某 些 条 件 的 函数 式 、. 计 算 积 分 . 求 微分 方 
FERI ER AL AE S. 
平方 差 公 式 (formula of square difference) — 
种 常用 公式 . 指 公 式 a* 一 Bb? 二 (a 十 6)(a 一 65). 
立方 和 公式 (formula of cubic sum) 一 种 常用 
公式 . 指 公 式 a +b = (ath) (a’—ab +b"). 它 可 以 
推广 为 
qt! 十 p» 
MEMO UP UM LU as, SPRY. 
WA € 4 5X (formula of cubic difference) 一 
fh FAI. a-—0-—(Ga—25)Xa +ab+b’). 
它 可 以 推广 为 
a" 一 多 
— (a — b) la"! 十 ao” Oa P? + +. +t). 
配方 法 (solving by of completing the square) 
分 解 因 式 的 一 种 基本 方法 . 将 一 个 代数 式 通过 拆 
项 或 添加 互相 抵消 的 项 ,使 这 个 代数 式 中 的 某 些 项 
配 成 一 个 完全 nn 次 方式 ,以 利于 下 一 步 的 证 明 或 运 
算 , 由 于 配方 法 中 对 某 些 项 是 根据 需要 凑 出 来 的 ,所 
以 配方 法 又 称 为 凑 方 法 . 配方 法 常用 于 配 成 完全 平 
方式 , 它 主要 用 于 : 
1. 分 解 因 式 . 例如 ,把 a 十 a6’ 十 6 分解 因 式 ， 
m Hu E a'5b^ 项 次 成 完全 平方 式 , 再 减 去 ah 
项 ,从 而 使 给 定 多 项 式 得 以 分 解 , 即 
at + a'b? + b= (at + 2a?b? + b^) — ab? 
ia 5995. = ab)" 
= (aè + è + ab) (a? + b — ab). 
2. 解 一 元 二 次 方程 . 
3. 求 二 次 三 项 式 的 极 值 . 
时 在 公元 9 世纪 ,阿拉 伯 数 学 家 阿尔 。 花 拉 子 
X Cal-Khowarizmi , M. ibn M. ) 就 用 配方 法 解 出 了 
一 元 二 次 方程 .12 th ad, Be (pr un B BH — Bhaskara 
1) A Be Art Se HT TIKA E ar bx d c—0 
的 一 个 根 
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熟知 的 一 元 二 次 方程 的 求 根 公式 的 推导 就 是 用 配方 
法 解决 问题 的 典型 . 

i 73 ik (solving by of completing the square) 

见 “ 配 方法 ”. 

公 因 式 (common factor) 公 因 数 概念 的 推广 . 
耕 一 个 多 项 式 同时 是 几 个 多 项 式 的 因 式 , 则 称 这 个 
多 项 式 是 这 几 个 多 项 式 的 公 因 式 ， 

RAAR (highest common factor) ” 亦 称 最 
大 公 因 式 . 最 大 公 因 数 概念 的 推广 . 在 几 个 多 项 式 的 
公 因 式 中 ,能 被 任何 公 因 式 整除 的 那 一 个 公 因 式 (〈 参 
见 本 卷 《 高 等 代数 中 的 “最 大 公 因 式 ”). 

求 两 个 多 项 式 的 最 高 公 因 式 的 常用 方法 是 : 

1. 分 解 因 式 法 . 设 SDS g(x) IH LRL OR 
分 别 为 | 
f(z) = api (232p? (x) p (apr Go bi G), 

g(x) = bp? GO p? Cade p^ (agit G9; (a). 

它们 有 7 个 共同 的 不 可 约 因 式 pi (x), p(x),…， 
pax). & ¥;=min {a;,8;} G=1,25° sr), A d(x)== 
PCa) pads p(X) 就 是 f(x) 与 g(x) 的 最 高 公 
B X. 

2. WESETHERTE C: WA Ae GR SE ECCO PRAM 
ALI SE TETRERTA 2. 

mE AAA xt (greatest common factor) 
高 公 因 式 ”. 

最 高 公 因 式 的 求法 (method of finding the 
highest common factor) 见 “ 最 高 公 因 式 ” 

标准 最 高 公 因 式 (standard highest common 
见 本 卷 《 高 等 代数 ) 中 的 “最 大 公 因 式 ”. 

互 素 (relatively prime) 亦 称 互 质 . 代数 学 术 
语 . 指 几 个 整数 或 几 个 多 项 式 的 一 种 关系 . 最 大 公约 
数 是 1 的 几 个 整数 称 为 互 素 的 整数 , 除 常 数 ( 零 次 多 
项 式 ) 外 无 其 他 公 因 式 的 几 个 多 项 式 称 为 互 素 多 项 
式 . 个 数 不 小 于 3 的 互 素 的 整数 或 互 素 的 多 项 式 中 ， 
不 一 定 每 两 个 整数 或 每 两 个 多 项 式 都 是 互 素 的 . 如 
果 每 两 个 都 互 素 , 则 称 为 两 两 互 素 的 . 

EJA (relatively prime) 即 “ 互 素 ” 

信 式 (multiple expression) 倍数 概念 的 推广 . 
设 PCL saa (X25gG xe (4) 是 数 集 PCR 
Th MAN) EA EH AE PER BUN h(xi， 
zo m2. HB f xoxo 9 tn) =A a To Ln) 
gx y 2 »*** a, ) 则 称 在 P E gin 9X29°°* ,X, ) 能 整除 
SO "SOWIE p(n) | Ty 
set Jn 简 记 为 g | 了 ,并 称 Fis Live Ze ga , 
3 *** (2,2 的 倍 式 gn 9X29°"* ey Ts FCG 9Zo9%*"% 5 
xn) BJ PR SX. 倍 式 有 如 下 一 些 主要 性 质 . 


B “最 


factor) 


LAMA RRS. SEE SA Kk. 

2. 每 一 个 多 项 式 都 是 非 零 常数 的 倍 式 . 

3.4/5 ¢ PREAH. Ste. fe 也 是 h 
A. BD A|S Alge>h|(fteg)sh| fe; 

4.38 f d& h OTK SR fe hh 
倍 式 , 即 A | fh | fg. 

5. f; 1b,2, sn) Æ h ATH. f,Ccc—1, 
2,…,n) 的 组 合 也 是 的 倍 式 , 即 


h Bac = 1,2,°°" „n)=>h | pm 
i=] 


RP gi;(1 二 1,2,…,n) 也 是 PP 上 的 多 项 式 . 

A E (common multiple) 公 倍 数 概念 的 推 
广 . 若 一 个 多 项 式 是 某 几 个 多 项 式 共 giri) 则 这 
个 多 项 式 称 为 这 几 个 多 项 式 的 一 个 公 借 式 . 任意 
d duties usura pd 
个 零 多 项 式 的 公 倍 式 是 零 多 项 式 . 含 有 零 多 项 式 的 
几 个 多 项 式 中 只 有 惟一 的 公 倍 式 零 多 项 式 . 

最 低 公 倍 式 (least common multiple) ZR PRR 

小 公 倍 式 . 最 低 公 倍数 概念 的 推广 . 几 个 多 项 式 的 公 
倍 式 中 ,能够 整除 所 有 公 倍 式 的 那 一 个 公 倍 式 ( 人 参见 
本 卷 ( 高 等 代数 ?中 的 “最 小 公 倍 式 ”). 求 两 个 非 零 多 
项 式 的 最 低 公 倍 式 的 常用 方法 是 : 

1. 分 解 因 式 法 . 首先 把 两 个 多 项 式 分 别 分 解 为 
不 可 约 因 式 之 积 , 并 将 相同 不 可 约 因 式 写 成 才 的 形 
式 , 然 后 从 两 个 分 解 式 中 取出 每 个 不 可 约 因 式 的 最 
高 次 具 乘 在 一 起 ,所 得 积 就 是 给 定 两 个 多 项 式 的 最 
f A fX. 

2. 由 最 高 公 因 式 求 最 低 公 倍 式 . 用 给 定 的 两 多 
项 式 的 积 除 以 它们 的 最 高 公 因 式 所 得 商 式 就 是 它们 
的 最 低 公 倍 式 . 

3. 求 几 个 多 项 式 的 最 低 公 倍 式 ,可 先 求 其 中 两 
个 的 最 低 公 倍 式 ,再 求 它 与 第 三 个 多 项 式 的 最 低 公 
倍 式 ,如 此 继续 下 去 ,直到 求 出 与 最 后 一 个 多 项 式 的 
E A EX , 它 就 是 这 几 个 多 项 式 的 最 低 公 倍 式 . 

最 小 公 倍 式 (least common multiple) 即 “ 最 
低 公 倍 式 ”. 

RIRA AI KE (method of finding the least 
common multiple) WRA”. 

标准 最 低 公 倍 式 (standard least common mul- 
见 本 卷 4 高 等 代数 》 中 的 “最 小 公 倍 式 ” 

一 次 多 项 式 (polynomial of degree 1 with 
one variable) 最 简单 的 一 种 多 项 式 . 只 含 一 个 变 
数字 母 且 各 项 最 高 次 数 为 1 的 多 项 式 称 为 一 元 一 
多 项 式 . 它 的 标准 形式 是 art+b(aF0) KP a,b H 
常数 . 

一 元 二 次 多 项 式 (quadratic polynomial with 
one variable) 最 常见 的 一 种 多 项 式 . 只 含 一 个 变 
数字 母 且 各 项 最 高 次 数 为 2 的 多 项 式 称 为 一 元 二 次 


tiple) 


R A K 


多 项 式 , 它 的 标准 形式 为 ar tbrtcla#0), AP 
asb, AJ NC. 

一 元 二 次 三 项 式 (quadratic trinomial with one 
variable) 一 种 常见 的 二 次 多 项 式 . Bor 的 多 项 
3X ax! 十 bX 十 cla 关 0,6 关 0,c 关 0) 称 为 一 元 二 Hm 
XX. 其 中 ax’ ,pzyc 分 别称 为 该 二 次 三 项 式 的 二 
项 ,一 次 项 ,常数 项 .一 元 二 次 三 项 式 也 常 eas 
三 项 式 . 

一 元 二 次 多 项 式 的 根 (root of a quadratic poly- 
nomial with one variable) 即 一 元 二 次 方程 的 根 . 
见 “ 一 元 二 次 方程 的 求 根 公 式 ”. 

两 个 二 次 多 项 式 有 公 根 的 条 件 (condition of 
the existence of common root of two quadratic 
polynomials) ”两 个 二 次 多 项 式 有 公 根 的 判别 法 
Why. 一 元 二 次 多 项 式 ait Foe 5 aat" toset i 


在 复数 范围 内 至 少 有 一 个 公 根 的 充分 必要 条 件 是 
(210; — 142)? — Caib m abi) * bz ibn) = 0. 
即 
a; X aj. bi Dir SC 
ü oe 是 a, by b, cs 
的 比例 中 项 . 亦 即 
de du. Ox Q 
Ov. x. Du E 
— 0, 


i D: 0 

0 à, b, c 
等 式 左 端的 行列 式 称 为 所 给 定 的 两 个 一 元 二 次 多 项 
式 的 结 式 (参见 本 卷 《 高 等 代数 》 中 的 “ 结 式 ”). 

一 元 二 次 多 项 式 根 的 对 称 多 项 式 定理 (theorem 
on symmetric polynomial of the roots of a quadratic 
polynomial with one variable) 对 称 多 项 式 基 本 定 
理 的 特例 .一 元 二 次 多 项 式 + prta 的 两 根 的 任 
何 对 称 多 项 式 都 能 惟一 地 表 成 p Sg 的 多 项 式 形 
A. 这 个 结论 称 为 一 元 二 次 多 项 式 根 的 对 称 多 项 式 
定理 (参见 本 卷 4 高 等 代数 ) 中 的 “对 称 多 项 式 ”). 

多 项 式 的 分 离 系数 法 (method ol detached coef- 
ficients of polynomials) 多项式 四 则 运算 的 一 种 演 
算 形 式 . 对 一 元 多 项 式 进 行 加 、 减 、. 乘 、 除 运算 时 ,首先 
将 多 项 式 写 成 标准 形式 并 按 变 元 降 客 或 升 每 排列 , 缺 
项 补 零 占 位 ,然后 略 去 各 项 的 变数 字母 ,分 离 出 各 项 
的 系数 , 仅 用 系数 组 成 的 数列 按 原 运算 的 意义 进行 运 
算 . 最 后 将 运算 所 得 数列 中 各 数 分 别 配 上 与 之 相应 项 
的 变数 字母 的 才 作 为 运算 的 最 后 结果 , 称 为 多 项 式 的 
分 离 系数 法 . 例如 ,用 分 离 系 数 法 计算 

(Da sm ED I a em. Zo) 
的 演算 过 程 如 下 : 
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2a —3 0 5 
3a 0 —2a 0 (+ 
5a —3 — 2a 5 
所 求 和 为 5czs 一 3z 一 2az 十 5. 
用 分 离 系数 法 计算 
(2ax? — 3x? + 1) * (az? — bx — 1) 
的 演算 过 程 如 下 : 2a 一 3 +0 +1 


a +0 —b —]1CX 


—2a +3 +0 —1 


—2ab + 36 +0 —b 
2a2 —3a +0 +a (+ 
2a* —3a —2ab +(3b-a)+3 —b 一 1 
所 求 积 》 
2a?x5— 3axr°— 2abx + (36—a)r +32? —bx-l. 
用 分 离 系数 法 计算 


(32° — 22? + 1) + (r? — 2x + 2) 
的 演算 过 程 如 下 : 


4. S65) cmI 
—94 —8 十 8 
2 -=f 


所 得 商 式 为 3z 十 4, 余 式 为 2z 一 7?, 即 
i DA 

综合 除法 (synthetic division) 亦 称 霍 纳 方法 . 
多 项 式 除法 的 一 种 演算 形式 .一 元 多 项 式 除 以 首 项 
系数 为 1 的 一 元 一 次 多 项 式 x 一 6 的 简化 分 离 系 数 
法 . 它 的 具体 作法 是 : 

1. 写 综合 除 式 . WEERA fc) ERE REE DJ 
ax tax 十 十 aiZ 十 ca 然后 按 下 图 中 的 格式 
写 出 “综合 除 式 ”. 这 里 被 除 式 的 各 项 系数 奋 缺 项 则 
补 零 占 位 , 且 用 纵 线 将 被 除 式 与 除 式 中 的 2 分开, 而 
将 第 二 行 留 空 ,再 在 第 二 行 下 面 画 一 条 横 线 


Üs Gi. d * an-ı an| 6 


1) 在 第 三 行 a 下 的 位 置 书写 a 作为 商 的 首 项 
系数 co(co 一 Co)， 

2) 将 co 与 5 的 积 写 在 第 二 行 ai 的 下 面 , 求 出 
a, 5 cob 的 和 ci, 写 在 第 三 行 ai 的 下 面 作为 商 的 第 
二 项 系数 . 

3) 将 C1 与 b 的 积 写 在 第 二 行 az 的 下 面 , 求 出 
a» 5j cib B IE ez 写 在 第 三 行 a2 的 下 面 作为 商 的 第 
三 项 系数 . 
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4) 如 此 作 下 去 ,不 断 求 出 商 的 各 项 系数 . 最 后 
第 三 行 an 下面 的 数 是 余数 . 计算 格式 如 下 : 


ao à a» Cn 一 1 Gy, 


Cob cib Cn—20 C40 


Qn-] + Cn- 20 an + E415 
| | | n | | 


Qo Qj too, à2 cb 


Co Cy 


3. 写 出 结果 . BRK a(t) Hor" l Hex H. 
tent Hen AK r(x) =a, dc b. 例如 求 f IG») 
— 2x* — 13? t 14x +4 除 以 x — 2 所 得 的 商 和 余数 . 
列 算式 如 下 : 


22 =f xr +14 +4 |2 
4 —6 — 12 +4 


C2 Cn 一 1 Px) 


Zi 9^ ~=6 T +8 


商 式 的 系数 余 式 


所 以 , 商 式 g(Cz) 一 2 妃 一 3z2 一 6z 十 2, 余 式 r(Cz) 一 8. 
当 除 式 首 项 系数 不 为 1 时 ,可 用 除 式 的 首 项 系数 去 
除 除 式 各 项 系数 ,化 为 首 项 系数 为 1 的 二 项 式 再 除 ， 
将 综合 除 式 中 所 得 商 式 的 各 项 系数 也 除 以 原来 除 式 
的 首 项 系数 ,得 到 所 求 商 式 的 系数 列 ,余数 不 变 . 

14587; ik Horner method) Bl" Zg £ ER 3E ". 

25 IN st 3E FEA st formula of polynomial multi- 
plication) 一 组 常用 的 公式 . 常见 的 乘法 公式 有 : 

1. (ata) (ath) — x^ -- (atb)xtab. 

2. (atb)*?=a’+2ab+b’. 

3. (ab)? =a'+ 3a?b - 3ab* +6’. 

4. (akbtc) =a’ +b’ +c? + 2ab 4- 2bc X: 2ac. 

5. Cakbtke PHP EP Ec tea btaa X: 36’c 

+ 3bc! + 3a*c-- 3ac’+ babe. 

6. (a+b) (a—b) =a’ —P. 

7. (ab) Ca^ Fab+b?) =a? +b’. 

8. (a — b) (a Fa? b da"? Ee dab 

+T =a” o (n 为 正 整 数 ). 
9. (a+b) ta =a b da^ vb — + ab" 
—b""')=a"—b" (n 为 偶数 ). 
10. Ca +b) (a^! 一 0 ‘bia Pm — ab" 
+b" ')=a" +b" (n HARD. 
1l. Catbdbtec)(a*+b'?+c’?—ab—be—ac) 
=a°+b’+c*—3abce. 
12. (a? tabt) Ca? —ab-- b^) =at tabt J- b. 
13. (ax t+) Ccx - d) —acx* + Cad 4- be) x tid. 


n 


14. | 23m) = Ss 十 DA 
i=] i<j 


以 上 公式 里 的 ep,cyai， 等 可 以 是 数 ,也 可 以 是 
单项 式 ,多项式 ,甚至 可 以 是 代数 式 . 
完全 平方 式 (perfect square expression) ”完全 


平方 数 概念 的 推广 . 即 恰好 是 某 一 代数 式 平方 的 式 
子 . 阁 一 个 代数 式 等 于 男 一 个 代数 式 的 平方 , 则 这 个 
代数 式 称 为 另 一 个 代数 式 的 完全 平方 式 .例如 a 
+6°+2ab6 是 atb Bg Sé OE 7T x. atb 4- c Rab 
十 2pc 十 2ac 是 a 十 5 十 c 的 完全 平方 式 . 

完全 立方 式 (perfect cube expression) 完全 立 
方 数 概念 的 推广 . 即 恰 好 是 某 一 代数 式 立 方 的 式 子 . 
奉 一 个 代数 式 等 于 另 一 个 代数 式 的 立方 , 则 这 个 代 
数 式 称 为 男 一 个 代数 式 的 完全 立方 式 . 例如 ado 的 
完全 立方 式 是 ato t3a b+ 3al. 

欧 拉 恒等式 (Euler identity) 一 种 特殊 恒 等 
x. 8 [H 4€ XX Cax 4- by 4- cz d4- dt? + CÓx — ay - dz 
— ct)! -- Ccx — dy — az - bt)! + dx d- cy — bz — at)? 
— (a! +h HeH) (ety HeH). 

& 3B 4> (rational fraction) 两 多 项 式 相 除 
《作为 除数 的 多 项 式 次 数 不 低 于 1) 的 一 种 表示 式 . 
含有 除法 且 除 式 中 含有 变数 字母 的 代数 式 称 为 有 理 
分 式 , 简 称 分 式 . 例如 ,对 于 变数 字母 x,y, 代 数 式 
xz"y/(z 十 y) 是 有 理 分 式 .但 

— 
是 整 式 而 不 是 有 理 分 式 . 有 理 分 式 也 可 定义 为 一 个 
多 项 式 与 一 互 素 多 项 式 的 比 


Ib T .*** sT) 


Q(x, 9 之 2 9 $5) ` 
在 一 个 分 式 中 被 除 式 与 除 式 分 别称 为 这 个 分 式 的 分 


子 与 分 母 . 
分 式 的 分 子 (numerator of fraction) 
分 式 ” 广义 地 ,如 果 一 个 解析 式 可 以 写成 C 
FL syst w) 
g(r,y,*-,U) 


的 形式 ,其 中 fasys wR gy won 
整 式 、 分 式 或 其 他 任何 解析 式 , 这 时 ,人 们 习惯 上 称 
f(xy ,Ww) 为 这 个 解析 式 的 分 子 ,g Cms yst ow) 
为 这 个 解析 式 的 分 母 . 

分 式 的 分 母 (denominator of fraction) 
理 分 式 ”. 

ADA (proper fraction) ” 真 分 数 概念 的 推广 . 
在 有 理 分 式 P(xz)/Q@(z) 中 ,车 分 子 上 的 多 项 式 
P(X) 的 次 数 小 于 分 母 上 的 多 项 式 Q(z) 的 次 数 , 则 
称 PC(z)/Q(z) 为 真 分 式 ; 否 则 称 为 假 分 式 . 

假 分 式 Gmproper fraction) 见 “ 真 分 式 ” 

分 式 的 扩 分 (expansion of a fraction) 分 式 的 
一 种 恒 等 变形 . 为 运算 的 需要 ,根据 分 式 的 基本 性 
质 ,将 分 式 的 分 子 分 母 同时 乘 上 一 个 不 为 零 的 数 或 
代数 式 ,使 其 分 母 变 为 预期 的 数 或 代数 式 , 对 分 式 实 
施 的 这 种 变形 过 程 称 为 分 式 的 扩 分 . 扩 分 常用 于 分 
式 的 通 分 . 


见 “ 有理 


US 


4] 3 AS 29 ^y (reduction of a fraction) 分 式 的 
一 种 恒 等 变形 . 指 消去 分 式 中 的 分 子 和 分 母 的 公 因 
式 的 过 程 . 在 分 式 Q/P 中 的 多 项 式 P,Q 有 次 数 不 
小 于 1 的 公 因 式 R, 用 R 同时 去 除 这 个 分 式 的 分 子 、 
分 母 ,化 成 男 一 个 分 式 T/S.Q/P= 二 7T/S, 对 分 式 施 
行 这 种 变形 过 程 称 为 分 式 的 约 分 . 约 分 通常 要 求 化 
成 既 约 分 数 或 既 约 分 式 ( 参 见 本 卷 4 算 术 》 中 的 “分 数 
的 约 分 ”). 

最 简 分 式 (irreducible fraction) 亦 称 既 约 分 
式 . 分 子 与 分 母 互 素 的 分 式 . Ai Pix ***, 25,2 各 
Q(Gziz…z) 都 是 数 域 下 上 的 2 王 1,2,3…) 元 
多 项 式 H PG ,2 ) 和 QT Ts (X42 只 有 
零 次 的 公 因 式 , 则 有 理 分 式 

人 
Q(x, 2, Ts) 

称 为 最 简 分 式 . 

BE £4 ^y 3X Cirreducible fraction) 
3s 

分 式 的 通 分 (reduction of fractions to a comm- 
on denominator) 分 式 的 一 种 恒 等 变 形 . 利用 分 式 
的 基本 性 质 , 把 异 分 母 的 几 个 分 式 化 为 和 原来 的 分 
式 分 别 相 等 而 各 分 母 彼 此 相同 的 分 式 , 对 几 个 分 式 
的 这 种 等 值 变 形 过 程 称 为 通 分 . 通 分 后 得 到 的 相同 
分 母 称 为 公分 母 . 通 分 的 一 般 作 法 是 :首先 求 原来 几 
个 分 式 分 母 的 最 低 公 倍 式 作为 公分 母 , 然 后 对 各 分 
式 进 行 扩 分 ,使 它们 分 别 化 成 以 公分 母 为 分 母 的 分 
式 . 应 注意 ,分 式 通 分 后 , 自 变量 的 允许 值 范围 可 能 
有 变化 . 

最 简 公 分 母 (simplest common denominator) 
分 数 公 分 母 概念 的 推广 . 几 个 分 式 分 母 的 最 低 公 售 
式 称 为 这 几 个 分 式 的 最 简 公 分 母 . 例如 


即 “ 最 简 分 


1 5 l 
Tr 9 iore pepe) 

的 最 简 公 分 母 是 zx(z 十 y) Gr y 4-30 (参见 本 卷 《 算 
术 》 中 的 “公分 母 ”). 

分 式 的 符号 法 则 (sign rule of a fraction) fX 
数学 术语 . 指 分 式 符 号 的 变化 规律 . 其 法 则 是 : 

1. 同时 改变 分 式 的 分 子 与 分 母 的 符号 ,分 式 不 
变 . 

2. 只 改变 分 式 的 分 子 分 母 之 一 的 符号 则 整个 分 
式 变 号 . 

繁 分 式 (complex fraction) ” 繁 分 数 概念 的 推 
广 . 指 分 子 或 分 母 至 少 有 一 个 是 分 式 的 分 式 . 繁 分 式 
实际 上 是 分 式 除 法 的 另 一 种 写法 ,因此 ,可 利用 分 式 
的 基本 性 质 和 分 式 的 除法 法 则 ,把 它 化 成 普通 分 式 
(分 子 、 分 母 都 是 整 式 的 分 式 ). 这 种 变换 称 为 繁 分 式 
化 简 . 形 如 
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mo = 代 S 


] 
l 
l 


1 pues T 
的 莹 分 式 称 为 连 分 式 . 3 eps te tit 的 研究 中 有 重 
要 应 用 (参见 本 卷 《初等 数论 ) 中 的 “ 连 分 数 ”). 
连 分 式 (continued fraction) 见 “ 繁 分 式 ” 
分 式 恒等式 (identity of fractions) 一 种 特殊 
的 恒等式 , 如 果 对 于 变量 的 一 切 允 许 值 ,等 式 f(z， 


Lear 
Ler 


ystttum) * Bi CLoyert z) = fi ry yee sz) e gir.» 
METTE AT 29 MICRO 


regs tg p gen 2) ES. 亦 即 


flr, ysg) = fir. yore zx) 
PUG Vote) OR Crea) 


41 3K 5} SEXE FE (principle of decomposition of a 
fraction) 分 式 的 一 种 恒 等 变形 , 关于 一 个 一 元 真 
分 式 总 可 以 按 其 分 母 的 因 式 化 成 大 干 一 元 真 分 式 的 
和 . 主要 结论 是 : 设 f(x)/g(z)h(x) 为 真 分 式 ， 
gelr) 5I hD ER, glr) Ifc), hlr) (fa) WMA 
HE— AY Ep stir GO/gGO 5S sGO/Ah GO 使 

f (x) | EOD LES, 
gr) EI hr 
其 余 参 见 “ 部 分 分 式 ”. 

部 分 分 式 (partial fraction) 一 种 特殊 形式 的 
分 式 . 即 把 数 域 六 上 的 分 式 f(x)/g GO AT REL SX 
的 和 时 ,部 分 分 式 是 指 如 下 形式 的 项 

r(x) 
Pay 
其 中 plz) 是 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 ,m 是 自然 
数 ,r(Gz) 是 下 上 的 次 数 小 于 p(x) 的 多 项 式 . 分 式 化 
为 部 分 分 式 和 的 分 解 定理 有 : 

1. 玉 上 的 任何 既 约 有 理 真 分 式 都 可 以 惟一 地 表 
未 为 部 分 分 式 和 的 形式 :大 f(z)/g(7) 是 上 的 既 
约 真 分 式 ,g (Xx) 的 标准 分 解 式 为 g(x) 二 ap?' (x)。 
pz: Cx) pr C) , Il] 


之 ) p. ny. ves 


FO ra, Cx) 
g) eS EE (p(x) i yy f 
其 中 ra Cz) 的 次 数 小 于 户 Cz) 的 次 数 或 为 零 次 多 项 
3. 
2. 设 下 是 复数 域 , 知 g (zx) 的 标准 分 解 式 为 
g(x)—a(r—a )1n(r—2e)"--(r—2)", 


则 既 约 真 分 式 dub E QU aA 
JA LL 
g(x) Pet 

其 中 Ay 为 复 常 数 . 


3. 设 下 是 实数 域 ,各 g(xz) 的 标准 分 解 式 为 
g(r) =alr—a,)™" 0 
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(x—a,)™ 


a tpa tga mela tpat) 
则 既 约 真 分 式 的 部 分 分 解 式 为 


f(r) Oo Aa 
Bou» z^ 2: (x — a)" 


"A A Bax T Ca, 
-NNG C 


i=] k=l 


其 中 aa @ 是 彼此 不 同 的 实数 ,大 一 49 — 
06 1.2.50. Aa Ba, Cin EK R 例如 
Z2 十 5z 一 2 EN du eee 
x? + 3z? + 3x + 1 (r +1 
NON INEO: 0 
CET1 GTD GED 


43H 8D 4 4 53V 43 SE (decomposition of a frac- 
tion into partial fractions) 分 式 的 一 种 分 解 方式 . 
把 一 个 既 约 有 理 真 分 式 写成 部 分 分 式 和 的 形式 的 过 
fg , 称 为 分 式 的 部 分 分 式 分 解 . 常用 的 分 解 方法 有 以 
POLAR: 

1. 待 定 系数 法 . 对 既 约 真 分 式 QGCz)/PGz), 首 
先 将 分 母 P(xz) 分 解 因 式 ,写成 不 可 约 因 式 的 积 , 然 
后 根据 部 分 分 式 分 解 定 理 , 将 分 解 式 写成 系数 待定 
形式 ,最 后 用 待定 系数 法 求 出 各 分 子 的 系数 . 

2. 带 余 除法 . FB UD QGO/LP GO ]* 的 既 约 
TA EFP P(x) 为 不 可 约 多 项 式 , Q(x)= 
ay CP Ca) :Be Ce PE oua» s 
Fa, (x) P(x) Tai Cx)a; Cr) 0 38k Hk My F 


P(x) BRE G-—1.2. 5 ,利用 带 余 除法 可 分 解 为 
Q) _ a(x) a(x) sap a) 
Pay! Poo "IG. ^ 5p 


3. E PE FABRE. 对 于 既 约 分 式 QGO/P GO i 
P(r)=P, (2) * P,GOCGP1GO 58 PDE), AR 
转 相 除法 求 出 ur25E vlr), 1E 

wzZ)PICZ) 十 DCz)PCZz) 一 ]， 

W QGz)=QGCz)xGz)PCz) 二 TQGCr)oCz)P(zr)， 
于 是 

Qa) _ Qur) | QGOvG) 

Pex) Poo) PUE ~ 
将 上 式 中 的 两 个 分 式 用 带 余 除法 各 化 出 一 个 真 分 式 
《此 时 两 个 整 式 部 分 之 和 必 为 零 ), 然 后 对 两 个 真 分 
式 再 分 解 . 

分 式 加 减法 法 则 (rule of addition and subtrac- 
分 式 的 运算 法 则 之 一 . 分 式 的 加 


tion of fraction) 
减法 法 则 是 : 

1. 同 分 母 分 式 相 加 减 , 只 把 分 子 相 加 减 ,分 母 不 
变 , 即 


2. 异 分 母 分 式 相 加 减 , 先 通 分 变 为 同 分 母 分 式 ， 
再 按 同 分 母 分 式 相 加 减 的 法 则 运算 , 即 


P | M_PN , MQ_ PN X MQ 
Q N QN QN QN 
完成 分 式 的 加 减 运算 后 ,在 所 得 分 式 不 是 既 约 分 式 ， 
应 约 分 化 为 既 约 分 式 ， 


分 式 乘法 法 则 (rule of a fraction multiplication) 
分 式 的 运算 法 则 之 一 .分 式 相 乘 的 法 则 是 :用 分 子 的 
积 作为 积 的 分 子 , 分 母 的 积 作为 积 的 分 母 ,并 将 乘积 
化 为 既 约 分 式 或 整 式 , 作 分 式 乘法 时 ,也 可 先 约 分 后 
计算 
分 式 乘 方法 则 (rule of power of a fraction) 
分 式 的 运算 法 则 之 一 . 分 式 乘 方 的 法 则 是 :把 分 式 的 
4T oP BE St 3135 75 BN 38 73 BR 
分 式 除法 法 则 (rule of fraction division) 分 式 
的 运算 法 则 之 一 . 分 式 的 除法 法 则 是 : 
1. 分 式 除 以 整 式 ,可 用 整 式 乘 分 母 或 用 整 式 除 
分 子 , 即 
P P+M 
g "^ "Ww 9 
2. 整 式 或 分 式 除 以 分 式 , 应 把 除 式 的 分 子 、 分 母 
颠倒 位 置 后 与 被 除 式 相 乘 , 即 


P_ yy.Q_MQ 
go ug D 
M.P M.Q MQ 
NCOQ N P NP 
欧 拉 分 式 (Euler fraction) 一 种 特殊 形式 的 分 
A. Wasb.c 是 不 同 的 常数 , 则 
= a' p 
“Ganga ES 
c* 
d CE AGB) (k=0,1,2,3) 


FR X. 容易 计算 出 P,=0,P,=0,P,=1,P; 
—a-rb-rc. 推广 到 一 般 情况 : 设 a1,as,…,a, 是 nn 个 
不 同 的 常数 ,k= 二 0,1,2,…,n, 则 称 


k 


La > Ie-2 aj) 


为 欧 拉 分 式 . P: 的 取 值 状态 如 下 
0 (Os k <n — 1), 
1 (R=n—1), 


Ss (b = n). 
i=] 


T Ht (irrational expression) 代数 式 的 一 
种 . 化 简 后 含有 对 变数 字母 的 式 子 开 方 运算 的 代数 
式 , 称 为 关于 这 些 变数 字母 的 无 理 式 ,简称 无 理 式 . 


根 式 .指数 与 对 数 


根 式 (radical) 数学 的 基本 概念 之 一 . 指 表示 
方 根 的 代数 式 .或 说 形 如 Y a 的 代数 式 称 为 根 式 或 


P, = 


根 式 .指数 与 对 数 


n 次 根 式 ,a 可 以 是 数 也 可 以 是 一 个 代数 式 ,a Bn 
分 别称 为 它 的 被 开 方 数 与 根 指数 . 而 22 EN), 
特别 当 %==2 时 , 简 记 为 va . 按 根 指数 是 偶数 还 是 
奇数 , 根 式 分 别称 为 偶 次 根 式 或 奇 次 根 式 . 

1. 一 个 算术 根 的 根 指数 与 被 开 方 数 的 指数 都 乘 
以 或 除 以 同一 个 正 整 数 时 , 根 式 的 值 不 变 , 即 

Va" — Ya"* (a>0,m,n,kEN, n22), 

Ya = Va" (a2»0,m n, k€ N.). 
后 一 式 当 2” 一 1 BE Va =a". 

2. 两 个 非 负 数 的 积 的 算术 根 等 于 它们 同 次 算术 
根 之 积 , 即 Ya*6== Va。 Yb (al0,bS0.nEN, 
n>1). 此 性 质 可 推广 为 m 个 非 负 数 的 积 的 算术 根 
等 于 它们 各 自 的 同 次 算术 根 的 积 , 即 

人 

| (a; 0,27 = 1,2,-**,m,n E N,,n > 1). 
两 负数 的 积 的 算术 根 等 于 它们 的 绝对 值 的 同 次 算术 
根 之 积 , 即 

Va *b-— Vial vib] 
(a<0,6<.0,n € Non > 1). 

3. 两 非 负 数 的 商 ( 除 数 不 为 零 ) 的 算术 根 等 于 它 

们 的 同 次 算术 根 的 商 , 即 


Um ME 
e VE (a220,b 2» 0,n € Non 2 1); 


两 负数 的 商 的 算术 根 等 于 它们 的 绝对 值 的 同 次 算术 
根 的 商 , 即 
Ja _ Val 
be "ni (a x; 0,b «0,n € N,n 1D. 
4. — ^P 3E ff CS] n KAERRA m 次 方 等 于 这 
个 非 负 数 的 m RAW n KARR, BD 
(V a )" = Ya" (az20,nom E N} Hà » D, 
M m 为 偶数 时 , Va" — Y lal) 3x Ha 也 可 以 为 
负数 . 
5. —^ 3E ff RH n KARRI m 
于 这 个 非 负 数 的 mn 次 算术 根 , 即 


yr (aZ20,m,n 均 为 大 于 1 的 整数 )， 
6. 两 数 的 积 的 奇 次 方 根 等 于 它们 同 次 方 根 的 
AR B a b= V a * "V b O(n EN, a,bER). 
7. 两 数 商 的 奇 次 方 根 等 于 它们 同 次 方 根 的 商 ， 
即 


2n4-1 


次 算术 根 等 


a Zn xr a 
Bom mp (€ Nea b € Rb #0), 
8. AR BFE 75 CA ES A BB HS FE Ss LE T HR 8 
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初 等 K X 


数 , 则 可 将 该 因数 按 下 面 的 公式 移出 根 号 外 ， 
va b (n 为 偶数 ,6 衬 0)， 
a* Yb (为 奇数 ). 

运用 此 公式 也 可 以 将 根 式 外 的 因 式 移入 根 号 内 . 

n RIRA (n-th radical) WARA”. 

偶 次 根 式 (radical of even degree) WRA”. 

育 次 根 式 (radical of odd degree) WARA”. 

E RA radicals with same degree) 代数 学 
术语 . 指 根 指数 相同 的 根 式 . 例如 VY 4，VZX 十 1， 
7 4 x EARRA. 任何 两 个 根 式 都 可 以 化 为 同 次 
根 式 . 如 需 将 YP 与 YQ (mm 天 四 化 为 同 次 根 式 时 ， 
设 P 为 m,n 的 最 小 公 倍 数 且 p=kn=lm,4 m n 
同 为 奇数 或 同 为 偶数 , 则 YP= VPI, 
化 成 了 同 次 根 式 ; 若 mm 5 n 中 一 个 为 奇数 ,一 个 为 
偶数 ,例如 m HBR n ABR. MVP = VPP, VQ 
= VQ (QS0RVQ=— VQ Q0), HH MT 
[E] UK TR XX. 

Be fa) He xk (simplest radical) 不 能 再 简化 的 根 
式 . 同时 满足 下 面 三 个 条 件 的 根 式 称 为 最 简 根 式 : 

1. 被 开 方 数 的 指数 与 根 指数 互 质 . 

2. 被 开 方 数 写成 不 可 约 式 ( 数 ) 的 乘积 形式 时 ， 
它 的 每 一 个 因 式 的 指数 都 小 于 根 指数 ; 

3. 被 开 方 数 不 含 分 母 . 

同类 根 式 (similar radicals) ” 亦 称 相似 根 式 . 代 
数学 术语 . 指 做 加 减法 时 允许 合并 的 诸 根 式 . 当 几 个 
根 式 化 成 最 简 根 式 后 ,如 果 它 们 的 根 指数 和 被 开 方 
数 分 别 都 相同 ,那么 这 些 根 式 称 为 同类 根 式 . 例如 


vs So Yel (a2 0) 
的 最 简 根 式 分 别 为 


因而 它们 是 同类 根 式 .在 根 式 的 加 减法 中 ,同类 根 式 
要 合并 . 一 般 地 , 几 个 根 式 总 可 以 化 成 同 次 根 式 ,但 
不 一 定 能 化 成 同类 根 式 . 

根 式 加 减法 法 则 (rule of addition and subtrac- 
tion of radicals) 根 式 的 运算 法 则 之 一 . ETRA 
相 加 减 , 先 把 各 根 式 化 成 最 简 根 式 ,再 合并 同类 根 
式 , 并 将 不 同类 的 根 式 用 运算 符号 连 写 在 一 起 . 


根 式 乘除 法 法 则 (rule of multiplication and divi- 


sion of radicals) 根 式 的 运算 法 则 之 一 . 同 次 根 式 

HER R) ,把 根 式 前 面 的 系数 相 乘 ( 除 ) ,作为 积 ( 商 ) 

的 系数 :把 被 开 方 数 相 乘 ( 除 ), 作 为 被 开 方 数 , 根 指 

数 不 变 , 然 后 册 化 成 最 简 根 式 . 非 同 次 根 式 相 乘 

CBR) ,应 先 化 成 同 次 根 式 后 ,再 按 同 次 根 式 相 乘 〈 除 ) 

的 法 则 进行 运算 .在 根 式 运算 中 应 注意 以 下 几 点 : 
82 


1. 根 式 运算 是 在 运算 有 意义 的 条 件 下 进行 的 ， 
一 般 常 省 掉 运 算 过 程 中 的 条 件 不 写 . 

2. 根 式 运算 的 结果 知 仍 含有 根 式 ,一 般 要 化 为 
最 简 根 式 . 

3. 根 式 的 乘 、 除 、 乘 方 . 开 方 运算 可 化 为 有 理 指 
数 寡 进行 运算 . 

4. Ja’ =la ERN a 是 非 负数 时 , 方 有 

Ja? =a. 

根 式 乘 方法 则 (人 (rule of power of radicals) 根 
式 的 运算 法 则 之 一 .算术 根 乘 方 ,把 被 开 方 数 乘 方 ， 
根 指数 不 变 . 即 (YX a 六 = Va" (a 之 0,m,n 为 大 于 1 
的 整数 ). 作 根 式 乘 方 时 ,应 先 把 不 是 算术 根 的 根 式 
化 为 算术 根 后 再 使 用 法 则 . 

根 式 开 方 法 则 (rule of extraction of radicals ) 
根 式 的 运算 法 则 之 一 . ARRA n 次 方 , 把 根 指数 扩 
大 倍 , 被 开 方 数 不 变 . 即 


| a ae uA 为 大 于 1 的 整数 ). 
非 算 术 根 的 开 方 不 总 是 可 能 的 ,负数 的 奇 次 方 根 开 
奇 次 方 时 ,一 般 先 将 给 定 根 式 化 为 算术 根 后 再 按 法 
则 开 方 . 

H 4p A sh conjugate factors) ” 亦 称 有 理化 因 
式 、 有 理化 因子 . 乘积 为 有 理 式 的 两 个 无 理 式 . 若 两 
个 含有 根 式 的 代数 式 S 与 M 的 乘积 SM RAMA, 
WEA 3 dE 98 DS X. Hon. KF Va’? (420, 
b70) Bg dk Sg Aste ab. ab + ab! ab. 
—PRF MHA C306 EL — 178 ES XX APA 
f^ te Sg Ash, Br AL. — SX SEA Je TEE — 
的 . FARO OR SAMAK IU : 

LwMFS=VALVB,WRM=VJVAFVB 
TES HAA. 

2. XT S— VA -— X B ,可 取 

M=Y AI HY A BHY AB HESS BRE! 
VEJ HAAA. 
3.MFS=VALVB ,可取 
M= VAI WATIB+ VAR Lo. 
qos SV AB aly a Be 
VE A SEE X. 

4. ZH AY OY HE Be A cS) OR BE ZP S8 JL. 例如 对 
FS=JVA+VB+LVC WYRM =VAL+VB 
一 VC M8 (VA+ VB 4+ V CY(V/A - VB 
— /C)=A+B—C+2 VAB; THR M,—A 
+B-C—2 JAB, F#S=JVA+VB4+VCHE 
HARA M=M,M,=(/VA+/B-—VC)(A+B 
—C—2 VAB). 


5. 待定 系数 法 . HM. KR SH=ata Vx + 
a» Vx! dava Vo" We Ast, TR Mb, 
+b, Va tb, Vx? prb x" VE GO, 
1,2,*,n—10B S * M 为 有 理 式 这 一 条 件 确 定 . 

6. 对 于 给 定 的 含有 根 式 的 代数 式 , 如 果 可 以 看 
成 是 某 一 根 式 的 多 项 式 Pir) WA AAS Es Ze i 5S 
P(x) Al Q(x) BS PE, GRAS AR. UT IEMA M(x) 
与 N (x), 使 得 M(x)P(z) 十 N(x)Q(z)= 二 1, 则 
MBA Pi) WSR E] xX. 

RE Be A sh Fe AF ti Sm EB S oP BE CB TF) 
有 理化 的 过 程 中. PR ACL ER AR ) “Dy a 
述 有 : 若 母 不 可 开 者 ,又 以 母 乘 定 实 ,万 开 之 , 认 , 令 
如 母 而 一 . ” 译 为 现代 算术 , 即 


|a _ jab | [vab 
b NE 6 


足见 其 已 有 了 有 理化 分 母 的 思想 . ze TUBE TE Dr A 
书 九 章 》 中 ,也 运用 了 有 理化 方法 . 

有 理化 因 式 (rationalizing factor) 
m 

有 理化 因子 (rationalizing factor) 
mos 

4) BE FE 4L (rationalization of denominator?) 
无 理 式 的 一 种 恒 等 变形 . 对 于 分 母 中 含有 根 号 的 代 
数 式 ,利用 分 子 分 母 同 乘 以 分 母 的 有 理化 因 式 ,使 分 
母 化 为 不 含 根 号 的 有 理 式 ,这 种 变形 过 程 称 为 分 母 
有 理化 . 根 式 运算 和 根 式 化 简 都 有 可 能 用 到 分 母 有 
理化 . 

分 子 有 理化 (rationalization of numerator) 无 
理 式 的 一 种 恒 等 变形 . 为 了 运算 的 需要 ,对 于 分 子 中 
含有 根 号 的 代数 式 , 利 用 分 子 分 母 同 乘 以 分 子 的 有 
理化 因 式 , 使 分 子 化 为 不 含 根 号 的 有 理 式 ,这 种 变形 
过 程 称 为 分 子 有 理化 . 例如 在 求 极限 时 用 到 分 子 有 
理化 : 


BD "2E 8 A 


Bp ^35 He DI 


limC /n—1— Vn) 


C Yn—1— Y n )( /n—1- Yn) 


=e rs 


=l 
=li 
ime ME ame 


eet aaa quadratic radical) 
一 种 特殊 根 式 .通常 把 


Vat Vb 


称 为 复合 二 次 根 式 ,其 中 a> 0,6>0,a’>b, 4 a’—b 
是 完全 平方 数 时 ,有 计算 公式 


Vax FE fec EB 


合 二 次 根 式 的 化 简 (reduction of compound 


= lim 
nw 


根 式 .指数 与 对 数 


二 次 根 式 的 一 种 恒 等 变 


quadratic radicals ) 

形 . 将 复合 二 次 根 式 
at Vb (a>0,b>0,a’>6) 

化 简 , 就 是 通过 代数 式 的 恒 等 变形 ,将 被 开 方 数 

(a-k V b ) 凑 成 完全 平方 式 , 从 而 消去 最 外 层 的 根 

号 . 如 果 凑 不 成 完全 平方 式 , 则 复合 二 次 根 式 


Nats b 


就 不 能 用 两 个 有 理 数 的 平方 根 的 和 或 差 表 示 . 
复合 二 次 根 式 化 简 的 常用 方法 有 : 
1. 公式 法 . 即 利 用 公式 


LEER _ PANES 
de pe do aed a EA A^ vat (1) 


(a2»0,b2»0,a! —b 是 完全 平方 式 )， 


V(atb+2 Jab=VatvVvb (a>b>0). (2) 


2. 配方 法 . 即 先 把 4a 土 V6 配 成 一 个 代数 式 的 
完全 平方 ,再 从 根 号 内 开 出 来 . 

3. 方程 组 求解 法 .假定 

atVb=(Vart+V/y), 
fe tH sy. 

TR xt AY FR BW (coefficient of radicals) 
术语 . 指 根 式 前 面 的 有 理 因 式 . 

a (power) ”数学 的 基本 概念 之 一 . 形 如 a” 的 
SAF PRN FR. 其 中 a PRON EYER oe ROA YB 
数 . 当 x RERS, E, RAN at 分 别称 为 正 整 
指数 寡 、 零 指数 医 、 负 整 指 数 寡 ,统称 为 整数 指数 宕 ; 
当 工 取 有 理 数 与 无 理 数 时 ,ez PAA PE AST 
SE is DUE SEPA SC de FE. 正 整 指 数 才 习惯 上 称 为 
乘 方 , 如 指数 为 2,3,4 时 常 称 为 平方 .立方 和 四 次 
方 .在 实数 集 RP FEA EPA 


ae a R 


代数 学 


b (b+ alo 
L Gez d 
n H =a) 
m mEZ Hf aE R\{0 
— (n€ Z' ,mEZ) 元 
slant ene 


2|n Ff aE R\R™ 


XR HELA AD BRE LAIT : 
l. FG a,bERt ,a,D CR SUE 
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lY «a, =a", 

2) (aat, 

3) a^ * b= (ab). 

2. X; a€ Roan€ Z' mEZ 下列 各 式 左 端 存在 ， 
jul ; 


Dus jose Se 
2) (ai= [la | ra C71 a|—a)], 
(ans la" | rac C1 la"| —a")]. 


3. Xr a,bDC Rom, p€ Zoin,.q€ Z' 下列 各 式 左 端 
存在 , 则 : 

1) ar —a^ BL I 76 43 BEE a0. 

De ce 

3) (an) > =an GERAR E DO. 

4) an br = (ab)r. | 

寡 的 概念 的 形成 ,经 历 了 相当 曲折 的 缓慢 的 历 
史 发 展 过 程 , 许 多 数学 家 为 需 概 念 的 完善 和 寡 的 符 
号 表示 做 出 了 贡献 . 16 世纪 , 韦 达 (Viete,F. ) 在 他 
的 《分 析 方 法 入 门 》 中 ,开始 用 不 同 字母 表示 一 个 量 
的 寡 , 例 如 ,将 4:,43: 分 别 写 作 A quadratum. A 
cubum ,后 来 又 被 学 者 们 简化 为 Aq» Ac. 1637 4E, ff 
-E JL (Descartes, R. ) 在 《几何 学 》 中 引进 了 正 整 指数 
AES AS ,例如 cz ,at 等 .斯 蒂 文 (Stevin,S. ) 曾 用 符 
号 “ 蕊 >?“ 翅 ?为 指数 ,分 别 表示 平方 根 与 立方 根 . KR 
Fil Ht Wallis, J.) 58 AS “— CIA) ”表示 平方 根 的 
倒数 .牛顿 (Newton,I. ) 创 立 了 现行 的 分 指数 、 负 指 
BORN ARAS. 

中 国 古 代 寡 字 的 写法 很 多 ,最 简 的 写法 是 “一 ” 
宕 原 是 用 来 表示 覆盖 食物 的 方 巾 ,将 此 意 引 申 即 方 
形 的 东西 可 以 称 为 寡 . 刘 徽 借 意 把 矩形 面积 或 两 数 
WR AR. 中 国 数学 史上 第 一 次 出 现 寡 字 是 公元 
263 年 , 刘 徽 为 《 九 章 算术 》 作 的 注 中 ,他 在 《 方 田 ;) 章 
求 矩 形 面积 法 则 时 , 写 道 ”此 积 谓 田 寡 , 凡 广 从 相 乘 
iB ZF”. 公元 656 年 , 李 淳 风 重 注 ( 九 章 算术 》, 在 卷 
九 《 勾 股 》 章 中 指出 寡 是 边 自 乘 的 结果 ,或 正方 形 面 
积 . 这 种 用 法 直到 公元 1303 年 中 断 . 公元 1607 年 ， 
A Z (Ricci, M. ) 和 徐光启 合 译 欧 几 里 得 (Euclid) 
的 《原本 》 时 ,再 次 使 用 了 “ 寡 ? 字 ,并 有 注解 :上 自 乘 之 
BY El AR. "1935 年 《数学 名 词 》 才 将 乘 方 和 知 这 两 个 


4 
* at Sa P. 


术语 定 了 下 来 . 

指数 (exponent) RRI UL“ RE”. 

iE $E JE IURE (power with positive integer expo- 
nent) W“. 

5E dE 4 GE (power with zero exponent) W 
Z2 


fa # dE E E (power with negative integer ex- 
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MRE”. 

$e 8 48 Be (power with integer exponent) 
ea 

45> TE Hl Fe (power with fraction exponent) W 
“ggn, 

133 $8 HS (power with rational exponent) 
xe. 

THK A (power with irrational number) 
nw. 

S dE S d (power with real exponent) J) 


ponent) 


“rn, 
指数 法 则 (law of exponent) W“R”. 
5c £F (perfect power) 一 类 特殊 的 有 理 数 . 
E a,b 均 是 有 理 数 ,n 宇 2 是 自然 数 ,并 且 a=b, M 
Bb fi a Wn KARR. HI 16 是 十 2 的 四 次 完全 
5. 

超越 式 (transcendental expression) 非 代 数 式 
的 解析 式 . 指 不 能 对 变数 字母 和 数 用 有 限 次 加 、 减 、 
乘除. 乘 方 . 开 方 运算 表示 的 解析 式 . 它 包 括 无 理 数 
指数 式 TSK. = FA PRK Se — FA PRK OL H eK 
BU RES PR TRS (SLR TK”). 

对 数 (logarithm) 数学 的 基本 概念 之 一 . 通常 
都 指 实 对 数 ,复数 的 对 数 只 在 复 变 师 数 理论 中 用 到 . 
KIR EL: FÀ SN, a 是 不 等 于 1 的 正 实数 ,bE 
R, W b RA a HE N 的 对 数 , 记 为 6==log,N ,a FF 
为 对 数 的 底 , NV 称 为 对 数 的 真 数 . 从 实 对 数 定义 可 
知 , 零 和 负数 没有 实 对 数 . 1742 年 ,琼斯 (Jones,W.) 
TE 28 MAR 7R (Gardiner, W. ) 的 《对 数 表 ) 写 的 序言 中 
第 一 次 采用 了 这 样 的 对 数 定 义 . 对 数 的 创始 人 是 纳 皮 
尔 (Napier ,J. ) ,他 在 解决 天 文学 中 的 计算 问题 时 提 
出 并 使 用 了 对 数 . 1614 年 , 纳 皮 尔 在 《论述 对 数 的 奇 
迹 》 以 及 在 他 死 后 于 1619 年 出 版 的 著作 《做 出 对 数 的 
奇迹 》 中 都 介绍 了 他 的 对 数 方法 . 纳 皮尔 定义 的 对 数 
现在 称 为 纳 皮 尔 对 数 , 记 为 Nap logy, 它 与 自然 对 数 
的 关系 是 


7 
Naplogy = 10'ln zx 


LKR zi (Bürgi, J. ) 也 于 1600 年 左右 独立 地 发 现 了 
对 数 ,但 他 的 著作 却 在 1620 年 才 发 表 . 对 数 与 对 数 
RF 1648 4E BIE [8] (Smogolenski, J. -N. ) 讲 授 传 
和 人 中国 后 ,在 由 薛 凤 诈 整理 的 ( 历 学 会 通 》 的 (比例 对 
数 表 》 中 将 lograithm 译 为 “比例 数 ”, 它 给 出 了 1 一 
20000 的 六 位 对 数 表 ,在 4 比例 四 线 新 表 》 中 给 出 了 
= ffi RC BOSE CRAB log, N =b 中 的 N 称 为 真 
数 , 而 5 称 为 “ 假 数 ”, 后 来 把 5 称 为 N 的 对 数 . 1723 
年 印 出 的 由 梅 载 成 (有 的 书写 成 梅 还 成 ) 等 编著 的 
《数理 精 草 ;一 书 , 较 详细 地 叙述 了 对 数 的 内 容 和 编 
造 对 数 表 的 方法 . 


对 数 的 真 数 Cnatural number of a logarithm) 
见 “ 对 数 ”. 

对 数 的 底数 (base of a logarithm) 见 “ 对 数 ”. 

对 数 运 算法 则 (rule of logarithmic operations) 
一 种 特殊 的 运算 方法 . 指 积 . 商 . 窜 、 方 根 的 对 数 的 运 
算法 则 . 由 指数 和 对 数 的 互相 转化 关系 可 得 出 : 

1. 两 个 正 数 的 积 的 对 数 ,等 于 同一 底数 的 这 两 
个 数 的 对 数 的 和 , 即 

log, MN —log,M--log, N (M>0,N>0). 

2. 两 个 正 数 商 的 对 数 , 等 于 同一 底数 的 被 除数 
的 对 数 减 去 除数 对 数 的 差 , 即 


log, A =log.M—log.N (M>0,N>0). 


3. — ^r IE FE BY TP. SEY JR BY TPR FH 
VLL BÀ BI log. M* —elog, M (M> 0). 
4. AAPEA 


二 
i (n€N.), 


则 有 以 下 的 正 数 的 算术 根 的 对 数 运算 法 则 :一 个 正 
数 的 算术 根 的 对 数 , 等 于 被 开 方 数 的 对 数 除 以 根 指 
数 , 即 


log, /M— -log;M (M>0,n€N,). 


xT fe SEC logarithmic identity) ”一 种 特殊 
的 恒等式 . 指 含 对 数 的 恒等式 . 由 对 数 定义 a^ — Nb 
=log.N 可 直接 推出 

ag ute N (NS>0), 

一 般 称 它 为 对 数 恒 等 式 . 从 函数 的 角度 看 ,对 数 恒 等 
式 可 由 指数 函数 与 其 反 了 水 数 对 数 函 数 的 复合 而 得 
来 , 即 设 y=a ,zx 二 logsy, 于 是 y 二 a%*. 对 数 恒 等 
式 在 理论 上 和 实际 应 用 上 有 重要 作用 . 例如 用 对 数 
恒等式 将 f(z)”” CFG > 0, 9G > 0) A $£ 46 2g 
CRI ,使 许多 种 运算 成 为 可 能 ,并 十 分 方便 . 

纳 皮 尔 对 数 (Napier logarithm) 一 种 古老 的 
对 数 ( 参 见 “ 对 数 ”). 给 定 一 条 定 长 线段 AB 和 一 条 

A E » B 
D X F E 

以 万 为 出 发 点 的 射线 DE( 如 图 ). 设 点 C IR FA 
同样 的 初始 速度 分 别 从 A 和 DD 出 发 ,沿线 段 AB 和 
射线 DE 运动 . 假设 点 C 运动 的 速度 在 数值 上 总 是 
等 于 距离 CB, 点 下 运动 的 速度 保持 不 变 , 纳 皮尔 
(Napier.J. ) 把 DF 定义 为 CB 的 对 数 .图 中 ,x= DF 
是 y—CB 的 纳 皮 尔 对 数 , 用 Naplogy 来 表示 , 即 > 
=Naplogy. 为 了 避免 分 数 的 膝 烦 , 纳 皮 尔 取 AB 的 
长 度 为 10 ,因为 当时 最 好 的 正弦 表 有 七 位 数字 . 从 
纳 皮 尔 的 定义 ,以 及 从 纳 皮 尔 还 不 可 能 有 的 知识 可 
以 寻 出 


根 式 、 指 数 与 对 数 


Nap log y=10'ln oa 


看 来 , 纳 皮 尔 对 数 与 自然 对 数 不 是 一 回 事 , 纳 皮尔 对 
数 随 着 真 数 的 增加 而 减少 ,与 自然 对 数 中 发 生 的 情 
况 正 好 相反 . 关于 现在 命名 的 纳 皮尔 对 数 是 否 为 自 
然 对 数 , 在 国际 数学 界 是 有 和 争议 的 . 还 有 一 种 看 法 
是 ,自然 对 数 由 奥 特 雷 德 (Oughtred,W. ) Br &l. 

对 数 换 底 公 式 (formula of change of base of 
logarithms) 简称 换 底 公式 .对 数 的 一 种 恒 等 变 
JE. 指 更 换 底数 时 同一 真 数 的 两 个 对 数 间 的 关系 式 . 
当 a>0,aA1,b6>0,64A1 H N>0 时， 
log, N 
log, b 
称 为 对 数 换 底 公式 . 式 中 1/log.b 称 为 以 a 为 底 的 
对 数 换 成 以 2 为 底 的 对 数 的 转换 模 . 特殊 情形 是 


TUM Xn : — 
log, a = iat BY log, 6+ log, a — 1. 


换 底 公式 可 以 把 一 个 对 数 化 为 以 任何 大 于 零 而 不 等 
T 1 的 数 为 底 的 对 数 . 


log, N 一 一 


对 数 转 换 模 (modulus of a logarithm) J “xt 
数 换 底 公 式 ” 和 “常用 对 数 模 ”. 
对 数 式 (logarithmic expression) 一 类 特殊 的 


解析 式 . 指 含有 对 变数 字母 进行 对 数 运 算 的 解析 式 ， 
如 log:(z 一 1),log.z 十 2 都 是 关于 xz 的 对 数 式 , 简 
BIOS CC. 

反对 数 (antilogarithm) — £848 eg x. 即 对 
BX pki BC AY) Be eB CAP AY FS Be PRI. 与 所 给 对 数 相 对 应 
的 真 数 , 称 为 这 个 对 数 的 反对 数 . 例如 lg2 = 0. 
3010, 则 2 是 0.3010 的 反对 数 . 求 一 个 数 的 反对 数 
就 是 求 以 这 个 数 为 对 数 的 真 数 . 

常用 对 数 (common logarithm) 亦 称 十 进 对 
T. 一 种 重要 的 数学 工具 . 它 是 以 10 为 底 的 对 数 . IE 
数 N 的 和 常用 对 数 可 记 为 logi N , 稼 省 去 底数 10 后 
简 记 为 lgN. 任何 一 个 正 数 的 常用 对 数 都 可 写成 一 
个 整数 ( 正 整 数 . 零 . 负 整 数 ) 加 上 一 个 正 的 纯 小 数 
(或 者 零 ) 的 形式 ,整数 部 分 称 为 常用 对 数 的 首 数 , 正 
的 纯 小 数 ( 或 零 ) 的 部 分 称 为 这 个 常用 对 数 的 尾数 ， 
例如 1g340. 8222. 5325 一 2 十 0.5325, 首 数 是 2, 尾 数 
的 近似 值 是 0. 5325; 

lg0. 03408 = 2.5325 — — 2 + 0.5325, 
首 数 是 一 2, 尾 数 的 近似 值 是 0. 5325. 在 计算 机 发 明 
以 前 ,以 10 为 底 的 对 数 在 复杂 的 数值 计算 中 是 常用 
的 工具 , 故 有 和 常用 对 数 之 名 . 布 里 格 斯 (Briggs,H. ) 
首先 提出 将 对 数 改 良 为 便于 计算 的 以 10 为 底 的 常 
用 对 数 . 为 了 纪念 他 ,常用 对 数 亦 命名 为 布 里 格 斯 对 
数 . 常用 对 数 除 了 有 具有 一 般 对 数 性 质 外 , 尚 有 如 下 特 
殊 性 质 : 

1. £p 1«N «10, Mj lg 是 一 个 正 的 纯 小 数 . 
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2.34 N —10" (n 为 整数 ), 则 lg N=n. 

3. 若 N=ac，10"(2 为 整数 ,1 二 a 二 10), 则 lgN 
一 2 十 正 纯 小 数 (或 零 ) ,其 中 整数 部 分 即 称 为 诈 数 ， 
正 纯 小 数 ( 或 零 ) 称 为 尾数 . 

4. 仅 有 小 数 点 位 置 不 同 的 两 个 正 数 的 对 数 尾数 
相同 ,例如 , 按 四 位 对 数 表 ,lg0. 4,1lg4,lg40 的 尾数 
都 是 0. 6021. 

5. 一 个 不 小 于 1 的 数 的 对 数 首 数 是 非 负 整 数 ， 
它 等 于 这 个 数 的 小 数 点 前 面 的 数字 位 数 减 1, 例 如 
lg234. 4 的 首 数 是 2; 一 个 零 到 1 之 间 的 数 的 对 数 首 
数 是 一 个 负 整 数 , 它 的 绝对 值 等 于 这 个 数 的 小 数 点 
后 面 连续 零 的 个 数 加 1, 例 如 1g0. 125 的 首 数 是 一 1， 
lg0. 001003 的 首 数 是 一 3. 

6. 常用 对 数 的 首 数 和 尾数 常 写 在 一 起 ,用 小 数 
点 隔 开 ,例如 1g300 守 2.4771,lg0. 003223. 477 1. Æ 
这 种 写法 中 ,尾数 总 是 正 的 纯 小 数 ; 首 数 是 整数 ， 即 
可 正 .可 负 、 可 为 零 , 名 是 负 整 数 , 负 号 应 移 至 首 数 的 
EF. 

布 里 格 斯 对 数 (Briggs logarithm) 
数 ”. 

十 进 对 数 (decimal logarithm) 
B. 

ze FA ot E XI (characteristic of a common log- 
arithm)” 见 “常用 对 数 ”. 

常用 对 数 尾 数 (mantissa of a common loga- 
rithm)” 见 “常用 对 数 ”. 尾数 一 词 是 由 欧 拉 (Euler， 
L. ) 最 先 给 出 的 ,后 被 广泛 使 用 . 

常用 对 数 模 (modulus of a common logarithm) 

一 个 正 实数 . 指 自然 对 数 与 常用 对 数 的 换算 系数 . 
正 实数 


即 “ 常 用 对 


Bil “ae H Xt 


EUM NUR ee 
人 


称 为 自然 对 数 转 化 为 常用 对 数 的 换算 模 ( 系 数 ). 一 
个 数 的 自然 对 数 乘 以 M 可 得 其 常用 对 数 , 即 lg N= 
Mln N. m —1n10— 2. 302585092940… 称 为 常用 对 
数 转化 为 自然 对 数 的 换算 模 ( 系 数 ). 一 个 数 的 常用 
Xt MAC LA m 可 得 其 自然 对 数 , 即 In N=mlg NN. 显然 
M 5 m APR. BI Mm=1. 

Xt BH (logarithm table) 一 种 常用 的 数 表 . 
指 常用 对 数 表 和 自然 对 数 表 . 函数 y — lg x 的 函数 
值 表 称 为 常用 对 数 表 . 实际 上 , 表 中 只 列 出 真 数 z(] 
和 z<10) 的 对 数 尾数 的 准确 值 或 近似 值 , 因 而 这 样 
的 表 也 称 为 常用 对 数 尾 数 表 . 表 中 不 列 出 首 数 , 它 由 
常用 对 数 的 性 质 确定 . 真 数 和 对 数 尾数 的 精确 度 取 
决 于 对 数 表 的 位 数 ,位 数 越 多 ,精确 度 越 高 . 如 果真 
数 和 对 数 尾数 都 列 出 四 个 有 效 数字 , 则 称 为 四 位 党 
用 对 数 表 ;如 果 列 出 五 个 有 效 数 字 , 则 称 为 五 位 常用 
对 数 表 . 历史 上 ,由 于 常用 对 数 在 数值 计算 中 的 巨大 
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作用 ,有 许多 人 投入 了 编制 对 数 表 的 工作 . 布 里 格 斯 
(Briggs,H. )F 1617 年 ,首先 发 表 1 一 100 的 至 小 数 
点 八 位 的 常用 对 数 表 ,1624 年 ,在 他 的 《对 数 算术 》 
中 发 表 1 一 20000 及 90000 一 100000 的 至 小 数 点 14 
位 的 常用 对 数 表 ,其 中 20000 一 90000 的 常用 对 数 
表 是 在 弗 拉 克 (Vlacq,A. ) 的 帮助 下 于 1628 年 编制 
并 发 表 的 . 函数 y — In x 的 函数 值 表 称 为 自然 对 数 
A. 习惯 上 的 对 数 表 一 般 指 党 用 对 数 表 . 

常用 对 数 表 (common logarithm table) % Hj 
对 数 尾 数 表 的 简称 (参见 “对 数 表 ”). 

反对 数 表 (antilogarithm table) 亦 称 真 数 表 . 
一 种 常用 的 数 表 . 实 即 以 10 为 底 的 指数 函数 表 . 把 
常用 对 数 的 尾数 及 与 其 相对 应 的 真 数 编列 在 一 个 表 
里 称 为 反对 数 表 ,这 样 便于 由 对 数 查 出 真 数 ,使 用 反 
对 数 表 只 能 由 对 数 尾 数 查 出 真 数 的 前 几 位 有 效 数字 
(其 位 数 取决 于 反对 数 表 的 位 数 ) ,小数点 的 位 置 由 
对 数 的 首 数 确定 (参见 “常用 对 数 ”). 

真 数 表 (natural number table) 

对 数 计算 尺 (logarithmic operation ruler) — 
种 尺 形 或 转盘 形 的 计算 工具 . 根据 对 数 的 性 质 , 用 对 
数 刻 制 尺度 ,可 以 通过 尺 上 对 数 的 加 减 进 行 相 应 真 
数 的 乘除 运算 , 据 此 而 设计 成 的 一 种 计算 工具 . 它 的 
主要 部 分 包括 定 尺 、 滑 尺 和 滑 标 三 部 分 . 在 定 尺 上 通 
常 有 DD 尺 、A 尺 、K REIR EET C R.CIR 
以 及 三 角 函 数 尺 .不 同 的 计算 尺 有 不 同 的 尺 面 刻度 ， 
具有 各 种 计算 功能 . 对 数 计 算 尺 的 雏形 可 追溯 到 17 
世纪 ,并 出 现 过 尺 型 和 圆 盘 型 两 种 ,直到 19 世纪 末 
才 定 型 为 如 今 的 对 数 计算 尺 . 对 数 计算 斥 曾 广泛 应 
用 于 工程 计算 中 ,现在 已 被 电子 计算 器 所 代替 . 对 数 
计算 尺 是 冈 特 CGunter,E. ) 于 1620 年 首先 发 明 的 . 

自然 对 数 (natural logarithm) 一 种 常用 的 对 
数 . 指 底数 为 e 的 对 数 , 其 中 

= lim | 1 十 zi 


n—-oo 


即 “ 反 对 数 


一 2.71828182845904523536…: 

e 是 无 理 数 . log. N 通常 简 记 为 InN ,也 有 记 成 logN 
的 .e 的 小 数 点 后 的 数值 利用 计算 机 已 能 获得 亿 位 
以 上 .因此 ,可 以 说 在 用 到 e 的 计算 中 ,早已 经 是 要 
什么 精确 度 都 能 办 到 了 . 自然 对 数 换 为 常用 对 数 时 
的 模 为 M, 即 lg A 二 lge，1nA 二 MilinAh, 其 中 M=lge 
二 0. 434294481903… 将 常用 对 数 换 为 自然 对 数 时 ， 
常 使 用 模 的 倒数 1/M, 即 


ig A. X;—ln10— 2. 3025850929940*-* 

自然 对 数 表 (natural logarithm table) 一 种 常 
用 的 数 表 . 一 元 实 函 数 y — Ina 的 函数 值 表 称 为 自然 
对 数 表 . 自然 对 数 表 一 般 由 两 部 分 组 成 : 


ln A = 


1. 1 二 zx 过 10 的 自然 对 数 表 . 

2. 10"(nE€2Z) 的 自然 对 数值 . 

对 于 任 一 正 数 x, 可 先 表 成 十 进 数 的 标准 形式 : 
Zz 二 a。10”, 其 中 1<a<10, RG ORM BRE 
查 出 Ina 和 ln10", 这 两 部 分 相 加 就 得 lnz 的 值 . 1619 
年 ,斯 彼 德尔 (Speidell) 发 表 的 《新 对 数 表 》 首 次 给 出 
1 一 1000 的 自然 对 数 . 


不 等 式 


不 等 量 公理 (axiom of inequal quantities) 3X 
学 的 基本 公理 之 一 . 它 是 解 不 等 式 的 依据 . 在 初等 数 
学 中 , 常 把 下 列 各 公理 统称 为 不 等 量 公理 : 

1. 全 量 大 于 它 的 任 一 部 分 . 

2. 不 等 量 加 ( 减 ) 等 量 ,其 和 ( 差 ) 不 等 ,原来 大 的 
仍 大 . 

3. 等 量 减 不 等 量 ,其 差 不 等 , 减 去 大 的 反而 较 
小 . 

4. 不 等 量 加 不 等 量 ,两 个 大 量 的 和 大 于 两 个 小 
ER M. 

5. 第 一 量 大 于 第 二 量 ,第 二 量 大 于 第 三 量 , 则 第 
一 量 大 于 第 三 量 . 

其 中 ,有 些 公 理 ( 例 如 第 1 条 ) 最 早出 自 欧 几 里 
15 (Euclid ) 的 《原本 》. 

不 等 式 (inequality) 数学 的 基本 概念 之 一 . 即 
把 两 个 解析 式 ( 包 括 单 独 的 数 ) 用 大 于 号 、 小 于 号 、 不 
大 于 号 ,不 小 于 号 之 一 连结 起 来 的 式 子 .根据 一 个 不 
等 式 总 是 成 立 、 有 条 件 的 成 立 或 总 不 成 立 , 可 区 分 为 
绝对 不 等 式 、 条 件 不 等 式 和 矛盾 不 等 式 ; 根 据 一 个 不 
等 式 中 是 否 夹 有 等 号 ,可 把 不 等 式 区 分 为 广义 不 等 
式 和 严格 不 等 式 ; 按 不 等 式 中 所 含 解析 式 的 类 别 ,对 
不 等 式 可 作 如 下 分 类 : 
ne py / 整 式 不 等 式 
有 理 不 等 式 (分 式 不 等 式 
无 理 不 等 式 
三 角 不 等 式 
反 三 角 不 等 式 
超越 不 等 式 4 指数 不 等 式 

对 数 不 等 式 


代数 不 等 式 | 
不 等 式 


根据 整 式 不 等 式 中 所 含 变 元 个 数 , 整 式 不 等 式 可 分 
为 一 元 不 等 式 , 二 元 不 等 式 等 ;根据 整 式 不 等 式 的 变 
元 最 高 次 数 , 可 分 一 次 不 等 式 ,二 次 不 等 式 等 ， 
数值 不 等 式 主 要 有 下 列 性 质 : 
1. Zr ab, Wi] 0>a; 若 ac>0, 则 06<a( 对 逆 性 ). 
2. di 4a 之 5,b 之 c, 则 a>c( 传 递 性 )， 
3. Zr ae>p, 则 ac 十 c 盖 2 十 c( 加 法 单调 性 )， 
4. £r a>b BH. c250, Mj ac bc (乘法 单调 性 ); 若 


a>b H c<0, M] cc< bc. 
De Zi a>b,c>d, Ml 
atc>b+d (fal py FADIA MY). 
6. 若 a>b,c<d, IN 
a—c>œ>b—d(F [up TH à 12; MI). 
7. Xi a2» b22 0, c2» d 750 , MI 
ac>bd Cfr] m 8 356 35; WW] P. 
E ncm 且 同 号 , 则 二 < 元. 
9.# a>b>0,d>c>0, i 


2 了 之 0( 异 向 相 除法 则 ). 


10. Ti a>>b>0.,a 为 正 实数 , 则 aq D. 特别 地 ， 
#a>b>0.n 为 大 于 1 的 自然 数 , 则 
"o i V b a" >b". 


EA, bsd 同 号 , 则 
a a+c c 
b aada ad 


— fA Hh. A 
uL M ae Or 
5 < b, < < 5 


bi bs tb, 同 号 , 则 
a, „a ta, +e +a, _a, 
POLITICI 
[al [8] AN SES (inequality of same direction) — 
类 常见 的 不 等 式 . 指 对 于 两 个 或 几 个 不 等 式 KF 
或 小 于 是 同方 向 的 , 即 同 是 盖 或 同 是 忆 的 不 等 式 . 方 
向 相反 的 两 个 不 等 式 称 为 异 向 不 等 式 . 
异 向 不 等 式 (inequality of different direction) 
见 “ 同 向 不 等 式 ” 
严格 不 等 式 (strict inequlity) 一 类 常见 的 不 
等 式 . 指 用 二 号 或 这 号 连结 两 个 解析 式 而 成 的 不 等 
式 . 例 如 zz 一 y 盖 zx, |tanz|<1,3>2 等 ,至 于 用 之 号 
或 所 号 连结 两 个 解析 式 子 而 成 的 不 等 式 , 则 称 为 非 


严格 不 等 式 或 广义 不 等 式 . 

非 严 格 不 等 式 Cnonstrictly inequlity)” 见 “ 严 
ERER”. 

广义 不 等 式 (Cgeneralized inequality) — Wi, j* 4% 
不 等 式 ” 

绝对 不 等 式 (absolute inequality) 一 种 特殊 


不 等 式 . 指 未 知 数 取 任何 实数 值 均 成 立 的 不 等 式 . 例 
如 ,不 等 式 2 二 v5 x? +10 都 是 绝对 不 等 式 . 

条 件 不 等 式 (conditional inequality) 一 种 特 
殊 不 等 式 . 指 未 知 数 取 某 些 实数 值 成 立 ,而 取 另 一 些 
实数 值 不 成 立 的 不 等 式 . 

F B A SX (contradictory inequality) ”一 种 
特殊 不 等 式 . 指 未知 数 取 任 何 实数 值 都 不 成 立 的 不 
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等 式 . 即 解 集 为 空 集 的 不 等 式 . 

不 等 式 的 解 (solution of an inequality) 不 等 
式 的 基本 概念 之 一 . 指 在 含有 未 知 数 的 不 等 式 中 ,能 
够 使 不 等 式 成 立 的 未 知 数 的 值 . 不 等 式 的 解 的 全 体 
称 为 不 等 式 的 解 集 .有 时 也 简称 解 . 例如 ,对 于 不 等 
式 2r4-120,xr—1 是 它 的 一 个 解 , (zz 一 172) 
一 (一 1/2, 十 ceo) 是 它 的 解 集 . 对 于 数值 不 等 式 , 若 无 
特别 声明 ,通常 是 在 实数 范围 内 求 不 等 式 的 解 . 

不 等 式 的 解 集 (solution set of an inequality) 
见 “ 不 等 式 的 解 ”. 

不 等 式 的 解 集 表 示 法 (representation of the so- 
lution set of an inequality) 用 来 表示 不 等 式 的 所 
有 解 的 方法 .一 元 不 等 式 的 解 
ALLEE PES SI M 
述 ;用 最 简 不 等 式 表示 ;用 区 间 c 
符号 表示 ;用 集合 符号 表示 ;用 数 轴 表示 等 . 例如 x 
+1>0 的 解 集 可 以 选用 如 下 方法 之 一 表示 :大 于 
— 1A SER 32> —1;(—1,+0);3{zl2>—-I1}. Z 
不 等 式 的 解 集 常 为 平面 直角 坐标 系 中 的 一 个 区 域 ， 
因而 可 用 平面 区 域 图 形 表 示 . 例如 x 十 y? 志 1,zx 一 y 
<1 的 解 集 分 别 如 图 1, 图 2 Bron. 


不 等 式 的 


f AR SK (solving the inequality) 
基本 概念 之 一 . 指 对 于 含有 未 知 数 的 不 等 式 , 求 出 它 


的 解 , 或 判定 它 无 解 的 过 程 . 在 解 不 等 式 时 , 除 依据 
不 等 式 的 基本 性 质 及 不 等 式 的 同 解 理论 外 ,通常 还 
将 应 用 到 与 不 等 式 相关 的 函数 的 定义 域 ,单调 性 以 
及 图 象 的 性 质 等 知识 ， 

同 解 不 等 式 (equivalent inequality) 不 等 式 的 
基本 概念 之 一 . 指 两 个 或 若干 个 解 集 相等 的 不 等 式 . 
例如 


3x 十 5 之 0 与 7 十 训 之 0 


是 同 解 不 等 式 . 所 有 的 绝对 不 等 式 都 是 同 解 不 等 式 ， 
所 有 的 矛盾 不 等 式 也 都 是 同 解 不 等 式 . 

不 等 式 的 同 解 定 理 (theorem of equivalent in- 
equality) 不等式 同 解 变形 的 重要 依据 . 把 一 个 不 
等 式 变形 为 男 一 个 与 之 同 解 的 不 等 式 , 称 为 不 等 式 
的 同 解 变 形 . 而 变形 所 依据 的 定理 称 为 不 等 式 的 同 
解 定 理 . 它们 主要 有 (只 就 一 元 不 等 式 表述 ): 

1. 不 等 式 f (x) 之 g(z) 与 g(x) 二 f(x) 间 解 ;不 
等 式 f(x) 二 g (zx) 与 g(x) 之 f(x) 同 解 . 
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2. 若 不 等 式 f 02» g GO B SR RC] — 9 f YT 
值 使 解析 式 g(x) 有 意义 , 则 fd > ga 5 fG) 
T9229 gG2O T 9GO K fr)— Ga) > g(a) — Gx) 
都 同 解 .由 此 可 以 得 出 推论 :任何 被 加 式 可 以 改变 符 
号 从 不 等 式 的 一 边 移 至 另 一 边 去 . 

3. BAER f(x) 之 g(xz) 的 未 知 数 的 一 切 允 许 
值 使 p(x) 有 意义 , 则 当 pCa SONM, ASH 
Fn Or) J eee (xr) or) 


TO) Cr) 
a Ax) ey) 
都 同 解 ; 当 g(x) 过 0 时 ,不 等 式 Saga) 
frr g(r) Gx) 
J 2013 
d qc) ~ pr) 
都 同 解 . 
4. 不 等 式 
人 > 与 f(z)g(z)>0 
同 解 :不 等 式 
JG I faEgEGO«O 
g(x) 
同 解 . 


5. KERS) >g) 5 Ha) >g” (ax) E] 
fit (n EN). 

6. 若 在 不 等 式 f 29g GO B fe VE B Se IA E 
fT f D Eb8/fx2)»50,g(x20»0,MW| YE D E 
fG»)»gG)BLfIGOolLbgGOFPF AR. H Pac 
R . 解 无 理 不 等 式 时 常 使 用 此 定理 (xcEN+ 的 情形 )， 

A sk BS [8] 88 SE FB (equivalent deformation of 
an inequality) 见 " 不 等 式 的 同 解 定理 ” 

证 明 不 等 式 的 方法 (methods of proving the in- 
equality) 用 来 证 明 不 等 式 成 立 的 各 种 方法 . 常见 
的 证 明 方 法 有 以 下 几 种 : 

1. 比较 法 : 

1) 求 差 比较 法 :要 证 明 a>b 时 ,只 要 证 明 a 一 6 
>0 成立. 

2) 求 商 比较 法 :和 欲 证 a>}, WME a/b>1 
(b>0) RK a/b<1(6<0). 

2. 分 析 法 :从 要 证 的 不 等 式 出 发 ,利用 不 等 式 的 
性 质 ,逐步 倒 推 (每 步 是 可 逆 的 ), 直到 推出 一 个 已 知 
的 绝对 不 等 式 或 已 知 条 件 为 止 ,就 证 明了 原 不 等 式 
的 成 立 . 换言之 ,从 要 证 的 不 等 式 A 出 发 , 找 出 它 成 
立 的 充分 条 件 4, ,再 找 出 A, 成 立 的 充分 条 件 A; 如 
此 继续 下 去 ,直到 A A A, 成 立 , 则 4 被 证 明 . 比较 
法 实际 上 是 分 析 法 的 特殊 形式 . 

3. 综合 法 :从 已 知 条 件 出 发 ,根据 给 定 条 件 AI 
用 不 等 式 的 性 质 ,逐步 推理 ,直到 得 出 要 证 明 的 绪 
论 . 


4. 判别 式 法 :利用 实 系数 一 元 二 次 方程 a(y)x* 


+ b(ylate ly) =0 有 实 根 的 充分 必要 条 件 是 判别 
X A-—b —4acze0 及 无 实 根 的 充分 必要 条 件 是 A 
二 一 4ac 过 0, 可 以 证 明 一 些 不 等 式 . 

5. 有 反 证 法 :从 否定 要 证 明 的 不 等 式 出 发 ,利用 不 
等 式 的 性 质 和 定理 ,推出 矛盾 ,从 而 证 明 原 不 等 式 成 
s 

6. FAK: PAGER FT AR n 
的 命题 ,可 考虑 用 此 法 证 明 . 

7. 图 数 法 :例如 ,在 z6E[Lzo, 十 ce) 时 , 欲 证 不 等 
X f(x) >0, n fgi& HK y — f (0. RAGE AES 
xy WK JR] Lro 092 E f(r) Fé A S] HS OFF H. 
f Gn > ORM nf. 

8. 利用 已 知 不 等 式 证 明 : 从 一 些 已 知 的 不 等 式 ， 
根据 不 等 式 的 性 质 导 出 欲 证 的 不 等 式 , 使 问题 得 到 
解决 . 

代数 不 等 式 (algebraic inequality) 
式 和 无 理 不 等 式 的 总 称 ( 参 见 “ 不 等 式 ”). 

整 式 不 等 式 (inequality of integral expression) 
一 种 有 理 不 等 式 . 指 不 等 式 的 两 端 都 是 整 式 者 . 整 式 
不 等 式 按 未 知 数 的 个 数 和 不 等 式 的 次 数 分 类 . 含有 
n 个 未 知 数 , 且 两 端 整 式 最 高 次 数 为 一 次 的 不 等 式 
称 为 n 元 一 次 (或 元 线性 ) 不 等 式 . 如 果 不 等 式 两 
端 整 式 的 最 高 次 数 是 7, 那 么 这 个 不 等 式 称 为 n 元 7 
次 不 等 式 . 

不 等 式 的 次 数 (degree of an inequality) 不 等 
式 的 基本 概念 之 一 . 在 整 式 不 等 式 中 ,如 果 只 有 一 个 
未 知 数 ,那么 未 知 数 次 数 最 高 的 项 的 次 数 , 称 为 该 不 
等 式 的 次 数 . 如 果 这 个 整 式 不 等 式 不 只 一 个 未 知 数 ， 
某 项 中 所 有 未 知 数 次 数 的 和 就 是 该 项 的 次 数 , 所 有 
各 项 中 次 数 最 高 的 那个 项 的 次 数 ,就 称 为 这 个 不 等 
式 的 次 数 . 

一 次 不 等 式 (linear inequality) 一 种 整 式 不 等 
A 右 整 式 不 等 式 的 次 数 为 1, 则 称 为 一 次 不 等 式 . 
一 次 不 等 式 中 硅 含 有 个 未 知 数 , 则 称 为 n 元 一 次 
不 等 式 . n 元 一 次 不 等 式 的 标准 形式 为 azı Fax t 
cau. 其 中 a1,as，,… ,a 不 全 为 零 . 

二 次 不 等 式 (quadratic inequality) 一 种 整 式 
不 等 式 . 如 有 果 整 式 不 等 式 的 次 数 是 2, 则 称 为 二 次 不 
等 式 . 大 二 次 不 等 式 有 个 未 知 数 , 则 称 为 元 二 次 
不 等 式 ,n 元 二 次 不 等 式 的 标准 形式 为 


5» 2 ^» ape m ee du eae Or 


ai 与 jj 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 且 每 个 元 x; 都 有 系数 
不 为 零 的 项 . 

一 元 一 次 不 等 式 (linear inequality in one un- 
known) 一 种 简单 的 不 等 式 . 即 只 含有 一 个 未 知 
数 , 且 未 知 数 的 最 高 次 数 是 1 的 整 式 不 等 式 , 其 标 
准 形 式 为 ax t+b>0( KH aF0,a,.6 HER. 一 元 


有 理 不 等 


不 等 ox 


ax+b>0 后 即 可 写 出 解 集 : 


Mac OBL n — i: 


M oc OB MA c 


4 a = 0H, 

d; b 9 0, 则 不 等 式 成 为 绝对 不 等 式 ; 
E b S 0, 则 不 等 式 成 为 矛盾 不 等 式 . 

一 元 二 次 不 等 式 (quadric inequality in one un- 
known) 一 种 常见 的 不 等 式 . 即 只 含有 一 个 未 知 
数 , 且 未 知 数 的 最 高 次 数 是 2 的 整 式 不 等 式 ax! 
十 bx 十 c 之 0 或 ax 十 bx 十 c 二 0( 其 中 4a 关 0,a,b,c 为 
常数 ). 一 元 二 次 不 等 式 的 基本 解法 有 : 

1. 代数 解法 ( 因 式 分 解法 或 求 根 法 ): 对 于 一 元 
二 次 不 等 式 


ax’ + ba+c>0 (1) 
或 ax* + brt+c<0 (2) 
( 式 中 a >00), 


看 A=b'—4ac>0, M] az’ 十 bx 十 c 有 两 个 不 同 的 实 
数 根 2, 与 x;( 假 定 zi<zz), 从 而 使 不 等 式 (1),(2) 
分 别 变 成 (x 一 Xx1) (r— 2,2250 EE Cr— x) (x 一 Xx) 过 
0, 所 以 不 等 式 (1) 与 不 等 式 组 
LHe Oa 
| = 2. 0 
mc. 
或 tg xr D 
同 解 . 不 等 式 (2) 与 不 等 式 组 
ug pm s 
MM 
BS oos 
或 全 一 Xx 0 
同 解 . 于 是 不 等 式 (1),(2) 的 解 集 分 别 为 {x 1x 这 zs 
mp rL, irl xax. dd A=% — 4ac= 0, M 
az 十 bz 十 c 有 一 个 二 重 实 根 x, E cz: 十 pz 十 c 
— (r—2,)05—0, Br A, SEX C BUE SS N xx 
Lo} > AR SEX (2) TCHR. BD RE SR D SRO. A AU 
一 4ac 过 0 时 ,ax’ 十 bX 十 c 无 实 根 ,于 是 
az? + bx + c= a| zr 十 如 = | 
永远 是 正 值 ,所 以 不 等 式 (1) 的 解 集 为 全 体 实数 R， 
不 等 式 (2) 的 解 集 为 空 集 儿 . 
2. 图 象 解法 ;把 不 等 式 (1) 与 (2) 可 以 分 别 看 成 
二 次 图 数 y — ax! d-6xd-c 取 正 值 与 取 负 值 时 , 求 自 
变量 c 的 变化 范围 , 故 利用 判别 式 A=’ — 4ac 并 结 
合 二 次 函数 图 象 , 同 样 可 以 求 出 不 等 式 (1),(2) 的 解 
集 ( 参 见 “ 二 次 函数 的 图 象 ”). 
A 1B T | xt (rational inequality) 


一 种 代数 不 
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初 等 代 数 


等 式 . 指 用 不 等 号 连结 两 个 有 理 式 所 成 的 表达 式 , 它 
包括 整 式 不 等 式 与 分 式 不 等 式 . 

TRE (fractional inequality) 一 种 有 理 
不 等 式 . 指 含 有 分 式 的 不 等 式 . 任何 分 式 不 等 式 经 过 
同 解 变形 后 总 可 以 转化 为 


IC C »X55.*** D MTS 
EDEN REOR. d MOM CUP ado Q 
QC, 9Uo 9°"? DES 


的 形式 ,这 里 下 Q(x, (X211 1,2 FE 
AHER SRN MK. 上 述 不 等 式 和 整 式 不 等 式 
IUE 2054 584.25. A Qr x: tt 2x0 同 解 , 所 以 
解 分 式 不 等 式 可 转化 为 解 整 式 不 等 式 , 例如 , 解 分 式 
不 等 式 


l 
mIo o 
可 将 其 变形 为 
太一 工 一 3 
eae > 0, 


ESASRK (c+ )DG?—2x—3)>0 同 解 ， 

— JU 2) R A SX (fractional inequality in one 
unknown) 一 种 常见 的 分 式 不 等 式 . 指 含 有 一 个 未 
知 数 的 分 式 不 等 式 . 设 f(x),g(x) 有 一 个 是 分 式 , 另 
一 个 是 分 式 或 整 式 , 则 fea Rf (zx) 二 g(x) 
称 为 严格 一 元 分 式 不 等 式 , (x) 之 g (x) 或 f(x) 
<&(z) 称 为 非 严 格 (或 广义 ) 一 元 分 式 不 等 式 , 统 称 
为 一 元 分 式 不 等 式 . 一 元 分 式 不 等 式 的 解法 如 下 : 

1. 化 为 不 等 式 组 法 .首先 把 原 不 等 式 化 成 


的 形式 ,其 中 f(x),g(x) 为 整 式 . 再 解 不 等 式 组 
ue z* 0, 
pix) D 
I ae) 58.0, 
司 ae <Q. 
(1) 与 (2) 的 解 集 的 并 集 就 是 原 分 式 不 等 式 的 解 集 . 
2. 化 为 整 式 不 等 式 法 . 将 原 不 等 式 化 成 


(1) 


(2) 


的 形式 , 它 与 整 式 不 等 式 fo) g(x) >0 同 解 . 

3. ARIE Hae SAS MS (x0 > ge (x) 
的 形式 ,并 使 函数 y= 二 f(x) 与 y= 二 g(x) 的 图 象 均 较 易 
做 出 ,在 平面 直角 坐标 系 中 同时 做 出 这 两 个 消 数 的 图 
象 ,如 果 对 允许 值 x, 使 点 (x fo) FER Gr g COD IJ 
EA BI f(x) 之 g(x), 则 zz 就 是 不 等 式 的 一 个 解 . 

严格 一 元 分 式 不 等 式 (strictly factional in- 
equality in one unknown) 见 “ 一 元 分 式 不 等 式 ” 

广义 一 元 分 式 不 等 式 (generalized fractional 
inequality in one unknown) 见 “ 一 元 分 式 不 等 
NA 

一 元 分 式 不 等 式 的 解法 (solving process of a 

90 


fractional inequality in one unknown) 见 “ 一 元 分 
式 不 等 式 ” 
无 理 不 等 式 (irrational inequality) 一 种 代数 


不 等 式 . 指 含 有 无 理 式 的 代数 不 等 式 . 解 无 理 不 等 式 
1. 确定 未 知 数 的 允许 值 范围 . 
2. 通过 变形 化 去 不 等 式 中 的 根 号 ,把 它 转化 为 
不 含 根 式 的 不 等 式 或 不 等 式 组 或 混合 组 ， 
3. 求 解 不 等 式 ( 组 ). 
4. 取 不 等 式 ( 组 ) 的 解 集 与 未 知 数 允许 值 范围 的 
公共 部 分 . 在 化 去 根 式 时 , 常 依据 的 同 解 定理 有 : 
fre OL J HL g(r) | EN); 
或 设 /(xr)220,g (32220, k E N.H , Bil 
Pone so eL | = [eG |’. 
无 理 不 等 式 的 解法 (solving process of an irra- 
tional inequality)” 见 “无 理 不 等 式 ”. 
绝对 值 不 等 式 (absolute value inequality) — 
种 特殊 不 等 式 . 指 含 有 绝对 值 符号 的 不 等 式 . 绝对 值 
不 等 式 可 分 以 下 两 种 类 型 ; 
1. 绝对 值 符号 内 含有 未 知 数 的 不 等 式 , 例 如 
lala, |2?—2|>22z, |xy| « 1x! — y? |. 
2. 有 关 绝 对 值 的 不 等 量 关系 ,例如 
— la|&a <la|,la|—|6|<|at+6|<lal|+ lel, 


以 及 | Dra] < X lal 
等 也 称 为 绝对 值 不 等 式 . 

绝对 值 不 等 式 的 性 质 分 两 种 情形 叙述 : 

1. 条 件 绝对 值 不 等 式 的 性 质 : 

1) 若 |x| 二 a (a 六 0), 则 一 a 过 Xx 过 a ,或 记 为 XE 
(一 a,a), 可 在 数 轴 上 表示 (如 图 1). 

2) &l|z|>ala>0), M] z— —a X r>a, nid 
为 zxE (一 co ,一 a)U(a ,十 ceo), 可 在 数 轴 上 表示 (如 
图 2). 


= 
-a 0 a c -a 0 a T 
图 1 图 2 


3) Fax |xr|}<b00<a<6) MJ -—b<ir<—a 3X 
a- r«b,ÓJii r€CGC-b5,—a)U (a,b), WER FH 
上 表示 (如 图 3). -一 

2. 绝对 绝对 值 不 等 
式 的 性 质 : 图 3 

D Bll«l—leéllsla-eélslal-- |b| C— f8JÉ 
ARSE) BY HE | |a| —|6||<|a—b|<lal+|6|A 


Dals 2x pads 
i=] i=] 
2) Ñ lab|— |a| * |o | Ay Hed 


Tiel= Ilie 
fil |a"|=|al". 
3) 2 二 一 7 (a0). 


4) di aR, Bill |a| 0; |a | 之 a. 

上 zil<a 及 |zl>a 型 不 等 式 的 解法 (solving 
process of inequality |x| 过 a and |z|>a) 绝对 值 
不 等 式 的 一 种 解法 . 指 解 |x | 二 a Klr >a 型 不 等 
式 的 一 般 方法 . 其 解法 如 下 : 

ds Ix | «a 的 解法 : 

1) a0 时 ,无 解 , 即 解 集 为 空 集 . 

20 wa>0 时 , 解 集 为 (zi| 一 c<<z<<a). 

2. lt l>a 的 解法 : 

1) a«0 时 , 解 集 为 全 体 实数 R. 

2) a 二 0 时 ,不 等 于 零 的 实数 都 是 不 等 式 的 解 ， 
即 解 集 为 {zx11z| 关 0). 

3) a>0 时 ,不 等 式 的 解 集 是 

(r|r«—a mra). 

4) 当 工 表示 一 个 式 子 f(y) 时 ,首先 利用 上 述 
解法 去 掉 绝 对 值 符号 ,然后 再 求解 没有 绝对 值 符号 
的 不 等 式 . 

绝对 值 不 等 式 的 解法 (solving process of an 
absolute value inequality) 解 绝 对 值 不 等 式 的 一 
般 方法 . 即 求 式 中 未 知 数 的 所 有 满足 该 不 等 式 的 数 
值 的 方法 . 常用 的 解法 是 首先 根据 绝对 值 的 定义 , 设 
法 化 为 不 含 绝对 值 符号 的 同 解 不 等 式 ( 组 ) ,然后 求 
fig. 一 个 式 子 |f(zx)| 去 绝对 值 符号 的 方法 有 两 种 : 

1. |fG) | 9 VEFGOT. 

2. 34 f(x) 20 Bt, LAG | f(a). 

M f= ft, Fe) [s Jf Gr, 

用 前 一 法 可 把 不 等 式 转化 为 无 理 不 等 式 求解 ， 
用 后 一 法 可 把 不 等 式 转 化 为 添 入 一 些 表示 限制 条 件 
的 不 等 式 组 求解 . 例如 , 解 不 等 式 |2z 一 1| 二 4z, 用 
前 一 法 可 解 VAr — Ax 4-12» Ax , EM ERA 
等 式 组 


ee db 

2x — 120 
oc opem 

3 gu pee 


的 解 ,它们 解 集 的 并 集 就 是 原 不 等 式 的 解 集 .对 于 含 
两 个 或 多 个 绝对 值 符号 的 不 等 式 , 奉 能 求 出 每 个 绝 
对 值 符号 里 的 代数 式 的 所 有 根 ,就 可 以 利用 这 些 根 
将 数 轴 分 成 若干 个 区 间 , 在 每 个 区 间 可 以 去 掉 绝 对 
值 符号 ,化 为 不 含 绝对 值 符号 的 不 等 式 ( 组 ), 分 别 求 
出 各 不 等 式 ( 组 ) 的 解 集 ,再 把 各 区 间 的 解 集合 并 ,就 
得 到 原 不 等 式 的 解 集 . 

超越 不 等 式 (transcendental inequality) 一 种 


不 等 x 


特殊 不 等 式 . 指 含 超越 式 的 不 等 式 , 例如 sine 
一 cos yXil,log; Cr? —2r)>0, F. 除 指数 不 等 式 、 
对 数 不 等 式 、 三 角 不 等 式 \ 反 三 角 不 等 式 外 , 几 含 超 
越 式 、 其 他 代数 式 的 有 限 次 代数 运算 及 有 限 次 复合 
的 不 等 式 都 是 (初等 ) 超 越 不 等 式 . 

指数 不 等 式 (exponential inequality) 

越 不 等 式 . 行 Fly, as?" Va) Fe k 元 有 理 式 ， 
IESE (| 
F (afe m) alae tmp oe alse) > 0 
的 不 等 式 称 为 指数 不 等 式 . 其 中 a0 1,2, 
大 于 零 且 不 等 于 1 的 常数 . n= 1 时 就 得 到 一 元 指 
数 不 等 式 . 在 指数 不 等 式 中 要 求 底数 为 常数 ,指数 中 
含有 未 知 数 , 同 时 要 求 不 等 式 中 没有 其 他 含有 未 知 
数 的 超越 式 . 

简单 指数 不 等 式 (simple exponential inequali- 
ty) ” 亦 称 最 简 指 数 不 等 式 .一 种 常见 的 指数 不 等 
x. BÆ 8H a^z5(a250,a751, SRR) pE 
m 

1. 解 性 >>0: 奋 0 魏 0, 一 切实 数 都 是 不 等 式 的 
ME b>0, HM 0<a<1 时 解 为 x—logo, 4 a1 
AY , 解 为 x—log.b. 

2. 解 a^ <b bO<0, RENT A 020, HL 
0 二 a 过 1 Bf f x>log.b, 4 a>1 时, 解 为 

xx lopb: 

指数 不 等 式 的 解法 (solving process of expo- 
nential inequality) 解 指 数 不 等 式 的 一 般 方法 . 即 
求 式 中 未 知 数 的 所 有 满足 该 式 的 数值 的 方法 . 一 些 
简单 类 型 的 一 元 指数 不 等 式 有 以 下 解法 : 

1. 同 底 法 . Æ a >a (a>0,aklD NE 
式 , 当 0<a<1 时 ,可 解 不 等 式 Sagl); H a 
之 1 时 ,可 解 不 等 式 f(a) > er). 车 给 定 指数 不 等 
式 的 底数 不 同 ,例如 a? > b"” (a>0,a41,b6>0,6 
AL), AD FEAL [n] J& ia? 22 a^? e^, 当 0871 时 ， 
有 fGO«eGOlogib; 4 a>1 时 ,有 

fGcz)2» 9C x) log,b. 

2. MICK. Ba F (2/7) 0 的 不 等 式 (F a) 
是 以 a 为 变量 的 代数 式 ), 令 a ”= 二 y, 即 可 转化 为 
代数 不 等 式 F(y) 二 0, 求 出 解 集 后 ,就 可 转化 成 解 一 
些 人 简单 的 指数 不 等 式 . 

3. € IK. JE AM a^? >h(a>0,aAlD NASER, 
可 应 用 对 数 定义 求解 . 当 6 和 受 0 时 ,f(z) 可 以 为 一 切 
SE 16790 WY a O > ba ^ VE HERD f 

>log, b (a1), 
Ru PES 
类 似 地 可 求解 形 如 a <b(a>0,aFAlL RAI SER. 
对 数 不 等 式 (logarithmic inequality) 一 种 超 
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一 种 超 


代 X 


越 不 等 式 . A F (yy 529% + Ye) tee k JU HUS fin, 
Lost 1,62 1,2, 7, km TORT, WIFE in 


Flog, fi Gr 9 2 9 $322» 
loga, f; Gri E E Xu) ttt 
loga, fini 25 *'* 435,2 1590 


的 不 等 式 称 为 对 数 不 等 式 , 其 中 ai 一 1,2,…,R) 是 
大 于 零 而 不 等 于 1 的 常数 , 当 n==1 时 就 得 到 一 元 不 
等 式 .在 对 数 不 等 式 中 要 求 对 数 符号 后 面 是 含有 未 
知 数 的 代数 式 , 同 时 也 要 求 不 等 式 中 没有 其 他 含有 
未 知 数 的 超越 式 . 对 数 的 底数 是 未 知 数 的 代数 式 也 
被 认为 是 允许 的 . 

简单 对 数 不 等 式 《(simple logarithmic inequa- 
lity) ” 亦 称 最 简 对 数 不 等 式 .一 种 常见 的 对 数 不 等 
式 . 即 形 如 

log,@ Sb (a> 0.0 1. m X — >) 
的 不 等 式 . 求 解 简 单 对 数 不 等 式 , 只 需 把 两 边 作 为 以 
a 为 底 的 指数 函数 的 指数 ,就 可 以 利用 指数 函数 的 
单调 性 得 解 : 

1. 当 a>1 Bj, 

log,z S baat" S a* er Sa’; 
2. M 0<a<l Ay, 
logis Zb "a 

对 数 不 等 式 的 解法 (solving process of logari- 
thmic inequality) 解 对 数 不 等 式 的 一 般 方法 . 即 求 
式 中 未 知 数 的 所 有 满足 该 式 的 数值 的 方法 . 对 于 能 
用 初等 方法 求解 的 一 些 简 单 对 数 不 等 式 , 主 要 有 如 
下 解法 : 

1. 同 底 法 . 形 如 

logsf (x) > logag (r) (a> 062a z5 D 
的 不 等 式 , 当 0<a<1 时 ,可 以 转化 为 解 不 等 式 组 
fe 209, 


beor Sa’. 


ec) 05 
Jim) pO 
当 a 之 1 时 ,可 转化 为 解 不 等 式 组 
ICED SOs 
fe 2 OS 
Ta e. 
者 在 给 定 的 不 等 式 中 ,各 个 对 数 的 底数 不 同 , 例 如 
log. f (x) >log.g (x) (a>0,a41,b6>0,641), WE 
换 成 同 底 对 数 ,使 不 等 式 变 成 


] 
log, f Cu) > DRESS 


35 07] H 521 3i a1 H 0 过 6 过 1 时 , 它 相 应 转化 
为 不 等 式 组 


g(x) > 0, 


m 2 Q, 
Fa om 
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gi)»0, 

JG) SE por 

注意 0- a1 Hf, PAM logar 单调 下 降 ; 故 当 Oa 
1 且 b>1 R 0<a<1 B 0«e«1 时 , 它 分 别 转 化 为 
解 不 等 式 组 

Woe 


Jd 2904 
或 


g(x)>0, 

i aye pn) 

F035 

ne 

Jones gr). 

2. 换 元 法 . 解 形 如 
Fllog. f(r) ] > 0 R F[log,f €x) <0] 

的 不 等 式 : 令 y= 二 logsf(zx), 原 不 等 式 可 转化 为 解 不 
4K FOD F Cy) «00 FEE LW E Ec f OT BK 
不 等 式 或 不 等 式 组 , 即 得 原 不 等 式 的 解 . 

3. 指数 式 法 . 形 如 log. f(x) 7 6 (027 OKA SE 
X. 3 0<a <1 Bn fb f(r) <a’, H a 之 1 时 ,可 
转化 为 fa) >a’ ,可 求 它 们 在 条 件 20 下 的 
解 ; 形 如 logo f(r) <b 的 不 等 式 , 可 解 不 等 式 组 

O= ery <1, 
ro oo Lea) 
tay 0 
ST) D. 
与 fe epe. 
Ja 20: 
它们 的 解 集 的 并 集 就 是 原 不 等 式 的 解 集 . 

列 不 等 式 解 应 用 题 (solving the application 
problem by inequality) 一 类 重要 的 应 用 题 . 即 把 
应 用 题 中 已 知 的 与 未 知 的 数量 之 间 存 在 的 不 等 关系 
列 出 式 子 来 ,以 求 其 解 . 与 列 方程 解 应 用 题 的 思考 方 
法 类 似 ,一 般 步骤 有 : | 

1. 理解 题 意 , 弄 清 题 中 哪些 量 是 已 知 的 ,哪些 量 
是 未 知 的 ,要 求 的 量 是 什么 . 

2. 设 未 知 数 ,在 未 知 量 中 适当 选择 一 个 (或 几 
个 ) 基 本 未 知 量 , 设 为 Z( 或 zy z), MEF iE K 
未 知 量 用 zx( 或 xz,y,z…) 的 解析 式 表 达 出 来 . 

3. 分 析 各 量 间 的 关系 , 列 出 不 等 式 或 不 等 式 组 . 

4. 解 不 等 式 或 不 等 式 组 . 

5. 做 出 答案 ,根据 题 意 列 出 的 不 等 式 中 ,未 知 数 
或 参 变数 的 允许 值 , 除 解析 式 外 ,还 必须 由 这 些 量 的 
实际 意义 确定 . 

不 等 式 组 (system of inequality)” 亦 称 联 立 不 
FA 不 等 式 的 基本 概念 之 一 . ATT EA A A 
的 不 等 式 联合 在 一 起 ,以 求 其 各 不 等 式 解 集 的 交集 
的 一 组 不 等 式 . 


联 立 不 等 式 (simultaneous inequality) — B[" A 


TAH? 

同 解 不 等 式 组 (equivalent system of inequa - 
lities) 不 等 式 组 的 基本 概念 之 一 . 指 解 集 相同 的 
两 个 不 等 式 组 . 若 第 一 个 不 等 式 组 的 所 有 解 都 是 第 
二 个 不 等 式 组 的 解 , 且 第 二 个 不 等 式 组 的 所 有 解 也 
都 是 第 一 个 不 等 式 组 的 解 , 即 这 两 个 不 等 式 组 的 解 
集 相 等 , 则 称 这 两 个 不 等 式 组 同 解 . 

不 等 式 组 的 解 (solution of the system of in- 
equality) 不 等 式 组 的 基本 概念 之 一 . 指 未 知 数 的 
数值 满足 该 不 等 式 组 者 . 使 不 等 式 组 中 各 不 等 式 均 
成 立 的 未 知 数值 的 集合 , 称 为 不 等 式 组 的 解 集 . 简称 
不 等 式 组 的 解 . 不等式 组 的 解 集 是 不 等 式 组 中 各 不 
等 式 解 集 的 交集 . 对 于 一 个 含有 个 变 元 titt, 
x, 的 不 等 式 , 若 有 ?个 数 所 组 成 的 有 序数 组 (ci,az， 
eoa ER” 使 这 个 不 等 式 成 立 , 则 这 个 数组 是 这 个 
不 等 式 的 一 个 解 . 一 个 nn 元 不 等 式 所 有 解 的 集合 就 
是 这 个 不 等 式 的 解 集 . 而 n 元 不 等 式 组 的 解 集 ,就 是 
这 个 不 等 式 组 中 各 不 等 式 解 集 的 交集 , 它 是 R” 的 一 
PTFE. 

解 不 等 式 组 (Csolving the system of inequa- 
lities) 不 等 式 组 的 基本 概念 之 一 . 指 求 出 不 等 式 
组 的 所 有 解 或 判定 不 等 式 组 无 解 的 过 程 . 解 不 等 式 
组 的 结果 是 求 出 不 等 式 组 的 解 集 , 当 不 等 式 组 无 解 
时 ， — A. 

一 次 不 等 式 组 (system of inequality of de- 
gree 1 = one unknown) 一 种 简单 的 不 等 式 组 . FS 
干 个 含有 同一 个 未 知 数 的 一 次 不 等 式 所 组 成 的 不 等 
式 组 . 一 元 一 次 不 等 式 组 的 解 集 是 它 的 各 不 等 式 解 
集 的 交集 . 其 一 般 求解 步骤 是 : 

1. 分别 求 出 不 等 式 组 中 各 不 等 式 的 解 集 . 

2. 取 各 不 等 式 解 集 的 交集 就 是 不 等 式 组 的 解 
Se. 也 可 以 在 数 轴 上 将 各 不 等 式 的 解 集 表示 出 来 , 找 
出 各 解 集 的 公共 部 分 即 为 不 等 式 组 的 解 集 . 例如 

3r > 5a + 10, (1) 
|= Sur at aedes (2) 

由 (1) 解 得 mano zr«—2,. Br XT 
25 SK £H AY E S e Cn |n — 5). 在 数 轴 上 表示 如 图 . 


==5 —2° d X 
一 元 二 次 不 等 式 组 (system of quadratic in- 
equality in one unknown) 一 种 常见 的 不 等 式 组 . 
指 在 含有 同一 个 未 知 数 的 整 式 不 等 式 组 中 ,至少 有 
一 个 是 二 次 的 不 等 式 组 ,例如 
^p aeos 
gpl 


方 程 


2T FIST, 
3 D 

不 等 式 组 中 各 不 等 式 的 解 集 的 交集 是 不 等 式 组 的 解 
集 . 其 求解 的 一 般 步骤 是 : 

1. 解 不 等 式 组 中 的 各 不 等 式 . 

2. 取 各 不 等 式 解 集 的 交集 , 即 得 一 元 二 次 不 等 
式 组 的 解 集 . 可 以 将 各 不 等 式 的 解 在 同一 数 轴 上 表 
示 出 来 ,它们 的 公共 部 分 就 是 不 等 式 组 的 解 集 . 

混合 不 等 式 组 (mixed system of inequality) 
一 种 特殊 的 不 等 式 组 .一些 含 未 知 数 的 关系 式 中 , 蔡 
一 部 分 是 方程 ,一 部 分 是 不 等 式 , 这 种 形式 的 关系 式 
组 称 为 方程 与 不 等 式 的 混合 组 . 混合 组 的 解法 与 方 
程 组 .不 等 式 组 的 解法 相 类 似 . 它 的 解 是 一 种 混合 形 
式 , 只 有 在 特定 条 件 下 , 才 是 一 组 具体 数值 . 例如 , 解 
方程 组 


Jy py Ts (D 
| 4z + 3y = 1, (2) 
由 方程 (2) 得 
y= 1 一 一 
代入 不 等 式 (1) 后 解 得 >19, Sii 2 9 
z >19, 
| = a Ar 
ne 


£ JL S xt ZB (system of inequality in several 
unknown) 一 类 重要 的 不 等 式 组 .含有 两 个 以 上 未 
知 数 的 不 等 式 ( 组 ) 称 为 多 元 不 等 式 ( 组 ). 多 元 不 等 
式 组 的 解 集 是 一 个 区 域 . 例如 ,二 元 不 等 式 的 解 集 是 
平面 区 域 ,三 元 不 等 式 的 解 集 是 三 维 空间 的 区 域 等 . 
解 多 元 不 等 式 ( 组 ) 就 是 求 它 的 各 不 等 式 的 解 集 的 交 
集 . 


5 HJ 


Jj f£ (equation) 亦 称 方程 式 . 数学 的 一 个 重 
要 概念 和 研究 对 象 . 一 般 指 含 未 知 数 或 变数 的 等 式 ， 
不 仅 指 代数 方程 . 

1. 在 初等 代数 中 ,只 论 代 数 方程 ,含有 未 知 数 的 
代数 式 的 等 式 称 为 方程 . 按 方程 的 解 的 状况 , 常 把 方 
Feat A=: 

1) 条 件 等 式 方程 ,例如 ,方程 224+5=32, Re 
满足 z= 二 5 这 个 条 件 的 等 式 . 普通 所 说 的 方程 , 常 指 
的 是 这 类 . 

”2) 矛盾 方程 ,例如 ,方程 (x 一 2): 二 zx 一 4zx 十 1， 
无 论 z 取 什么 数值 ,都 不 能 使 这 个 等 式 成 立 . 

3) fH 5&7; e. WB G0 7-2)! — 2’? +4244 
中 的 未 知 数 xz, 可 取 一 切 数 值 ,等 式 恒 成 立 . 

2. 在 解析 几何 中 ,在 平面 或 空间 建立 某 种 坐标 
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系 后 ,几何 图 形 ( 例 如 曲线 和 曲面 ) 常 可 用 点 的 坐标 
所 应 满足 的 一 个 或 几 个 方程 来 表示 . 例如 在 空间 直 
角 坐 标 系 中 ,平面 由 一 个 三 元 一 次 方程 表示 ,直线 由 
两 个 三 元 一 次 方程 表示 . 

3. 在 现代 数学 中 ,把 含 变 元 的 等 式 称 为 方程 . 例 
All , BTCA AR A PRP y= 二 A(z) 的 微分 方程 

sinz 5 + cose % — x = 0; 
变 元 X 为 未 知 集合 的 集合 方程 (A4[1X)UB=B; 变 
元 xz 为 未 知 命题 的 逻辑 方程 (p 人 x)Vg 二 1 等 . 

在 中 国 ,方程 的 名 称 来 源 于 《 九 章 算 术 》, 该 书 的 
7B NEA ACHE). 刘 微 在 注释 中 说 :“ 程 ,课程 也 ， 
群 物 总 杂 ,各 列 有 数 ,总 言 其 实 , 今 每 行为 率 . 二 物 者 
再 程 , 三 物 者 三 程 , 此 如 物 数 程 之 ,并 列 为 行 , 故 谓 之 
方程 . " 按 刘 徽 的 意义 ,方程 是 按照 一 定 的 规程 进行 
实验 考核 ( 课 ) 而 得 到 的 数学 模型 筹码 方 阵 一 一 
相当 于 今天 线性 方程 组 的 增 广 和 窍 阵 . 刘 徽 还 在 方程 
术 中 叙述 了 解 方程 (变换 筹码 ) 的 遍 乘 法 与 直 除 法 ， 
即 现代 的 用 非 零 数 乘 一 个 方程 及 将 一 个 方程 的 若干 
倍加 入 男 一 个 方程 消 元 . 现在 的 方程 一 词 是 清朝 初 
期 翻译 外 文 名 equation (Ss AA A me. 英 
国 博物 馆 保 存 有 公元 前 20 世纪 十 埃及 的 珍贵 文献 
莱 因 德 纸 草 书 ,相传 它 是 阿 梅 斯 (Ahmes) 抄 写 ,其 中 
有 一 个 用 象形 文字 书写 的 方程 题目 : 


my al rz 

A in fp oq. eye Xe. jM 
它 经 埃 森 洛克 (Eisenlokr,A. ) 破 译 , 题 意 为 :“ 有 一 
堆 , 其 三 分 之 二 ,其 一 半 , 其 七 分 之 一 及 其 全 部 , 共 为 
三 十 七 . 求 一 堆 之 数 . ”用 现代 的 写法 便 是 

2 l l 
Bit GET GET t= 37. 

KELSEN EEDE. Wie, =A Dio- 
phantus ), F 2K 3A Vi (Cardano, G. ), $ ik (Viete, 
F. ) 等 人 各 用 不 同 的 符号 表示 方程 ,直到 1637 年 ， 
笛 卡 儿 (Descartes,R. ) 在 《几何 学 》 中 用 r? — — 922 
十 26z 一 一 24cc0 表示 方程 x? — 927? + 262r—24=0. 
他 还 把 未 知 数 和 常数 通过 有 理 运 算 和 开 方 所 组 成 的 
方程 称 为 代数 方程 , 非 代 数 方程 称 为 超越 方程 . 在 方 
程 中 笛 卡 儿 首 先 采 用 拉丁 字母 的 后 面 几 个 字母 zx， 
y,z 来 表示 未 知 数 ( 参 见 “ 等 式 ”). 

方程 式 (equation) El“ Fre”. 

已 知 数 (known number) 数学 的 基本 概念 之 
—. 指 在 一 个 数学 式 子 (代数 式 、 函 数 式 、 方 程 等 ) 中 ， 
含有 的 具体 数值 (如 l, vV 2 meh sin 《x/4) 等 ). 研 
究 问题 时 也 常用 拉丁 字母 表 中 的 前 面 字母 bce 
代替 某 些 具体 数值 ,尽管 并 未 写 出 字母 所 表示 的 值 ， 
这 时 也 把 这 些 字 母 认为 其 值 已 经 确定 , 亦 称 之 为 已 
知 数 . 1591 Æ., $ (Viete, F.. FM B,C,D 等 辅 
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A FEKI B WR. 1637 Æ, HK JL (Descartes, 
R. ) 改 用 拉丁 字母 表 中 前 面 的 小 写字 母 <,2,c… 表 
示 已 知 数 ,沿用 至 今 . 

未 知 数 Cunknown number) 数学 的 基本 概念 
之 一 .在 研究 问题 之 初 ,不知 其 值 , 尚 竺 求 出 的 数 . 数 
学 中 常用 拉丁 字母 表 最 后 的 字母 rye RRR 
知 数 . 如 方程 axi d-6x4d-c-—0 中 的 xz, 方 程 Fr.) 
=O 中 的 z,y 都 是 未 知 数 . 现代 数学 把 研究 中 未 知 
的 对 象 称 为 未 知 元 或 称 变 元 ,如 集合 方程 (4 站 和 ) 
UB = 五 中 的 未 知 集合 X 和 人 逻辑 方程 (pA 人 x)Vg= 
1 中 的 未 知 命题 z 等 .用 拉丁 字母 表 中 的 最 后 字母 
xy 等 表示 未 知 数 ,是 笛 卡 儿 (Descartes,R. ) F 
1637 年 最 先 提出 使 用 的 . 

元 (variable Cor element)) 数学 的 基本 概念 
之 一 . 研究 问题 中 某 种 独立 的 对 象 称 为 元 . 常见 的 有 
以 下 几 种 : 

1. 方程 或 不 等 式 中 待 确定 的 可 变 对 象 常 称 为 变 
Ju. 它 是 变量 .未知 荫 数 等 的 统称 . 

2. 函数 中 的 自 变 量 也 称 自 变 元 . 

3. 多 项 式 或 其 他 代数 式 中 用 文字 字母 所 表示 的 
一 种 抽象 的 对 象 常 称 为 元 .如 2zx 一 3z 十 1 称 为 整 
系数 一 元 多 项 式 . 

4. 集合 的 元 素 常 简称 元 . 例如 , 称 A= {a,b,c} 
为 三 元 集合 . PR Cai saza DKN n 元 有 序 组 等 . 

方程 的 根 (root of an equation) 方程 的 重要 
概念 之 一 . 是 与 方程 式 有 关 的 一 个 或 若干 个 数 . 指 一 
元 代数 方程 的 解 ,特别 是 二 次 及 二 次 以 上 方程 的 解 ， 
在 其 能 得 出 数值 解 时 党 表 成 根 式 , 因 而 背 称 为 根 . 9 
世纪 ,阿尔 ， 花 拉 子 米 (al-Khowarizmi,M.ibn M.) 
把 未 知 数 称 为 jidr( 根 ), 后 译 成 拉丁 文 是 radix 
GR). 

FA & AY f£ (solution of an equation ) 方程 的 重 
要 概念 之 一 . 使 方程 两 边 相 等 的 变 元 所 取 的 值 称 为 
方程 的 解 . 一 元 数值 方程 的 解 也 称 为 方程 的 根 .2” 元 
数值 方程 的 解 是 n 元 有 序数 组 .一 个 方程 所 有 和 解 的 
集合 称 为 这 个 方程 的 解 集 ,通常 解 方 程 就 是 求 出 方 
程 的 解 集 . 在 不 同 的 范围 内 解 一 个 方程 可 能 得 到 不 
同 的 解 集 . 例如 ,数值 方程 z* 一 16==0 的 有 理 根 只 有 
Xi 二 2,Xzs 二 一 2, 而 它 的 复数 根 有 Z1 一 4 L= — 2, T3 
=2i r, = — 2i. 一 个 方程 可 能 无 解 , 这 时 称 方程 的 解 
集 为 空 集 . 

Ae sh fH (radical solution) 方程 的 重要 概念 之 
一 . 一 个 代数 方程 的 解 , 如 果 可 以 由 这 个 方程 的 系数 
经 过 有 限 次 加 、 减 、 乘 , 除 以 及 开 整 数 次 方 等 运算 表 


代数 方程 都 有 根 式 解 , 而 五 次 和 五 次 以 上 的 一 般 代 
数 方程 没有 根 式 解 . 


移 项 (transposition of terms) 


一 种 方程 变形 . 


即 式 的 一 种 等 价 变形 .在 解数 值 方程 时 ,利用 等 量 公 
理 :“ 等 量 加 上 ( 减 去 ) 等 量 , 其 和 ( 差 ) 相 等 ”, 把 方程 
中 一 端的 项 变 号 后 , 移 到 男 一 端 , 称 为 方程 的 移 项 ; 
在 解 不 等 式 时 ,利用 不 等 量 公理 : “不 等 量 加 上 ( 碱 
去 ) 等 量 , 其 和 ( 差 ) 不 等 ,原来 大 的 ,和 ( 差 ) 也 大 ”, 把 
不 等 式 中 一 端的 项 变 号 后 移 到 男 一 端 , 称 为 不 等 式 
的 移 项 . 移 项 也 泛 指 在 一 个 关系 式 中 把 关系 式 一 端 
的 项 利用 等 价 变形 移 回 另 一 端 . 

ih f (extraneous solution) 亦 称 客 解 . 解 分 式 
方程 或 无 理 方 程 等 所 涉及 的 一 个 概念 . 方程 (组 ) 变 
形 后 , 若 所 得 新 方程 (组 ) 的 解 不 适合 原 方程 (组 ), 则 
称 这 种 解 为 原 方程 (组 ) 的 增 解 . 铬 原 方程 (组 ) 的 解 
未 包含 在 新 方程 (组 ) 的 解 中 , 则 这 种 解 称 为 原 方程 
(组 ) 的 失 解 或 遗 解 .一 元 方程 的 增 解 与 失 解 又 称 为 
增 根 与 失 根 (或 丢 根 ). 增 解 与 失 解 是 在 解 方程 (组 》 
的 过 程 中 进行 了 非 同 解 变形 而 产生 的 . 例如 , 解 方 程 
V 3X 十 ZX 二 4x 一 2. 将 方程 两 边 平方 后 , 解 得 zi 一 1， 
Zs 二 4/13. 经 验 根 ,zs 二 4/13 不 适合 原 方程 ,因而 它 
是 增 根 . 产生 增 根 的 原因 在 于 对 原 方程 两 边 平方 不 
是 同 解 变形 . 

j£ Cost of solution) MAN”. 

}248 (extraneous root) W“ fA”. 

AR Cost of roots) JL “ise”. 

验 根 (test of root) 一 种 计算 . 指 用 以 删除 增 
根 的 方法 . 把 求 得 的 方程 的 解 , 代 入 原 方程 进行 验 
算 , 舍 去 增 解 , 或 通过 考察 解 方程 的 各 步 变 形 , 找 出 
失 解 原因 并 补 回 失 解 ,这 样 的 过 程 都 称 为 验 根 . 检验 
增 解 的 和 常用 方法 是 : 

1. 考查 所 求 得 的 解 是 否 属于 原 方程 未 知 数 的 允 
许 值 范围 ,如 果 不 是 , 则 是 增 解 . 

2. 如 果 属 于 原 方程 未 知 数 的 允许 值 范 围 , 但 经 
检验 不 适合 原 方 程 , 也 是 增 解 . 

增 解 应 该 舍 去 . 解 方程 产生 增 解 的 原因 是 对 方 
程 进行 了 非 同 解 变 形 , 用 结果 方程 代替 了 原 方程 , 因 
而 扩大 了 方程 未 知 数 的 允许 值 范围 .产生 失 解 的 原 
因 也 是 在 方程 的 求解 过 程 中 进行 了 非 同 解 变形 ,由 
于 各 种 具体 原因 引入 了 新 的 限制 条 件 , 因 而 缩小 了 
方程 未 知 数 的 允许 值 范围 ,造成 失 解 . 找 回 失 解 的 一 
般 方法 是 :考察 方程 变形 的 每 一 步 是 否 为 同 解 变形 ， 
并 确定 缩小 方程 未 知 数 允 许 值 范围 的 具体 原因 , 进 
Ti X In] A ft. 

代数 基本 定理 (algebraic fundamental theorem) 
见 本 卷 4 高 等 代数 ?同名 条 . 

解 方程 (solving the equation) 方程 的 重要 概 
念 之 一 . 指 求 方程 的 解 或 判定 方程 无 解 的 过 程 . 无 解 
方程 的 解 集 是 空 集 , 因 此 , 解 方程 也 就 是 求 方程 解 集 
的 过 程 ， 


7 程 


FGA (contradictory equation) 亦 称 矛盾 
等 式 . 一 种 特殊 方程 . 即 无 解 的 方程 . 它 有 以 下 两 种 
形式 : 

1. 数值 矛盾 方程 的 意义 是 :在 求解 范围 内 没有 
解 ( 或 说 解 集 是 空 集 ) 的 方程 称 为 这 个 范围 的 矛盾 方 
Te. 例如 十 1 二 0 在 实数 范围 内 是 矛盾 方程 , 2x 
+1=0 在 整数 范围 内 是 矛盾 方程 . 一 个 方程 是 否 为 
矛盾 方程 同 求解 的 范围 有 关 , 扩 大 求解 的 范围 ,矛盾 
方程 可 能 转化 为 非 了 矛盾 方程 . 

2. 蔬 盾 方 程 也 泛 指 在 求解 范围 内 无 解 的 一 般 数 
学 方程 . 如 逻辑 方程 :p 人 p= 二 1( 真 ) 是 予 盾 逻辑 方 
程 . x1 二 0 EF JB ABORT FB. 

F A$ (contradictory equality) 
f. 

[8] 2 SE FZ (equivalent transformation) # D &£ 
《组 ) 所 涉及 的 一 个 概念 .用 一 个 方程 (组 ?的 同 解 方 
E (组 ) 代 替 这 个 方程 (组 ), 这 种 代 换 称 为 原 方 程 
CB B] [o] SE TE JE. 通常 ,在 解 方程 (组 ) 的 过 程 中 , 主 
要 是 不 断 进 行 同 解 变形 ;如 果 出 现 了 非 同 解 变 形 , 则 
应 对 得 出 的 结果 进行 讨论 或 验 根 , 找 出 遗 解 舍 弃 增 
解 . 关于 不 等 式 ( 组 ) 的 同 解 变形 ,意义 和 方程 同 解 变 
形 类 似 . 

同 解 方程 (组 ) (equivalent (system of ) equa- 
tions)” 亦 称 等 价 方程 (组 ). 解 方程 (组 ) 所 涉及 的 
一 个 概念 . 在 给 定 求解 范围 内 ,如 果 两 个 方程 (组 ) 的 
解 集 相同 , 则 称 这 两 个 方程 (组 ) 在 求解 范围 内 为 同 
解 方程 (组 ). 因此 ,两 个 方程 (组 ) 是 否 同 解 ,与 在 哪 
个 求解 范围 内 讨论 有 关 . 例如 ,在 有 理 数 范围 内 , 方 
(a —2)(2°+1)=0 与 x 一 2 二 0 是 同 解 方 程 ,但 
在 复数 范围 内 就 不 是 同 解 方程 . 应 注意 : 

1. 秘 盾 方 程 (组 ?都 是 同 解 的 ,因为 它们 的 解 集 
都 是 空 集 . 

2. 当 方 程 有 重 根 时 ,还 要 求 一 个 方程 的 重 根 也 
是 另 一 个 方程 的 重 根 , 且 重 数 相同 ,才能 说 这 两 个 方 
程 同 解 . 

3. 方 程 ( 组 ) 的 同 解 关系 满足 自 反 性 、 对称 性 和 
传递 性 . 

等 价 方程 (组 )(equivalent (system of) equa- 
tions) B[^ [n] 7; F2 H ". 

$ f I [8] S XE 3 (equivalent theorem of equa- 
tion) 方程 同 解 变 形 的 重要 定理 .方程 在 保持 同 解 
性 的 前 提 下 ,所 允许 进行 变形 的 一 些 结论 ,统称 方程 
的 同 解 定 理 . 常用 的 同 解 定理 有 (以 一 元 方程 为 例 ): 

l. 传递 定理 . 如 果 方 程 (1) 与 方程 (2) 同 解 ,方程 
(2) 与 方程 (3) 同 解 , 那 么 方程 (1) 与 方程 (3) 同 解 . 解 
方程 时 几乎 步 步 都 要 用 此 定理 . 

2. 添 项 定理 . 如 果 A COM AB AGO — g (2) 
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未 知 数 的 一 切 可 能 值 都 有 意义 ,那么 方程 f(x) 
二 g(X) 与 方程 f(x) 十 h(x) 二 g(x) 十 h(x) 同 解 . A 
此 ,方程 的 两 边 同 时 加 上 同一 个 整 式 或 一 个 数 ,所 得 
方程 与 原 方程 同 解 . 这 个 定理 也 称 为 方程 的 第 一 基本 
性 质 ,是 移 项 的 依据 . 根据 这 个 定理 ,方程 中 的 任何 一 
项 ,都 可 以 改变 符号 后 , 从 方程 的 一 边 移 到 另 一 边 . 

3. 遍 乘 定理 . p RA (x0 250, BH. h(x) 对 方程 
f(z) 二 g(x) 的 未 知 数 的 一 切 可 能 值 都 有 意义 ,那么 
方程 1 (x) 一 g(x) 与 方程 fix) h(e=gelax) 。 
A Cc) fa] f. 因此 ,方程 的 两 边 都 乘 以 (或 者 都 除 以 ) 
不 等 于 零 的 同一 个 数 , 所 得 的 方程 和 原 方程 同 解 . 这 
个 定理 也 称 为 方程 的 第 二 基本 性 质 ,是 解 方程 时 “ 移 
乘 作 除 ” 或 “ 移 除 作 乘 ”的 依据 . 

4. 恒 等 变 形 定 理 . Rf (re) Hh (x), g(x) 
=k (<), HYE f(x)= 二 g(x) 和 有 h(x) 二 k(x) 中 的 未 
AIL c 有 相同 的 取 值 范围 ,因此 ,这 两 个 方程 同 解 . 

5. 方程 分 裂 定理 . 方程 (xe) e fa roses 
fxr) =0 的 解 集 是 nn 个 方程 fi (x) 二 0,f;(x) 二 0， 
etf Gn) m0 中 每 个 方程 解 集 的 并 集 , 使 用 这 个 定 
理解 方程 不 会 引起 增 根 或 失 根 . 

6. 乘 方 定理 . 如 果 方 程 f(x) 二 g(x), 且 mm 为 自 
然 数 , 则 方程 Lf(z)J”"== Lg (oe) BEB f(x) 
二 g(x) 的 结果 (就 是 前 一 方程 的 解 集 , 是 后 一 方程 
的 解 集 的 子 集 ). 用 这 个 定理 对 方程 变形 的 下 述 两 种 
情况 在 实数 范围 是 同 解 的 : 

1) 若 m dé COE m=2n4+1.n 为 自然 数 ) 则 
方程 f@D=g x) ALS (x) ]"*!bgGo Jl fit. 

2) dp m 是 偶数 , 旦 在 方程 f(x) 二 g(xz) 中 f(x) 


>0 和 g(x) 之 0, 则 方程 f(x)=g《x) 和 [f(x 了 = 


[g(x)J]” 同 解 . 乘 方 定理 常用 于 解 无 理 方程 和 指数 
方程 等 . 当 使 用 本 定理 进行 方程 变形 ,在 m 不 是 奇 
数 且 不 能 判定 f(x) 和 g(x) 的 正 负 时 ,都 必须 验 根 . 

7. 换 元 定理 . FLyp(x)]==0 和 方程 组 

u-—qgr), 
F(u)—0 
[3] fi. 

4 (& 7; f£ (numerical equation) 一 类 重要 的 
方程 . 如 果 一 个 方程 中 各 已 知 元 都 只 表示 某 个 数 系 
中 的 数 , 而 未 知 元 也 只 取 数 系 中 的 数值 , 则 称 为 数值 
方程 . 它 是 区 别 于 微分 方程 .积分 方程 .逻辑 方程 等 
其 他 特殊 方程 类 型 的 普通 方程 . 

数值 方程 的 分 类 (classification of numerical e- 
quations) ”代数 学 术语 . 指 按照 某 种 标准 把 数值 方 
程 划 分 为 若干 彼此 不 相交 的 类 ,使 每 个 数值 方程 怡 


属于 一 类 的 逻辑 方法 , 称 为 数值 方程 的 分 类 . 数值 方 


程 的 分 类 方法 有 : 
1. 按 方程 两 端 解析 式 所 含 运算 进行 分 类 : 
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整 式 方程 


代数 方程 分 式 方程 


数值 方程 


eem 


理 方程 
指数 方程 
对 数 方程 
超越 方程 4 三角 方程 
反 三 角 方 程 
其 他 超越 方程 
应 当 注 意 ,超越 方程 不 能 像 代数 方程 那样 严格 地 加 
以 分 类 ,例如 ,方程 e* 一 cos zx 二 0 就 不 能 说 它 是 指数 
方程 还 是 三 角 方程 . 
2. 按 方程 含 未 知 数 的 个 数 进行 分 类 : 
| 一 元 方程 f(x)=g (1 
二 元 方程 f(x,y)= 二 g(x,y); 
AE 多 元 方程 f(x ,yy z)=glr, ys yz); 
代数 方程 (algebraic equation) 一 类 常用 的 数 
值 方 程 . 若 Filasye DA For, ys ze PRK 
于 未 知 数 的 代数 式 , 则 方程 Filz, yst sz)=F,(x, 
> …，,z) 称 为 代数 方程 .两 端的 代数 式 都 是 有 理 式 
时 称 为 有 理 方程 ,至 少 有 一 个 是 无 理 式 时 称 为 无 理 
方程 .两 端的 代数 式 都 是 整 式 时 称 为 整 式 方程 ,至 少 
有 一 个 是 分 式 时 称 为 分 式 方程 . 
有 理 方 程 (rational equation) JL" CERE. 
& 5C 7; f£ (equation of integral expression) 
亦 称 有 理 整 式 方程 (参见 “代数 方程 ”). 一 类 常用 的 
代数 方程 . 整 式 方程 , 按 未 知 数 的 个 数 分 类 ,有 一 元 
方程 ,二 元 方程 ,…,m 元 方程 . 常用 符号 f (x) 二 0， 
fix,y220,:- ducum 9Xo9°** (X4) =0 表示 ; 按 方程 的 
次 数 分 类 ,有 一 次 方程 ,二 次 方程 ,…,n 次 方程 . 在 
方程 的 某 项 中 ,所 有 变 元 字母 的 寡 指 数 的 和 称 为 该 
项 的 次 数 . 若 一 个 方程 的 各 项 次 数 不 等 , 则 以 方程 的 
最 高 次 项 的 次 数 作为 这 个 方程 的 次 数 . 各 非 零 项 次 


数 都 相等 的 方程 称 为 齐 次 方程 . 

齐 次 方程 (homogeneous equation) 见 “ 整 式 
方程 

一 元 方程 (monadic equation) 一 种 最 简单 的 


方程 . 指 含 有 一 个 未 知 数 的 方程 .更 确切 的 意义 是 : 
如 果 一 个 方程 中 ,有 若干 个 字母 , 当 把 其 中 某 一 个 字 
母 当 成 未 知 数 , 而 把 其 余 字 母 当 成 已 知 数 时 ,方程 就 
称 为 该 字母 的 一 元 方程 .在 讨论 多 元 方程 时 ,也 可 以 
出 现 除 一 个 元 外 ,含有 其 他 各 元 的 项 的 系数 均 为 零 
而 成 为 一 元 方程 的 情形 . 例如 x 十 1=0 可 看 成 z,y 
的 二 元 方程 x 十 0y 十 1 二 0, 它 在 平面 直角 坐标 系 中 
表示 一 条 直线 . 

一 次 方程 (linear equation) 亦 称 线性 方程 . 一 
种 常用 的 代数 方程 . 指 含 有 未 知 数 的 项 的 最 高 次 数 
是 1 的 整 式 方程 .根据 所 含 未 知 数 的 个 数 ,一 次 方程 
又 分 为 一 元 一 次 方程 ,二 元 一 次 方程 ,… ,nn 元 一 次 


方程 .2 元 一 次 方程 的 一 般 形 式 是 : 
Q421-à5z5 3- *** Fann =b, 

其 中 QA, 1Q29°** 9G, 和 b 是 常数 ,并 且 CC29 *** 3, 中 

至 少 有 一 个 不 为 零 . 但 在 线性 代数 学 的 线性 方程 组 

的 一 般 理 论 中 8150259 *** 30, 中 至 少 有 一 个 不 为 零 这 

个 限制 则 不 予 考虑 . 

线性 方程 (linear equation) 即 “一 次 方程 ” 

一 元 一 次 方程 (linear equation in one 
unknown) 一 类 简单 的 代数 方程 . 即 只 含有 一 个 未 
知 数 , 且 未 知 数 的 最 高 次 数 是 1 的 整 式 方程 . 它 的 标 
ÜEJÉ S axd-b—0((az50). ax. po 分 别称 为 该 方程 
的 一 次 项 和 常数 项 ,a 称 为 一 次 项 系数 . 它 有 且 仅 有 
惟一 解 + 二 一 5b/a. 

一 元 二 次 方程 (quadric equation in one un- 
known) 一 类 简单 的 代数 方程 . 即 只 含有 一 个 未 知 
数 , 且 各 项 最 高 次 数 是 2 的 整 式 方程 . 它 的 标准 形式 
Har tbr+ce=0, EP asb, 为 任意 常数 ,a 关 0， 
ax’ bx c 分 别称 为 二 次 项 一 次 项 和 常数 项 ,a,6b, 分 
别称 为 二 次 项 及 一 次 项 的 系数 . 

完全 一 元 二 次 方程 (complete quadric equation 
in one unknown) 一 类 简单 的 代数 方程 . 即 具 有 标 
准 形式 且 一 次 项 系数 与 常数 项 均 不 为 零 的 一 元 二 次 
方程 . 例如 x? 一 2x 十 1==0. 当 一 次 项 系数 与 常数 项 
至 少 有 一 个 为 零 时 则 称 为 不 完全 一 元 二 次 方程 . 

一 元 二 次 方程 的 求 根 公 式 (formula of finding 
the root of a quadric equation in one unknown) 
一 种 重要 的 数学 公式 . 指 用 其 系数 表 出 其 解 的 式 子 . 
复 系数 一 元 二 次 方程 ax: 十 bx 十 c 二 0(a 关 0) 的 求 根 
公式 为 

ELM 
式 中 A=6' hac 称 为 一 元 二 次 方程 的 判别 式 . 对 于 
实 系数 一 元 二 次 方程 , 求 根 公 式 可 具体 地 写成 : 
—b+ Vb’— 4ac 


SER 
2a (b 4ac 220) , 


(5^ —4ac«0). 


这 组 公式 中 前 一 公式 用 于 在 方程 的 判别 式 非 负 时 求 
出 实 根 ,后 一 公式 用 于 在 方程 的 判别 式 为 负 时 求 出 
Pit dE Su eR. 当 方 程 是 有 理 系 数 一 元 二 次 方程 , 且 
要 求 有 有 理 数 根 时 ,只 有 当 A=b’—4ac 是 一 个 有 理 
数 的 完全 平方 数 才 有 解 . 这 时 求 根 公式 仍 为 

4 | — bc Wb —4ac  —bp-q 

ies 2a 2ap : 

其 中 g/p ABA DR. E. (q/p)? =)’ —4ac. 24575 
是 整 系数 方程 又 要 求 整 根 时 , 仍 可 利用 有 理 数 方程 
求 有 理 根 的 公式 ,但 要 


方 程 


=O De g 
2ap 


是 整数 时 方程 才 有 解 . 

公元 前 两 千年 左右 ,古巴 比 伦 人 的 泥 板 文书 中 
就 已 经 记载 有 一 元 二 次 方程 的 知识 : 求 出 一 个 数 使 
它 与 它 的 倒数 之 和 为 已 知 数 . 用 现代 记 法 可 表示 为 


z 十 二 一 4 
从 这 个 方程 可 得 出 x'—bx+1=0. 巴比伦 人 做 出 

HE 
再 做 出 

[2] 1. 
然后 得 出 解答 

zao 

S e O 


由 此 可 知 , 巴 比 伦 人 知道 一 元 二 次 方程 的 求 根 公 式 ， 
但 他 们 当时 并 不 认识 负数 ,对 负 根 是 不 予 理会 的 . 

埃及 的 草 纸 文书 中 也 有 简单 一 元 二 次 方程 az 
= 6 的 记载 . 于 番 图 (Diophantus) 也 承认 二 次 方程 
的 一 个 正 根 , 即 使 两 根 都 是 正 的 也 只 取 一 个 . BOE 
KR € (Brahmagupta) fE 4x 7u 628 FERC P BE 
修正 体系 》 中 ,得 到 二 次 方程 x 十 px 一 9 二 0 的 一 个 
求 根 公 式 
Vp" t 4q — 

5 

BU AR * FEAL T Cal-KhowGrizmi,M. ibn M. )F 826 
年 给 出 二 次 方程 的 儿 种 特殊 解法 ,并 第 一 次 给 出 二 
根 的 存在 ,只 是 还 未 认识 虚 根 . 复数 根 的 应 用 到 16 
世纪 意大利 的 数学 家 们 解 三 次 方程 时 才 开 始 , 韦 达 
《Viete,F. ) 已 经 知道 一 元 二 次 方程 在 复数 范围 内 恒 
有 解 , 并 且 给 出 了 根 与 系数 的 关系 .在 中 国 ,( 九 章 算 
术 ) 中 已 有 了 一 元 二 次 方程 的 内 容 ,“ 勾 股 " 第 20 题 
是 通过 方程 x? 十 34x 一 7100 二 0 的 正 根 而 解决 的 . 

一 元 二 次 方程 的 判别 式 (discriminant of 
见 “ 一 元 二 次 方 


二 


quadric eqution in one unknown) 
程 的 求 根 公式 ” 

一 元 二 次 方程 的 解法 (solving process of a 
quadric equation in one unknown) 解 一 元 二 次 方 
程 的 一 般 方法 . 设 一 元 二 次 方程 ax? bx d c—0 
(a~0) ,其 常用 解法 有 : 

1. 公式 法 . 利用 求 根 公式 
NET 

2a 
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Gb H A— 6! — 4ac 的 一 个 平方 根 ) 直 接 求 出 方程 的 
AR. 对 于 实 系数 一 元 二 次 方程 , 当 判 别 式 A 之 0 时 ， 
有 相 异 两 实 根 或 一 个 二 重 实数 根 ; 当 判 别 式 A 二 0 
时 无 实 根 , 但 在 复数 范围 内 有 两 个 共 斩 虚 根 . 

2. 因 式 分 解法 . 把 方程 的 各 项 移 到 等 号 的 左边 
整理 成 降 需 式 后 ,如 果 左 边 的 二 次 式 能 够 分 解 因 式 ， 
就 是 把 方程 左边 分 解 为 两 个 一 次 因 式 的 积 , 然 后 令 

一 次 因 式 等 于 零 ,得 到 两 个 一 元 一 次 方程 , 按 一 
元 一 次 方程 的 解法 求 出 方程 的 根 . 

3. 配方 法 . 设 一 元 二 次 方程 为 cz 十 pz 十 c 一 0 
(a~0) ,用 二 次 项 的 系数 除 方程 的 各 项 ,将 常数 项 移 
到 方程 等 号 的 右边 ;方程 的 两 边 各 加 上 一 次 项 系数 


一 半 的 平方 ,方程 左边 就 成 为 一 个 二 项 式 的 完全 平 
方 ,右边 是 常数 , 即 
AE Due ne tuer 
X Hiat z =: 9a x , 
Jh BA 
B btc Ade 
[rg 一 4a? , 
应 用 方 根 的 定义 得 


b k 
atta ata, RAM — ac RI — TO Tr RO. 


然后 将 等 式 左边 的 常数 移 到 等 号 的 右边 ,就 得 到 方 
程 的 根 , 即 
2a 

4. BRR. 解 实 系数 一 元 二 次 方程 时 ,图 象 法 有 
两 种 : 

1) 在 平面 直角 坐标 系 中 做 出 y mam d borde 
的 函数 图 象 ,曲线 与 xz 轴 的 交点 的 横 坐 标 就 是 方程 
的 解 ( 参 见 “ 二 次 函数 的 图 象 ”). 

2) 在 平面 直角 坐标 系 中 作 抛 物 线 yi ac^ 和 
直线 y; 二 一 br 一 c 的 图 象 ,抛物 线 y,—ac 和 直线 

y=—ba—e porcis qid Gol e 
一 0 的 实数 解 图 象 法 解 实 系数 一 元 二 次 方程 ,通常 
只 能 求 出 根 的 近似 值 . 

一 元 二 次 方程 解 的 存在 性 取决 于 方程 求解 的 范 
围 ,可 用 方程 判别 式 A — 6^ — 4ac 的 取 值 情况 来 判 
定 : 

1. 在 整数 范围 内 解 一 元 二 次 方程 wz: 十 pz 十 c 
一 0(Z 天 0, 且 ccEZ) 时 ,要 求 4 是 一 个 整数 的 完 
全 平方 数 , 且 2a|(—b+ V4 ), 这 时 公式 求 出 的 解 
就 是 方程 的 整数 解 . 

2. 在 有 理 数 范围 内 解 一 元 二 次 方程 ar tor 
+c=0(a40,H a,b c EQN. 2K A 是 一 个 有 理 
数 的 完全 平方 数 ,由 公式 求 出 的 解 就 是 方程 的 有 理 
数 解 . 

3. 在 实数 范围 内 解 一 
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二 次 方程 ax* 十 bx 十 c 


= 0(a40,4,b,cER) It, BOR A 之 0, 此 时 方程 有 和 相 
异 二 实数 根 或 一 个 二 重 实数 根 , 当 AO 时 无 实 根 
《但 有 一 对 共 斩 虚 根 , 已 超出 实数 范围 ). 

4. 在 复数 范围 内 解 一 元 二 次 方程 ax* 十 bx 十 c 
=0(@40,a,b,c€C) ,方程 总 有 相 异 二 根 或 二 重 根 . 

一 元 二 次 方程 根 与 系数 的 关系 (relation be- 
tween roots and coefficients of quadric equation 
with one unknown) 一 组 等 式 . 它们 表达 了 该 方程 
的 解 与 系数 间 所 存在 的 关系 . 一 元 二 次 方程 两 根 之 
和 等 于 它 的 一 次 项 系数 除 以 二 次 项 系数 的 商 的 相反 
数 ; 两 根 之 积 等 于 它 的 常数 项 除 以 二 次 项 系数 所 得 
的 商 . 即 一 元 二 次 方程 ax? 十 bx 十 c 二 0《(a 关 0) 的 两 
Ra, 和 x2, 与 系数 的 关系 是 

b 


C 
E ae ee 


根 与 系数 的 关系 ,通常 也 称 为 韦 达 定理 . 反之 , 奉 有 
两 数 a 和 B.H. 


at+B=——, a=, 


ABA IX BA ol 8 是 一 元 二 次 方程 ax’ 十 bx 十 c 二 
0(a 关 0) 的 两 个 根 , 一 般 称 其 为 韦 达 定理 的 逆 定 理 . 
特别 地 ,简化 一 元 二 次 方程 的 两 根 之 和 等 于 一 次 项 
系数 的 相反 数 ;两 根 的 积 等 于 常数 项 . 即 简 化 一 元 二 
次 方程 x 二 由 二 0 的 两 根 x Ae, 与 系数 间 的 
关系 是 zi 十 zz 一 PTIT 二 gqg ALKE 等 代 
数 ) 中 的 “ 根 与 系数 的 关系 ”)， 

韦 达 定理 (Viete theorem) 见 “ 一 元 二 次 方程 
根 与 系数 关系 ”和 本 卷 4 高 等 代数 ) 中 的 “ 根 与 系数 的 
关系 ” 韦 达 定理 确定 了 一 元 方程 的 根 与 系数 的 关 
系 , 在 解 一 元 二 次 方程 的 情形 中 有 较 多 应 用 . 设 一 元 
二 次 方程 ax* 十 bX 十 c= 二 0《a 关 0) 的 两 个 根 是 x 和 
NETTE 


b 
rytri—— Ti: = 


利用 这 两 个 等 式 可 以 直接 解决 一 些 问 题 ,例如 : 

1. 已 知 一 元 二 次 方程 的 一 个 根 ,可 以 不 解 方程 
直接 求 出 另 一 个 根 . 

2. 已 知 两 个 根 , 可 求 出 此 一 元 二 次 方程 . 

3. 已 知 两 数 的 和 与 积 , 求 此 二 数 . 可 直接 写 出 此 
两 数 所 满足 的 一 元 二 次 方程 ,然后 解 方程 求 两 个 根 . 

韦 达 定 理 确定 了 以 两 根 x c. 为 元 的 基本 对 
称 多 项 式 Lı x; 和 rir 的 值 , 根 据 对 称 多 项 式 的 
基本 定理 ,任何 对 称 多 项 式 都 可 表示 成 基本 对 称 多 
项 式 的 多 项 式 ( 参 见 本 卷 ( 高 等 代数 》 中 的 “对 称 多 项 
式 ”). 因 此 ,两 根 的 任何 对 称 多 项 式 均 可 用 一 元 二 次 
方程 的 系数 表 出 ， 些 应 用 . 例如 : 

1. 已 知 一 个 一 元 二 次 方程 ,可 以 不 解 这 个 方程 
而 求 出 另 一 个 方程 ， ,使 后 者 的 根 或 其 和 与 积 是 前 者 


Id 
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2. 对 带 参数 的 一 元 二 次 方程 ,可 以 解决 一 些 涉 
及 两 根 的 对 称 函 数 的 问题 .举例 如 下 :已 知 带 参 数 的 
方程 x(x—1)—m(2x—m-— 1 RA ERP A 
3,2K m 的 值 . H Pa AR K 25 E] 0-77 A ER PRX 
Gri — x)! = (ritar) — 4x xs GL XE BE f. 

实 系 数 一 元 二 次 方程 根 的 几何 意义 (geometric 
significance of the root of quadric equation with 
one unknown of real coefficient) 实 系数 一 元 二 次 
方程 根 的 几何 解释 . 即 在 平面 直角 坐标 系 中 , 实 系数 
一 元 二 次 方程 ax* 十 bx 十 c 二 0Ca 关 0) 的 根 是 抛物 线 
yy 三 az 十 bx 十 c 与 Ox 轴 交 点 的 横 坐 标 ( 参 见 “ 二 次 
pk aX AY A Ae”). 

双 二 次 方程 (biquadratic equation) 亦 称 准 二 
次 方程 . 一 类 特殊 方程 . 即 只 含 偶 次 项 的 四 次 方程 . 
方程 经 过 移 项 ,同类 项 合并 的 整理 后 ,只 含有 偶 次 项 
的 四 次 方程 称 为 双 二 次 方程 . 它 的 一 般 形 式 为 at 
c bx! +c=0a,b5¢ 均 不 为 零 ), 双 二 次 方程 的 通常 
解法 是 换 元 法 . 即 令 y=r 把 方程 化 为 

ay +by+c=0, (1) 
如 果 方 程 (1) 有 根 yo WA zx = y (BI ES M 
的 几何 意义 ”). 


准 二 次 方程 (biquadratic equation)” 即 “ 双 二 
次 方程 ” 
二 项 方程 (binomial equation) 一 种 特殊 方 


fe. 指 系 数 a,b 均 为 非 零 常数 的 一 元 n 次 方程 
a 忆 十 0 一 0. 它 的 2 个 不 同 的 复数 根 是 一 /ea BJ m T 
2 次 方 根 ,参见 “复数 方 根 的 几何 意义 六 二 项 方程 
az" 十 0 一 0 至 多 有 两 个 实 根 


MAPS. 

三 项 方程 (trinomial equation) 一 种 特殊 方 
程 , 指 形 如 ax” 十 bx” 十 c 二 0《a,byc 为 常数 且 都 不 为 
AE nC Nj.) 的 方程 . 故 双 二 次 方程 是 三 项 方程 在 二 
2 时 的 特例 . 解 三 项 方程 时 ,首先 作 变 元 替换 y=", 
使 原 方程 化 为 y 的 二 次 方程 ay 十 by 十 c= 二 0, 并 解 这 
个 二 次 方程 ;然后 将 二 次 方程 的 根 依 次 代入 xn = y 
中 得 二 项 方程 ,并 解 这 些 二 项 方程 , 求 出 三 项 方程 的 
所 有 根 .在 复数 范围 内 解 三 项 方程 时 , 若 ay* 十 by 十 c 
一 0 有 一 个 二 重复 根 , 则 原 三 项 方程 和 x 个 不 同 的 
复 根 ,每 个 都 是 二 重 根 ; 者 ay’ 十 by 十 c 二 0 有 两 个 不 
同 的 复 根 , 则 原 三 项 方程 有 2n 个 彼此 不 同 的 复 根 . 

倒数 方程 (reciprocal equation) 亦 称 反 商 方 
程 . 一 种 特殊 方程 . 即 根 的 倒数 亦 为 其 根 的 整 式 一 元 
方程 . WRI n IX Jr fg f(z) 二 0 的 根 和 Sa) 
0 的 根 完 全 相同 , 则 称 fc) —0 是 一 元 次 倒数 方 


程 . 它 有 下 面 两 种 形式 : 


aox” Haix"! eee +a,xt+ta,=0 (a00), (1) 
box” Hbr") + -e — br — bo =0 (4,40). (2) 
方程 (1) 称 为 第 一 类 型 倒数 方程 , 亦 称 互 反方 程 ; 方 
程 (2) 称 为 第 二 类 型 倒数 方程 . 它 的 特点 是 首 项 系数 
和 和 常数 项 ,z 的 2 一 1 次 项 系数 和 一 次 项 系数 ,，…'z 
的 n 一 & 次 项 系数 和 的 & 次 项 系数 ,或 是 都 相等 ， 
或 是 都 相差 一 个 负 号 . n 为 偶数 时 , 设 n= 二 2m, 倒 
数 方程 可 写 为 
ao Ota” Ite tana car" 
Hane" (+e ta,ztar=0 (2,750), (3) 
bar?” t? pb x” tH ee tht? — ba” 
——bix—b—0 (750). (4) 
方程 (3) 称 为 第 一 类 型 偶 次 倒数 方程 ,方程 (4) 称 为 
第 二 类 型 偶 次 倒数 方程 .应 该 注意 到 方程 (4) 正 中 间 
的 一 项 系数 bn NE. 24 m 为 奇数 时 , 设 n=2n+1, 
倒数 方程 可 写 为 


pop Feux?" + er cert Fena” 


十 …… 十 ciz 十 co 一 0 er O (5) 
dax” tdi ater td,” t — dx” 
—-«dir—dy—0 (d, £0). (6) 


方程 (5) 称 为 第 一 类 型 奇 次 倒数 方程 ,方程 (6) 称 为 
第 二 类 型 奇 次 倒数 方程 . 第 二 类 侦 次 倒数 方程 (4) 有 
根 十 1, 求 出 根 士 1 后 可 以 化 为 一 个 形 如 方程 (3) 的 
2m 次 方程 ;第 一 类 奇 次 倒数 方程 (5) 有 根 一 1, 求 出 
根 一 1 后 也 可 以 化 为 一 个 形 如 方程 (3) 的 2m 次 方 
程 ;第 二 类 奇 次 倒数 方程 (6) 有 根 1, 求 出 根 1 后 仍 
可 以 化 为 一 个 形 如 方程 (3) 的 2m 次 方程 . 因此 , 方 
程 (4),《5),《6) 分 别 求 出 根 士 1, 一 1 或 1 以 后 ,所 得 
的 降 次 方程 都 是 第 一 类 偶 次 倒数 方程 ,所 以 ,第 一 类 
偶 次 倒数 方程 又 称 为 标准 型 倒数 方程 . 

反 商 方程 (reciprocal equation?) 
程 ”. 

第 一 类 型 倒数 方程 (reciprocal equation of the 
first type) 见 “ 倒 数 方 程 ”. 

第 二 类 型 倒数 方程 (reciprocal equation of the 
second type) Jil “fT FR”. 

E E 7; f£ (reciprocal equation?) 
f. 

倒数 方程 的 解法 (solving process of reciprocal 
equations) 解 倒 数 方 程 的 方法 . 设 f (x0 =ar*t+ 
bx" 十 …… 十 bz 十 ea 一 0(a 天 0) 是 倒数 方程 ,其 解法 
是 : 

1. 当 n=2m (偶数 ) 时 ,方程 两 边 同 除 以 x” ,再 
令 y= 二 z+ 十 1/z, 可 把 原 方程 化 为 y 的 m KATES 
$4, — x" J- 1/x" ,利用 对 称 多 项 式 理论 中 有 关 等 才 和 
的 牛顿 公式 (参见 本 卷 4 高 等 代数 》 中 的 “牛顿 公式 ”) 
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即 “ 倒 数 方 


见 “ 倒 数 方 


1 Li” 
s= += |+) 一 2 一 一 2 


(m-3,4,*5, dé y BJ m RERA). 

2. 当 n 二 2m 十 1( 奇 数 ) 时 ,倒数 方程 必 有 根 一 1， 
则 f(x) 二 (xz 十 1)，g (x), 于 是 g(x)==0 是 一 个 偶 
次 倒数 方程 . 用 前 法 可 降 成 m 次 方程 解 之 . 这 样 奇 
次 以 内 的 倒数 方程 均 可 用 上 述 公式 求解 .例如 解 奇 
次 方程 225 4- 5z*—132— 132? 4- 5x 4-220, ] Jg 
1 3g Cx +1) C2x* 2- 322 — 162° + 32 4-22 50, PARE 4S 
次 倒数 方程 2x* 43-322 — 164^ 43-32 4-2 0, PB ER VA 
后 , 令 y= 二 zx 十 1/z 化 为 2y +3y—20=0 而 解 之 . 
倒数 方程 的 根 有 如 下 性 质 : 

1. 倒数 方程 没有 为 零 的 根 . 

2. Ar xo 是 倒数 方程 的 根 , 则 1/zo。 也 是 这 个 方 
程 的 根 . 

3. 奇 次 倒数 方程 必 有 一 个 有 理 根 1 或 一 1. 

倒 根 方程 (reciprocal root equation) 其 根 有 
特殊 关系 的 两 个 方程 . 即 全 部 根 相应 互 为 倒数 的 两 
个 一 元 整 式 方程 .如 果 Lisos" 均 不 为 零 ) 是 一 
元 nn 次 方程 ar’ tax” tte ta, r Ha, = 0 lao Æ 
0.a,7500 f] n TR ABA LAX n AR AY IR 

d 4 lo d 
为 根 的 一 元 n 次 方程 称 为 原 方程 的 倒 根 方程 . 把 一 
元 n 次 方程 aox" Faux" i! 十 … 十 4s-_1X 十 4 二 0《(ao 关 
0, 天 0) 的 各 项 系数 次 序 颠 倒 过 来 的 方程 wz 十 
Ayr" bee tayztar=0(a,40,a~A0) RMR A 
程 互 为 倒 根 方程 . 

二 元 一 次 方程 (binary linear equation) 一 种 
常用 的 代数 方程 . 指 含 有 两 个 未 知 数 且 次 数 是 1 的 
整 式 方程 . 它 的 标准 形式 为 at 十 by 二 cl(a 关 0， 
0 天 0) , 它 是 不 定 方程 ,所 以 ,在 未 知 数 n y 的 允许 
取 值 范围 所 取得 的 满足 方程 的 有 序数 对 (z,y) 都 是 
它 的 解 . 一 般 可 得 原 方程 的 同 解 方程 


TEE c 

Er Se Pl pec. 

与 取 y 的 每 一 值 yo 相应 有 x 的 一 值 
b C 

Zu | a 


(Lo ,yo) 就 是 原 方 程 的 一 个 解 . 

不 定 方 程 (indeterminate equation) 
《初等 数论 ) 同 名 条 . 

二 元 二 次 方程 (binary quadric equation) 一 种 
常见 的 代数 方程 . 指 含 有 两 个 未 知 数 上 且 次 数 是 2 的 
整 式 方程 .二 元 二 次 方程 的 标准 形式 是 ar’ + bay 
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十 cy: 十 dz 十 ey 十 f= 二 0Ca,b,c 中 至 少 有 一 个 不 为 
0), 0 az! bayscy 称 为 这 个 方程 的 二 次 项 ,dz， 
ey 称 为 一 次 项 ,了 称 为 常数 项 .在 直角 坐标 系 中 ,这 
个 方程 的 图 象 是 虚 的 或 实 的 .退化 的 或 非 退 化 的 二 
次 代数 曲线 . 

三 元 一 次 方程 (ternary linear equation) 一 种 
常用 的 代数 方程 . 指 含 三 个 未 知 数 且 次 数 是 1 的 整 
式 方程 . 三 元 一 次 方程 的 标准 形式 是 ax 十 by 十 cz 
=d (abc 关 0), 它 是 不 定 方程 ,所 以 在 未 知 数 zs yz 
的 允许 取 值 范围 所 取得 的 满足 方程 的 有 序 三 数组 
(zyz) 都 是 它 的 解 .一般 可 得 原 方程 的 同 解 方程 


b C d 
ds NE aU 
而 每 取 Voz 的 值 Yo ,Zo， 就 相应 有 X 的 一 个 值 
a 6, 4 
uml zT , 


(xo 9 Yo ,z0) 就 是 原 方程 的 一 个 解 . 

分 式 方程 (fractional equation) 
E. 

分 式 方程 的 解法 (solving process of fractional 
equation) 解 分 式 方程 的 方法 步 又. 解 分 式 方 程 的 
基本 思想 是 把 它 化 为 整 式 方程 求解 . 这 里 以 一 元 分 
式 方程 为 例 叙 述 解 分 式 方 程 的 两 种 主要 方法 : 

1. 把 分 式 方程 的 两 端 同 乘 上 一 个 整 式 转化 为 整 
式 方程 求解 . 如 果 所 乘 整 式 是 方程 中 各 项 分 母 的 最 
低 公 倍 式 , 则 产生 的 增 根 只 能 是 使 原 方程 某 些 分 母 
为 零 的 根 ,去掉 它们 后 剩 下 的 根 就 是 原 方 程 的 根 , 这 
时 不 会 失 根 . 

2. 把 方程 的 所 有 项 移 到 方程 的 一 端 ,例如 , 移 到 
左 端 ,对 左 端 中 各 项 进行 通 分 .加 减 、 约 分 ,最 后 把 方 
程 化 为 1(x)/g (zx)==0 的 形式 ,其 中 f(x)/g (zx) 是 
婚约 分 式 或 整 式 . 这 时 方程 f(x)/g G0 = 0 与 整 式 
方程 f(x) =0 同 解 , 解 此 整 式 方程 便 可 能 得 到 原 分 
式 方程 的 某 些 解 .但 是 ,由 于 通 分 时 进行 了 扩 分 , 缩 
小 了 方程 未 知 数 的 允许 值 范围 , 约 分 时 又 扩大 了 方 
程 的 未 知 数 的 允许 值 范围 ,一般 情况 下 f(x)==0 已 
经 不 再 与 原 分 式 方程 同 解 , 用 解 fe) = 0 代替 解 原 
分 式 方程 既 可 能 增 根 又 可 能 失 根 . 如 果 在 通 分 过 程 
中 ,方程 中 的 第 :个 分 式 的 分 子 与 分 母 分别 屁 上 了 
广 (z)G 一 12, 为 分 式 方程 中 分 式 项 数 ), 则 
失掉 的 根 必 是 某 个 f;(z) 的 根 , 求 出 所 有 f(z) 的 根 
代 回 原 方程 去 检验 就 可 找 回 所 有 失 根 . 约 分 时 如 果 
分 式 的 分 子 分 母 同 除 以 多 项 式 p(xz), 则 所 增加 的 根 
必 是 p(xz) 的 根 且 使 原 方 程 中 某 个 分 母 为 零 . 除 这 两 
种 情况 外 ,不 会 有 别 的 增 根 或 失 根 . 对 于 特殊 的 分 式 
方程 可 用 换 元 法 或 比例 定理 把 它 化 成 较 简 单 的 分 式 
方程 再 求解 . 解 分 式 方程 常用 的 技巧 有 : 

1. 把 方程 中 的 假 分 式 化 成 整 式 与 真 分 式 之 和 . 


见 “ 代 数 方 


2. 把 分 式 方 程 中 的 各 分 式 项 ,合理 集 项 ,分 段 化 
简 . 

3. 把 某 分 式 变 形 为 分 项 分 式 等 . 

无 理 方 程 (irrational equation) 
程 ”. 

无 理 方 程 的 解法 (solving process of irrational 
equation) 解 无 理 方程 的 方法 步骤 . 解 无 理 方 程 的 
一 般 思路 是 设法 通过 变形 将 无 理 方 程 转化 为 有 理 方 
程 求解 ,其 关键 是 化 去 根 号 ,常用 的 方法 有 : 

1. 升 寡 法 ( 乘 方法 ). 和 欲 解 无 理 方程 

I(x) = g(x) (1) 


见 “ 代 数 方 


可 解 方程 
[f(x) 一 LgCz) TnEN,) (2) 
当 n Fe BY , A EERE NOOR RY 1) EI 
《2) 是 同 解 变形 ; 当 ?” 是 偶数 时 ,方程 (2) 的 未 知 数 允 
许 值 范围 可 能 扩大 ,因而 可 能 产生 增 根 . 
2. 换 元 法 . 当 方 程 中 含有 两 个 以 上 的 非 同类 根 
式 时 ,可 选用 此 法 . 例如 ,对 形 如 


FOI f GN fila) eV faz) x)=0 
CF, Ca Pst on; HARA nj 2,i=1,525°° kok 
CN. ,8 zz) 为 & 十 1 元 有 理 式 ) 的 方程 ， 
可 取 变 元 替换 
y = Nfx) C= 1,2,,k)), 
转化 为 方程 组 
ynfi», 
ys fi), 
yk — Si 
f Gusyasttt3 Mes LI =0 
求解 . 
3. HARE. E f(x) 二 0 是 无 理 方程 ,f(x) 
Fp TE d Su ASK Cr), UA ELA A ES GO 
* k(x) =0 RAR. 这样 做 一 般 会 改变 方程 的 未 知 数 
人 允许 值 范 围 , 因 而 最 后 要 验 根 . 
4, 一 些 特殊 技巧 : 
D 设 f(x),g (xX),"… 为 有 理 式 , 解 形 如 
V f Gr) 3 V/g Gr) —hG) 
的 方程 ,可 在 方程 两 端 同 乘 上 f aF Vs(Cz) 转 化 
为 方程 


FG gu = 160-802. 


再 将 此 方程 与 原 方 程 两 端 相 加 (或 相 减 ) 可 得 形 如 
2 Vf (x) =k) (或 2 Vg(X)= 二 k(x)) 的 无 理 方程 ， 
用 法 1 可 求解 . 在 求解 过 程 中 也 要 注意 增 根 与 失 根 . 

2) 对 于 含有 根 式 Val — 2’, Va 十 Xi, Vx? 一 a? 
的 无 理 方 程 ,可 考虑 用 三 角 代 换 x = asint,x 


方 程 


= atan t,x = asect 把 它们 化 为 三 角 方 程 去 解 . 

5. 含 有 字母 系数 的 无 理 方 程 , 在 解答 时 要 讨论 
字母 ( 参 变量 ) 的 可 取 值 范围 . 

指数 方程 (exponential equation) 一 种 超越 方 
FE. 指 含 底 是 常数 而 指数 里 含有 未 知 数 的 项 ,但 不 含 
有 其 他 超越 式 的 方程 .也 有 将 指数 方程 定义 为 :在 指 
数 里 含有 未 知 数 的 方程 . 这 个 定义 与 上 面 定义 不 同 
之 处 是 没有 “底数 是 常数 ”的 限制 以 及 允许 含有 其 他 
超越 式 . 因此 ,这 样 定义 指数 方程 包含 究 指 方程 和 含 
有 其 他 超越 式 的 方程 . 

最 简 指 数 方程 (simplest exponential equation) 
一 种 特殊 的 指数 方程 . 未 知 数 指数 为 1 的 指数 方程 . 
É i a=b la>, a 天 1) 的 方程 , 称 为 最 简 指数 方 
程 . 在 6 这 0 时 , 它 的 解 是 xX 二 logsb. TE 0x0 时 无 解 . 

$18 h f£ (power-exponent equation) 一 种 特 
殊 的 指数 方程 . 指 在 方程 中 出 现 乘客 且 底 数 与 指数 
中 同时 含有 未 知 数 的 方程 .例如 x = a (> 00. HB 
方程 的 求解 较为 复杂 ,通常 只 讨论 如 下 两 种 简单 情 
JE. :限于 求 整数 解 ; 作 为 底数 的 未 知 数 的 函数 式 恒 取 
正 值 . 例如 , 解 方程 
| 3 
由 logsz 知 x0. HLZr EIU XALTE CO. to) LAR 
义 , 对 方程 的 两 边 取 以 3 为 底 的 对 数 得 

8 = (2 十 logjz)logi;Zz. 

^ y-—logir,fd 8=(2+y)y. BZA n= — 4592 
一 2, 即 log:z 王 一 4 或 log3sz 王 2, 所 以 原 方程 的 解 为 
4:2 1/815:;—9. 

指数 方程 的 解法 (solving process of exponetial 
equations) 解 指 数 方程 的 一 般 方法 . 一般 的 指数 
方程 无 初等 解法 ,但 对 一 些 特殊 形式 的 指数 方程 可 
用 初等 方法 求解 . 其 一 般 思 路 是 :利用 指数 函数 与 对 
数 函 数 的 性 质 , 或 变 元 代 换 法 ,把 指数 方程 转化 为 代 
数 方程 求解 . 几 类 简单 指数 方程 的 解法 是 : 

1. JÉ lll a* —5(a2»0, az 10 B] 5 E. 根据 对 数 的 
XE X .24 5720 时 ,方程 有 惟一 解 x — logd; 4 5x0 
时 ,方程 无 实数 解 . 

2. 形 如 a PW — 5*9? (a> 0,a251;02 0,025 D EJ 
指数 方程 : 

D 4a=b ABH aO =a ,根据 “底数 不 
为 1 时 , 同 底 的 宏 相 等 , 则 指数 亦 相 等 ”的 寡 函 数 性 
质 ,方程 aM —a*? 58 f(z) 二 g(x) 等 价 . 因而 只 要 
求 出 方程 f(x) 二 g(x) 的 实数 根 ,就 是 原 指数 方程 
的 根 . 

2) S a 关 b 时 ,可 对 方程 a ”二 ”的 两 边 取 常 
用 对 数 , 得 等 价 方程 f(x)lga 二 g(x)lgb, 解 这 个 方 
程 即 可 . 

3. 形 如 f(a) =0(a>0,a4l) MHRA. 常 
用 换 元 法 求解 . 设 辅助 未 知 数 y — a^ ,将 指数 方程 化 
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2+log, x 


初 等 代 数 


为 关于 辅助 未 知 数 的 代数 方程 fy) 王 0. 解 这 个 代 
数 方程 求 出 辅助 未 知 数 的 所 有 值 Yis Y2" Yes A MI 
48 Bc A f A a — yia m ys tt a= 
对 于 每 个 有 意义 的 式 子 , 解 出 未 知 数 就 得 到 原 方程 
的 全 部 解 . 以 上 解 指 数 方程 的 过 程 中 均 属 同 解 变形 ， 
是 否 需 要 验 根 ,要 看 将 指数 方程 如 上 化 为 代数 方程 
后 ,该 代数 方程 是 否 需 要 验 根来 决定 . 

指数 方程 的 图 象 解法 (graphic solution of ex- 
ponential equation) 指数 方程 的 一 种 特殊 解法 . 指 
用 图 象 求 指数 方程 近似 解 的 方法 .在 某 些 指数 方程 
中 ,如 方程 2 关 一 4z 一 0 可 采用 图 象 解 法 , 求 出 解 的 近 
似 值 .图 象 解法 的 步骤 是 : 

1. 将 方程 变形 为 f (x2— g GO BE XX. — RB 
指数 中 有 未 知 数 的 项 留 在 方程 的 一 端 ,其 余 项 移 到 
方程 的 另 一 端 . 

2. yv f Gn. yi g GO FER A fa En 
系 中 做 出 PR BX yi 和 ye 的 图 象 . 图 象 Yis Y2 交点 的 横 
坐标 就 是 方程 的 解 . 

3. 通过 对 图 象 的 观察 ,估计 出 交点 横 坐 标的 值 
(或 近似 值 ). 

4. 代入 原 方程 进行 检验 . 

对 数 方程 logarithmic equation) 一 种 超越 方 
程 . 指 含 有 关于 未 知 数 的 对 数 式 ,而 不 含 其 他 超越 式 


的 方程 .例如 ,方程 log,z 一 Y x ,2logir+2log.4=5 
都 是 对 数 方程 .在 一 个 对 数 方程 中 允许 对 数 式 的 底 
数 与 真 数 都 是 未 知 数 的 代数 式 , 因 为 用 换 底 公式 可 
以 将 其 化 为 底数 是 常数 的 对 数 式 . 

最 简 对 数 方 程 (simplest logarithmic equation) 
一 种 特殊 的 对 数 方程 . 指 未 知 数 指数 为 1 的 对 数 方 
Fe. FZ a log.r=b(a>0,aFl) WA FE FR W zc fe OT AC 
方程 .根据 对 数 的 定义 , 原 方 程 转换 为 指数 式 r= 
a^ ，, 它 是 最 简 对 数 方程 的 惟一 解 . 

对 数 方程 的 解法 (solving process of loga - 
rithmic equations) 解 对 数 方 程 的 一 般 方法 . 对 数 
方程 只 有 在 特殊 情况 下 才能 用 普通 初等 方法 求解 . 
在 实数 范围 内 求解 一 些 特殊 类 型 的 对 数 方程 的 常见 
AE: 

l. [B] JE iE. 主要 用 于 求解 形 如 log. f Cx) 
一 log.8(z) 的 对 数 方程 .对 此 只 要 求 在 条 件 f(a) > 
0,gC(x)20 下 方程 f(z) 二 g(x) 的 解 即 可 . 

2. 换 元 法 . 可 用 于 下 述 几 种 类 型 的 对 数 方程 的 
求解 : 

D XP-FJÉSWB F(og.f(x)-20,. “HR, 
4 y —log.f GO HARRAE Fly) —0 ER. 

2) 对 于 形 如 


SJ ajlog, f(x) = b 
i=] 
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的 对 数 方程 , 令 y; log. f; GO ,使 原 方程 转化 为 关于 
y;G—1 LE my n 元 一 次 方程 


» a;y; = b. 
1 一 1 


3) 对 于 形 如 f (2 7? —bf* GOBPSPÉUS 8 9S 

边 取 对 数 化 为 
log? f Cz) =alog, f(x) +log,b, 

&y=log f(x) , BRK AR AE y —ay—log.b=0. 

3. 转换 法 . 可 利用 对 数 的 定义 ,把 对 数 方程 中 的 
对 数 式 转换 为 指数 式 , 从 而 去 掉 对 数 符 号 ,然后 求 
解 . 转换 法 主要 用 于 下 述 几 种 类 型 的 对 数 方程 的 求 
解 : 

D 对 于 形 如 logaf (1) =b 的 对 数 方程 ,可 在 
Sa) > OR AE FRE f(x) =a’. 

2) 对 于 形 如 logjycg GO —c 的 对 数 方程 ,可 在 
fla) >0 BH fGozEl.gG202»0 MAE RAE 

[f(x f -gG). 
3) 对 于 形 如 


Pailog,f.(z) =% 

的 对 数 方程 ,可 先 化 为 
log: [ees 

然后 在 f(x) S06 = 1.240 om) REE 
I LAG] = a? 


4. 图 象 法 . 对 于 在 方程 中 除 含有 未 知 数 的 对 数 
式 外 ,还 含有 其 他 代数 式 的 对 数 方程 ,例如 2logsx 
十 x 一 8 二 0, 可 用 图 象 法 求 出 它 的 解 或 解 的 近似 值 
(参见 “对 数 方程 的 图 象 解法 ”). 

解 对 数 方程 时 ,由 于 去 反对 数 符 号 后 要 扩大 方 
程 未 知 数 允 许 值 范 围 及 在 解 转 化 后 的 一 些 代 数 方程 
可 能 进行 非 同 解 变形 等 原因 ,所 以 最 后 要 验 根 ， 

x] 36 77; £z B3 [8 $8 RETE (graphic solution of loga- 
rithmic equation) 用 图 象 求 对 数 方 程 近似 解 的 方 
法 .在 某 些 对 数 方程 中 ,未 知 数 不 只 含 于 对 数 的 真 数 
或 底数 里 ,例如 ,对 数 方程 3logszx 十 2z 一 6 二 0, 常 采 
用 图 象 解法 , 求 出 它 的 解 或 解 的 近似 值 . 图 象 解法 的 
步骤 是 : 

1. 将 方程 变形 为 1 (x)= 二 g(xz) 的 形式 , 常 把 真 
数 或 底数 中 有 未 知 数 的 项 留 在 方程 的 一 端 (如 果 未 
知 数 在 对 数 的 底数 中 ,可 用 换 底 公式 换 到 真 数 中 
ZO ,其 余 项 移 到 方程 的 另 一 端 , 

2. 邻 yu, — f(x).ys— g x2, ,在 同一 直角 坐标 系 
中 做 出 函数 yi 和 yz 的 图 象 ,图 象 215.5 交点 的 横 坐 
标 就 是 方程 的 解 . 

3. 通过 对 图 象 的 观察 ,估计 出 交点 横 坐 标的 值 


(或 近似 值 ). 
4. 代入 原 方程 进行 检验 . 
方程 组 (system of equations) ” 亦 称 联 立 方程 . 
方程 的 基本 概念 之 一 . 若干 个 被 一 并 考虑 的 方程 的 
联合 , 称 为 方程 组 . 由 mx 个 关于 个 未 知 数 zi ,zs， 
t, 的 方程 组 成 的 方程 组 可 记 为 
Ji dug se sb. 


Io gm T= 0, 


dC assa uia. jas. 

特别 地 ,单独 一 个 方程 可 认为 是 只 含 一 个 方程 的 方 
FEH. 所 谓 方程 组 的 解 是 指 组 中 各 方程 的 共同 解 , 即 
组 中 各 方程 的 解 集 的 交集 . 每 个 方程 左 侧 都 是 多 项 
式 ( 即 是 整 式 方程 ?的 方程 组 称 为 代数 方程 组 ,组 中 
方程 的 最 高 次 数 称 为 这 个 方程 组 的 次 数 . 方程 组 可 
能 没有 解 ,此 时 称 为 不 相 容 方程 组 或 矛盾 方程 组 . 求 
出 方程 组 的 解 或 判定 方程 组 无 解 的 过 程 , 称 为 解 方 
程 组 (参见 本 卷 《 高 等 代数 》 中 的 “代数 方程 组 ”). 

EXE 37 7j f (simultaneous equations) EI“) 
组 ”. 

代数 方程 组 (algebraic system of equations) 
见 “ 方 程 组 ”. 

解 方程 组 (Csolving the system of equations) 
ILU REB. 

方程 组 的 同 解 定理 (equivalent theorem of the 
system of equations) 方程 组 同 解 变形 的 重要 定 
理 .方程 组 在 保持 同 解 性 的 前 提 下 ,所 允许 进行 变形 
的 一 些 结论 的 统称 .为 了 叙述 方便 ,约定 F， 
Di —1,2,3, mm) HB SEAR BIG xi ,Xx;，… ,Xx 的 解 
析 表 达 式 ,常用 的 方程 组 的 同 解 定 理 有 : 

1. 同 解 方程 代 换 定理 . 方程 组 里 的 某 一 个 (或 几 
个 ) 方 程 ,用 与 它 同 解 的 一 个 (或 几 个 ) 方 程 去 代替 ， 
所 得 的 方程 组 与 原 方程 组 同 解 . 

2. 代入 消 元 定理 . 方程 组 里 的 某 一 方程 ,如 果 其 
中 一 个 未 知 数 能 用 另 一 些 未 知 数 的 解析 式 表 示 出 
来 ,那么 在 这 方程 组 里 的 另 一 些 方程 中 , 凡 出 现 此 未 
知 数 的 地 方 都 用 这 个 解析 式 去 代 蔡 ,所 得 的 方程 组 
和 原 方程 组 同 解 . 

3. 加 减 消 元 定理 . 方程 组 里 的 两 个 方程 的 两 边 
分 别 相 加 ( 减 ), 用 所 得 到 的 方程 去 代替 这 两 个 方程 
里 的 任 一 方程 后 所 得 的 方程 组 ,和 原 方程 组 同 解 . 一 
般 地 TEA ERR LE, 


di å? Aim 
Qo, az Am 

天 0， 
Ami Am? yis Amm 


JW 7r ALF —0, F; 0, F,—0) 5 


方 程 


Qul spas cp ebd IE Oy 

ag F; + agF; + ++ + auF,—0, 

Am Ey + a, Fd td auuF, = 0 
同 解 . 

4. 方程 组 分 裂 定 理 . 方程 组 里 的 某 一 方程 如 果 
一 边 为 大 于 个 因 式 的 乘积 , 另 一 边 为 零 的 形式 . 令 这 
些 因 式 分 别 为 零 而 得 到 若干 个 方程 ,将 这 些 方程 逐 
一 和 原 方程 组 中 的 其 余 方程 组 成 新 的 方程 组 ,那么 
原 方程 组 的 解 就 是 这 些 新 方程 组 的 解 的 全 体 . 

5 弃 去 多 余 方程 定理 . 方程 组 中 某 一 方程 是 其 
他 某 些 方程 的 结果 方程 时 ,那么 弃 去 这 个 结果 方程 
所 得 新 方程 组 和 原 方程 组 同 解 . 

6. 换 元 法 定理 . 知 方程 组 的 每 一 个 方程 都 含有 
某 个 (或 几 个 ) 字 母 组 成 的 相同 解析 式 , 可 用 一 新 变 
元 代 换 这 个 解析 式 , 便 得 到 一 个 简化 方程 组 ,那么 这 
个 简化 方程 组 及 新 变 元 代 换 解析 式 所 得 方程 联合 组 
成 的 新 方程 组 ,与 原 方程 同 解 . 

7. 结果 方程 代 换 定理 . 如 果 能 找到 方程 组 的 某 
一 方程 的 结果 方程 ,用 它 代 换 这 个 方程 后 所 得 新 方 
程 组 有 利于 求解 时 ,那么 原 方 程 组 的 解 全 部 包含 在 
新 方程 组 中 . 因此 , 几 使 用 过 本 定理 进行 过 方程 变 
JE. ,必须 对 方程 组 的 解 进行 检验 , 舍 去 增 解 . 

相 容 方程 组 (compatible system of equations) 
解 方程 组 的 一 个 相关 概念 . 有 非 空 解 集 的 方程 组 称 
为 相 容 方程 组 ,此 时 方程 组 内 的 各 个 方程 彼此 不 矛 
盾 , 或 可 说 各 方程 之 间 是 相 容 的 . 

矛盾 方程 组 (contradictory equations) 一 种 特 
殊 的 方程 组 . 在 求解 范围 内 无 解 ( 解 集 为 空 集 ) 的 方 
程 组 称 为 这 个 范围 内 的 矛盾 方程 组 .一 个 方程 组 中 ， 
大 有 一 个 矛盾 方程 , 它 必 然 是 矛盾 方程 组 ; 若 方程 组 
中 的 每 个 方程 都 不 是 矛盾 方程 ,但 它们 所 表达 的 条 
件 是 彼此 矛盾 的 , 则 它 也 是 矛盾 方程 组 .矛盾 方程 组 
是 相对 的 , 它 与 给 定 的 数 集 有 关 , 在 扩大 给 定 的 数 
集 , 有 时 可 以 使 一 个 矛盾 方程 组 转化 为 有 解 的 非 矛 
盾 方程 组 , 即 “ 相 容 方 程 组 ”. 

消 元 法 (elimination〉 解 方 程 组 的 一 种 重要 方 
法 . 按 一 定 的 规则 从 几 个 含有 若干 变 元 字母 的 等 式 
中 消去 一 个 或 几 个 变 元 字母 的 方法 . 消 元 法 有 许多 
应 用 ,例如 : 

1. 利用 加 减 消 元 法 、 代 入 消 元 法 和 比较 消 元 法 
等 解 方程 组 ， 

2. 把 曲线 的 参数 方程 化 为 普通 方程 时 消去 参 
数 . 

3. 证 明 条 件 等 式 中 的 消 元 法 . 

4. 从 空间 直线 方程 求 其 在 各 坐标 面 上 的 投影 方 
程 时 的 消 元 法 等 . 

在 消 元 的 过 程 中 ,如 果 先 消去 一 个 未 知 数 , 得 到 
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一 个 新 方程 ,再 由 这 个 新 方程 与 其 他 方程 消去 第 二 
个 未 知 数 , 这 样 逐一 消去 方程 组 的 未 知 数 , 直 至 最 后 
得 到 一 元 方程 (从 而 进一步 求 出 方程 组 的 解 集 ), 这 
样 的 消 元 方法 称 为 解 方程 组 的 累 次 消 元 法 . 

XU CK (repeated elimination) 
法 ” 

代入 消 元 法 (elimination by substitution) ff 
方程 组 的 一 种 常用 方法 . 对 于 给 定 的 一 个 ”元 方程 
组 ,如 果 能 从 其 中 一 个 方程 解 出 某 个 未 知 数 , 即 能 得 
到 用 其 余 未 知 数 表示 该 未 知 数 的 式 子 , 则 将 这 个 式 
子 代 入 其 余 的 方程 ,使 方程 组 变 成 一 个 n 一 1 元 方程 
组 , 称 为 代入 消 元 法 .对 于 上 述 得 出 的 ”一 1 元 方程 
组 ,如 果 继 续 运 用 代入 消 元 法 ,可 得 ”一 2 元 方程 组 ， 
如 此 继续 进行 直至 得 出 一 个 一 元 方程 ,就 可 能 最 终 
解 出 原 方程 组 的 解 集 .在 解 方程 组 时 ,为 简便 起 见 ， 
常 将 代入 消 元 法 与 其 他 消 元 法 结合 使 用 . 

Dn wR i FC HK (elimination by addition or sub- 
traction) ” 解 方 程 组 的 一 种 常用 方法 . 4E — Pn 70 
方程 组 中 , 知 某 两 个 方程 中 含 某 个 未 知 数 的 对 应 的 
同类 项 系数 成 比例 , 则 可 将 一 个 方程 乘 上 一 个 非 零 
常数 使 两 个 方程 对 应 同类 项 的 系数 的 绝对 值 相等 ， 
然后 将 两 式 相 加 或 相 减 ,得 到 一 个 不 含 此 未 知 数 的 
n 一 1 元 的 方程 , 称 为 加 减 消 元 法 . 加 减 消 元 法 的 依 
据 是 方程 组 同 解 变形 的 加 减 消 元 定理 (参见 “方程 组 
的 同 解 定理 ”), 它 可 以 用 于 解 方 程 组 的 全 过 程 ,但 经 
常 与 其 他 消 元 法 结合 使 用 . 

比较 消 元 法 (elimination by comparison) f 
方程 组 的 一 种 常用 方法 . 先 在 两 个 方程 中 分 别 求 出 
Bo tT ARAB [8] — 4 5&3» Ria a SR AS 
消去 被 表示 式 中 的 某 些 未 知 数 . 

1& JL ik (solving by changing variable) 亦 称 
辅助 未 知 数 法 ,又 称 变 元 代 换 法 . 解 方程 组 的 一 种 重 
要 方法 . 它 是 普遍 应 用 的 一 种 方法 ,其 一 般 意 义 是 将 
由 一 个 或 几 个 变 元 构成 的 数学 表达 式 中 的 一 部 分 用 
新 的 变 元 表示 ,以 利于 问题 的 解决 . 这 里 仅 给 出 在 解 
方程 (组 ) 和 解 不 等 式 ( 组 ) 中 的 应 用 . 

1. 在 解 一 元 方程 (或 多 元 方程 组 ) 的 过 程 中 ,有 
时 能 用 新 变 元 代 换 方程 的 部 分 解析 式 , 且 代 换 后 所 
得 新 方程 更 有 利于 求解 , 当 解 得 新 变 元 的 值 后 ,再 按 
照 原来 所 设 的 新 旧 变 元 的 关系 式 , 求 出 原来 变 元 的 
值 . 解 方程 应 用 换 元 法 的 依据 是 方程 和 方程 组 同 解 
定理 中 的 换 元 定理 . 以 一 元 方程 为 例 , 一 元 方程 FLy 
(r)]-0 与 方程 组 

u = qx), 
F(u) = 0 


见 “ 消 元 


同 解 . 
2. 在 解 不 等 式 时 , 亦 可 用 新 变 元 去 代 换 不 等 式 
的 部 分 解析 式 , 而 得 到 一 个 形式 较 简便 易于 求解 的 
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Bi BGK. 
辅助 未 知 数 法 (solving by changing variable) 
即 “ 换 元 法 ”. 

变 元 代 换 法 (solving by changing variable) 
即 “ 换 元 法 ”. 

一 次 方程 组 (system of linear equations) J, 
本 卷 《4 高 等 代数 ) 同 名 条 . 

线性 方程 组 (system of linear equations) Bi 
“一 次 方程 组 

二 元 一 次 方程 组 (system of binary linear equa- 
tions) ” 亦 称 二 元 线性 方程 组 . 一 种 常用 的 代数 方 
程 组 . 即 只 含有 两 个 未 知 数 的 二 元 一 次 方程 组 . TE] 
等 数学 中 ,二 元 一 次 方程 组 常 指 有 两 个 方程 的 二 元 
一 次 方程 组 , 它 的 标准 形式 是 

ax + biy = Cis 
az + boy = c,. 
其 中 ,每 个 未 知 数 至 少 有 一 个 系数 不 为 零 . 

二 元 线性 方程 组 (binary system of linear equa- 
tions) ”有 即 “ 二 元 一 次 方程 组 ”. 

二 元 一 次 方程 组 的 解法 (solving process of the 
system of binary linear equations) 解 二 元 一 次 方 
程 组 的 一 般 方 法 . 一 个 含有 两 个 方程 的 二 元 一 次 方 
程 组 总 可 以 化 成 它 的 标准 形式 

aiz b, yc, 
asz Hby —c,. 
其 解法 常见 的 有 : 

1. 代入 消 元 法 . 从 一 个 方程 , 解 出 一 个 未 知 数 ， 
或 用 另 一 未 知 数 表示 该 未 知 数 ,代入 另 一 方程 消 掉 
该 未 知 数 得 一 个 一 元 方程 , 解 此 一 元 方程 求 出 一 个 
未 知 数 的 值 ,再 把 求 出 的 值 代入 前 面 的 一 个 式 子 求 
出 男 一 个 未 知 数 的 值 , 

2. 加 减 消 元 法 . 把 方程 组 的 一 个 或 两 个 方程 的 
两 端 乘 上 某 些 非 零 数 ,使 两 个 方程 变形 后 有 一 个 未 
知 数 的 系数 相同 (或 为 相反 数 ), 然 后 将 所 得 二 方程 
相 减 (或 相 加 ), 消 掉 一 个 未 知 数 , 解 之 . 


3. 行列 式 法 : 
1) 当 方 程 组 的 系数 行列 式 
a, bi 
p= = db) 95:0 
a, b, 
时 ,计算 
c, bi Qa, € 
DS ， D,= à 
€; b, Gy: C5 
D, D, 
i 而， M 一 DS 


2) 4 D=0 H D, 关 0 或 D, 关 0 时 ,方程 组 无 
解 . 
3) 当 D=D,=D,=0ON n] JA Jr f HP Pa 7 


程 的 任意 一 个 求 出 原 方程 组 的 解 ( 参 见 “ 二 元 一 次 方 
程 的 解法 ”). 

4. 图 象 法 .在 直角 坐标 系 xOy 中 ,分 别 做 出 直 
线 ax tby =c: 5 ax Hby = cs Fi A EE ZR AA Ac, MI 
AC à AE T 3e 73 E £H. BAI TEE — E A EFT 0] 77 78 
组 无 解 ; 若 两 直线 重合 , 则 重合 直线 上 的 每 一 点 的 坐 
标 都 是 方程 组 的 解 . 

二 元 二 次 方程 组 (system of binary quadric e- 
quations) 一 种 常用 的 代数 方程 组 . 即 只 含 两 个 未 
知 数 的 (两 个 ) 整 式 方程 组 成 , 旦 各 整 式 的 最 高 次 数 
为 二 的 方程 组 . 二 元 二 次 方程 组 常 有 两 种 类 型 :第 一 
类 型 是 由 一 个 二 元 二 次 方程 和 一 个 二 元 一 次 方程 所 
组 成 的 方程 组 , 它 的 一 般 形式 可 写成 

Mod — az?! + bry tay +d +eyt+fi= 0, 
F:(z,y) = djx + ey + f = 0. 
其 中 a1501 cl 不 全 为 零 ,d， 和 e» 也 不 全 为 零 ; 第 二 
类 型 是 由 两 个 二 元 二 次 方程 所 组 成 的 方程 组 , 它 的 
一 般 形式 可 写成 
o Ree as 
Fr(zyy) 一 az 十 Dozy 十 czy 十 dz 十 exy 十 广 一 0. 
其 中 A 9b, 5) 不 全 为 零 ,as bsc; 也 不 全 为 零 ， 

二 元 二 次 方程 组 的 解法 (solving process of the 
system of binary quadric equations) 解 二 元 二 次 
方程 组 的 一 般 方 法 . 一 般 应 视 方程 组 的 具体 特点 选 
择 适 宜 的 解法 .求解 的 基本 方法 是 消 元 、 降 次 和 换 
元 . 具体 作法 是 : 

1. 第 一 类 型 的 二 元 二 次 方程 组 

Feo- de tpat Oy D a Eo 

Gx ,y)=artbytec=0. (2) 
常用 的 解法 有 : 

1) 降 次 法 . 如 果 方 程 组 中 的 二 次 方程 F(x,y) 
— 0 的 左边 能 分 解 因 式 , 即 FC, y) =f, y). 
g Go y) ,那么 方程 组 可 变形 为 

ae -glz,y) = 0, 
Qr, y) = 0. 
于 是 解 下 列 两 个 二 元 一 次 方程 组 即 可 求 得 原 方程 组 
的 解 : 
aun ES pum — 0, 
QCr,y) = 0; Qr, y) = 0. 

2) 消 元 法 , 如 果 方 程 组 中 的 二 次 方程 (1) 难 以 
分 解 因 式 , 常 将 方程 组 中 的 一 次 式 (2) 等 价 变形 为 y 
=n) RAC) $15 Flr eo) ]=0, KK TRA 
元 y( 或 者 将 (2) 式 等 价 变形 为 x 二 p(y) 代 入 (1) 中 ， 
得 FLyy),yj 二 0, 消 去 了 未 知 元 x), 得 到 一 个 一 元 
方程 .可 整理 成 ix 十 mz 十 n= 二 0( 或 py! d-qy 4-r— 0) 
的 形式 , 解 出 x( 或 y) 的 值 ,最 后 求 出 方程 组 的 解 . 

2. 第 二 类 型 的 二 元 二 次 方程 组 


方 程 


F(z,y) = Aii? + Bizy + Cy y! + Dic + Evy +F = 0, (3) 
hit = A,r’? + Bazy + Cy + Dr + Epy +F, = 0, (4) 
常用 的 解法 有 : 

1) 降 次 法 . 如 果 方 程 组 的 两 个 方程 中 ,有 一 个 
方程 的 左边 能 分 解 因 式 ,假设 (3) 式 能 分 解 , 设 
F(z,y) 二 f(z,y)g(x,y), 则 方程 组 可 变形 为 - 

oe 
G(r,y)-—0. 
然后 解 出 下 列 两 个 第 一 类 型 的 二 元 二 次 方程 组 : 
人 nae 
G(x,y)-—0; Gp y)=0 
就 可 得 到 原 方程 组 的 解 . 如 果 方 程 组 的 两 个 方程 中 
的 所 有 同类 二 次 项 的 系数 成 比例 , 则 可 用 加 减 消 元 
法 消去 二 次 项 ,使 之 降 次 为 二 元 一 次 方程 . 如 果 方 程 
组 的 两 方程 的 左边 有 公 因 式 , 而 右边 是 不 等 于 零 的 
常数 , 则 可 将 两 方程 的 两 边 分别 相 除 , 以 降低 方程 的 
次 数 . | 

2) 消 元 法 . 在 方程 组 的 两 个 方程 中 ,所 有 含 某 
个 未 知 元 的 对 应 项 系数 成 比例 , 则 可 用 加 减 消 元 法 
消去 这 个 未 知 元 ,可 得 到 一 个 一 元 方程 . 

3) 换 元 法 . 如 果 方 程 组 中 的 两 个 方程 , 均 含有 
某 个 相同 代数 式 , 可 另 设 某 变 元 代 换 此 式 , 使 方程 组 
化 简 . 

4) 图 象 解法 .在 直角 坐标 系 中 画 出 两 个 方程 组 
对 应 的 曲线 ,两 曲线 交点 的 坐标 就 是 方程 组 的 实数 
解 . 这 是 方程 组 解 的 几何 意义 .图 象 解法 有 时 只 能 求 
出 方程 实数 解 的 近似 值 . 

三 元 一 次 方程 组 (system of ternary linear e- 
quations)” 亦 称 三 元 线性 方程 组 .一 种 常见 的 代数 
方程 组 . 即 由 一 个 或 几 个 (有 限 个 ) 一 次 方程 所 组 成 
的 整 式 方程 组 中 只 含有 三 个 未 知 数 的 方程 组 . 在 初 
等 数学 中 常 指 含 有 三 个 方程 的 三 元 一 次 方程 组 , 它 
的 标准 形式 为 

a,z3-6,y4-ciz—d,;, 
[toto 
ast bye —d;, 

其 中 ,每 个 未 知 数 至 少 有 一 个 系数 不 为 零 . 

三 元 线性 方程 组 (ternary system of linear e- 
quations) ”有 即 “三 元 一 次 方程 组 ”. 

三 元 一 次 方程 组 的 解法 (solving process of the 
system of ternary linear equations) 解 三 元 一 次 方 


程 组 的 一 般 方法 . 三 元 一 次 方程 组 


arctoytez=d,; (1) 

" + by + cz = d;, (2) 

qur ba Tez = aes (3) 
常用 的 解法 有 : 


1. 加 减 消 元 法 . 任 取 两 个 方程 (假设 取 方 程 (1) 
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v = 代 数 


和 (2)) 两 边 乘 以 一 个 适当 的 数 , 使 方程 中 要 消去 的 
那个 未 知 数 的 系数 的 绝对 值 相等 ,然后 相 加 减 , 即 可 
消去 一 个 未 知 数 , 得 出 另 两 个 未 知 数组 成 的 一 个 二 
元 一 次 方程 ( 令 为 (4) 式 ); 然 后 又 取 另 外 两 个 方程 
( 取 (2)(3) 或 (1)(3) 均 可 ), 用 相同 的 方法 从 这 两 个 
方程 中 仍 消 去 前 面 被 消去 的 那个 未 知 数 , 又 得 到 一 
个 二 元 一 次 方程 ( 令 为 (5) 式 ), 则 (4),(5) 式 构成 二 
它 代 入 三 元 方程 组 的 任 一 方程 都 可 求 得 第 一 次 被 消 
去 那个 未 知 数 的 值 ,从 而 求 得 这 个 三 元 一 次 方程 组 
的 解 . 

2. 代入 消 元 法 . 先 从 一 个 方程 ( 设 为 (1 ) 式 ) 里 ， 
把 一 个 未 知 数 ( 例 如 y) 化 成 用 另 两 个 未 知 数 ( 例 如 
zx,z) 的 代数 式 来 表示 ,把 这 个 代数 式 代 和 人 男 两 个 方 
程 里 ,就 从 这 两 个 方程 里 消去 了 一 个 未 知 数 (消去 
》) 得 到 一 个 二 元 一 次 方程 组 . 

3. 行列 式 解 法 .在 三 元 一 次 方程 组 中 ,如 果 系 数 
行列 式 
a, b c 
pe #0, 


a, b, c; 


a; b} c3 


再 计算 


a, 6, d; 
可 写 出 方程 组 的 惟一 解 是 
(3,2) — £ (DaD, DJ. 


当 三 元 一 次 方程 组 无 解 或 解 不 惟一 时 ,必须 区 分 情 
况 解 之 . 现 以 行列 式 解法 为 例 讨论 如 下 : 

D 4 DAO 时 ,方程 组 有 惟一 解 . 

2) M D=0,D,,D,,D, 中 至 少 有 一 个 不 为 零 
时 ,方程 组 无 解 . 

3) 4 D=D,=D,=D,=0 时 ,三 个 方程 中 至 少 
有 一 个 方程 是 另外 两 个 的 结果 方程 ,可 以 从 方程 组 
rp Al ER E ,假设 方程 组 中 的 第 三 个 方程 是 前 两 个 方 
程 的 结果 方程 ,被 剔除 后 得 方程 组 


sees (4) 
a,x--b,y-4- cz — d,. (5) 
可 如 下 解 之 : 当 三 个 行列 式 

a b, a) Cy b, Cy 

doc b, í i5 65 Dar 36s 
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中 至 少 有 一 个 不 为 零 时 ,不 妨 设 


a, b P 
a, b, i 


可 将 (4),(5) 表 为 
aix T 65,y-—d,-—cz, 


uto Dy. =a = Ge, 
将 z 看 成 参数 , 即 设 z==t, 解 之 得 


dit b ü Jy 
d =c;t b; d; d;—6;t 
= a, bi m a, b 
a, b, â; b; 
当 
a, bi fa Oy D; c ath 
a, b 4» C2 b; Cy 
时 ,如 果 
dy ud b, d, £p d, 
a NBS xiu Ves 4s 


中 有 一 个 不 为 零 , 则 方程 组 无 解 , 否 则 解 artboy 
十 ciz 一 Qi 可 确定 方程 组 的 解 . 

三 元 齐 次 线性 方程 组 (system of ternary homo- 
geneous linear equations) ” 亦 称 三 元 一 次 齐 次 方程 
组 . 一 种 特殊 的 线性 方程 组 . 即 方程 组 中 的 各 个 方程 
的 常数 项 都 是 零 的 三 元 线性 方程 组 . 在 初等 数学 中 ， 
三 元 齐 次 线性 方程 组 常 指 如 下 形式 的 方程 组 

2i 立 十 07 十 cz 一 0 
ortho ca 
a,x Hby + c;z = 0. 
三 元 齐 次 线性 方程 组 总 有 和 零 解 (zx,y,z) 二 (0,0,0). 
当 系 数 行列 式 不 等 于 零 时 , 它 只 有 零 解 . 当 系 数 行列 
式 等 于 零 时 ,有 无 穷 多 个 非 零 解 (参见 本 卷 4 高 等 代 
数 》 中 的 “ 齐 次 线性 方程 组 ”). 

三 元 一 次 齐 次 方程 组 (system of ternary homo- 
geneous linear equations) 即 “ 三 元 齐 次 线性 方程 
组 ”. 

完全 三 角形 方程 组 (system of complete trian- 
一 种 特殊 的 线性 方程 组 . 形 如 


Ayr, 一 b, , 


gle equations) 


5X; s Art. 一 bo 


azı + 43525 + 3323 = bs, 


Cade T Giga 0 
的 方程 组 称 为 完全 三 角形 方程 组 ,其 中 对 角 线 上 的 
系数 ansast ,am 都 不 等 于 零 . 在 完全 三 角形 方程 
组 中 ,方程 的 个 数 等 于 未 知 数 的 个 数 ; 任 何 完全 三 角 
形 方 程 组 有 惟一 解 .求解 时 可 用 “逐步 代 人 法 ”, 即 先 
从 第 一 个 方程 求 出 zi, 代 入 第 二 个 方程 求 出 zz 将 
Ti 与 X2 之 值 代入 第 三 个 方程 求 出 ZX3， 如 此 继续 下 


去 ,直到 求 出 每 个 未 知 数值 . 

分 式 方程 组 (system of fractional equations) 
一 种 常用 的 代数 方程 组 . 在 有 理 方程 组 成 的 方程 组 
中 ,至 少 有 一 个 方程 是 分 式 方程 时 , 称 为 分 式 方程 
组 . 解 分 式 方程 组 时 , 常 把 方程 组 中 各 个 分 式 方程 的 
两 边 乘 以 适当 的 整 式 (分 母 的 最 低 公 倍 式 ), 将 它 变 
形 为 整 式 方程 ,然后 解 这 个 整 式 方程 组 . 由 于 对 方程 
两 边 乘 以 适当 的 整 式 非 同 解 变形 ,有 增 根 的 可 能 , 因 
此 ,必须 把 求 得 的 整 式 方 程 组 的 解 代 人 所 乘 的 整 式 
或 代 和 人 原 方程 组 进行 检验 . 

无 理 方 程 组 (system of irrational equations) 
一 种 常用 的 代数 方程 组 . 即 至 少 有 一 个 是 无 理 方 程 
的 代数 方程 组 ,其 解法 的 一 般 步 骤 是 : 

1. 化 无 理 方 程 为 有 理 方程 ,化 法 参见 “无 理 方程 
的 解法 ”. 

2. 解 由 有 理 方 程 组 成 的 方程 组 . 

3. 验 根 . 

指数 方程 组 (system of exponential equations) 
一 种 常用 的 代数 方程 组 . 指 由 几 个 指数 方程 ,或 至 少 
有 一 个 指数 方程 和 几 个 代数 方程 组 成 的 方程 组 . 其 

1. 把 方程 组 中 的 指数 方程 化 为 代数 方程 . 

2. 解 代数 方程 组 . 

3. 验 根 . 

对 数 方程 组 (system of logarithmic equations) 
一 种 常用 的 代数 方程 组 . 指 由 几 个 对 数 方程 ,或 至 少 
有 一 个 对 数 方程 和 几 个 代数 方程 组 成 的 方程 组 . 解 
对 数 方程 组 的 一 般 步 又 是 : 

1. 把 方程 组 中 的 对 数 方 程 化 为 代数 方程 ,化 法 
参见 “对 数 方程 的 解法 ”. 

2. 解 代数 方程 组 . 

3. 验 根 . 


e 2r Sy SL) 


见 本 卷 《数学 分 析 》 同 名 条 . 
亦 称 变数 或 变 元 . 见 本 卷 《 数 


A i (function) 

变量 (variable) 
学 分 析 》 同 名 条 . 

d y (variable) 

常量 constant) 
析 》 同 名 条 . 

常数 (constant) 即 “ 常 量 ” 

中 间 变 量 (intermediate variable) 
学 分 析 ) 同 名 条 . 

函数 的 相等 (equality of functions) — PR ZCIR] HJ 
是 D, 5 D; , W R D:=D:=D, HEA r€ D, 
fi (x)= f(x) , AU ER K RK 广 (z) 与 f;CxMBSE, Hid 


BD “a5 Et”, 
亦 称 常 数 . 见 本 卷 《 数 学 分 


见 本 卷 《 数 


E A 与 数 Di 


为 fia) = flr). 图 数 的 相等 也 可 表述 为 : 行 两 个 
图 数 有 相同 的 定义 域 和 相同 的 对 应 关系 , 则 称 这 两 
个 函数 相等 . 

E X BY X A OH (representative method of a 
function) NPRM MA. 常用 的 表示 法 有 : 

1. 解析 法 .用 解析 式 表示 两 个 变量 之 间 的 函数 
KA. 如 果 把 因 变 量 直接 表示 成 目 变 量 的 解析 式 ,这 
种 表示 法 称 为 函数 的 显 式 表示 法 ,例如 y 王 2sinZz 十 
1,y 二 lg V1 一 x 等 ;如 果 因 变量 与 自 变 量 之 间 的 关 
系 是 用 含 两 种 变量 的 解析 式 的 方程 式 表 示 , 这 种 表 
示 法 称 为 涌 数 的 隐 式 表示 法 ,例如 十 y= 二 1， 
Xsiny 一 Xy 二 0 等 . 

2. 列表 法 . 把 自 变 量 的 一 系列 值 与 相应 的 困 数 
值 列 成 一 个 表格 ,表示 两 种 变量 之 间 的 函数 关系 . 例 
如 各 种 数学 用 表 . 

3. 图 象 法 . 对 一 元 或 二 元 图 数 , 用 四 数 在 坐标 系 
FP BS PER xo BC. 一 元 函数 在 平面 直角 坐标 系 中 
的 图 象 常 是 曲线 ,二 元 函数 在 空间 直角 坐标 系 中 的 
图 象 常 是 曲面 . 

函数 的 显 式 表示 法 (representation of a func- 
tion in explicit form) Jl“ pm AMR”. 

函数 的 隐 式 表示 法 《representation of a func- 
tion in implicit form) Jl“ p E] E ZR 1S. 

函数 的 图 象 (graph of a function) ” 见 本 卷 《 数 
学 分 析 》 同 名 条 . 

正比 例 函 数 (dqirect proportion function) 一 种 
^f FW AY) ER E. 即 因 变 量 与 自 变 量 成 正比 的 困 数 . 即 实 
变数 函数 y — Rr Ck NARS RHR) AR 称 为 比例 
系数 , 它 是 一 次 图 数 y= 二 kr 十 6b(k 关 0) 在 6 二 0 时 的 
特例 . 其 性 质 是 :正比 例 函 数 y= her (RAO) FE AF eK 
数 ; 当 &>>0 时 , 它 是 严格 增 范 数 , 当 &< 0 时, 它 是 严 
Pe PA EVER 上 连续 ,可 导 且 存在 任意 阶 导 数 : 
y —k,y?—0,n—2,3,:- 

正比 例 函 数 的 图 象 Cgraph of direct proportion 
function) 正比 例 函 数 的 几何 表示 . 即 在 平面 直角 
坐标 系 中 ,正比 例 函 数 y= kr 为 非 零 实 常 数 ) 的 
图 象 是 一 条 过 原点 (0,0) 和 点 (1,&) 的 直线 . AAR 
的 倾斜 角 为 c, 则 直线 斜率 & 一 tana,0<a<r, 当 有 > 
0 时 ,直线 在 工 , 开 象 限 , 当 &<0 时 ,直线 在 第 工 , 
象限 . 

I Eb Bj ER AW (inverse proportion function) — 
种 常用 的 函数 . 即 因 变量 与 自 变 量 成 反比 的 函数 . 即 

y 二 全 (为 非 零 实 常数 )， 


其 中 有 称 为 反比 例 系 数 .反比 例 了 水 数 的 定义 域 为 
{x|xA0,rER}; (ERA iylyzE0.y € RJ). E EG P| p 
XC BS sc eR CE EE BIER. c EC M PRÉC 
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Oo 等 Ww 数 


k 


E FF PA 4 ROO AY, EKE 2 , 0) 0, +) 
上 均 是 严格 减 图 数 ; 当 &<0 时 ,在 上 述 区 间 上 均 是 
严格 增 函 数 ; 除 z=0 外 ,反比 例 图 数 处 处 连续 且 处 
Ab Ay 5$: 
"m (= Dalk 
q” 1 
E bk Bil e S E BA & (graph of inverse propor- 
tion function) Jz LE Alp ZB JL fa] zo. 即 在 直角 
A ip AAP, SC EG] pe C 


9 s E (k z50) 
的 图 象 是 以 坐标 轴 为 渐 近 线 的 等 轴 双 曲线 . 当 80 
时 , 双 曲 线 的 两 支 分 别 在 第 工 与 第 下 象限 内 (图 1); 


当 ERO 时 , 双 曲 线 的 两 文 分 别 在 第 工 与 第 人 象限 内 
(图 2). 
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线性 函数 (linear function) 一 类 重要 的 有 理 
PR aM. 指 一 个 或 多 个 自 变 量 的 齐 次 或 非 齐 次 的 一 
整 式 所 表示 的 函数 . 分 两 种 形式 : 

1. 一 元 线性 函数 . 通常 指 一 次 函数 y = ketb 
(Gk, b 均 为 常数 ,k 了 0). 线 性 孙 数 的 基本 性 质 是 : 孙 
数值 的 增 量 与 自 变量 的 增 量 成 正比 例 , 在 直角 坐标 
平面 中 ,线性 函数 的 图 象 是 一 条 直线 . 

2. 多 元 线性 函数 . 形 如 f Onions 
Hax: dax a CH a,,a;,777,a,5a 是 常数 ， 
H al,…,a 不 全 为 零 ) 的 函数 称 为 对 元 线性 函数 ， 
又 称 n Zu — X ER C. n 元 线性 画 数 的 定义 域 是 2 个 
SE CBE DAR METTE MELIA HEN n AE AS x [RH]. 4a= 
0 时 ,上 述 形式 的 线性 函数 称 为 齐 次 线性 函数 或 线 
性 型 .如果 变 量 mimos xs 与 系数 alyas，…avya 
都 是 实数 ,那么 维 线 性 函数 在 变量 zi,zz，…: 


265) = aT] 


sns y 
HJ (n+ DEZE PRZE n 维 超 平面 yaz 
+ a,tote*a,t, ta. | 


线性 齐 次 函数 的 同 义 语 是 线性 型 . 
一 元 一 次 函数 (linear function of one variable) 
见 “ 线 性 函数 ”. 实 一 元 一 次 函数 > 一 &Az 十 (天 0) 具 
有 下 列 性 质 ; 在 平面 直角 坐标 系 中 它 的 图 象 是 一 条 
ELE E70 时 ,也 数 是 严格 增 函 数 ,k 二 0 HT, PR E 
严格 减 函 数 ;图 数 在 R 上 处 处 连续 ,处 处 可 微 且 存 
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在 任意 阶 导 数 :y =k, y” —00—2,3, 7). 

齐 次 线性 函数 (homogeneous linear functions) 
见 “ 线 性 函数 ”. 

线性 插值 法 (linear interpolation) 计算 函数 
近似 值 的 一 种 方法 . 设 已 知 函 数 y= 二 f(x) 在 自 变 量 
Tı 5 T2 Ab H PR RUE OA Tang fla) ,为 了 计算 在 
自 变 量 rlr <z<zz) 处 的 函数 值 (zx), 可 以 假定 
坐标 平面 上 三 起 (wy J n0, x, f x22, 
Gr; f (zs)) 在 一 条 直线 上 ( 即 认 为 函数 y — f Cx dE 


Lziz?j] 上 的 图 象 是 一 条 直线 ) ,利用 公式 
(Hapa Een 


(zz 一 ZI1) 
来 计算 f(z). 这 个 公式 称 为 线性 插值 公式 . 
线性 插值 公式 (linear interpolation formula) 
pc dites 
次 函数 的 图 象 (graph r: a linear function) 
SR 即 在 
平面 直角 和 坐标 系 中 ,一 元 一 
次 图 数 > 一 Az 十 2(R 天 0) 的 
图 象 是 一 条 过 点 (0,5) 与 点 
(一 b/k&,0) 的 直线 ,其 斜率 & 
—tan a. 例如 函数 y=2r +4 
的 图 象 如 图 . 在 空间 直角 坐 
标 系 中 . 二 元 一 次 函数 y= 
A,X) Fazx: Fa; 的 图 象 是 一 个 平面 . 


Cru) 


次 函数 (quadratic function) 一 类 重要 的 有 
HAR. 指 一 个 或 多 个 自 变量 的 二 次 整 式 所 表示 的 
pki AX. 分 两 种 形式 : 


1. 一 元 二 次 图 数 . 形 如 y= 二 axr ?十 bX 十 c(a,b,c 
为 常数 , 且 天 0) 的 函数 称 为 二 次 图 数 . y — ax 十 bx 
+ cla 7500 FR S LX PS CIA] R y — ar — m? 
+kla 250) PRA UR BRUCH] TH X HP m, k FP al 
TE YR PRA RP LZ Ae TR ea P BB SA A bn. 

2. 多 元 二 次 函数 .72 元 二 次 多 项 式 所 表示 的 部 
数 称 为 对 元 二 次 图 数 , 它 的 标准 形式 是 


y= Dave ui +23 be deu 


其 中 a; quus. 23° n DRAI. 

实 一 元 二 次 图 数 y — ax^ +brtclasbscER,a 
天 0,zER) 的 主要 性 质 有 :在 区 间 ( 一 op, 一 2/2a) 内 
与 区 间 (一 /2a ,十 ceo) 内 此 是 严格 单调 的 . ox 
一 一 /2a 时 , 它 有 最 大 值 或 最 小 值 , 奋 < 之 0, 它 有 最 


小 值 


|| 4ac — 5 
M min 22d 4a ; 
NE um p? 
Y max DS 4a . 


二 次 函数 在 R 上 连续 .可 导 . 二 次 函数 在 直角 坐标 
系 中 的 图 象 的 性 质 详 见 “ 二 次 函数 的 图 象 ”. 

二 次 函数 的 图 象 (graph of a quadratic func- 
tion) 二 次 函数 的 几何 表示 . 即 在 平面 直角 坐标 系 
中 ,二 次 函数 y= 二 ax 十 bX 十 cla 关 0) 的 图 象 是 抛物 
线 , 其 位 置 和 形状 由 系数 bsc 确定 ,并 与 二 次 方程 
az? 十 px 十 c 一 0 有 关 


M YA 
OX 4 T O X x O a 


1. 二 次 项 系数 a REMDAMWIAA :a>0 开口 
向 上 ,曲线 下 凸 ;a 过 0 开口 同 下 ,曲线 上 凸 . 

2. 二 次 方程 的 判别 式 A — ^ — 4ac 决定 抛物 线 
相对 于 工 轴 的 位 置 . 

1) 4A<<0, 二 次 方程 无 实 根 , 抛 物 线 与 zx HA 
交 , 抛 物 线 在 a> 时 全 部 在 xz 轴 之 上 ,在 a 二 0 时 全 
部 在 x 轴 之 下 . 

2) 4A 一 0, 二 次 方程 有 重 根 r= —5/2a ,抛物 线 
与 工 轴 区 于 一 个 点 , 即 相 切 于 其 顶点 (Czo,0). 

3) 40, 二 次 方程 有 两 个 实 根 zi,z* 王 (一 2 
士 V4A)/2a ,抛物 线 与 工 轴 相交 于 两 个 点 (zi,0) 和 
(25D), 


bi^ A 
€ 2 == 证 好 > 三 
3. A y= 二 ax 十 bX 十 c= 二 a P ha’ 将 它 看 


做 抛物 线 的 方程 变形 ,得 


|z d A = ， 
Z5 $e 8 r= r —b/2a.y— y 一 A/4a, 得 新 方程 x 
— y! /a. 这 是 抛物 线 在 新 直角 坐标 系 里 以 y 轴 为 对 
称 轴 的 标准 方程 (参见 本 卷 4 平 面 解析 几何 》 中 的 “ 抛 
物 线 的 标准 方程 ”). 于 是 可 推 得 抛物 线 各 个 几何 元 
素 :对 称 轴 方 程 zx 一 一 /2c ,顶点 (一 6/2a, 一 A/4a)， 
焦 参 数 p=1/2\al, A (—b/2a,(1—A)/4a) , 准 线 
方程 y= — (A+1)/4a. 
三 次 函数 (cubic function) —2 HEY) A FE PR 
XX. 指 因 变 量 用 自 变量 的 三 次 多 项 式 表 示 的 一 元 函 
数 . 三 次 函数 的 一 般 形 式 是 y= 二 ax’ H br + cr 
十 dla 关 0). 一 元 三 次 实 函 数 在 直角 坐标 系 中 的 图 
象 常 称 为 三 次 抛物 线 或 立方 抛物 线 . 
u A Hh H t (cubic parabola) 亦 称 三 次 抛物 
线 (参见 “三 次 函数 ”). 在 平面 直角 坐标 系 中 di PH BK 
y=ar tbe’ +cext+dlasbsc,dER 有 日 a 关 0) 的 图 象 
所 表示 的 曲线 . 24 = c =d =0 时 ,y= 二 ax’ (a 关 0) 的 
图 象 是 立方 抛物 线 的 特殊 情况 . 如 图 1 和 图 2 所 示 . 
3 a 六 0 时 ,曲线 在 工 , 正 象限 (图 1); 当 <<0 时 , 曲 
线 在 I,RN 象 限 ( 图 20. y — ac? 的 图 象 总 经 过 原点 . 


AY Ay 
y=ar (a>0) y= art’ (a<0) 


A 38 97 k A FF ot Bos a th es AE ET 
广泛 应 用 ,如 计算 船体 放样 中 的 样 条 曲线 就 用 到 立 
方 抛物 线 . | 


三 次 抛物 线 (cubical parabola) El“ rz 7r 38 27 
线 ”. 

RH BM (algebraic function) WARCRY 
分 析 》 同 名 条 . 

有 理 函 数 (rational function) WARB READ 
析 》 同 名 条 . 

Zr 18 eg BW irrational function) — f {t Re PR 


BN. AN Je HB BR BEY) TR Be BR PR 29 Z6 wR. 或 者 说 
XT De BML AE ET ABE Be YY FP 38 E (RB PRB PR 2 2G 
理沙 数 . 例如 f(x)== V1 一 Xz? 十 Xx,f(x,y)= 二 VX 
一 3y 都 是 无 理 函 数 . 

T ER BX (power function) 
同名 条 . 

#5 #4 ER BI (exponential function) 
学 分 析 》 同 名 条 . 

XJ 24 ER AW (logarithmic function) 
学 分 析 》 同 名 条 . 

37135 gg i (elementary function) 
分 析 》 同 名 条 . 

E 2k 37) 588 dy HW (fundamental elementary func- 
tion) 见 本 卷 4 数 学 分 析 》 同 名 条 . 

初等 超越 项 数 人 (elementary transcendental func- 
tion) 不 是 代数 函数 的 初等 图 数 的 统称 . 

函数 的 极 大 值 Cmaximum of a function) Ul 
卷 《 数 学 分 析 ) 中 的 “函数 的 局 部 极 值 ”. 

函数 的 极 小 值 (minimum of a function) ” 见 本 
卷 《 数 学 分 析 》 中 的 “函数 的 局 部 极 值 ”. 

函数 的 极 值 (extremum of a function) 
极 大 值 与 极 小 值 的 统称 . 

E E BS E X fü (largest value of a function) 
见 本 卷 4 数 学 分 析 》 同 名 条 . 

函数 的 最 小 值 (smallest value of a function) 
见 本 卷 《 数 学 分 析 ) 同 名 条 . 

EQ Xy AY Ex f& (largest or smallest value of a 


见 本 卷 《 数 学 分 析 》 


见 本 卷 《 数 


见 本 卷 《 数 


DL AS ABA RL AF 


PR BC HY 
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初 等 代 数 


function) PRI RAS RME W ERR. 
求 一 元 函数 极 值 的 方法 (method of finding the 


extremum of a function of one variable) 一 元 函数 
求 极 值 的 方法 . 即 寻 求 一 个 实 变量 的 实 值 函数 的 极 
大 值 与 极 小 值 的 方法 . 常用 的 方法 有 : 

1. 利用 导数 求 极 值 . Er iE BE PR Se) FE ze 点 
的 一 个 邻 域 (zo 一 6,zo 十 6) (O>ONA BM, (aro) 
—0 3k f(r) PAE, H rE Go—0;x) BI 了 (zx) 
<0,zE Go zxod- OO f(r) > 0 Ga, f£" Cr) > 0) B 
f Gr FE T= To AARMA; & SDE Xo 点 的 一 个 
邻 域 (zxo 一 6,zo 十 6) 内 有 意义 , (xo) 二 0 或 f Cro) 
不 存在 , 且 rE (zo 一 6,zo) 时 fC) 05 rE Ctto 
+ OAT f(a) <O fC a<), M] fE r Sro 
点 有 极 大 值 . 

2. 利用 项 数 的 单调 性 求 极 值 . 春 连续 函数 f(x) 
在 Xo ES 4B ER Cr, — 6, xo 4-0) 内 有 定义 ， a aue xg 
一 9,zo) 时 ,函数 f(z) 单 调 增加 , 当 m € 《xo,zo 十 6) 
时 PR BX BA Wa] Yan >, WU) PLC A Cx YE r= xo 处 有 极 大 
值 ; * Ce Cro — Òs To) BT f(z) 单 调 减 少 ， 当 ha 
(zos ro +6) HTL 8] 305 OM , WU) p BV f(z) 在 T= To 处 有 
th ME. 

求 一 元 函数 最 大 值 和 最 小 值 的 方法 (method of 
finding the largest or smallest value of a function 
of one variable) 求 一 元 函数 最 值 的 方法 . 即 寻 求 
一 个 实 变量 的 实 值 范 数 的 最 大 值 与 最 小 值 的 方法 . 
常用 的 方法 有 : 

1. 首先 求 出 函数 的 极 值 (参见 “ 求 一 元 函数 极 值 
的 方法 ”)、 隐 数 定义 域 的 边界 点 的 函数 值 . 极 值 点 不 
可 微 点 的 肖 数 值 ,然后 比较 这 些 值 的 大 小 ,以 确定 最 
XB ,最 小 值 . 为 了 简便 起 见 , 可 以 不 求 极 值 ,只 解 方 
程 广 (z) 王 0, 解 出 的 根 c; 是 可 能 的 极 值 点 ,把 f(x) 
与 边界 点 函数 值 及 不 可 微 点 函数 值 一 同比 较 以 确定 
最 值 .应 注意 ,函数 不 一 定 存在 最 大 值 ( 或 最 小 值 )， 
如 果 存 在 , 必 是 惟一 的 ,当然 最 大 值 点 (或 最 小 值 点 ) 
不 一 定 惟一 . 最 大 值 最 小 值 存在 的 一 个 充分 条 件 是 
函数 在 财 区 间 上 连续 . 

2. 通过 求 出 阻 数 的 值 域 确定 最 值 . 例如 , 设 y 
二 f(x) 是 一 元 肾 数 ,将 它 变 形 为 [G2 — y 0,1 y 
为 参 变数 , 找 出 这 个 方程 有 实 解 的 必要 充分 条 件 , 从 
而 确定 y 需 满足 的 条 件 , 进 而 求 出 函数 y= 二 f(z) 的 
值 域 并 求 出 函数 的 最 值 . 

3. 利用 配方 求 最 值 . 

4. 利用 换 元 法 求 最 值 . 其 要 点 是 把 函数 式 化 为 
较 易 求 出 最 值 的 函数 . 

5. 利用 函数 的 单调 性 求 最 值 . 

6. 利用 函数 图 象 求 最 值 . 做 出 函数 图 象 , 从 图 象 
上 读 出 函数 最 值 (一 般 为 近似 值 ). 

žr Ji] (progression) 见 本 卷 4 数 学 分 析 》 同 名 
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数列 的 通 项 公式 (formula of the general term 
of progressions) 数列 的 一 般 项 的 表达 式 . 指 将 数 
列 的 通 项 a, 表示 成 它 的 序号 交 的 函数 关系 式 a= 
f GO. 例如 ,以 d 为 公差 的 等 差 数 列 的 通 项 公式 是 

a,=ait+(n—l)d. 

常 数列 (constant progression) 一 种 特殊 数 
列 . 即 数列 {x,) 的 各 项 有 相同 的 值 , 即 m. — a Ca BE 
BY ,n—1,2,3,:). 

等 差 数 列 (arithmetic progression) JRR JN 
数列 . 一 种 基本 数列 . 从 第 二 项 开始 ,每 一 项 与 前 一 
项 的 差 都 等 于 同一 个 常数 4 的 数列 . 常数 4 称 为 这 
个 等 差 数 列 的 公差 . 首 项 为 aa BEA d 的 等 差 数 
列 , 其 第 项 ( 通 项 公式 ) 是 4, 二 a 十 (一 1)d, 前 nn 
项 之 和 是 


$,— 5 [2ai+ @—Dd]= 


各 项 不 为 零 的 有 限 数 列 A, 9A29°** 3, 成 等 差 数 列 的 
充分 必要 条 件 是 下 列 ”一 2 个 等 式 成 立 : 


k—1 


n(a,-4-a,) 
2 225 


= za ET e (b = 3,4,:**,2). 
等 差 数 列 的 主要 性 质 如 下 : 
1. 车 项 数 有 限时 ,与 首 末 两 项 等 距离 的 两 项 之 
和 等 于 首 末 两 项 之 和 . 


2. 在 等 差 数 列 的 各 项 加 上 (或 减 去 ) 一 个 相同 的 
数 , 所 得 的 结果 仍 为 等 差 数 列 . 

3. 在 等 差 数 列 的 各 项 乘 以 (或 除 以 ) 同 一 个 不 等 
于 零 的 数 ,所 得 的 结果 仍 为 等 差 数 列 . 

4. 若 (a,} 为 等 差 数 列 , 则 

a, + aC} + a,C2 + --- + au 
= (a; + any) 2*5 
5. Æ (an) AFARA], MY 
a, — aC} + a,C? — "e + (— 1)"a,4,C% = 0. 

算术 数列 (arithmetic progression) “43% 
数列 ” 

等 差 中 项 (arithmetic mean) 亦 称 算 术 中 项 . 
数列 中 的 特殊 项 . 如 果 三 个 数 a,p,c 构成 等 差 数 列 ， 
则 数 5 称 为 数 a,c 的 等 差 中 项 . 显然 ,两 数 a,c 的 等 
差 中 项 等 于 这 两 数 的 算术 平均 数 (a 十 c)/2. 反 过 来 ， 
如 果 三 数 a,b,c 有 5 二 (a 十 c)/2, 则 它们 是 等 差 数 
列 . 一 般 地 ,如 果 A, 929°** 30, 成 等 差 数 列 , 则 CEK EE 
Usa a RA a, 5 a, 的 2 一 2 个 等 差 中 项 或 等 距 中 
项 ,显然 


à, 一 di Qo “k=; 

其 中 二 2,3,…,n 一 1( 参 见 “ 平 均 ”). 
算术 中 项 (arithmetic mean) 即 “ 等 差 中 项 ” 
算术 级 数 (arithmetical series) 亦 称 等 差 级 


n 


数 .一 种 由 等 差 数 列 构成 的 级 数 . 即 把 无 穷 等 差 数列 
的 所 有 各 项 依次 用 “十 ”号 连结 起 来 得 到 的 级 数 . 例 
如 Qj 9A29A39"°"* sAns … 是 等 差 数列 ,那么 级 数 


oD 


$a =a, $a, ta,+ +a, + 

就 是 算术 级 数 . 

等 差 级 数 (arithmetic series)” 即 “算术 级 数 ”. 

等 比 中 项 (geometric mean) ” 亦 称 几何 中 项 . 
数列 中 的 特殊 项 . 如 果 三 个 数 a ,b,c 构成 等 比 数列 ， 
则 b RAŽ a c 的 等 比 中 项 . EME: b Sac. 显然 
As 是 同 正 或 同 负 的 实数 ,等 比 中 项 b= + Vac. c 
正 一 负 的 两 个 实数 没有 等 比 中 项 .一 般 地 , 如果 a, 
azs yan(Qiyi 二 1,2,…,n 均 为 实数 ) 是 等 比 数列 , 则 
称 Arsa," 0 1 是 ài 5 a, 的 7 一 2 个 等 比 中 项 : 

1. ğa 与 a; 异 号 时 ,n 为 偶数 才 有 2” 一 2 个 等 
比 中 项 ,它们 是 


n-—] k--1 


a, 


2. 4 a, 5 a, ASN. an AR. CNA 
I] —2H 5 E FP LCD E n A aT BC ER CO Sb RA A — 
组 等 比 中 项 


n—] k=l 
a, = (— Da A (k = 2,3,°% — 1), 
aj 


(参见 “平均 ”). 
几何 中 项 (geometric mean) BRS kk PR”. 
$$ EE 3x Pi] (geometric progression) 亦 称 几何 
数列 .一 种 基本 数列 . 即 从 第 二 项 起 数列 每 一 项 与 它 
的 前 一 项 的 比 等 于 一 个 非 零 常数 a 的 数列 . 常数 gq 
称 为 数列 的 公 比 . 首 项 为 al, 公 比 为 g 的 等 比 数列 的 
通 项 公式 为 a,=aiq" | ,前 n 项 和 公式 为 
=] 


(k=2,3,." ,nC— 1)., (1) 


a, T dı 


nay 
oe fer ) m d (gq 1. 
有 三 项 以 上 的 等 比 数列 的 每 一 项 均 不 为 零 , 公 比 也 
AA. 等 比 数列 的 主要 性 质 如 下 : 
1l. 当 项 数 有 限时 ,与 首 末 两 项 等 距离 的 两 项 之 
积 等 于 首 末 两 项 之 积 . 
2. 在 一 个 等 比 数列 的 各 项 中 乘 以 同一 个 不 等 于 
零 的 数 , 所 得 的 积 仍 组 成 等 比 数列 . 
3. 设 {a,) 为 等 比 数 列 ,g 为 公 比 , 则 
a, +a, + aC} + bau =a, 十 g)". 
4. 若 {a,} 为 等 比 数列 ,9 为 公 比 , 则 
a, —a;Cl4d-a,Ci-c----4-C—1)?a,,,C:—a,1—9). 
JL 4A] #4 3 (geometric progression). Bl“ pr Zi 
列 ” 
无 穷 递 缩 等 比 数列 (infinite shrink geometric 
一 种 重要 的 等 比 数列 . 即 公 比 g 满足 


progression) 


数 与 数 列 


lai «1 的 无 穷 等 比 数 列 (a,}. 

递增 数列 (increasing sequence) 一 类 常见 的 
数列 . 若 一 个 数列 从 第 2 项 起 ,每 一 项 都 大 于 或 等 于 
它 前 面 的 一 项 (a,, | 之 a,), 则 这 个 数列 称 为 递增 数 
列 . 例如 ,数列 


l l l l 
142292544 . ls or? g? 4 * ete 
递减 数列 (decreasing sequence) 一 类 常见 的 


数列 . 知 一 个 数列 从 第 2 项 起 ,每 一 项 都 小 于 或 等 于 
它 前 面 的 一 项 Ce, 委 a), 则 这 个 数列 称 为 递减 数 
列 . 例如 ,数列 0. 1,0. 01,0. 001,0. 0001. …32,1,0， 
—]14—2;***4 
摆动 数列 (sequence of pendulum type) 一 类 
常见 的 数列 . 符 一 个 数列 既 不 是 递增 数列 ,又 不 是 递 
减 数列 , 则 称 为 摆动 数列 . 例如 ,数列 : 
mes oe ee oe 
2 4 8 16 du 
] 7.35 — 4,540.74 — 64 — By. — 1055 
JL fi] RAW (geometric series) 亦 称 等 比 级 数 . 
一 类 重要 级 数 . 即 由 等 比 数列 构成 的 级 数 . MU SR (x, } 


是 首 项 为 &, 公 比 为 4 的 无 穷 等 比 数列 , 则 级 数 
M ques By esa ae 


一 4& 十 ac 十 ac2z 十 … 
称 为 几何 级 数 . 该 级 数 的 前 ”项 和 为 


a(l— q") 
Daci (q #1), 
na (q = 1). 
当 |z|<1 时 ， 
和 
用 一 > CD n—*-oo 1 一 9 1 一 9 


称 为 无 穷 几何 级 数 的 和 . 它 也 是 无 穷 递 缩 等 比 数列 
f Er 39: ZA; M |a | Sl 时 几何 级 数 发 散 , 即 和 不 
存在 . 
等 比 级 数 (geometric series) 即 “ 几 何 级 数 ” 
调 和 数列 (harmonic progression) 一 类 特殊 
数列 . 其 各 项 的 倒数 构成 等 差 数 列 . 例如 ,自然 数 的 
倒数 依次 组 成 的 数列 1,1/2,1/3,…, 是 一 个 调和 数 
列 , 调 和 数列 可 表 成 
t NEC a 
a’atd’ ’at(™m—1)d’ "' 
调和 数列 无 求 和 公式 . A HH A EY 5% LAT 
各 项 的 数值 为 弦 的 长 度 , 以 相等 的 张力 安置 于 乐器 
上 ,其 中 两 弦 同 时 发 音 必 能 调和 . 故 得 此 数列 之 名 . 
调和 中 项 (harmonic mean) 数列 中 的 特殊 项 ， 
指 成 调和 数列 的 三 个 数 中 的 第 二 个 数 . BH TIES 
数 asbsc 成 调和 数列 , 则 
MEAE: 


b a C p 
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非 零 数 2 就 称 为 a Alc 的 调和 中 项 (参见 “平均 ”). 
调和 级 数 (harmonic series) ” 见 本 卷 《 数 学 分 
析 》 同 名 条 . 
平均 (average) 处 称 均 值 或 平均 值 . 数学 的 基 
本 概念 之 一 . 实数 列 在 各 种 意义 下 的 均衡 数 统称 为 
平均 . 设 给 定 实 数列 al ,Qs,… ,a;, 常 见 的 平均 为 
2,4 


A=, 
称 其 为 算术 平均 ;而 均衡 数 
Cr 一 | Ie.) zi 
称 其 为 几何 平均 ;而 均衡 数 
H = (a; F 0.2 = 1,2,*,.n) 


(a; M. OPE! 一 和 


称 其 为 调和 平均 ;而 均衡 数 


称 其 为 二 次 平均 . 4a 0 G=1,2.° nA 
min {a s*a HORZAZQSKmax{(al sQn} » 
并 且 , 当 且 仅 当 Qj—02—*'* — s 时 等 号 成 立 . 当 n= 
3 时 ,算术 数列 ( 即 等 差 数 列 ) 几 何 数列 ( 即 等 比 数 
列 ) 和 调和 数列 的 中 间 项 , 即 算术 中 项 (等 差 中 项 )、 
几何 中 项 (等 比 中 项 ) 和 调和 中 项 正好 是 此 三 数列 的 
首尾 两 数 的 算术 平均 .几何 平均 和 调和 平均 ,这 是 这 
icis 的 根源 . 在 历史 上 ,据说 早 在 公元 前 6 tit 

纪 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 就 已 使 用 三 种 中 项 :算术 中 项 ， 
几何 中 项 和 调和 中 项 ， 其 定义 用 现代 符号 表示 为 :对 
IEX ac,a>c, 由 比例 式 


D -n U0 ü a—b a 


b—c a’ b—c 6’ b—c c 
确定 的 正 数 2 分 别称 为 ayc MARL A UB 
项 . 易 知 这 三 种 情形 分 别 有 


ate 2 
"Ug s M QC , g Ug 


24m] t, A sda PRL rp ER R. 
代数 学 家 还 提出 过 其 他 中 项 . 例如 ,海伦 (Heron， 


(A)) 提 出 的 海伦 平均 为 (a 十 Vac 十 c)/3, 帕 普 斯 
(Pappus, (人 A)) 在 其 《数学 汇编 ) 第 三 卷 中 记载 7 12 
种 中 项 . 除 算术 、 几 何 、 调 和 中 项 外 ,还 有 由 

a—b_ b 

b—c a’ b—c a’ b—c b 
等 确定 的 中 项 5. 帕 普 斯 还 给 出 前 三 种 中 项 的 几何 
解释 ( 见 图 ): 在 半圆 的 直径 AB ERAO O 外 的 点 
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b= 


oc Dr one 


gode, up 


C, 从 C 作 AB 的 垂 线 交 半圆 周 于 DD, 设 EE 是 从 C 到 
OD 的 垂 线 足 . 于 是 OD,CD,ED 分 别 是 AC 和 BC 
的 算术 、 几 何 、 调 和 中 项 .算术 中 项 6 二 (a 十 c)/2 得 
AT ba Ac 的 算术 和 的 平 D 
均值 ; 几何 中 项 6 二 Vac f (Jl 
于 2 是 长 度 为 ayc 的 线段 的 比 
例 中 项 . 据说 调和 中 项 原名 次 4 0€ 5 
反 中 项 ,后 由 毕 达 哥 拉 斯 学 派 第 二 代 门 徒 阿尔 希 塔 
Hr CArchytas , CT) IL 4i tA R Wr CHippasus , (M)) Be 
为 调和 中 项 . 调和 来 源 于 音乐 ,一 个 音符 的 波长 和 它 
的 八 度 音 的 波长 的 调和 中 项 是 这 个 音符 的 五 度 音 的 
波长 ,和 它 的 五 度 音 的 波长 的 调和 中 项 又 是 它 的 大 
三 度 音 的 波长 . 按照 调和 中 项 设置 音阶 能 得 到 和 谐 
的 乐 声 . 对 正 数 a Ñc, 
ee) a ee 
分 别称 为 它们 的 反 调 和 、 二 次 、 重 心中 项 . 当 arc 时 
^H : aA Pua > TR PRS 38 4 PIS RR PMH 
> HE p n JL fey np i Dd AL 
算术 平均 (arithmetic average) 
几何 平均 (geometric average) 
调和 平均 (harmonic average) — D, 3E 23] "". 

二 次 平均 (second average) Wy “ORR”. 

海伦 平均 (Heron value) WPH”. 

高 BS = II (arithmetic sequence of higher 
order) 等 差 数 列 的 一 种 直接 推广 . 该 数列 的 高 阶 
差分 成 等 差 数 列 . 任 一 数列 (第 二 项 起 ) 的 每 一 项 减 
去 前 一 项 的 差 称 为 差分 . 差分 等 于 常数 4 的 数列 是 


见 “ 平 均 T. 
WH”. 


等 差 数 列 ,d 是 其 公差 , 任 一 数列 的 差分 依 序 排 成 的 


数列 称 为 该 数列 的 一 阶 差 分 . 等 差 数 列 的 一 阶 差 分 
是 由 公差 4 组 成 的 常数 列 . 常数 列 的 一 阶 差分 全 由 
0 组 成 . 任 一 数列 的 一 阶 差分 的 差分 称 为 原 数 列 的 
二 阶 差分 ,二 阶 差分 的 一 阶 差 分 称 为 三 阶 差 分 等 . 因 
此 ,对 任 一 数列 可 导出 其 任意 ( 正 整 数 ) 阶 的 差分 . 如 
一 个 数列 的 高 阶 差 分 中 出 现 等 差 数 列 而 它 本 身 又 
不 是 等 差 数 列 , 则 该 数列 称 为 高 阶 等 差 数列 . 当 高 阶 
等 差 数 列 的 最 先 呈 现 为 等 差 数 列 的 差分 (数列 ) 的 阶 
是 > 一 1 if, ERRA r 阶 等 差 数 列 ,可 以 把 等 差 数 
列 看 成 高 阶 等 差 数列 而 称 为 1 阶 等 差 数 列 . r 阶 等 
差 数列 的 一 阶 差 分 是 x 一 1 阶 等 差 数 列 , 其 x 阶 差分 
是 常数 ,而 7r 十 1 阶 以 上 的 差分 都 是 0. 例如 ,对 于 数 
列 1,8,27,64,125,216… 有 : 
一 阶 差分 7,19,37,61 ,91 ，…:; 
二 阶 差分 12,18,24,30，…; 
三 阶 差分 6,6,6，…; 
四 阶 差分 及 以 后 者 缘 为 0. 故此 数列 为 3 阶 等 差 数 
列 . 设 r 阶 等 差 数 列 QisQ29Q39 sAnsQngis 1 EE DT 


差分 的 首 项 分 别 为 di yos daa td c 则 第 n 项 公 


式 为 


a, =a, H= Dd, ae Sa D cue 241 


LZ 
fh (n 二 D 
HY n HAI SJ 
S, —na, + d | 
4 n(n 一 es on = rds 


高 阶 等 差 数 列 有 如 下 重要 性 质 : 

1. FORE r 阶 等 差 数 列 的 第 项 公式 展开 , 且 依 
n 之 降 客 排列 ,可 得 下 面 多 项 式 a, = bon 十 bin” + 
… 十 入, 其 中 系数 bo Di stt Sb, 与 项 数 n AX. 

2. & f GO TV TE r KAHAR RR, E. f(x) 
=ba tha lt +6. AE f(x) 中 依次 令 c=1, 
2,3, ,所 得 之 数列 f(1),f(2),f(3),… 为 r 阶 等 
差 数列 (此 为 上 述 性 质 1 的 道 定理 ). 

3. 连续 整数 的 7 VR FER 2A n 阶 等 差 数 列 . 

4.7 阶 等 差 数 列 与 s 阶 等 差 数 列 各 对 应 项 之 积 ， 
必 组 成 (r 十 s) 阶 等 差 数 列 . 

差分 (difference)” 见 “高 阶 等 差 数列 ”. 


排列 组 合 与 二 项 式 定理 


加 法 原理 (addition principle) 排列 组 合 的 一 
个 基本 原理 . 殊途同归 行程 走 法 总 数 的 算法 ,此 数 等 
于 按 各 途径 可 行 的 互 斥 走 法 数 的 和 , 如 果 完 成 某 事 
件 有 上 种 不 同 的 途径 ,而 每 一 途径 又 分 别 有 non, 
ose 种 不 同 的 方法 ,并 且 这 些 方法 彼此 互 斥 ,那么 
完成 这 件 事 共 有 N =n tnit tm 种 不 同 的 方 
法 . 例如 ,从 甲 地 到 乙 地 可 以 乘 飞机 、 火 车 、 汽 车 . 飞 
机 每 天 有 2 班 ,火车 每 天 有 3 班 ,汽车 每 天 有 4H, 
那么 从 甲 地 到 乙 地 共有 多 少 种 不 同 的 走 法 ? 根据 加 
法 原理 共有 N=24+3+4=9 种 不 同 的 走 法 . 

35 FE RFE (multiplication principle) 排列 组 合 
的 一 个 基本 原理 . 需 分 步 完 成 的 事件 做 法 总 数 的 算 
法 , 它 等 于 各 步骤 做 法 数 的 积 . 如 果 完 成 某 事件 分 
个 步骤 ,而 完成 每 一 步骤 又 分 别 有 ny noni 种 不 
同 的 方法 ,各 个 步骤 均 完 成 时 ,该 事件 才 算 完成 , 那 
么 完成 这 事件 共有 NSn * nni 种 不 同 的 方法 . 
例如 ,由 甲 地 到 乙 地 有 4 条 路 可 走 , 乙 地 到 两 地 有 2 


条 路 可 走 ,两 地 到 丁 地 有 3 条 路 可 走 ( 如 图 ), 从 图 中 
可 看 出 从 甲 地 经 乙 地 、 丙 地 到 丁 地 共有 N= 二 4X2X 


排列 组 合 与 二 项 式 定理 


3= 24 种 不 同 的 走 法 . 
阶乘 (factorial) 乘法 概念 的 一 种 推广 .从 1 到 
n iX n ^ Xe B ARAB EE ER n 的 阶乘 , 记 为 
n! BM |”. Bn! —1*«2*«3-*-*n. 34 n—0 BE, SE X. 
零 的 阶乘 为 1, 即 0! 王 1; 当 ?” 较 大 时 ,可 用 如 下 的 斯 
特 林 公式 求 出 nn! 的 近似 值 
n! 2 Z 2T"n. 
Br X Hr (Eves, H.) 在 《数学 史 概 论 》F VE "n! 
~(2xn)?e-"n" 被 误 称 为 斯 特 林 公式 ,其 实 起 源 于 标 
X #8 (De Moivre, A. ), 这 对 大 数 的 阶乘 数 的 近似 值 
计算 很 有 用 ”. 
XX 阶乘 (double factorial) 
念 的 推广 . 指 开 头 革 个 目 然 数 中 
PTS 
2 
个 按 n BY BY A FE TU ep A BK CU ER A. 24 n 是 
奇 自然 数 时 ,前 (x 十 1)/2 个 奇 自然 数 的 积 称 为 B 
双 阶 乘 ; 当 是 偶 上 自然 数 时 ,前 n/2 个 偶 自 然 数 的 积 
PRA n ANNE. n 的 双 阶 乘 记 为 n11!， 
(n—2) * (n—4):- 
| {n(n—2)(n—4) * 3* ln 为 奇数 )， 
w—OdAn(n—2) (n— 4) * 4 * 202 为 偶数 ). 
ESQ)! —Z'-nl. 
Bt Fe (double factorial) — BD^ XX Brae”. 
排列 (permutation) 数学 的 重要 概念 之 一 .有 
限 集 的 子 集 按 某 种 条 件 的 序 化 法 排 成 列 、 排 成 一 圈 、 
不 许 重复 或 许 重 复 等 . 从 ”个 不 同 元 素 中 每 次 取出 
m (omn) ^ 8 753& BEN — 31. £R A n 76 
素 中 取出 m 个 元 素 的 无 重复 排列 或 直线 排列 ,简称 
排列 . 两 个 排列 相同 , 当 且 仅 当 所 取 到 的 元 素 相 同 并 
且 排 列 的 顺序 完全 一 致 . 只 要 所 取 元 素 个 数 不 同 ,或 
虽然 所 取 元 素 个 数 相同 但 有 不 同 元 素 , 或 虽然 所 取 
元 素 相 同 但 排列 顺序 不 一 致 ,作成 的 排列 都 是 不 同 
的 排列 . 从 zn 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 不 同 元 素 的 所 
有 不 同 排列 的 个 数 称 为 排列 种 数 或 称 排列 数 , 记 为 
Pr CR A Ps 
pl n(n — 1) «er 
n! 
mam) 
排列 可 分 选 排列 与 全 排列 两 种 ,在 从 ?个 不 同 元 素 
取出 m 个 不 同 元 素 的 排列 中 , 当 mx<n 时 ,这 个 排列 
称 为 选 排列 ; 当 m==n 时 ,这 个 排列 称 为 全 排列 .nn 个 
元 素 的 全 排列 的 个 数 记 为 Pr, 
P,=n(n—1) e.. o De |=! 
一 个 从 nn 个 元 素 中 取 m 个 元 素 的 排列 可 以 看 成 这 n 
个 元 素 组 成 的 集合 4 的 一 个 m 元 有 序 子 集 ,于 是 A 
的 m 元 有 序 子 集 的 个 数 为 PT. 


BS A BE Ae. 阶乘 概 


ni! =ne 


e(n— m+ 1) 
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Oo 等 Ww 数 


选 排列 (choice permutation) 见 “ 排 列 ” 

全 排列 (all permutation) J “HEF”. 

重复 排列 (permutation with repetition) 排列 
的 一 种 . An 个 不 同 的 元 素 中 ,每 次 取出 m 个 元 素 ， 
但 同一 元 素 可 以 重复 取出 , 排 成 一 列 , 称 为 一 个 可 重 
复 排 列 . 在 作 一 个 可 重复 排列 时 ,如 果 元 素 a 被 取 上 
几 次 ,排列 中 它 就 出 现 几 次 ,但 同一 元 素 的 位 置 交 换 
不 能 认为 是 不 同 排列 . 两 个 可 重复 排列 相同 当 且 仅 
当 所 取 的 元 素 相 同 ,并 且 同 一 元 素 取 的 次 数 相同 ,在 
排列 中 占 的 位 置 也 相同 . 从 半 个 元 素 中 可 重复 地 选 
取 m 个 元 素 的 可 重复 排列 个 数 称 为 可 重复 排列 种 
BOIH Pr. Pr =n”. 如 果 记 个 元 素 的 集合 为 A, 那 
么 从 中 可 重复 选取 m 个 元 素 作成 的 一 个 排列 ,实质 
上 是 4 的 笛 卡 儿 积 

A™=AXAX*:XA 
m^ A 
的 一 个 元 素 . 如 果 从 个 不 同 元 素 中 取 m 个 不 同 元 
3 ,使 各 元 素 可 分 别 重复 w ,a;,…a 次 (这 里 a; + a; 
Hetan n) BEAN SAA TUR BS & HEN RE 
(ai a - n! 
Qa, terra, ! A $A, Joerg, J 

Xh HEF (circular permutation) 亦 称 圆 排 列 、 
循环 排列 等 . 排列 的 一 种 . 指 从 ”个 不 同 元 素 中 取出 
m1l<Sm<n) A 8] 85 TR FE M— PA . BE 7G 
头 也 无 尾 . 两 个 环 排列 相同 当 且 仅 当 所 取 元 素 的 个 
数 相 同 并 且 元 素 取 法 一 致 ,在 环 上 的 排列 顺序 一 致 . 
“ 环 上 排列 顺序 一 致 2 有 以 下 两 种 不 同 的 意义 ， 

1. 从 某 一 元 素 起 观察 ,各 元 素 的 先后 顺序 相同 ， 
并 且 环 绕 方 向 相同 ( 同 为 顺 时 针 方向 环绕 或 同 为 逆 
时 针 方 向 环绕 ). 

2. 从 某 一 元 素 起 观察 ,各 元 素 的 先后 顺序 相同 ， 
而 不 考虑 环绕 方向 的 不 同 . 按 前 一 种 意义 理解 的 环 
排列 称 为 平面 环 排列 , 按 后 一 种 意义 理解 的 环 排列 
称 为 (三 维 ) 空 间 环 排 列 . 从 2 个 不 同 元 素 中 取 m 个 
不 同 元 素 作 成 的 平面 环 排列 的 种 数 为 


Rv = Pm = 2C"%(m —1)1, 
m 
空间 环 排列 的 种 数 为 
R", = =P = Cr(m 一 1)1. 
m 


[S] HEF!) (circle permutation) ” 即 “ 环 排列 ”. 

平面 环 排列 (plane circular permutation) W 
“ 环 排列 ”. 

空间 环 排 列 (space circular permutation) Jj 
“ 环 排列 ”. 

排列 总 数 (total number of permutations) — 
TERS. 指 从 个 不 同 元 素 里 每 次 取出 1 个 ,2 
个 ,…,n 个 不 同 元素 的 所 有 排列 数 的 总 和 为 
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n 元 集合 元 素 的 排列 总 数 等 于 它 的 非 空 有 序 子 集 的 
个 数 . 

组 合 (combination) 数学 的 重要 概念 之 一 . 从 
nn 个 不 同 元 素 中 每 次 取出 m 个 不同 元 素 (0 二 m 
<n) ,不 管 其 顺序 合成 一 组 , 称 为 从 2 个 元 素 中 不 重 
复 地 选取 m 个 元 素 的 一 个 组 合 . 所 有 这 样 的 组 合 的 
种 数 称 为 组 合 数 , 这 个 组 合 数 的 计算 公式 为 

Be P a 

UP miter 
n 元 集合 4 中 不 重复 地 抽取 m 个 元 素 作 成 的 一 个 
组 合 实 质 上 是 4 的 一 个 m 元 子 集合 . 如 果 给 集 4 
编 序 4A 二 {a1,4s，,"…,a,} 成 为 一 个 序 集 ,那么 A 中 抽 
Rom 个 元 素 的 一 个 组 合 对 应 于 数 段 N= 二 {1,2,…， 
m} 到 序 集 A 的 一 个 确定 的 严格 保 序 映射 . 组 合 数 
Cr 的 常用 符号 还 有 


n 
| E Cn,m),:- 
m 


Cr=1. 


ZB & 3 (combination number) — V," 2H 4". 

ZB & & BW (total number of combinations) 一 
个 正 整数 . 指 从 宗 个 不 同 元 素 里 每 次 取出 0 个 ,1 
个 ,2 个 ,… ,nn 个 不 同 元 素 的 所 有 组 合 数 的 总 和 , 即 
Cs 十 十 CG 十 … 十 CG; 二 2",n 元 集合 的 组 合 总 数 是 它 
的 子 集 的 个 数 . 从 个 不 同 元 素 中 每 次 取出 m 个 不 
同 元 素 而 形成 的 组 合 数 的 性 质 是 : 

1.679627. 

2. Chi =C Cz | niin). 

利用 这 两 个 性 质 , 可 化 简 组 合 数 的 计算 及 证 明 
与 组 合 数 有 关 的 问题 . 

重复 组 合 (combination with repetition) 一 种 
特殊 的 组 合 . 从 个 不 同 元 素 中 可 重复 地 选取 mm 个 
元 素 ,不 管 其 顺序 合成 一 组 , 称 为 从 个 元 素 中 取 m 
个 元 素 的 可 重复 组 合 . 两 可 重复 组 合 相 同 当 且 仅 当 
所 取 的 元 素 相同 且 同 一 元 素 所 取 的 次 数 相同 . 从 n 
个 不 同 元 素 中 可 重复 地 选 出 m 个 元 素 的 不 同 组合 
种 数 记 为 H? 或 C? A 

n lm — 1)! 

Fini IG = D | 

若干 排列 组 合 恒等式 (some identities of com- 
bination and permutation) ”排列 组 合 的 一 组 重要 
公式 . 常用 的 排列 组 合 恒等式 有 : 

k 

1. Ch= C—O Ct 
2. Ck i =C Ci CI iT C,. 
3. C =C; Cir Terre T Tn sp ae 
AoC age ECC sbi, Ce, 

(O<k<min{m,n}). 


n 


sCe GG, eC, FC CE Sn, 
6.C,+2C2+3C3 nC Sn 2". 
(FAC O ee Gre? 
—2" (n-4-2). 
8. Pai =P; +rP}; !. 
9. P ,一 P2 十 CPP 十 CPP 十 … + P7. 
=I st HE (binomial theorem) ” 亦 称 牛顿 二 
项 式 公 式 . 数学 的 一 个 著名 定理 . 即 二 项 式 的 自然 数 
指数 寡 的 展开 式 定 理 . 形 如 


(a 十 b)"= Cap 
i=0 


n 


~] 


= Ca” + Cla" b + + + Cap 
spo OP, 
其 中 A B IC. ES ERAI LL ETT XX (JE 
开 式 中 


Ci = ————— (1 二 0,1,2, on) 


称 为 二 项 式 展开 式 的 系数 ,日 是 展开 式 的 i 十 1 项 的 
系数 .在 (a 十 5)” 的 展开 式 中 ,Cra” "b" RIS LS 
展开 式 的 通 项 . 它 表示 第 m 十 1 项 , 记 为 
Taim =051525 on). 
二 项 式 定 理 可 以 推广 到 指数 不 是 自然 数 的 情 
É. 对 于 任何 实数 w, 当 a>0 且 |2|<a 时 ,有 


十 co ; 


a+ = MU 


a 


qt p : 


其 中 


_ a(a— 1)…(a 一 :十 1) 


11 


显然 , 当 a 为 自然 数 时 ,展开 式 只 有 有 限 项 且 归 结 ; 
前 面 的 形式 ,也 不 必 对 a,b 进行 限制 . 二 项 式 定理 也 
可 以 推广 到 多 项 式 的 情形 :对 任意 自然 数 n,&, 有 


nu n! 
(a, 十 az +a)" = "y blq! sjaa Ak 
ppm 
二 项 式 展开 式 的 主要 性 质 有 : 


1. 展开 式 的 项 数 比 二 项 式 的 次 数 多 1, 即 展开 
式 中 共有 nn 十 1 项 . 

2. 展开 式 中 字母 a. 的 次 数 从 第 一 项 起 由 依次 
减 1, 直到 0 为止 ;6 的 次 数 从 第 一 项 起 由 0 依次 增 
加 1, 直 到 为止; 在 每 一 项 中 4a 与 5 的 次 数 和 为 xn. 

3. 展开 式 中 第 > 十 1 项 的 系数 是 C. 

4. 展开 式 中 与 首 末 两 项 等 距 的 两 项 系数 相等 ， 
BACCI. 

5. 展开 式 的 中 间 项 是 系数 最 大 的 项 , 当 为 偶 
次 时 ,第 (x/2 十 1) 项 的 系数 CY? RK, A n 为 奇数 
时 ,第 十 1)/2 项 和 第 (nn 十 3)/2 项 的 相等 系数 
Coot 

6. 展开 式 中 各 项 的 系数 和 为 2", 即 


C HCO +e + C2 = 2", 

7. 展开 式 中 各 奇数 项 系数 的 和 等 于 各 偶数 项 系 
数 的 和 (都 等 于 2" D. Bl 

CIAC ACG H =C HCH t 2"! 

8. 对 于 2 一 0,1,2,… 时 的 所 有 二 项 式 展 开 式 的 
系数 可 以 作成 一 个 三 角形 数 表 , 称 为 杨辉 三 角形 ( 参 
D, EE Fae”). 

二 项 式 定理 是 一 个 古老 的 问题 ,很 早 就 有 人 研 
究 . 奥马，。 海 亚 姆 (Omar Khayyami) 在 他 的 《代数 
学 中 展开 了 (a 十 6)", 这 是 二 项 式 定理 的 萌芽 . 杨辉 
在 他 的 《详解 九 章 算术 》(1261 年 ) 中 将 二 项 式 展开 
式 的 系数 排 成 有 规则 的 三 角形 (杨辉 三 角形 ) ,使 二 
项 式 展开 式 便 于 记忆 和 计算 ,并 推动 了 对 二 项 式 定 
理 的 研究 . 帕斯卡 (Pascal,B. ) 也 在 1653 年 作 了 同 
样 的 工作 . £3 1427 年 ,阿尔 。 卡 西 (al-Kashi,G. al- 
D. J. M. ) 在 他 的 《算术 之 钥 ) 中 已 给 出 了 自然 数 究 
的 二 项 式 (a 十 6)" 的 展开 式 


(a 十 b) pont a” = Cath 


k=] 


他 还 发 现 了 关系 式 CH=CH, +C. 1665 年 ,牛顿 


(Newton,1) 也 得 到 上 述 展 开 式 . 1676 年 ,他 在 给 奥 
丁 堡 的 一 封 信 中 最 先 给 出 了 带 有 有 理 指数 的 二 项 式 
展开 式 ,但 他 未 作 严 格 论证 ,只 用 (1 十 x)“ 展 开 式 自 
KET 1 十 zx 来 验证 .格雷 果 里 (Gregory ,J. ) 也 独立 
发 现 了 这 一 定理 . 自然 数 罕 的 二 项 式 定 理 的 严格 证 
明 是 由 雅 各 布 第 一 ， 伯 努 利 (Bernoulli,Jacob I ) 
做 出 的 .分 指数 和 人 负 指 数 的 二 项 式 定 理 的 证 明 由 欧 
H (Euler, L. ) 提 供 , 但 缺乏 严格 根据 ,最 后 由 高 斯 
(Gauss,C. F. ) 于 1811 年 完成 . 

牛顿 二 项 式 公 式 (Newton binomial formula) 
即 “ 二 项 式 定 理 ”. 

杨辉 三 角形 (Yang Hui triangle) 一 个 著名 的 
三 角形 数 表 . 二 项 式 展开 式 的 系数 组 成 的 三 角形 数 
表 . 如 图 所 示 ， 

人 


14 6 4 1 
D 5 10 10 5 d 
1 6 15 20 15 6 1 


这 个 三 角形 数 表 可 无 限 向 下 伸展 , 它 的 第 nn 十 1 fid 
(a 十 5b)"*(n 二 0,1,2,3,…). 展开 式 中 的 各 项 的 系数 . 
由 图 可 以 看 出 , 数 表 的 两 条 边界 都 是 数字 1 组 成 的 ， 
任 一 行 相 邻 两 数 之 和 等 于 下 一 行 该 两 数 中 间 的 数 ， 
它 反映 了 组 合 数 的 一 个 重要 性 质 :杨辉 在 他 所 著 的 
《详解 九 章 算法 》(1261 年 ?的 附录 中 ,记载 了 贾 宪 的 
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《黄帝 九 章 算 法 细 草 》 中 的 一 张 图 ,这 张 图 的 名 字 是 
《 开 方 作法 本 源 图 》, 其 实质 也 就 是 上 述 二 项 式 展 开 
式 的 系数 的 三 角形 数 表 . 因此 ,这 张 三 角 形 数 表 赋 称 
为 杨辉 三 角形 ,又 称 为 页 宪 三 角形 .在 欧洲 ,由 斯 卡 
(Pascal, B. ) 也 有 类 似 的 结果 (1654), 所 以 ,这 一 数 
表 也 称 为 帕斯卡 三 角形 . 


贾 宪 三 角形 (Jia Xian triangle)” 即 “杨辉 三 角 
É”. 

帕斯卡 三 角形 (Pascal triangle) El “R= ff 
En 


数学 归纳 法 (mathematical induction) 数学 中 
的 一 个 重要 证 明 方 法 . 即 与 自然 数 有 关 的 命题 的 一 
种 证 明 方 法 . 数学 归纳 法 用 下 面 两 个 步骤 来 证 明 命 
题 的 真实 性 :第 一 步 , 验 证 当 n — 0 时 命题 成 立 ;第 二 
步 , 假 设 当 ”一 A(A 之 0) 时 命题 成 立 , 并 以 此 为 据 , 推 
证 当 n=k 十 1 时 命题 也 成 立 . 根据 以 上 两 步 断 定 对 
于 所 有 自然 数 n d UD B Sr. 这 样 的 证 明 方 法 也 常 
称 为 第 一 数学 归纳 法 . 上 面 的 第 一 步 称 为 归纳 黄 基 。 
证 明 的 起 点 4==0 FT ERA n=n ono 取 何 自然 数 ， 
视 命 题 的 具体 内 容 而 定 , 有 时 甚至 可 以 将 no 的 取 值 
扩展 到 0 和 负数 . 第 二 步 称 为 归纳 递 推 , 其 中 所 作 的 
假设 ”一 A( 之 1) 时 命题 成 立 称 为 归纳 假设 ,可 直接 
用 作证 明 n=k +1 时 命题 成 立 的 依据 . 这 种 归纳 法 
所 能 证 明 的 ,只 是 命题 对 大 于 或 等 于 0 的 所 有 自然 
Wn RADE n 有 多 大 , 它 仍 是 有 限 数 (基数 ), 不 
可 能 推出 命题 对 超 限 基数 成 立 , 故 这 种 数学 归纳 法 
实 为 有 限 数 学 归纳 法 . 在 佩 亚 诺 (Peano,G. ) 提 出 自 
然 数 的 公理 定义 时 ,他 已 吸取 数学 归纳 法 而 成 为 其 
中 的 归纳 公理 ,于 是 就 可 以 从 佩 亚 诺 公理 推导 出 数 
学 归纳 法 (参见 “ 佩 亚 诺 公理 ”). 数学 归纳 法 是 16 世 
纪 后 期 才 被 发 现 的 , 毛 罗 利 科 (Maurolico,F. ) 在 他 
1575 年 发 表 的 《算术 》 一 书 中 ,明确 地 应 用 数学 归纳 
法 证 明了 1 十 3 十 … 十 (2n 一 1)==n* 等 有 关 自 然 数 的 
命题 . 数学 归纳 法 有 多 种 变形 ;如 第 二 数学 归纳 法 . 
华罗庚 在 他 的 《数学 归纳 法 一 书 中 另 提出 反 向 ( 倒 
推 ) 归 纳 法 ,跳跃 式 归 纳 法 , 跷 跷 板 归 纳 法 ,螺旋 式 归 
纳 法 ,二 重 数学 归纳 法 等 名 称 . 

第 二 数学 归纳 法 (second mathematical induc- 
tion) 数学 归纳 法 的 一 种 变形 .用 第 二 数学 归纳 法 
证 明 的 步骤 是 :第 一 步 , 证 明 n— 0 时 命题 成 立 ;第 二 
步 ,假设 对 于 O<n<e 时 命题 成 立 , 推 证 出 当 半 一 A 
十 1 时 命题 也 成 立 . 根据 以 上 两 步 断 定 对 一 切 自 然 
数 半 命题 成 立 . 第 一 步 中 的 起 点 n —0 可 以 视 具体 问 
题 更 换 为 任何 一 个 整数 n= n. 第 二 数学 归纳 法 的 
理论 根据 是 最 小 数 原理 ;自然 数 集 的 每 一 个 非 空 
集中 都 有 一 个 最 小 数 . 自然 数 集 的 最 小 数 原 理 与 归 
纳 公 理 是 等 价 的 . 


116 


数学 归纳 法 的 变形 (alternate form of mathe- 
matical induction) 数学 归纳 法 的 其 他 几 种 形式 . 
指 除 常用 的 第 一 和 第 二 数学 归纳 法 外 ,华罗庚 在 其 
所 著 《 数 学 归纳 法 ) 一 书 中 提出 一 些 略 有 变化 的 特殊 
名 称 的 数学 归纳 法 , 均 可 用 于 证 明 与 自然 数 有 关 的 
命题 ,概述 如 下 : 

1. 跳跃 式 归 纳 法 . 设 P GO XOT ARR n 的 命 
ii. UE AH : 

1) PA) PO) PODER Sr B p ; 

2) POR) POR. D, 
WP GXEHTEfI B RR n Ur. 

2. 跷 跷 板 归 纳 法 . 设 A(n),B(n) 是 关于 两 个 独 
立 自然 数 的 命题 . 证 明 : 

1) ACL) RRA; 

2) ACE) BCR) s 

3) BG) ACG 9-0); 
则 A G0 ,如 2) 对 任何 自然 数 均 成 立 ， 

3. 倍 跳 倒退 归纳 法 . 设 定 DP GO ,证 明 : 

D 已 (2) 成 立 ; 

2) P(k)=>P (2k); 

3) 对 7 之 2,PGCr) 之 Pr 一 1); 
则 P Gr) BEST. 

4. 倒退 ( 反 向 ) 归 纳 法 . 设 定 P OD 证明: 

1) 对 严格 单调 递增 无 界 自然 数列 Ri skort skas 
ee POOGo1,2, 770A 

2) X] rz2,PGOo—PG—1)5; 
W| P Gr) BEIT. 

5. 二 重 数学 归纳 法 . 设 了 (n,m) 是 关于 两 个 独 
立 自然 数 的 命题 ,证 明 : 

D PC1.m) A P(m.1) BRIT; 

2) Pin+1.,m) A Pirsm+1) 

=>P(n+1l sm +1); 

WW 已 (022) 对 任何 自然 数 nm 成 立 . 

6. 螺旋 式 归 纳 法 . 设 Pia), Pa), ,Piln) 是 
个 与 自然 数 x 有 关 的 命题 , 证 明 : 

D PODRL; 

2) Pi(m)=>P,(m); 

3) P,(m)>P3(m); 

k+1) P,Gn)—Pj,Cm +1); 
则 对 任何 自然 数 Pin) Pon) oe SP, Ee. 
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Tog 
平面 几何 (plane geometry) 几何 学 的 基础 学 


科 , 研 究 平面 图 形 的 性 质 的 几何 学 . 公元 前 约 三 百 
年 , 古 希 腊 数 学 家 欧 几 里 得 (Euclid) 系 统 总 结 和 研 
究 了 前 人 的 几何 知识 ,写成 一 本 科学 伟 著 《几何 原 
本 》. 书 中 从 少数 定义 和 公理 出 发 ,通过 逻辑 推理 ,得 
到 一 系列 的 定理 ,建立 了 较 严 密 的 几何 演绎 体系 ,使 
几何 成 为 一 门 独立 学 科 , 即 欧 几 里 得 几何 学 .《 几 何 
原本 》 对 几何 学 以 后 的 发 展 和 数学 教育 的 发 展 都 起 
了 重要 作用 , 它 曾 在 西方 近 两 千年 的 时 间 里 ,作为 学 
校 最 主要 的 教科 书 ,流传 于 世 . 

十 希腊 的 数学 分 为 四 大 科 : 算 术 、 几何、 天 文 、 音 
Ak ,直到 中 世纪 ,十 罗马 帝国 还 以 二 希腊 的 学 校 为 模 
式 ,建立 了 包括 初等 .中 等 .高 等 三 类 的 教育 系统 ,其 
中 高 等 教育 的 数学 教学 仍 分 为 此 四 科 . 以 后 ,算术 分 
为 算术 与 代数 ,几何 分 为 三 角 学 与 几何 ,在 各 个 时 期 
的 各 种 几何 课本 ,基本 上 都 取材 于 《几何 原本 》, 但 中 
间 曾 有 一 度 删 去 了 所 有 证 明 . 到 14 一 15 世纪 文艺 复 
兴 时 期 ,由 于 生产 力 的 发 展 需要 ,学 校 的 智育 扩大 到 
包括 算术 、 几 何 、 文 学 .历史 、 地 理 、 机 械 学 等 十 几 个 
学 科 , 在 几何 中 又 重新 重视 了 证 明 , 增 加 了 计算 、 测 
量 等 内 容 . 

18 世纪 ,法国 数学 教师 拉 殉 鲁 瓦 (Lacroix,S. 
F. ) 编 写 教科 书 九 卷 (1796 一 1799) ,其 中 几何 内 容 
参考 了 数学 家 达 朗 贝尔 (d'Alembert,J. le R. ) 的 意 
见 , 分 为 平面 几何 与 立体 几何 两 部 分 ;德国 莱 布 尼 欧 
(Leibniz,G. W. ) 的 学 生 沃 尔 费 (Wolf,C. von) 编 写 
初等 数学 教材 (1713), 其 中 ,几何 部 分 先 讲 平面 几 
何 ,后 讲 立 体 几 何 . 此 后 ,西欧 各 国 中 等 学 校 大 都 将 
几何 分 为 平面 几何 与 立体 几何 讲授 . 

19 世纪 中 叶 以 后 ,几何 学 发 展 出 现 了 各 种 新 的 
分 支 , 它 们 都 可 以 分 别 研究 其 平面 .立体 的 ,甚至 高 
维 空间 的 情况 ,但 是 ,作为 几何 学 最 基础 学 科 的 平面 
几何 ,从 历史 发 展 的 过 程 和 学 校 教育 的 实际 情况 来 
看 , 它 的 内 容 体系 仍 属 于 欧 几 里 得 几何 的 范围 , 它 所 
采用 的 研究 方法 仍 是 直接 就 图 形 来 研究 其 性 质 的 综 
合 方法 . 

1899 年 , 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 的 《几何 基础 》 
一 书 发 展 ,使 平面 几何 有 了 一 套 完整 而 严格 的 公理 
基础 ,此 后 ,许多 数学 家 对 平面 几何 的 深度 和 广度 作 
了 进一步 探索 ,使 其 内 容 更 加 丰富 .但 是 , 随 着 学 校 
教学 改革 的 发 展 ,各 国 对 平面 几何 教材 内 容 改 革 出 
现 了 困难 .曲折 和 反复 ,有 的 甚至 予以 取消 . 实践 证 
HH ,平面 几何 不 仅 是 几何 学 的 最 基础 学 科 ,而 且 对 中 
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学 教育 也 是 不 可 缺少 的 . 因为 平面 几何 演绎 体系 直 
观 化 .抽象 化 .公理 化 的 特点 ,对 培养 学 生 直觉 思维 、 
逻辑 思维 和 推理 论证 能 力 的 作用 ,是 别 的 学 科 无 法 
代替 的 , 它 的 基本 知识 接近 生活 、 生 产 ,也 是 作为 一 
个 公民 所 必须 具备 的 . 因此 ,各 国都 规定 中 学 教育 要 
学 习 平 面 几 何 . 然而 ,作为 中 学 教育 的 平面 几何 课 
程 , 与 作为 数学 学 科 的 平面 几何 ,可 以 是 不 完全 一 致 
的 ,前 者 应 当 根 据 教 学 改革 需要 和 学 生年 龄 特征 ,对 
其 内 容 作 适当 调整 和 取舍 ,各 国 的 中 学 平面 几何 教 
材 也 不 尽 相 同 , 这 种 改革 还 在 进行 和 探索 中 . 主要 改 
革 趋 回 是 : 

1. 公 理化 方法 仍 是 平面 几何 的 基础 ,一 些 国家 
正在 试验 采用 新 的 公理 体系 讲授 平面 几何 , 删 去 繁 
杂 偏 难 的 论证 . 

2. 增加 现代 化 观点 :如 集合 、 几 何 变 换 . 

” ”3. 形 数 结合 ,引进 坐标 法 和 向量, 用 坐标 法 和 向 
量 法 证 明 几 何 题 有 时 比 综合 法 简单 . 

但 是 ,平面 几何 研究 的 基本 图 形 仍然 是 相交 线 
和 平行 线 、 三 角形 、 四 边 形 、 相 似 形 、 圆 和 正 多 边 形 
等 . 其 基本 内 容 包 括 : 基 本 概念 .基本 定理 的 证 明和 
各 种 类 型 的 几何 证 明 题 、 计 算 题 (长 度 、 角 度 、 面 积 )、 
几何 变换 、 作 图 、 轨 迹 、 测 量 等 .有 的 几何 学 家 对 平面 
几何 的 发 展 仍 在 做 进一步 研究 和 探索 ,并 发 现 平面 
图 形 的 一 些 深刻 性 质 ,尽管 这 些 结 果 对 中 学 教学 不 
一 定 是 必需 的 ,但 它 说 明 平面 几何 这 一 历史 悠久 ,而 
现实 性 很 强 的 学 科 , 仍 在 放出 绚丽 多 彩 的 光辉 . 

欧 几 里 得 几何 (Euclidean geometry) 简称 欧 
氏 几 何 . 几何 学 的 一 个 分 支 . 它 是 以 欧 几 里 得 平行 公 
理 为 基础 建立 的 几何 学 . 在 欧 几 里 得 (Euclid) 所 著 
的 《几何 原本 中, 总结 了 前 人 的 几何 学 知识 和 研究 
成 果 ,加 以 系统 化 ,把 人 们 公认 的 一 些 事实 作为 公设 
和 公理 ,形成 了 在 当时 认为 是 最 严密 的 体系 . 用 这 些 
公设 和 公理 研究 图 形 的 几何 性 质 , 就 形成 了 欧 几 里 
得 几何 .在 克 菜 因 (Klein,(C. OF. ) 的 变换 群 的 观点 
下 , 它 是 研究 在 正 交 变换 下 不 变 的 几何 性 质 的 几何 . 
相对 于 高 等 几何 而 言 , 常 把 它 称 为 初等 几何 或 度量 
几何 . 相对 于 解析 几何 而 言 , 又 常 称 它 为 综合 几何 或 
纯粹 几何 . 按 所 讨论 的 图 形 在 平面 上 或 在 空间 中 ,分 
别称 为 平面 几何 与 立体 几何 . 刻画 欧 几 里 得 几何 的 
最 关键 的 性 质 是 平行 公理 ,否定 这 一 公理 就 会 得 出 
非 欧 几 里 得 几何 . 欧 几 里 得 以 其 所 著 的 《几何 原本 》 
闻名 于 世 , 他 尚 有 不 少 著作 , 现 已 大 部 分 失传 ,只 有 
少数 著作 ,如 《已 知 数 兴 图 形 的 分 割 兴 光学 》 等 保存 
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了 下 来 . 

欧 氏 几何 (Euclidean geometry) 
何 的 简称 . 

初等 几何 (elementary geometry) 
得 几何 ”. 

度量 几何 (metric geometry) 
fay”. 

ah PE JL fa] (pure geometry) 
何 ” 

综合 几何 (synthetic geometry ) 
几何 ”. 
原本 (elements) 历史 上 最 早 的 几何 学 著作 . 
公元 前 3 扯 纪 , 欧 几 里 得 (Euclid) 搜 集 当 时 所 有 已 
知 的 几何 知识 ,按照 严密 的 逻辑 原则 ,编纂 成 《原本 》 
13 3$. 后 人 又 续 添 14,15 两 卷 . 此 书 将 前 人 的 零散 
的 几何 知识 加 以 系统 整理 ,从 一 些 最 基本 的 概念 、 公 
理 、 公 设 出 发 ,依据 几何 学 的 内 在 规律 和 逻辑 原则 ， 
用 公理 化 方法 建立 了 几何 学 的 演绎 体系 ,使 几何 学 
成 为 比较 系统 的 科学 .《 原 本 》 对 几何 的 发 展 和 几何 
学 的 教学 起 了 巨大 作用 ,两 千 多 年 来 ,所 有 的 初等 几 
何 教科 书 以 及 19 批 纪 以 前 一 切 有 关 初 等 几何 的 论 
3E ,都 以 (原本 ;为 依据 , 而 欧 几 里 得 的 名 字 成 了 几何 
学 的 代名词 ,人 们 一 直 把 这 种 体系 的 几何 学 称 为 欧 
几 里 得 几何 学 . 

《原本 省 卷 的 主要 内 容 有 :第 一 卷首 先 给 出 若 
干 定义 、5 条 公设 和 公理 ,以 此 为 出 发 点 ,推导 出 48 
个 命题 ,以 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 勾 股 定理 ?结尾 . 欧 几 里 
得 首先 给 出 的 基本 定义 是 : 

1. 点 是 没有 部 分 的 . 

2. RAKERA WE. 

3. 线 的 界限 是 点 . 

4. 直线 是 这 样 的 线 , 对 于 它 上 面 的 任何 点 来 说 
都 是 同样 地 放置 着 的 . 

5. 面 只 有 长 度 和 宽度 . 

6. 面 的 界限 是 线 . 

7. 平 面 是 这 样 的 面 , 对 于 它 的 任何 直线 来 说 都 
是 同样 地 放置 着 的 . 

共有 23 个 定义 ,包括 角 BA. BA ASEM, 
最 后 是 平行 线 的 定义 . 欧 几 里 得 列 出 的 公设 是 : 

1. 从 每 一 点 到 另 一 点 可 引 直 线 . 

2. 每 条 直线 都 可 以 无 限 延 长 . 

3. 以 任意 点 为 中 心 可 作 半 径 等 于 任意 长 的 圆 . 

4. SUE AA TAS. 

5. 同一 平面 内 的 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 ， 
若 其 中 一 侧 的 两 个 内 角 之 和 小 于 二 直角 , 则 该 两 直 
线 必 在 这 一 侧 相 交 . 

最 后 一 个 公设 就 是 有 名 的 第 五 公设 , 义 称 欧 几 
里 得 平行 公设 . 由 于 它 在 叙述 上 比 前 四 条 公设 元 长 ， 
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欧 几 里 得 几 


即 “ 欧 几 里 


即 “ 欧 几 里 得 几 


即 “ 欧 几 里 得 几 


即 “ 欧 几 里 得 


意义 又 不 够 明显 ,应 用 也 较 晚 ,因而 引起 历代 许多 学 
者 的 怀疑 ,并 试图 给 予 证 明 , 但 没有 人 得 到 成 功 , 却 
导致 19 世纪 非 欧 几 里 得 几何 学 的 产生 . 欧 几 里 得 列 
出 的 公理 是 : 

1. 等 于 同 量 的 量 相 等 . 

2. 等 量 加 等 量 , 其 和 相等 . 

3. 等 量 减 等 量 ,其 差 相 等 . 

4. 能 重合 的 量 相 等 . 

5. 全 体 大 于 部 分 . 

第 二 卷 是 用 几何 的 方法 研究 代数 恒等式 ,包括 
14 个 命题 ,建立 了 与 初等 代数 恒等式 等 价 的 一 些 关 
于 图 形 面 积 相 等 的 关系 式 . 例如 ,命题 7 等 价 于 
(atb)y=a?+b'+4+ 2ab; p KL. 11 用 几何 方法 解决 了 
黄金 分 割 问题 ;命题 12,13 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 推 
广 .第 三 卷 有 37 个 命题 ,论述 了 圆 、 弦 .圆周 角 及 与 
ll KERJ Rea BE T ARE. 第 四 卷 有 16 
个 命题 eR T AWB SEAL AH REBUM 
(包括 正 五 边 形 、 正 六 边 形 和 正 十 边 形 ) 的 作法 . 第 五 
卷 有 25 个 命题 ,阐述 比例 论 , 将 比例 关系 推广 到 无 
公 度 的 量 , 但 当时 还 未 形成 无 理 数 的 概念 .第 六 卷 有 
33 个 命题 ,论述 面积 与 相似 形 . 第 七 、 八 、 九 卷 是 算 
术 , 包 括 著 名 的 欧 几 里 得 轧 转 相 除 法 、 连 比例 及 质数 
个 数 无 限 的 定理 . 第 十 卷 主要 论述 不 可 公 度 的 量 的 
理论 ,包括 与 整数 的 开 方 有 关 的 几何 运算 . 第 十 一 卷 
有 40 个 命题 ,叙述 立体 几何 基础 知识 ,包括 平面 与 
直线 .垂直 与 平行 ,多面 角 的 平面 角 以 及 平行 六 面体 
体积 定理 .第 十 二 卷 利 用 穷 竟 法 证 明了 圆 面积 的 比 
等 于 半径 平方 比 ,球体 积 的 比 等 于 半径 立方 比 , 以 及 
任何 楼 锥 体 体积 等 于 同 底 等 高 的 楼 柱 体 体 积 的 三 分 
之 一 . 第 十 三 卷 前 半 部 分 论述 分 线段 成 中 外 比 ,后 半 
部 分 讨论 正 多 面体 ,确立 了 正 多 面体 只 有 面 数 为 四 、 
六 、 八 .十 二 、 二 十 这 五 种 类 型 . 最 后 一 个 命题 (第 19 
命题 ) 判 定 除 上 述 5 种 以 外 再 没有 其 他 正 多 面体 . 

《原本 EB 13 卷 共 467 个 命题 .有 些 版 本 多 两 
卷 , 讨 论 有 关 正 多 面体 的 更 多 的 结果 . 但 一 般 认 为 第 
十 四 卷 出 自 亚历山大 的 许 普 西 克 勒 斯 (Hypsicles， 
(A)) 的 手笔 . 第 十 五 卷 是 6 其 纪 初 大 马 士 革 乌 斯 
(Damascius , (D)) Br 3&. 中 国保 存 至 今 的 最 早 的 译 
本 是 1607 年 ( 明 万 历 丁 未 年 ) 由 利 玛 罕 (Ricci,M.) 
和 徐光启 合 译 为 《几何 原本 》 的 前 6 卷 ,几何 的 名 称 
因此 而 得 . 1857 FRET 年), 由 伟 烈 亚 力 
(Wylie, A. ) 和 李 善 兰 合 译 了 后 9 Æ. 在 此 之 前 ,元 
朝 已 有 《几何 原本 》 的 阿拉 伯 文 译本 ,译名 是 《无 忽 烈 
的 四 臂 算 法 段 数 十 五 部 》, 现 已 失传 . 

《原本 虽然 是 一 部 伟大 的 科学 著作 和 几何 教科 
书 , 但 从 严格 的 逻辑 观点 来 看 ,并 不 是 没有 缺点 的 . 
它 的 缺点 是 在 于 基础 部 分 不 够 完整 和 严密 . 由 于 它 
采用 的 公理 、 公 设 太 少 ,又 不 够 完善 ,因而 不 得 不 求 


助 于 图 形 的 直观 性 ,承认 了 一 些 显然 的 事实 . 19 世 
纪 末 , 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 在 他 的 《几何 学 基础 》 
一 书 中 阅 述 了 一 套 完整 而 严密 的 公理 体系 , 称 为 希 
尔 伯 特 公理 体系 ,从 而 使 欧 几 里 得 几何 学 的 逻辑 结 
构建 立 在 牢固 的 理论 基础 上 . 尽管 《几何 原本 了》 还 有 
不 少 缺 点 ,但 它 开创 了 数学 公理 化 的 正确 途径 ,因而 
对 数学 发 展 的 影响 超过 以 往 任 何 著 作 . 

NARA (elements) ” 欧 几 里 得 (Euclid) 所 车 
《原本 》 的 中 译名 .徐光启 和 利 玛 赛 (Ricci, M. ) F 
1607 年 将 外 文 的 4 原本》 翻译 为 中 文 时 ,中 译本 命名 
为 《几何 原本 》. 这 是 中 国 最 早 的 译本 . 几何 一 词 即 由 
此 而 来 ,沿用 至 今 (参见 “原本 ”). 


平面 几何 的 基础 知识 


平面 (plane) 见 本 卷 4 立 体 几 何 》 同 名 条 . 

fü(axis) 几何 学 术语 . 指 几 何 中 具有 特殊 性 
质 的 直线 ,如 对 称 轴 、 根 轴 、 旋 转轴、 坐标 轴 等 . 

半 平 面 (half plane) 见 本 卷 4 立 体 几何 ) 同 名 
条 . 

几何 图 形 (geometric figure) 简称 图 形 . 几何 
学 研究 的 对 象 . 指点 、 线 、 面 、 体 或 者 它们 的 集合 . 平 
面 儿 何 中 的 图 形 的 所 有 点 都 在 同一 个 平面 内 . 

图 形 (figure) 几何 图 形 的 简称 . 

平面 图 形 (plane figure) 几何 图 形 的 一 种 . 指 
所 有 点 都 在 同一 平面 内 的 图 形 . 如 直线 、 三 角形 、 平 
行 四 边 形 等 都 是 基本 的 平面 图 形 .平面 图 形 是 平面 
几何 研究 的 对 和 象 . 

欧 几 里 得 第 五 公设 (Euclidean fifth postu - 
late) 简称 第 五 公设 . 对 几何 学 的 发 展 起 着 重要 作 
用 的 一 个 公设 .在 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《几何 原本 》 
中 ,第 五 条 公设 是 :同一 平面 内 的 两 条 直线 与 第 三 条 
直线 相交 ,大 其 中 一 侧 的 两 个 内 角 之 和 小 于 二 直角 ， 
则 该 两 直线 必 在 这 一 侧 相交 . 因 它 与 平行 公理 是 等 
价 的 ,所 以 又 称 为 欧 几 里 得 平行 公设 ,简称 平行 公 
设 . 由 于 第 五 公设 的 内 容 和 令 述 比 前 四 条 公设 复杂 ， 
所 以 引起 后 人 的 不 断 研 究 和 探讨 ,在 两 和 于 多 年 间 , 许 
多 学 者 试图 用 《几何 原本 》 中 其 余 公 设 和 推论 证 明 ， 
然而 都 没有 成 功 ,但 却 从 中 获得 了 一 些 和 第 五 公设 
等 价 的 命题 . 后 来 ,到 19 世纪 , 几 位 数学 家 否定 第 五 
公设 ,推导 出 一 些 和 欧 几 里 得 几何 不 同 的 新 命题 ,从 
而 导致 非 欧 几 里 得 几何 的 产生 . 

欧 几 里 得 平行 公设 (Euclidean parallel postu- 
late) ” 即 “ 欧 几 里 得 第 五 公设 ”. 


平行 公设 《parallel postulate) 欧 几 里 得 平行 
公设 的 简称 ， 
平行 公理 (parallel axiom) 几何 学 的 重要 公 


理 之 一 . 即 希 尔 伯 特 公理 体系 中 的 一 个 公理 . 其 内 容 


平面 几何 的 基础 知识 


是 (在 平面 上 ) 通 过 不 在 已 知 直线 上 的 一 点 至 多 可 引 
一 条 与 已 知 直线 平行 ( 即 不 相交 ) 的 直线 . 上 述 公理 
是 普 莱 费 尔 (Playfair,J. ) 首 先 用 来 代替 欧 儿 里 得 第 
五 公设 的 , 它 与 第 五 公设 是 等 价 命 题 ,也 称 为 普 莱 费 
尔 公 理 . 在 中 学 几何 教材 中 ,平行 公理 叙述 为 :经 过 
直线 外 一 点 ,有 一 条 而 且 只 有 一 条 直线 和 这 条 直线 
平行 . 在 希 尔 伯 特 公 理 体系 中 ,有 了 前 三 组 公理 后 ， 
平行 线 的 存在 性 是 可 以 证 明 的 ,而 平行 线 的 惟一 性 
才 是 必须 由 公理 保证 的 .平行 公理 在 欧 几 里 得 几何 
中 占有 特殊 地 位 , 它 不 像 其 他 公理 .公设 那么 显然 ， 
因而 从 《几何 原本 》 问 世 起 ,许多 数学 家 企图 把 它 当 
做 定理 来 证 明 ,然而 都 终归 失败 ,但 却 导 致 了 非 欧 几 
何 的 诞生 ,而且 在 探索 平行 公理 的 过 程 中 ,发 现 了 不 
少 与 之 等 价 的 公理 . 

普 莱 费 尔 公 理 (Playfair axiom) 
gg. 

射线 (ray) 亦 称 半 直 线 . 几何 学 的 重要 概念 之 
— 指 直线 上 任 一 点 一 旁 的 部 分 . 这 一 点 称 为 射线 的 
端点 . 射线 亦 可 定义 为 从 某 一 个 确定 的 点 出 发 沿 固 
定 方 回 运动 的 点 的 轨迹 . 射线 用 表示 它 的 端点 和 射 
线 上 任意 一点 的 两 个 大 。 
写字 和 母 表示 . 如 图 1 中 
的 射线 可 记 为 射线 OA. 
同一 直线 上 的 两 条 射 
线 , 若 其 中 一 条 包含 另 
一 条 , 则 此 两 射线 称 为 A OQ OA 
同 回 射线 . 如 图 2 中 的 图 3 
射线 OLA, 与 0;4;. 奎 其 中 任 一 条 都 不 包含 男 一 条 ， 
则 此 二 射线 称 为 反 回 射线 . 如 图 3 中 的 射线 O14 与 
O,A>. 

半 直 线 (half straight line) 即 “ 射 线 ”. 

同 向 射线 (same direction ray) JL“ 8] £g". 

Ria He (opposite direction ray)” 见 “射线 ”. 

线段 (line segment) 最 基本 的 几何 图 形 之 一 . 
界 于 两 点 间 的 直线 部 分 称 为 线段 . 这 两 点 称 为 线段 
的 端点 . 如 果 线 段 的 两 个 端点 分 别 用 4,B 来 表示 ， 
则 此 线段 可 记 为 AB. 其 线段 的 长 一 般 仍 记 为 AB. 

线段 的 长 度 (length of a line segment) JAK 
线段 的 量 数 . 描述 线段 长 短 的 一 个 数 . 指 已 知 线段 与 
取 作 长 度 单位 的 线段 相 比 的 比值 . 这 是 一 个 确定 的 
正 实数 . 作为 长 度 单位 的 线段 称 为 单位 线段 ,其 长 度 
是 1. 取 和 定单 位 线段 后 ,线段 的 长 度 是 在 线段 与 正 实 
数 之 间 的 一 个 对 应 ,满足 条 件 : 

1. 取 定 的 单位 线段 与 数 1 对 应 . 

2. 相等 的 线段 对 应 于 同一 个 正 实数 . 

3. 当 线 段 AB 被 其 上 一 点 C 分 成 两 个 线段 AC 
和 CB 时 ,与 AB 对 应 的 数 等 于 与 AC 和 CB 对 应 的 
数 的 和 . 


即 “ 平 行 公 


图 1 
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线段 的 量 数 (length of a line segment?) 
段 的 长 度 ”. 

单位 线段 (unit segment)” 见 “线段 的 长 度 ”. 

两 点 间 的 距离 (distance between two points) 
以 两 点 为 端点 的 线段 的 长 度 ， 

延长 线 (elongation line) 几何 学 的 基本 概念 
之 一 . 从 射线 和 线段 的 端点 出 发 ,在 它们 所 在 的 直线 
上 引出 的 线段 或 射线 . 如 直线 上 任 一 点 O 将 直线 分 
为 两 条 射线 ,其 中 每 一 条 射线 都 称 为 另 一 条 射线 从 
O 点 引出 的 延长 线 ( 如 L0 __ 


即 “ 线 


图 1). 直线 上 两 点 A,B 图 1 
将 直线 分 为 线段 4B 和 ———4 B LL 
分 别 自 A.B 引出 的 两 图 2 
条 射线 ,这 两 条 射线 分 ”一生 一 分 一 一 不 一 
别称 为 线段 ABM A 和 图 3 


从 B 引 出 的 延长 线 , 其 中 从 4 引出 的 射线 称 为 线段 
AB 的 反 向 延长 线 .延长 线 一 般 用 虚线 画 出 (如 图 
2). 延长 线 也 可 以 是 线段 .例如 ,延长 线段 AB 至 C， 
就 得 到 AB 的 延长 线段 BC ,延长 BA 至 D, 就 得 到 
BA 的 延长 线段 AD, AD 亦 称 为 AB 的 反 向 延长 线 
段 ( 如 图 3). 

反 回 延长 线 (oppositely elongated line) 见 
EKR”. 

线段 的 相等 (equality of line segments) ”线段 
间 的 一 种 等 价 关 系 .下面 给 出 线段 相等 的 一 种 描述 
方法 :把 一 条 线段 放 到 另 一 条 线段 上 , 知 它 们 的 两 对 
端点 重合 , 即 两 条 线段 完全 重合 , 则 称 这 两 条 线段 相 
等 . 线段 4 与 线段 CD 相等 , 记 为 AB— CD, iz fE 
线段 AB 等 于 线段 CD. 相等 线段 具有 如 下 性 质 : 

1. 反 身 性 , 记 为 AB— AB. 

2. 对 称 性 , 若 AB=CD, N} CD=AB. 

3. f&xé PE. Zr AB—CD,CD-—EF ,W| AB=EF. 

即 线段 的 相等 是 一 个 等 价 关 系 . 

线段 的 不 等 (inequality of line segments) 线 
段 间 的 一 种 比较 关系 , 下面 给 出 线段 不 等 的 一 种 描 
述 方法 :把 一 条 线段 放 到 另 一 条 线段 上 ,使 一 对 端点 
重合 , 符 另 一 对 端点 不 重合 , 则 称 这 两 条 线段 为 不 相 
等 的 线段 ,简称 线段 的 不 等 . 当 一 条 线段 的 不 重合 端 
点 落 在 另 一 条 线段 的 内 部 时 , 则 称 该 线段 小 于 另 一 
条 线段 ,或 称 另 一 条 线段 大 于 该 线段 ;反之 , 亦 然 . 线 
段 AB 小 于 线段 CD. WH AB<CD, KR CD>AB. 

线段 的 和 和、 差 、 倍 、 分 (sum,difference,multiple 
and division of line segments) 线段 的 运算 . RA 
线段 a b.c 和 一 直线 上 的 三 点 4,B,C, 且 有 AB 
=a, BC =b, AC =c. ER B 介 于 点 4,C 之 间 , 则 
线段 AC 称 为 线段 AB 与 线段 BC 的 和 ,或 < 称 为 a 
与 6 的 和 , 记 为 AC =AB+ BC, RcH=ath. 两 线段 
的 和 可 推广 到 条 线段 的 和 . 线段 BC 称 为 线段 AC 
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与 线段 AB 的 差 , 或 6 称 a b 
为 c 与 a 的 差 , 记 为 BC= 
AC 一 AB, 或 6 二 c 一 a( 如 


图 1); 当 4B=BC 时 ,或 4 B ç 
a=b 时 (如 图 2), 则 线段 图 1 

AC 称 为 线段 AB 的 2 fi, 

或 < 称 为 a 的 2 售 , 记 为 a b 


AC=2AR; Ww c 2as ii, 
时 ,4 又 称 为 AC 的 二 分 
Loi AB AC... 4 e C 
Ma=c/2. 如 果 一 条 线段 
b 是 n 条 线段 a 的 和 , 则 称 
b 是 a 的 nn 售 ,; 或 4 是 5 的 nn 分 之 一 ,; 记 为 6 二 na, 或 
a=b/n; m a=nc,b=mce If, MER a 是 6 的 mx 分 之 
n, WH a —nb/m, WX b ain TZ m wA b= 
ma /n. 

线段 的 中 点 (midpoint of a line segment) — ££ 
段 上 的 一 个 特殊 点 . 一 点 将 线段 平分 为 两 个 相等 的 
线段 ,该 点 称 为 线段 的 中 点 .每 一 条 线段 都 有 惟一 的 
中 点 . 

辅助 线 (auxiliary line) 几何 学 的 基本 概念 之 
一 .为 了 解 (证 ?几何 题 的 需要 E Je a EY A E S 
置 的 线 称 为 辅助 线 . 辅助 线 通 常用 虚线 来 表示 . 作 辅 
助 线 是 要 构造 一 个 新 的 几何 图 形 ,以 便 集 中 条 件 , 沟 
通联 系 、 创 造 条 件 应 用 有 关 的 定理 ,达到 解 题 的 日 
的 .平面 几何 的 线 通 和 常 只 有 直线 (线段 ) 和 圆 ( 加 弧 ). 
最 常 作 的 辅助 线 有 :延长 一 条 已 知 射线 (线段 ); 过 两 
个 已 知 点 引 直 线 ( 线 段 ); 以 已 知 点 为 贺 心 作 过 已 知 
点 的 圆 ( 圆 弧 ) 等 . 

f angle) 最 基本 的 几何 图 形 之 一 . 在 平面 几 
何 中 , 角 是 指 以 具有 公共 端点 的 两 条 射线 为 界 的 平 
面部 分 (或 指 由 一 条 射线 绕 固 定 端点 旋转 到 为 一 固 
定位 置 而 扫 过 的 平面 部 分 ). 这 两 条 射线 称 为 角 的 边 
或 夹 边 , 相 应 地 ,这 和 角 可 称 为 这 两 边 的 夹 角 . 公共 端 
点 称 为 角 的 顶点 , 它 常 用 来 代表 角 . 形成 角 的 平面 部 
分 (顶点 和 边 不 计 ) 称 为 角 的 内 部 ,平面 的 其 他 部 分 
(顶点 和 边 不 计 ) 称 为 角 的 外 部 . 内 部 的 点 称 为 角 的 
内 点 ,外 部 的 点 称 为 角 的 外 点 . 角 一 般 用 符号 “一 ? 表 
示 . 顶点 为 O 的 角 可 记 为 一 O ,两 边 为 射线 六 ,& 的 角 
可 记 为 二 (六 ,有 &), 当 在 两 边 上 分 别 取 一 点 4 和 B 时 ， 
亦 可 用 A. B 和 顶点 O 共同 来 表示 角 而 记 为 
Z AOB. 

角 的 相等 (equality of angles) 角 与 角 之 间 的 
一 种 等 价 关系 . 下面 给 出 角 相 等 的 一 种 描述 方法 :把 
一 个 角 移 放 在 另 一 个 角 上 BEINN. FB BS PLU 
及 角 的 内 部 完全 重合 , 则 称 这 两 个 角 相 等 . 奋 一 4 与 
ZB iA ZA ZB. AAS A OP TERI: 

1. 反映 性. 即 每 个 角 都 等 于 它 自身 , 记 为 


图 2 


LA= 7A. 
2. 对 称 性 . MELAS ZB, N AB=ZA. 
3. 传递 性 . WA / A=7B,ZB=/7CM 
fA eC. 

因此 , 角 的 相等 是 一 个 等 价 关 系 . 

角 的 不 等 (inequality of angles) 和 角 与 角 之 间 
的 一 种 比较 关系 . 下面 给 出 角 的 不 等 的 一 种 描述 方 
法 :把 一 个 角 移 放 到 另 一 个 角 上 ,使 两 个 顶点 和 一 组 
边 分 别 重合 ,车 男 一 组 边 不 重合 , 则 称 这 两 个 角 为 不 
相等 的 角 , 简 称 角 的 不 等 . 当 一 个 角 的 不 重合 边 落 在 
男 一 个 角 的 内 部 时 , 则 称 该 角 小 于 男 一 个 角 , 或 称 男 
一 个 角 大 于 该 角 . A 小 于 人 B 或 人 B 大 于 4, 记 
为 A 二 人 B 或 人 人 BAA. 

角 平 分 线 (angular bisector) 亦 称 角 二 等 分 
线 , 又 称 分 角 线 . 有 关 角 的 一 条 重要 射线 . 如 果 一 条 
以 角 顶 点 为 端点 的 射线 在 角 的 内 部 , 旦 将 此 角 分 为 
两 个 相等 的 角 ,那么 这 条 射线 称 为 该 角 的 平分 线 . 每 
个 角 都 有 惟一 的 角 平 分 线 . 

分 角 线 (angular bisector) 即 “ 角 平分 线 ” 

角 二 等 分 线 (bisector of an angle) ”有 即 “ 角 平分 
线 ”. 

外 二 等 分 线 external bisector) 有 关 角 的 一 
条 重要 射线 . 指 角 的 外 角 的 二 等 分 线 . 相对 于 外 二 等 
分 线 而 言 , 角 本 身 的 二 等 分 线 便 称 为 内 二 等 分 线 . 显 
然 , 每 个 角 都 有 两 条 外 二 等 分 线 , 它 们 互 为 反问 射 
线 ,都 垂直 于 内 二 等 分 线 . 

内 二 等 分 线 (internal bisector ) 
线 ”. 

角 的 三 等 分 线 (trisectrix of an angle) 有 关 角 
的 重要 射线 . 指 从 角 的 顶点 出 发 ,在 角 的 内 部 , 且 将 
该 角 分 为 三 个 相等 的 角 的 两 条 射线 . 

fa AY FO. 25, HE. 4 (sum, difference, multiple 
and division of angles) 角 的 运算 . 若 有 ac, Y8P, 
ZY 和 自 点 O 引 出 的 三 条 射线 OA,OB,OC,HA 
ZAOB= Za, Z BOC = /ß, ZAOC= 4Y,OB 在 
Z AOC 的 内 部 , 则 一 4OC FA AOB 与 BOC 的 
和 ,或 人 Y 称 为 人 a 4078 WAM, iW AOC 
三 了 AOB 十 人 BOC, 或 人 7 二 人 a 十 人 B( 角 的 和 也 可 


LOL 


O A 
l 


见 “ 外 二 等 分 


推广 到 个 角 的 和 ). m AOB FHA ZAOC 与 
了 BOC 的 差 ,或 人 a 称 为 人 7 与 LB 的 差 , 记 为 
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图 2 

了 A0B 二 了 AOC 一 BOC, 或 a= 二 人 7Y 一 人 B( 如 图 
1). SOB 是 4OC 的 角 平 分 线 时 (如 图 2), 7 AOC 
FRA AOB 的 2 售 , 或 人 40OB 称 为 人 AOC 的 二 分 
之 一 , 记 为 AOC = 2/ AOB, KR /AOB = (1/2) 
Z AOC. KN. A AY =24a,K Sa= (1/2) 47. 如 果 
一 个 人 8 Bent Zo A, WR ZB FE Za Bn FR BK 
Lake Zp 的 nn 分 之 一 , 记 为 人 B= 二 nAa,y 或 人 a 
=(1/n) ZB. M4 Za=nZ7Y,7ZB=mZY gp, nu gg 
LaL Bbm EZ nduZea-O/m)7z 8;:3X7 6 
是 Au Bg n 4 rZ. m, WA Z B= m/n) Za. 

平角 (flat angle) 一 种 特殊 的 角 . 18 P331 2H FX, 
一 条 直线 的 角 . 这 时 角 的 内 部 和 外 部 都 是 以 这 条 直 
线 为 边界 的 半 平 面 . 凡是 平角 都 相等 . 1 平角 = 
180°. 

周 角 (perigon) 一 种 特殊 的 角 ., 指 两 边 重 合 且 
角 的 内 部 (包括 边 ) 是 整个 平面 的 角 . 凡是 周 角 都 相 
等 . 1 周 角 王 360". 周 角 的 外 部 是 空 集 . RJA FAS 
有 一 个 两 边 重 合 的 角 ,其 内 部 是 空 集 , 而 外 部 连同 角 
边 是 整个 平面 ,这 样 的 角 称 为 零 角 . 因此 , 周 角 有 内 
点 而 无 外 点 , 零 角 有 外 点 而 无 内 点 . 

零 角 (Cnull angle) WAHA”. 

直角 (right angle) 一 种 常用 的 角 . 指 平角 的 
一 半 . 直角 常用 符号 Rt 一 表示 . 如 图 , AOC 是 平 
fi OB 是 一 4OC 的 平分 线 , 则 一 4OB $0 7 BOC 都 
是 直角 . 直角 AOB id 为 B 
Z AOB=Rt/ X&Rt/ AOB. 如 
图 , 角 的 顶点 处 的 符号 "二 ? 表 
示 直 角 . LEAS. 1 直角 C O A 
=1/4 HA =1/2¥ fg = 90°. 小 于 直角 的 角 称 为 锐 
角 . 大 于 直角 而 小 于 平角 的 角 称 为 钝 角 . 锐角 和 钝 角 

锐角 (acute angle) 

钝 角 (obtuse angle) 

斜 角 Coblique angle) 


“AA”. 
“BA x 
锐角 和 钝 角 的 统称 . DU 


“直角 ” 
ti fi (reflex angle) J) 

Mp. 一 种 特殊 的 角 . 指 大 于 平 JO A 

角 而 小 于 周 角 的 角 . 如 图 ,箭头 

FRÉZ AOB AA. B 


BI “it f8 ". 
锐角 、 直 角 和 和 钝 角 的 统 
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H] £8 (concave angle) 
$ fH (inferior angle) 


平 m 几 A 


称 . 相对 于 凹 角 而 言 , 劣 角 亦 称 凸 角 . 
BU“ 5 fg ". 

it HE fA (conjugate angles) 与 一 角 有 特殊 关 
ANA. 从 一 点 出 发 的 两 条 射线 形成 的 两 个 角 , 称 为 
ATA. 其 中 一 个 角 的 内 部 是 另 一 个 角 的 外 部 . 
共 恩 的 两 个 角 除 都 是 平角 的 情形 外 , 必 可 分 大 小 ,其 
FF NIS AERA 2; 3:888 0 — P 929 62598 ff. 

$ tt He fA (inferior conjugate angle) JL“ 4, 
fg". 

tk 3t Ht FA (reflex conjugate angle) 
fA”. 

fx fA (complementary angles) 与 一 锐角 有 特 
FK E PR BR. 两 个 角 的 和 等 于 直角 时 ,其 中 一 个 角 称 
为 为 一 个 角 的 余 角 . 或 称 两 个 角 互 为 余 角 ,简称 两 个 
ARR. 同 角 的 余 角 相 等 ,等 角 的 余 角 相等 . 

补 角 (supplementary angles) 与 一 个 劣 角 有 
特殊 关系 的 角 . 两 角 间 的 一 种 相依 关系 . 两 个 角 的 和 
等 于 平角 时 ,其 中 一 个 角 称 为 另 一 个 角 的 补 角 ,或 称 
两 个 角 互 为 补 角 ,简称 两 个 角 互 补 . 同 角 的 补 角 相 
等 ,等 角 的 补 角 相 等 . 

邻 角 (adjacent angles) 两 角 间 的 一 种 位 置 关 
系 . 如 果 两 个 角 有 公共 顶点 和 一 条 公共 边 , 且 它们 的 
男 一 边 分 别 在 公共 边 的 两 旁 ,那么 其 中 一 个 角 称 为 
为 一 角 的 邻 角 ,或 称 两 个 角 互 为 邻 角 . 

邻 余 角 (adjacent complementary angles) 与 
一 锐角 有 特殊 关系 的 角 . 当 两 个 邻 角 合 成 直角 , 即 两 
条 非 公 共 边 互相 垂直 时 ,这 两 个 邻 角 则 称 互 为 邻 余 
角 . 同 角 或 等 角 的 邻 余 角 相 等 . 

邻 补 角 (adjacent supplementary angles) 亦 称 
Sh ABA. 与 一 劣 角 有 特殊 关系 的 角 . 当 两 个 邻 角 
合成 平角 , 即 两 条 非 公 共 边 互 为 反 向 延长 线 时 ,这 两 
个 邻 角 则 称 互 为 邻 补 角 . 同 角 或 等 角 的 邻 补 角 相 等 . 

外 角 (extevior angle) 即 “ 邻 补 角 ?”. 

倚 角 (against angles) ” 即 “ 邻 补 角 ”. 

WH fA (vertical angles) 两 角 间 的 一 种 位 置 
KK. 各 一 个 角 的 两 边 分 别 是 另 一 个 角 的 两 边 的 反 
向 延长 线 , 则 这 两 个 角 互 为 对 顶 角 . 对 顶 角 相等 . 

数量 相关 角 (relative angles in magnitude) 一 
种 特殊 的 相关 角 . 即 两 角 在 大 小 上 有 特殊 关系 . 如 互 
余 角 .互补 角 等 . 

位 置 相关 角 (relative angles in position) 一 种 
特殊 的 相关 角 . 即 两 角 在 位 置 上 有 特殊 关系 . WS HE 
角 RA BRA BAA HAMA. ESRA 、 三 角形 
及 凸 四 边 形 的 外 角 及 其 内 对 角 等 . 

点 对 线段 的 视角 (visual angle of a point with 
respect to a line segment) 平面 几何 的 基本 概念 
之 一 . 自 一 点 引出 的 两 条 射线 分 别 通 过 已 知 线段 的 
两 端 , 则 这 两 条 射线 所 成 的 角 称 为 该 点 对 已 知 线段 
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[1 fA (convex angle) 


VUE EU 


的 视角 . 

Æ H (perpendicular) 两 条 直线 间 的 一 种 重要 
位 置 关 系 . 若 两 条 直线 相交 所 构成 的 四 个 角 中 有 一 
个 角 是 直角 , 则 称 这 两 条 直线 
互相 垂直 ,这 时 四 个 交角 都 是 
直角 .交点 称 为 垂 足 , 亦 称 重 
趾 . 垂直 用 符号 ”上 ?表示 , 读 
作 垂 直 于 (如 图 ). X AB 和 
CD 相交 于 点 O, ZAOC = 
90°, 则 AB 和 CD 互相 垂直 , 记 为 :4B | CD. ETE: 
AB 垂直 于 CD. 交点 是 垂 足 . 若 两 条 直线 互相 垂直 ， 
则 其 中 一 条 称 为 另 一 条 的 垂 线 . 垂 线 的 重要 性 质 是 : 
通过 已 知 直线 外 或 直线 上 一 点 都 只 能 作 已 知 直 线 的 
一 条 垂 线 . 

Æ tè (perpendicular) 见 “ 垂 直 ?”. 

Æ E (foot of a perpendicular) 见 “ 垂 直 ”. 

Æ Ht (foot of a perpendicular)  WL"3E HR”. 

两 直线 所 成 的 角 (angle between two intersect- 
ing straight lines) 描述 两 直线 位 置 关 系 的 角 . TH 
两 条 直线 相交 所 成 的 四 个 角 . 其 中 对 项 角 相 等 , 邻 角 
互补 . 两 直线 所 成 的 角 亦 称 两 直线 的 交角 或 夹 角 . 

交角 (angle of intersection) 描述 直线 或 曲线 
间 位 置 关系 的 角 . 首先 是 指 相交 的 两 直线 所 成 的 角 . 
其 次 , 当 直 线 与 曲线 (例如 圆 ) 或 曲线 与 曲线 相交 时 ， 
如 果 曲 线 在 切 点 处 有 切线 (例如 圆 在 它 的 每 个 点 处 
都 有 切线 ), 就 把 直线 与 曲线 的 切线 的 交角 称 为 直线 
与 曲线 的 交角 ,同样 把 两 条 曲线 在 交点 处 的 切线 的 


交角 称 为 两 条 曲线 的 交角 . 
H (orthogonal) ” 亦 称 正 交 . 几何 学 的 基本 


概念 之 一 . 直线 间 、 直 线 与 曲线 或 曲线 间 之 交角 为 直 
角 时 称 直 交 . 若 两 条 直线 垂直 相交 , 则 称 这 两 条 直线 


P A P B 


图 1 图 2 


直 交 ;车 两 个 圆 相 交 , 且 在 交点 处 的 切线 互相 垂直 ， 
则 称 这 两 个 圆 直 交 ( 如 图 1); 若 一 条 直线 和 一 个 圆 
相交 ,在 交点 处 圆 的 切线 与 直线 垂直 , 则 称 直线 和 圆 
直 交 ,和 圆 直 交 的 直线 通过 圆心 (如 图 2). 

IE 3 (orthogonal) ” 即 “ 直 交 ”. 

角度 制 (degree measure) ” 见 本 卷 《 平 面 三 角 》 
同名 条 . 

点 在 直线 上 的 正 射 影 (projection from a point 
to a straight line) 亦 称 点 在 直线 上 的 正 投影 .一 
点 . 即 过 直线 外 一 点 作 直 线 的 垂 线 所 得 垂 足 . 直线 上 
点 的 正 射 影 是 它 自身 . 


点 在 直线 上 的 正 投影 (projection from a point 
to a straight line) 即 “ 点 在 直线 上 的 正 射 影 ” 

线段 在 直线 上 的 射影 (projection from a seg- 
ment to a straight line) 一 条 线段 . 即 以 线段 AB 
的 端点 AA BERR! EWERS 4 和 B JJ R 
的 线段 A'B' ,是 线段 ABE] EWS QA 1). 当 
MH Lob PBR S| PAA BAN E 
HAQ, ERA H. WAE QH MERRE PQ 在 


IB 
LA B : Q H f H 
图 1 图 2 图 3 


HA! 上 的 射影 (如 图 2). 当 线 段 或 线段 的 延长 线 与 
/ 垂直 时 ,线段 在 上 的 射影 是 直线 上 的 一 点 , 即 垂 
足 ( 如 图 3). 线段 AB 在 直线 /1 上 的 射影 4 HSA 
3X A'B' = AB *cosC AB D) 确定 ,此 公式 对 图 2、 图 3 
及 AB//l 的 情形 亦 适 用 . 

斜 线 (oblique line) 一 直线 对 另 一 直线 的 一 种 
相对 位 置 关系 . 若 两 条 直线 相交 而 不 互相 垂直 , 则 其 
中 每 一 条 直线 都 称 为 另 一 条 直线 的 斜 线 . 其 交点 称 
为 斜 线 足 ,简称 斜 足 ( 图 D. 特别 地 ,过 直线 /外 一 点 
P AARIN, AA PIRE QQ 的 线段 PQ 称 
为 己 回 上 2 引 的 斜 线段 ,简称 点 已 到 /的 和 料 线 ( 图 2). 


图 1 图 2 


见 “ 斜 线 » 
Wi “Bee » 


$31 28 E (foot of an oblique line) 

$3 E (foot of an oblique line) 

$1 RE (oblique line segment) J RAR”. 

Hee Ez (perpendicular line segment) ”描述 点 
与 直线 位 置 关系 的 线段 . 指 以 点 和 垂 足 为 端点 的 线 
BE. 从 直线 外 一 点 向 直线 引 垂 线 ,以 该 点 与 垂 足 为 端 
点 的 线段 称 为 该 点 到 直线 的 垂 线段 . EARN KE 
称 为 点 到 直线 的 距离 . 直线 外 一 点 与 直线 上 各 点 连 
结 的 所 有 线段 中 , 垂 线段 最 短 . 

点 到 直线 的 距离 (distance between a point and 
a straight line) 见 “ 垂 线段 “参见 本 卷 4 平 面 解析 
几何 》 和 《空间 解析 几何 》 同 名 条 )， 

线段 的 垂直 平分 线 (perpendicular bisector of a 
line segment) 亦 称 线段 的 中 垂 线 . 简称 中 垂 线 . 一 
条 直线 . 指 垂直 于 一 条 线段 并 过 这 条 线段 中 点 的 直 
线 , 线段 的 中 垂 线 具有 如 下 性 质 ， 

l. 中 垂 线 上 的 点 到 线段 两 端点 的 距离 相等 . 
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2. 到 线段 两 端点 距离 P 
相等 的 点 必 在 线段 的 中 垂 
线 上 . 

简 言 之 ,中 垂 线 是 到 
线段 两 端点 距离 相等 的 点 
的 轨迹 . 例如 ,在 人 和 人 ABC P 
中 ,三 边 AB, BC,CA 的 L 
垂直 平分 线 分 别 为 FN ,DL,EM ,它们 相交 于 OO 点 ， 
该 点 即 为 人 A4BC 的 外 心 ( 如 图 ). 

££ Fg AY rH BE ££ (perpendicular bisector of a line 
segment) “28 Be Ay HE ELE A ZU. 

rh Æ & (perpendicular bisector) 
线 的 简称 . 

共 点 (concurrent) 几何 学 的 基本 概念 之 一 . 
平面 上 或 空间 中 阁 干 几何 元 素 共有 的 与 点 的 结合 关 
系 . 若干 直线 (或 圆 或 平面 ) 共 点 是 说 它们 通过 同一 
个 点 ,若干 直线 或 若干 平面 都 共 点 是 说 它们 都 通过 
一 个 公共 点 . 共 点 的 直线 ( 圆 .平面 ) 称 为 共 点 线 ( 圆 、 
平面 ). 

共 点 线 ( 圆 ) (concurrent lines (circle)) 一 组 
直线 ( 圆 ) 的 集合 . 有 公共 点 的 直线 ( 圆 ) 称 为 共 点 线 
( 圆 )( 参 见 “ 共 点 ”). 

共 线 点 (colinear points) 平面 几何 的 基本 概 
念 之 一 . 位 于 同一 条 直线 上 的 者 干 个 点 称 为 共 线 点 ， 
或 称 这 些 点 共 线 . 例如 ,三 角形 的 外 心 、 重 心 、 垂 心 三 
点 共 线 . 在 平面 几何 中 , 共 线 点 问题 是 一 个 重要 的 研 
究 课题 ， 

折线 (broken line) 一 种 几何 图 形 . 指 不 全 在 
同一 直线 上 的 几 条 线段 顺 次 首尾 相 接 组 成 的 图 形 


线段 的 中 垂 


A B B 

图 1 图 2 
(如 图 1, 图 2). 各 线段 称 为 折线 的 边 或 折线 的 市 ; 折 
线 各 边 长 之 和 称 为 折线 的 长 ;各 线段 的 端点 称 为 折 
线 的 顶点 ; 相 邻 两 个 顶点 称 为 邻 顶点 ;不 是 两 条 线段 
公共 端点 的 两 个 顶点 都 称 为 折线 的 端点 ;两 端点 重 
合 ( 实 际 上 即 无 端点 ) 的 折线 称 为 封闭 折线 (图 2). 
组 成 折线 的 所 有 线段 都 在 同一 平面 内 的 折线 称 为 平 
面 折线 ,否则 称 为 空间 折线 . 凡 不 相 邻 的 两 边 不 相交 
的 折线 称 为 简单 折线 . 把 一 条 平面 简单 折线 的 任 一 
条 边 向 两 方 延长 成 直线 ,如 果 能 使 这 条 折线 的 其 他 
各 边 都 在 这 条 直线 的 同 侧 ,那么 这 条 平面 折线 称 为 
凸 折线 .连结 非 封 闭 折线 的 两 个 端点 的 线段 称 为 折 

线 的 锁 线 . 
折线 的 边 (edges of a broken line) Wi" 3rz ". 
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平 面 JL fq 


折线 的 节 (nodes of a broken line) 见 “ 折 线 ”. 
折线 的 顶点 (vertices of a broken line) Jl“ HF 
zy". 
封闭 折线 (closed broken line) 见 “ 折 线 ” 
锁 线 (lock line)” 见 “折线 ”, 
O Ht 2 (convex broken lines) 
平面 折线 (plane broken line) Ji dr". 
简单 折线 (simple broken line) 最 常见 的 一 种 
折线 . 满足 下 列 条 件 的 折线 称 为 简单 折线 : 
1. 对 于 任意 两 边 ,它们 除 顶 点 外 无 其 他 公共 点 . 
2. 顶点 与 边 上 异 于 端点 的 任 一 点 不 重合 . 
3. 每 一 顶点 至 多 是 两 条 边 的 端点 . 
例如 ,图 1 是 简单 折线 ,而 图 2、 图 3、 图 4 都 不 


E C 
C 
p A B 
A B D 
图 1 图 2 
F D 
D B E A C 
图 3 图 4 
是 简单 折线 . 关于 简单 折线 ,还 有 另外 的 几 种 等 价 定 
义 : 若 折线 的 不 相 邻 两 边 不 相交 (不 含 边 的 延长 线 相 
交 ), 则 这 样 的 折线 称 为 简单 折线 ;不 自 交 的 折线 称 
为 简单 折线 ;无 重点 的 折线 称 为 简单 折线 . 
正 折 线 (positive broken line) 一 种 特殊 的 平 
面 折 线 . 指 各 边 相 等 . 相 邻 两 边 的 夹 角 相 等 , 且 相 邻 
三 边 中 的 第 一 、 三 边 总 在 第 二 边 所 在 直线 的 同 侧 的 
折线 . 
[X fX (region). 几何 和 学 的 基本 概念 之 一 . 如 果 
一 个 平面 图 形 ( 封 财 图 形 , 不 包含 其 内 部 ) 能 将 平面 
上 不 属于 图 形 上 的 点 分 为 各 二 个 部 分 ,使 得 同一 部 
分 任意 两 点 可 以 用 一 条 与 图 形 无 公共 点 的 折线 连 
结 ,不 同 部 分 的 任意 两 点 不 能 用 与 图 形 无 公共 点 的 
折线 连结 ,那么 这 个 平面 的 每 个 部 分 都 称 为 一 个 区 
域 ,该 图 形 称 为 区 域 的 边界 . 如 果 某 一 个 区 域 的 任意 
两 点 可 以 用 与 该 图 形 无 公共 点 的 线段 连结 ,那么 这 
个 区 域 称 为 上 是 区域 . 例如 ,一 直线 分 平面 为 两 个 凸 区 
域 ; 两 相交 直线 分 平面 为 四 个 凸 区 域 ; 三 角形 分 平面 
为 两 个 区 域 , 其 中 只 有 一 个 凸 区 域 ( 三 角形 的 内 部 ). 
一 个 区 域 连 同 它 的 边界 称 为 财 区 域 . 
凸 区 域 (convex region) 见 “ 区 域 ” 
闭 区 域 (closed region) J“ Ki”. 
PB (convex figures) 一 种 特殊 图 形 .有 如 
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见 “ 折 线 ”. 


下 两 种 定义 : 

1. 在 一 个 平面 封闭 图 形 内 部 任意 取 两 点 ,如 果 
连结 这 两 点 的 线段 仍 在 这 图 形 的 内 部 ,那么 这 样 的 
图 形 称 为 凸 图 形 . 

2. 在 一 个 平面 图 形 将 平面 分 为 两 个 区 域 ,其 中 
至 少 有 一 个 是 凸 区 域 , 则 该 图 形 称 为 凸 图 形 . Da EXC 
称 为 该 图 形 的 内 部 , 另 一 个 区 域 称 为 该 图 形 的 外 部 . 
例如 ,平角 、 劣 角 、 三 角形 、 圆 都 是 凸 图 形 . 

图 形 的 内 部 (interior of a figures) 
形 ”. 

图 形 的 外 部 (exterior of a figures) 


TL gy E 


Th“ LE: 
m. 
图 形 的 全 等 (congruence of figures) 图形 间 
的 一 种 等 价 关 系 . 给 定 平面 上 或 空间 中 的 两 个 几何 
图 形 ,如 果 经 过 合同 变换 ( 即 正 交 变换 ), 一 个 图 形 能 
与 田 一 个 图 形 重合 , 即 一 个 图 形 能 变 成 男 一 个 图 形 ， 
则 说 这 两 个 图 形 全 等 或 合同 (也 可 说 成 图 形 相等 )， 
并 把 这 两 个 图 形 称 为 全 等 (图 ) 形 或 合同 (图 ) 形 . 例 
如 ,平面 上 有 线段 . 角 、 三 角形 、 圆 等 的 全 等 ,空间 中 
有 多 面 角 、 多 面体 、 球 等 的 全 等 . 两 个 图 形 F MF: 
全 等 , 记 为 Fi SF, 或 下 三 fi, 图 形 的 全 等 是 等 价 关 
7 MAA: 

1. 反 身 性 :对 于 任何 图 形 FLA PSE. 

2. 对 称 性 :对 于 图 形 Fi 和 Foo PP, WI FE; 
Sea je 

3. (TBE STFA Fi Fo Fs. FSP, F2 
F, M| FiF}. 

两 个 全 等 形 重合 时 其 重合 的 几何 元 素 称 为 对 应 
元 素 ,如 对 应 点 、 对 应 边 、 对 应 角 等 . 两 个 全 等 形 , 若 
经 过 的 变换 只 包括 平移 和 旋转 , 即 经 过 刚体 运动 ( 即 
第 一 种 正 交 变换 ) 而 重合 , 则 称 为 正 向 全 等 形 或 同 问 
全 等 形 ; 若 经 过 的 变换 必须 包括 一 个 ( 且 只 有 一 个 ) 
反射 ( 即 不 是 刚体 运动 ) 才 能 重合 , 则 称 为 逆 回 全 等 
形 或 反 向 全 等 形 . 特别 是 只 经 过 一 次 反射 而 重合 的 
反 向 全 等 形 ,在 空间 中 是 经 过 镜面 反射 ,因此 在 立体 
几何 中 把 这 种 反 回 全 等 形 称 为 镜像 全 等 形 或 镜 照 全 
等 形 . 

全 等 图 形 (congruent figures) 
等 ” 


合同 图 形 (congruent figures) 


见 “ 图 形 的 全 


见 “ 图 形 的 全 
ae 
E [8] £ $$ Æ (congruent figures of same direc- 
tion) 见 “ 图 形 的 全 等 ” 
IE fo) & | FB (congruent figures of positive di- 
即 “ 同 向 全 等 形 ”. 
逆向 全 等 形 (congruent figures of converse di- 
见 “ 图 形 的 全 等 ”. 
反 向 全 等 形 (congruent figures of negative di- 


rection) 


rection) 


rection) BI“ me E”. 

镜像 全 等 形 (congruent figures of mirror image) 
见 “ 图 形 的 全 等 ”. 

镜 照 全 等 形 (congruent figures of mirror image) 
即 “镜像 全 等 形 ”. 

相交 (intersection) 
条 . 

交 线 (intersecting line) 
的 “相交 ” 

相交 直线 (intersecting straight lines) 两 直线 
间 的 一 种 位 置 关 系 . 指 有 惟一 公共 点 的 两 条 直线 . 该 
公共 点 称 为 两 直线 的 交点 . 

两 直线 的 交点 (crossover point of two straight 
lines) ” 见 “ 相 交 直 线 ”. 

两 直线 的 截 线 (section of two straight lines) 
一 条 直线 . 指 和 两 条 直线 都 相交 的 直线 . 一 直线 与 两 
条 平行 线 相 交 是 其 特殊 情况 . 这 时 , 称 这 一 直线 为 平 
行 线 的 截 线 . 

平行 线 的 截 线 (section of parallel lines) Jl, 
“两 直线 的 截 线 ” 

三 线 八 角 (three lines and eight angles) JL ff 
常见 的 位 置 相关 角 . 指 同一 平面 上 的 两 条 直线 被 第 


见 本 卷 4 立 体 几 何 》 同 名 


见 本 卷 4 立体 几何 》 中 


三 条 直线 所 截 形 成 的 八 个 

fg. 如 图 ,两 直线 0 和 LC sh, 
HAL, 所 截 形成 八 个 角 . 其 7 
中 二 1 M5, 2 和 一 6, 一 3 

ALT, 74 和 8 位 置 分 别 6/5 


相同 , 称 为 “同位 角 ”; 23 和 ! [8 
25524 87638 ga 8, H 

均 在 内 方 , 称 为 内 错 角 ; 二 2 808,717 相互 
交错 , 且 均 在 外 方 , 称 为 外 错 角 ; 人 4 和 二 5, 二 3 和 
Z6 在 截 线 的 同 旁 , 且 均 在 内 方 , 称 为 同 旁 内 角 ; 1 
41,78, 72 和 人 7 在 截 线 同 旁 , 且 均 在 外 方 , 称 为 同 
35 fa. 


E (iz fü (corresponding angles) “= A 
fa". 

A $8 fü (alternate interior angles) 见 “ 三 线 八 
ff ". 

Sh $8 fü (alternate exterior angles) 见 “ 三 线 八 
fg". 


[8] S A f (interior angles of the same side) 
见 “ 三 线 八角 ”. 

同 旁 外 角 (exterior angles of the same side) 
见 “ 三 线 八 角 ”. 

平行 线 (parallel lines) 直线 间 的 一 种 重要 位 
置 关系 . 它 在 几何 学 中 占有 特殊 的 地 位 . 其 定义 的 方 
式 是 多 样 的 : 

1.《 几 何 原本 》 的 定义 是 :平行 的 直线 是 同 在 一 


平面 几何 的 基础 知识 


个 平面 上 ,而 且 尺 量 向 两 侧 延 长 ,也 决 不 会 相交 的 直 
线 . 

2. 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 的 定义 是 ; 同 在 一 平 
面 上 , 而且 没 有 公共 点 的 两 直线 称 为 平行 线 ,或 称 两 
直线 互相 平行 . 

3. 一 般 的 定义 是 ;在 同一 平面 内 不 相交 的 两 条 
直线 称 为 平行 线 ,或 称 两 直线 互相 平行 . 

平行 用 符号 “// ”表示 . 直线 AB 和 直线 CD 是 
平行 线 , 记 为 4B/CD( 或 CD// AB) ile AB 平行 
于 CD( 或 CD 平行 于 AB); 直 线 4 与 直线 6 平行 , 记 
Ky a // bOX b// a) ETE a 平行 于 45( 或 5 平行 于 a). 

两 直线 互相 平行 (mutually parallel of two str- 
MPFR”. 

中 间 平 行 线 (middle line between two parallel 
lines) 一 条 直线 . 指 在 两 平行 线 之 间 与 两 平行 线 等 
FR AY) EL 2X. 中 间 平 行 线 具有 性 质 . 

1. 中 间 平 行 线 上 的 点 到 两 平行 线 的 距离 相等 . 

2. 凡 到 两 条 平行 线 距离 相等 的 点 必 在 中 间 平 行 
线 上 . 即 到 两 条 平行 线 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 中 
间 平 行 线 . 

3E 17 £E B9 2 BEB (common perpendicular of 
parallel lines) 与 两 平行 线 有 关 的 一 条 直线 . 和 两 
条 平行 线 都 垂直 相交 的 直线 , 称 为 平行 线 的 公 垂 线 . 
平行 线 的 公 垂 线 可 作 无 数 多 条 . AERE, AAEE 
为 端点 的 线段 称 为 两 平行 线 的 公 垂 线段 ,两 平行 线 
的 公 重 线段 的 长 度 称 为 平行 线 间 的 距离 . 两 平行 线 
间 的 距离 处 处 相等 . 

两 平行 线 的 公 重 线段 (common perpendicular 
见 “平行 线 的 公 垂 


aight lines) 


segment of two parallel lines) 
线 ”. 

平行 线 间 的 距离 (distance between parallel li- 
nes) 见 “ 平 行 线 的 公 垂 线 ” 

平行 线 的 判定 (decision of parallel lines) 着 
定 两 直线 平行 的 几 个 充分 条 件 . 其 判定 方法 如 下 : 

1. 两 条 直线 被 第 三 条 直线 所 截 , 判 定 这 两 条 直 
线 平 行 可 用 下 列 条 件 的 任何 一 个 : 

1) 同位 角 相 等 . 

2) 内 (外 ) 错 角 相 等 . 

3) 同 旁 内 (外 ) 角 互补 . 

2. 垂直 于 同一 直线 的 两 条 直线 平行 . 

3. 平行 于 同一 直线 的 两 条 直线 平行 . 

4. 三 角形 的 中 位 线 平 行 于 第 三 边 , 且 等 于 第 三 
边 的 一 半 ; 梯 形 的 中 位 线 平 行 于 底 边 , 且 等 于 两 底 和 
的 一 半 . 

o. 如 果 一 条 直线 截 三 角形 两 边 ,一 边 上 所 截 得 
的 两 线段 与 男 一 边 上 所 截 得 的 对 应 线段 成 比例 , 则 
这 条 直线 平行 于 第 三 边 . 

两 组 边 分 别 平行 的 角 (angles with respective 
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parallel sides) 一 种 位 置 相 关 角 . 奉 一 个 角 的 两 边 
与 另 一 个 角 的 两 边 分 别 平 行 , 则 称 它 们 为 两 组 边 分 
别 平 行 的 角 , 且 两 个 角 相 等 或 者 互补 . 

平行 线 的 性 质 (property of parallel lines) 3É 
面 几何 研究 的 基本 问题 之 一 . 是 对 平行 线 的 一 种 刻 
男 , 也 是 两 直线 平行 的 几 个 必要 条 件 . 平行 线 的 主要 
性 质 是 : 

1. 如 果 两 条 平行 线 被 第 三 条 直线 所 截 ,那么 : 

1) 同位 角 相 等 . 

2) 内 错 角 或 外 错 角 相等 . 

3) fH] 25 A ff X TR] 25 Sb f Fb. 

2. 如 果 某 直线 与 两 平行 线 之 一 相交 , 则 与 另 一 
平行 线 也 必 相 交 ; 如 垂直 于 平行 线 之 一 , 则 必 垂 直 于 
另 一 条 . 

3. 平行 线 间 上 距离 处 处 相等 , 且 平 行 线 间 的 平行 
线段 彼此 相等 . 

4. 一 组 平行 线 截 两 直线 所 得 对 应 线段 成 比例 
(一 组 平行 线 如 等 分 一 线段 ,也 必 等 分 男 一 线段 ). 

5. 如 果 两 条 平行 线 被 一 线束 ( 即 过 一 点 的 许多 
直线 ) 所 截 ,那么 两 条 平行 线 被 线束 分 成 比例 线段 . 

6. 平行 于 三 角形 一 边 的 直线 , 截 其 他 两 边 所 得 
线段 对 应 成 比例 . 

7. 过 不 在 已 知 直线 上 的 一 点 ,可 引 一 条 且 只 可 
引 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 . 

两 组 边 分 别 垂 直 的 角 (angles with respective 
perpendicular sides) 一 种 位 置 相 关 角 . 若 一 个 角 
的 两 边 与 另 一 个 角 的 两 边 分 别 垂直 , 则 称 它们 为 两 
组 边 分 别 垂 直 的 角 , 且 两 个 角 相 等 或 者 互补 . 

角 平 分 线 的 性 质 (property of bisector of an an- 
gle) 对 角 平 分 线 的 一 种 刻画 . 角 平 分 线 上 的 点 到 
这 个 角 的 两 边 的 距离 相等 . 到 一 个 角 的 两 边 的 距离 
相等 的 点 , 必 在 这 个 角 的 平分 线 上 . 

平行 射影 (parallel projection) 亦 称 平行 投 
影 . 平面 几何 的 基本 概念 之 一 . 指点 或 线段 与 直线 上 
点 或 线段 的 一 种 对 应 关系 . 在 平面 上 设 有 二 直线 a 
Tl b, HE c 与 a.b 都 相交 
(如 图 ), 过 直线 a 上 任 一 
点 4 作 与 直线 c 平行 的 直 
线 交 直线 5 于 点 B, 则 称 
RBAR 4 沿 平行 于 直 
线 c 的 方向 在 直线 和 上 的 
AT HY BR BOA A 的 
平行 射影 . 直线 NAMA BAH A. RAR a 上 
线段 AA, 的 端点 在 直线 5 上 的 平行 射影 为 B,B， 
则 称 线段 BB, HARE AA, 的 平行 射影 . 当 射 影 方 回 
的 直线 c 垂直 于 直线 和 时 ,平行 射影 称 为 正 射影 (或 
正 投影 ) ,简称 射影 (或 投影 ). 

平行 投影 (parallel projection ) 
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即 “ 平 行 身 


AZ 93 
H2 > 


#2 84 77 fa] (projecting direction) JL“ A 
E s. | 

TE 8} X (orthogonal projection) W “Æ 47 $} 
y”, 

正 投 影 (orthogonal projection) 即 “ 正 射影 ” 

射影 (projection) 正 射影 的 简称 . 

投影 (projection) 即 “ 射 影 ” 

= fF 形 
B&H (rectilinear figure) 一 类 简单 的 几何 


AUG. 指 由 直线 .射线 .线段 组 成 的 图 形 . 直线 形 常 把 
它 所 划分 的 内 部 区 域 包括 在 内 . 

三 角形 (triangle) 平面 几何 中 最 基本 、 最 重要 
的 图 形 之 一 .平面 上 不 共 线 的 三 点 及 其 每 两 点 连结 
的 线段 所 组 成 的 封闭 图 形 ( 包 括 它 的 内 部 区 域 ). 这 
三 点 称 为 三 角形 的 顶点 ;三 条 线段 称 为 三 角形 的 边 ; 
每 两 条 边 组 成 的 且 三 角形 在 其 内 部 的 角 称 为 三 角形 
的 内 角 ,简称 三 角形 的 角 ; 三 边 长 的 和 称 为 三 角形 的 
周 长 . 三 角形 通常 用 它 的 三 个 顶点 字母 来 表示 . 例 
如 ,三 个 顶点 分 别 为 4, B,C 的 三 角形 , 记 为 
八 4BC, 读 作 三 角形 ABC. 三 角形 的 三 条 边 和 三 个 
角 称 为 三 角形 的 基本 元 素 . 三 角形 分 平面 为 两 个 区 
域 ;其 中 一 个 凸 区 域 , 称 为 三 角形 的 内 部 (内 部 的 点 
称 为 三 角形 的 内 点 ); 另 一 个 区 域 称 为 三 角形 的 外 部 
《外 部 的 点 称 为 三 角形 的 外 点 ). 三 角形 按 它 的 内 和 角 
分 类 ,可 分 为 锐角 三 角形 .直角 三 角形 和 钝 角 三 角 
形 ; 按 它 的 边 长 关系 分 类 ,可 分 为 不 等 边 三 角形 (三 
边 两 两 不 相等 ) 和 等 腰 三 角形 (最 少 有 两 边 相 等 ), 等 
腰 三 角形 又 分 为 只 有 两 边 相 等 的 三 角形 和 等 边 三 角 
形 . 中 国 古 算 中 ,三 角形 田 称 为 圭 田 . 亦 称 三 角形 图 
É HEH. 

三 角形 的 基本 元 素 (basic elements of a trian- 
gle) 见 “ 三 角形 ” 


三 角形 的 顶点 (vertex of a triangle) W“=A 
JE". 
三 角形 的 边 (side of a triangle) 见 “ 三 角形 ”. 


三 角形 的 内 角 (interior angle of a triangle) 
见 “ 三 角形 ”. 

三 角形 的 外 角 (exterior angle of a triangle) 
三 角形 内 角 的 邻 补 角 . 一 个 三 角形 有 六 个 外 角 . 

三 角形 的 内 部 Ginterior of a triangle) 见 “ 三 
角形 ” 

三 角形 的 外 部 (exterior of a triangle) 
角形 ” 

圭 田 (gui tian) 见 “ 三 角形 ” 

三 角形 外 角 的 内 对 角 (opposite interior angle 
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of an exterior angle of a triangle) 一 种 重要 的 位 
置 相 关 角 . 对 于 三 角形 某 一 外 角 而 言 , 与 其 不 相 邻 的 
两 个 内 角 , 称 为 这 个 外 角 的 内 对 角 . 

锐角 三 角形 (acute triangle) 三 个 角 都 是 锐角 
的 三 角形 . 

钝 角 三 角形 (obtuse triangle) 有 一 个 角 是 钝 
角 的 三 角形 . 

直角 三 角形 (right triangle) IRIRE. 常 
见 的 特殊 三 角形 . 指 有 一 个 角 是 直角 的 三 角形 . 直角 
的 两 边 称 为 直角 边 , 短 的 直角 边 称 为 勾 ,长 的 直角 边 
RAK. 直角 的 对 边 称 为 斜 边 , 亦 称 弦 . 直角 三 角形 
有 许多 重要 性 质 ( 参 见 “ 直 角 三 角形 的 性 质 ”). 

勾 股 形 (right triangle) ” 即 “ 直 角 三 角形 ”. 

斜 三 角形 (Coblique triangle) 常见 的 一 般 三 角 
形 . 即 锐角 三 角形 和 和 钝 角 三 角形 的 统称 . 秦 九 韶 在 所 
著 《 数 书 九 章 》 中 , 称 三 角形 的 三 边 为 三 斜 , 按 边 的 长 
短 分 别称 为 大 斜 . 中 斜 . 小 斜 , 并 提出 了 与 海伦 公式 
等 价 的 三 斜 求 积 术 ( 参 见 “ 三 角形 的 面积 ”). 

等 腰 三 角形 (isosceles triangle) 常见 的 特殊 
三 角形 . 指 有 两 条 边 相 等 的 三 角形 . 相等 的 两 边 称 为 
腰 , 第 三 边 称 为 底 边 ,两 腰 的 夹 角 称 为 顶 角 , 腰 和 底 
边 的 夹 角 称 为 底 角 . 两 腰 垂 直 的 等 腰 三 角形 称 为 等 
腰 直 角 三 角形 . 

等 腰 直 角 三 角形 (isosceles right triangle) — 
“等 腰 三 角形 ” 

等 边 三 角形 (equilateral triangle) 亦 称 正三 
角形 ,又 称 等 角 三 角形 . 常见 的 特殊 三 角形 . 指 三 边 
都 相等 的 三 角形 . 等 边 三 角形 每 个 角 都 是 60". 

正三 角形 (regular triangle) 即 “ 等 边 三 角 
i”. 

等 角 三 角形 (equiangular triangle) 即 “ 等 边 
三 角形 ””. 

不 等 边 三 角形 (non-equilateral triangle) 三 边 
两 两 不 相等 的 三 角形 . 

三 角形 的 角 平 分 线 (angular bisector of a trian- 
gle) 三 角形 的 重要 元 素 之 一 . 指 三 角形 每 个 角 的 
平分 线 , 亦 指 三 角形 的 一 个 角 的 平分 线 和 这 个 角 的 
对 边 相 交 , 这 个 角 的 顶点 和 交点 之 间 的 线段 .一 个 三 
角形 有 三 条 角 平 分 线 , 它 们 相交 于 同一 点 ,此 点 称 为 
三 角形 的 内 心 . 相对 于 三 角形 的 外 角 平 分 线 , 三 角形 
的 角 平 分 线 亦 称 三 角形 的 内 角 4 
平分 线 . 如 图 ,人 A4BC 的 角 平 
分 线 是 AD, BE,CF,O 点 为 
AABC 的 内 心 . 设 人 4BC 的 
边 长 分 别 为 ay,c, 周 长 的 一 半 
As=(atb+e)/2,7A,ZB, B 万 C 
ZC 的 平分 线 长 分 别 为 tasty, 


t., 角 平分 线 长 的 计算 公式 分 别 为 : 
Vbcs(s — a); 


2 
dg mm 
— Vast); 
te = 3 + 5 V abs(s — c). 

— ff TÉ EJ A] f8 3E 43 & (bisector of an interior 
angle of a triangle) 即 “ 三 角形 的 角 平 分 线 ” 

三 角形 的 内 心 (incenter of a triangle) 三 角形 
的 特殊 点 之 一 .三 角形 的 三 条 角 平 分 线 的 交点 称 三 
角形 的 内 心 . 它 是 三 角形 的 内 切 贺 的 圆心 . 它 到 三 角 
形 三 边 的 距离 相等 . 

三 角形 的 外 角 平 分 线 (bisector of an exterior 
angle of a triangle) 三 角形 的 重要 元 素 之 一 . 指 平 
分 三 角形 外 角 的 直线 . 一 个 三 角形 有 三 条 外 角 平 分 
线 . 三 角形 任何 两 个 角 的 外 角 的 平分 线 和 第 三 个 内 
角 的 平分 线 交 于 一 点 ,此 点 称 为 三 角形 的 劳 心 (如 图 
1). 在 三 角形 的 一 个 角 
的 外 角 平 分 线 和 这 个 角 
的 对 边 所 在 直线 相交 ， 
则 称 这 个 角 的 顶点 和 交 
点 之 间 的 线段 为 外 角 平 
分 线 的 长 ,此 时 将 外 和 角 
平分 线 理 解 为 线段 . 设 
AABC 的 三 边 BC,CA,A4B 的 长 分 别 为 a,b,c, 周 长 
的 一 半 为 ;二 (a 十 5 十 c)/2, 三 个 外 角 平 分 线 的 长 分 
别 为 吉 ,t,t.《( 如 图 2), 则 三 角形 的 外 角 平 分 线 长 的 
计算 公式 分 别 为 : 


5— uu bc(s — b)(s — c) Fe); 


l, = 


/ca(s — c)(s— a) (ce #a); 


— Je 


二 
la — | 


图 2 
由 于 等 腰 三 角形 顶 角 的 外 角 平 分 线 及 等 边 三 角形 的 
三 个 外 角 平 分 线 都 平行 于 对 边 , 因 此 ,外 角 平 分 线 的 
长 都 不 存在 ,或 者 为 无 穷 大 . 
三 角形 的 旁 心 (excenter of a triangle) = ff 
形 的 特殊 点 之 一 .三 角形 任何 两 个 角 的 外 角 的 平分 
线 与 第 三 个 内 角 的 平分 线 的 交点 称 为 三 角形 的 劳 
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心 , 它 是 三 角形 的 旁 切 圆 的 圆 
心 . 一 个 三 角形 有 三 个 旁 心 . 
如 图 ,Oj,O;,,O; 是 人 A4BC 的 
三 个 旁 心 . 旁 心 到 三 角形 三 边 
所 在 直线 的 距离 相等 . 

三 角形 的 中 线 (median 
of a triangle) 三 角形 的 重要 元 素 之 一 . 指 连 结 三 
角形 一 个 顶点 和 它 的 对 边 中 点 的 线段 及 其 所 在 的 直 
线 . 一 个 三 角形 有 三 条 中 线 ,它们 在 三 角形 的 内 部 相 
交 于 一 点 ,此 点 称 为 三 角形 A 
的 重心 . 如 图 , 工 , M,N 分 别 
是 人 A4BC 三 边 AB, BC,CA 
的 中 点 , 则 AM,BN,CL 是 
AABC 的 中 线 , 交 点 G 为 
AABC 的 重心 . 设 和 人 ABC § T ^ 
的 边 长 分 别 为 a.b. c. I — 31 
上 的 中 线 长 分 别 用 moms m 表示 ,那么 中 线 长 的 
计算 公式 分 别 为 : 


V 2(b* +c*?)—a’; 


? 


/ 2c? 3-a?) — D^; 


v 2d b ye. 


三 角形 的 重心 (barycenter of a triangle) — — ff 
形 的 特殊 点 之 一 .三 角形 的 三 条 中 线 的 共同 点 称 为 
三 角形 的 重心 . 重心 位 于 三 角形 的 内 部 ,并 将 每 条 中 
线 长 分 为 二 比 一 . 见 “ 三 角形 的 中 线 ” 条 中 的 图 ， 
AABC 的 三 条 中 线 AM,BN ,CL 交 于 人 4BC HE 
i» G, H AG : GM—BG: GN=CG: GL=2: 1. 3€ 
心 也 是 均匀 三 角 板 的 物理 重心 . 

中 线 定 理 (median theorem) 平面 几何 的 重要 
定理 之 一 .该 定理 表述 为 : 若 己 为 A4BC 的 边 BC 
的 中 点 , 则 AB* 3-AC* —2CAP? 3- BP’). 此 定理 是 帕 
普 斯 (Pappus, 《A)) 发 现 的 , 亦 称 帕 普 斯 定理 . 中 线 
定理 可 以 作为 三 角形 余弦 定理 的 推论 . 

帕 普 斯 定理 (Pappus theorem) 
B. 

三 角形 的 中 位 线 (segment through the mid- 
points of two sides of a triangle) 三 角形 的 重要 元 
素 之 一 . 指 三 角形 两 边 中 点 所 连 的 线段 . 如 图 ,和 奢 
M,N 分 别 为 AB, AC 的 中 点 , 则 MN AAABC 的 
中 位 线 .一 个 三 角形 有 三 条 中 位 线 . 三 角形 的 中 位 线 
有 下 列 性 质 : 

1. 三 角形 的 中 位 线 平行 于 第 三 边 ,并 且 等 于 第 
三 边 的 一 半 . 即 MN // BC. H MN — BC/2. 

2. 过 三 角形 一 边 的 中 点 与 男 一 边 平行 的 直线 必 
平分 第 三 边 . 若 在 人 4BC 中 ,M 为 AB 的 中 点 ,MN 
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即 “ 中 线 定 


M BC,MN % AC FAN, A 
则 N 为 AC 的 中 点 . 
3. 三 角形 的 三 条 中 位 线 M N 

把 原 三 角形 分 割 成 四 个 全 等 
的 三 角形 . B © 

三 角形 的 高 Cheight of a triangle) 三 角形 的 
重要 元 素 之 一 uae 一 个 顶点 向 对 边 所 在 
直线 引 的 垂 线 或 垂 线段 . 一 个 三 角形 有 三 条 高 .三 角 
形 的 三 条 高 交 于 同一 点 ema Rene 心 . 如 
图 ,在 人 4BC 中 , AD, BE, 4 
CF 分 别 为 以 BC,CA, AB 
为 底 边 的 三 条 高 . 设 人 4BC m 
的 边 BC,CA. AB 的 长 分 别 E 
为 a,b,c, 三 边 上 的 高 分 别 为 
has,hs,h., 周 长 的 一 半 为 二 B D C 
Catb+c)/2 85, — f8JE my 
ud di 


ARE" /s(s — a)(s — b)(s — c); 
ss — aY(s — b)(s — c); 
h= V s(s ~a)d(s—b)(s—c). 


= f8TÉ BJ 3E (D Corthocenter of a triangle) = 
角形 的 特殊 点 之 一 . 三 角形 的 三 条 高 的 交点 称 为 三 
角形 的 垂 心 . 垂 心 的 位 置 与 三 角形 的 形状 有 关 . 锐角 


图 1 图 2 

三 角形 的 垂 心 位 于 三 角形 的 内 部 (如 图 1), 直 角 三 
角形 的 垂 心 为 直角 的 顶点 (如 图 2), 钝 角 三 角形 的 
重心 位 于 三 角形 的 外 部 (如 图 3). 

Æ E = f} JÉ (pedal triangle) 一 种 特殊 三 角 
形 . 指 从 三 角形 的 三 个 顶点 向 对 边 作 垂 线段 ( 即 高 )， 

连结 三 个 垂 足 所 得 的 三 角 A 

形 . 如 图 , AD, BE, CF 为 
AABC 的 高 , 则 人 DEF 是 P 
AABC 的 垂 足 三 角形 . un S E 
0 点 分 别 
EA 三 角形 的 三 B D C 
上 , 则 该 an 三 角形 的 内 接 三 角形 . 锐 
了 的 内 接 三 角形 .在 锐 
角 三 角形 的 所 有 内 接 三 角形 中 ,以 垂 足 三 角形 的 局 


长 为 最 短 ,该 问题 称 为 施 瓦 北三 角形 问题 . 

三 角形 的 内 接 三 角形 (triangle inscribed in a 
triangle) JU“SEZ= FAB”. 

三 角形 边 的 垂直 平分 线 (perpendicular bisector 
of the side of a triangle) 三 角形 的 主要 元 素 之 一 ， 
指 过 三 角形 任意 一 边 中 点 而 与 这 边 垂 直 的 直线 . 一 
个 三 角形 三 条 边 的 垂直 平分 线 交 于 同一 点 ,此 点 称 
为 三 角形 的 外 心 . 

三 角形 的 外 心 (excenter of a triangle) =f 


形 的 特殊 点 之 一 . 三 角形 三 条 边 的 垂直 平分 线 的 交 
A 
A 
B C B © 
图 1 图 2 


点 称 为 三 角形 的 外 心 . 外 心 到 三 角形 的 三 顶点 的 距 
离 相 等 . 外 心 的 位 置 与 三 角形 的 形状 有 关 : 锐 角 三 角 
形 的 外 心 位 于 三 角形 的 内 部 (如 图 1); 直角 三 角形 
的 外 心 为 冬 边 的 中 点 ; 钝 角 三 角形 的 外 心 位 于 三 角 
形 的 外 部 (如 图 2); 正 三 角形 的 内 心 . 重心、 重心 和 
外 心 四 心 合 一 ;等 腰 三 角形 的 内 心 . 重心、 重心、 外 心 
和 顶点 所 对 劳 心 五 心 共 线 . 

三 角形 三 边 的 关系 (relation among three sides 
ofa triangle) 三 角形 边 的 性 质 . 指 三 角形 的 任何 
两 边 的 和 大 于 第 三 边 ,任何 两 边 的 差 小 于 第 三 边 . 

三 角形 的 边 角 关 系 (relation between sides and 
angles of a triangle) 三 角形 边 角 的 重要 性 质 . 该 
性 质 表 述 为 :三 角形 中 ,如 果 两 条 边 不 等 ,那么 它们 
所 对 的 角 也 不 等 ,大 边 所 对 的 角 较 大 ;如 果 两 个 角 不 
等 ,那么 它们 所 对 的 边 也 不 等 ,大 角 所 对 的 边 较 大 . 

Æ òb H (orthocentric system) 由 三 角形 的 特 
殊 点 组 成 的 图 形 .在 四 个 点 中 , 知 有 一 点 是 其 余 三 点 
连 成 的 三 角形 的 重心 , 则 其 余 三 点 也 都 有 同样 的 性 
质 , 这 样 的 四 点 合 称 为 一 个 垂 心 组 .例如 ,三 角形 的 
三 个 顶点 和 它 的 垂 心 构成 一 个 重心 组 ;三 角形 的 内 
心 和 三 个 劳 心 也 构成 一 个 重心 组 .用 线段 连结 垂 心 
组 的 每 两 个 点 所 得 的 图 形 称 为 垂 心 四 角形 . 

垂 心 四 角形 (orthocentric quadrangle) 
心 组 ”. 

三 角形 的 五 心 (five centroids of a triangle) 
三 角形 的 一 组 特殊 点 .三 角形 的 内 心 、. 外 心 、. 垂 心 . 重 
D> Fb Bb ER = AE WY Bob. 

三 角形 的 巧合 点 (coincidence point of a trian- 
gle) 三 角形 的 一 组 特殊 点 . 指 三 角形 的 内 心 、 外 
D ED. 重心 和 旁 心 ,以 及 正 等 角 中 心 、 负 等 角 中 
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心 、 陪 位 重心 . 

三 角形 的 全 等 (congruence of triangles) 三 角 
形 间 的 等 价 关 系 .两 个 三 角形 的 全 等 是 指 图 形 的 全 
等 . 即 它们 经 过 合同 变换 能 完全 重合 . 这 两 个 三 角形 
也 称 全 等 三 角形 . AABC 和 和 A4'BC' 全 等 , 记 为 
AABC2RAA'B'C' , 读 作 A4BC 全 等 于 人 4 BC 
《参见 “图 形 的 全 等 ”). 

全 等 三 角形 的 判定 (decision of congruent trian- 
gles) ”判定 三 角形 全 等 的 几 个 充分 条 件 . 满足 下 列 
五 个 条 件 之 一 的 两 个 三 角形 为 全 等 三 角形 : 

1. 两 边 和 夹 角 对 应 相等 . 

. 两 角 和 夹 边 对 应 相等 . 
. 三 边 对 应 相等 . 
. 两 个 角 和 其 中 一 角 的 对 边 对 应 相等 . 

5. 两 边 及 其 中 大 边 所 对 角 对 应 相等 . 

全 等 三 角形 的 性 质 (property of congruent tri- 
angles) 对 三 角形 全 等 的 几 种 刻画 ,也 是 三 角形 全 
等 的 几 个 必要 条 件 . 两 个 全 等 三 角形 具有 下 列 性 质 : 

1. 对 应 边 相 等 . 

2. 对 应 角 相 等 . 

3. 对 应 中 线 、 高 
半径 相等 . 

4. 对 应 线段 组 成 的 角 相 等 . 

5. 周 长 和 面积 相等 . 

直角 三 角形 全 等 的 判定 (congruent decision of 
aright triangle) ”判定 直角 三 角形 全 等 的 几 个 充分 
条 件 . 满足 下 列 条 件 之 一 的 两 直角 三 角形 全 等 : 

1. 两 条 直角 边 对 应 相等 . 

2. 一 条 直角 边 及 一 个 锐角 对 应 相等 . 

3. 斜 边 及 一 锐角 对 应 相等 . 

4. 料 边 及 一 条 直角 边 对 应 相等 . 

等 腰 三 角形 的 判定 (decision of an isosceles tri- 
angle) ”判定 三 角形 等 腰 的 几 个 充分 条 件 . 满足 下 
列 八 个 条 件 之 一 的 三 角形 为 等 腰 三 角形 

1. 两 角 相 等 . 

2. 两 条 边 上 的 高 相等 . 

3. 两 条 角 平 分 线 相等 . 

4. 两 条 中 线 相等 . 

5. 从 同一 个 顶点 引出 的 中 线 和 高 重合 . 

6. 从 同一 个 顶点 引出 的 中 线 和 角 平 分 线 重合 . 

7. 从 同一 个 顶点 引出 的 高 和 角 平 分 线 重合 . 

8. 有 一 条 对 称 轴 的 三 角形 . 

T E -fÉ H IEA property of an isosceles 
triangle) 对 等 腰 三 角形 的 几 种 刻 男 ,也 是 三 角形 
等 腰 的 几 个 必要 条 件 . 等 腰 三 角形 具有 下 列 性 质 : 

1. 两 底 角 相等 . 

2. 等 腰 三 角形 是 轴 对 称 图 形 , 底 边 上 的 高 或 中 
线 或 项 角 平 分 线 是 对 称 轴 ( 如 图 1). 


m™ w Do 


` 角 平分 线 、 外 接 圆 半径 、 内 切 圆 
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图 1 

3. 两 腰 上 的 高 相等 . 

4. 两 腰 上 的 中 线 相 等 . 

5. 两 底 角 平分 线 相 等 . 

6. 项 角 的 平分 线 . 底 边 上 的 高 .中 线 、 中 垂 线 和 
对 称 轴 五 线 合 一 . 

7. 等 腰 三 角形 顶 角 的 外 角 平 分 线 平行 于 底 边 
(如 图 2). 

等 边 三 角形 的 判定 (decision of a equilateral 
triangle) 判定 三 角形 等 边 的 几 个 充分 条 件 . 满足 
下 列 六 个 条 件 之 一 的 三 角形 为 等 边 三 角形 : 

1. 三 个 角 相 等 . 

2. 三 条 中 线 相等 . 

3. 三 条 高 相等 . 

4. 三 条 角 平 分 线 相等 . 

5. 有 一 个 角 是 60° 的 等 腰 三 角形 . 

6. 有 三 条 对 称 轴 的 三 角形 . 

等 边 三 角形 的 性 质 (property of a equilateral 
triangle) 对 等 边 三 角形 的 几 种 刻画 ,也 是 三 角形 
等 边 的 几 个 必要 条 件 . 等 边 三 角形 具有 下 列 性 质 : 

1. 三 个 角 相等 ,都 为 60". 

2. 三 条 中 线 、 三 条 高 和 三 条 角 平 分 线 都 相等 ,并 
且 从 同一 顶点 引出 的 中 线 、 高 和 角 平 分 线 相 重合 . 

3. 内 心 、 外 心 、 重 心 和 垂 心 相 重合 . 

4. 三 条 中 线 、 高 、 和 和 角 平 分 线 都 是 三 条 对 称 轴 . 

5. 外 角 平 分 线 都 和 对 边 平行 . 

直角 三 角形 的 判定 (decision of a right triangle) 
判定 三 角形 为 直角 三 角形 的 几 个 充分 条 件 . 满足 下 
列 三 个 条 件 之 一 的 三 角形 为 直角 三 角形 : 

1. 两 个 角 的 和 为 90°. 

2. 一 边 上 的 中 线 等 于 这 条 边 的 一 半 . 

3. 两 边 的 平方 和 等 于 第 三 边 的 平方 . 

直角 三 角形 的 性 质 (property of a right trian- 
gle) 对 直角 三 角形 的 几 种 刻画 ,也 是 直角 三 角形 
的 几 个 必要 条 件 . 直角 三 角形 具有 下 列 性 质 : 

1. 两 个 锐角 互 余 . 

2. 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 . 

3. 若 一 锐角 等 于 30°, 则 它 所 对 的 直角 边 等 于 
斜 边 的 一 半 . 

4. 在 一 直角 边 等 于 斜 边 的 一 半 , 则 它 所 对 的 锐 
角 为 30°. 
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5. 三 条 高 的 交点 ( 即 垂 心 ) 为 直角 顶点. 

6. 斜 边 为 其 外 接 圆 的 直径 . 

7. 斜 边 大 于 任 一 直角 边 , 且 两 直角 边 的 平方 和 
等 于 斜 边 的 平方 . 

8. 斜 边 上 的 高 是 两 条 直角 边 在 斜 边 上 的 射影 的 
比例 中 项 ;每 一 条 直角 边 都 是 它 在 斜 边 上 的 射影 和 
斜 边 的 比例 中 项 . 

轴 对 称 (axial symmetry) 几何 学 的 基本 概念 
之 一 . 指 两 个 图 形 关 于 直线 的 一 种 对 应 关系 . AE 
两 点 的 线段 被 一 条 直线 垂直 平分 , 则 称 这 两 点 关于 
这 条 直线 对 称 ; 若 两 条 线段 的 端点 关于 同一 条 直线 
对 称 , 则 称 这 两 条 线段 关于 这 条 直线 对 称 . 一 般 地 ， 
若 两 个 图 形 上 的 点 全 都 关于 同一 条 直线 对 称 , 则 称 
这 两 个 图 形 关 于 这 条 直线 对 称 . 这 种 关于 直线 的 对 
称 称 为 轴 对 称 , 这 条 直线 称 为 互相 对 称 的 图 形 的 对 
称 轴 . 图 形 上 任何 两 个 互相 对 称 的 点 称 为 对 称 点 . 轴 
对 称 的 两 个 图 形 经 过 轴 反 射 变 换 可 以 互相 合同 (人 参 
见 本 卷 4 高 等 几何 》 中 的 “ 轴 反 射 变换 ”). 

对 称 轴 (symmetric axis)” 见 “ 轴 对 称 ”. 

对 称 点 (symmetric points)” 见 “ 轴 对 称 ”. 

轴 对 称 图 形 (figures symmetric with respect to 
a straight line) 一 类 特殊 的 几何 图 形 . 者 关于 一 个 
图 形 ,存在 这 样 一 条 直线 ,使 这 图 形 上 的 每 个 点 关于 
这 条 直线 的 对 称 点 仍 是 这 图 形 上 的 点 , 则 称 这 图 形 
关于 这 条 直线 对 称 . 这 时 称 这 个 图 形 是 轴 对 称 图 形 ， 
这 条 直线 就 称 为 这 个 图 形 的 对 称 轴 . 例如 ,由 两 个 点 
组 成 的 图 形 就 是 以 连结 这 两 点 的 线段 的 垂直 平分 线 
为 对 称 轴 的 轴 对 称 图 形 . 又 如 ,等 腰 三 角形 是 以 它 的 
顶 角 平分 线 为 对 称 轴 的 轴 对 称 图 形 . 轴 对 称 图 形 具 
有 如 下 人 性质 : 

1. 对 称 轴 垂直 且 和 平分 连结 两 对 称 点 的 线段 . 

2. 对 应 线段 或 其 延长 线 丰 相交, 则 交点 在 对 称 
轴 上 . 

3. 平面 图 形 的 对 称 轴 将 轴 对 称 图 形 分 为 两 个 全 
等 的 图 形 . 

在 以 对 称 轴 为 反射 轴 的 轴 反 射 下 , 轴 对 称 图 形 
的 每 个 点 都 变 到 它 的 对 称 点 .因此 , 轴 对 称 图 形 是 在 
此 种 轴 反 射 下 变 到 自身 的 图 形 . 

线段 垂直 平分 线 的 性 质 (property of perpen- 
dicular bisector of a line segment) ”对 线段 垂直 平 
分 线 的 几 种 刻画 . 线段 的 垂直 平分 线 具 有 下 列 性 质 : 

1. 线段 的 垂直 平分 线 上 的 点 到 这 条 线段 两 个 端 

2. 到 一 条 线段 两 个 端点 距离 相等 的 点 , 必 在 这 
条 线段 的 垂直 平分 线 上 . 

三 角形 的 内 角 和 (sum of interior angles of a 
triangle) 三 角形 内 角 的 数量 特征 . 指 三 角形 三 个 
内 角 的 和 等 于 180°. 


三 角形 的 外 角 和 (sum of exterior angles of a 
triangle) 三 角形 外 角 的 数量 特征 . 指 三 角形 三 个 
外 角 和 等 于 360°. 

三 角形 外 角 定 理 (exterior angle theorem of a 
triangle) 平面 几何 的 重要 定理 之 一 .三 角形 的 一 
个 外 角 等 于 与 它 不 相 邻 的 两 个 内 角 的 和 . 由 此 可 得 : 
三 角形 的 外 角 大 于 任何 一 个 与 它 不 相 邻 的 内 角 . 

三 角形 的 稳定 性 (stability of a triangle) =f 
形 的 一 个 重要 性 质 . 任何 多 边 形 (2 边 形 ) 自 然 都 可 
由 它 的 个 顶点 确定 ,但 一 般 不 能 由 它 的 条 边 完 
全 确定 . 惟有 三 角形 能 由 它 的 三 条 边 ( 其 实 就 是 三 条 
边 长 的 三 个 数 ) 完 全 确定 . 三 角形 的 这 个 性 质 称 为 三 
角形 的 稳定 性 . 三 角形 的 稳定 性 具有 重要 的 理论 意 
义 和 实 用 价值 . 

三 角形 内 角 平 分 线 的 性 质 (property of bisector 
of interior angles of a triangle) 对 三 角形 内 角 平 
分 线 的 几 种 刻画 . 三 角形 的 内 角 平 分 线 具有 下 列 性 
Js s 

1. 三 角形 的 内 角 平 分 线 4 
内 分 对 边 所 得 的 两 条 线段 和 
这 个 角 的 两 边 对 应 成 比例 . 

如 图 , 若 AD 是 A4BC 的 一 
条 角 平 分 线 , 则 BD/DC = E - à 
AB/AC. 

2. 如 果 三 角形 一 边 上 的 一 点 将 该 边 内 分 成 两 线 
段 与 男 两 边 对 应 成 比例 ,那么 此 点 与 该 边 所 对 角 的 
顶点 的 连 线 是 角 平 分 线 . 如 图 ,人 A4BC H, EDY 
BC -—&,H BD/DC-— AB/AC,WJ| AD #/ BAC 
的 角 平 分 线 . 

三 角形 外 角 平 分 线 的 性 质 (property of bisector 
of exterior angles of a triangle) ”对 三 角形 外 角 平 
分 线 的 几 种 刻画 . 三 角形 的 外 角 平 分 线 具 有 下 列 性 
M: 

1. 如 果 三 角形 的 外 角 平 分 线 外 分 对 边 成 两 条 线 
B ,那么 这 两 条 线段 和 相应 内 角 的 两 边 对 应 成 比例 . 
如 图 , 和信 ABC n. € 
AD 是 外 角 平 分 线 ， 
且 交 BC 的 延长 线 于 
A D. WA BD/DC= 
AB/AC. 

2. 如 果 三 角形 一 
边 的 延长 线 上 一 点 将 该 边 外 分 成 两 条 线段 与 另 两 边 
对 应 成 比例 ,那么 此 点 与 该 边 所 对 角 的 顶点 连 线 是 
外 角 平 分 线 . 如 图 ,人 A4BC 1,4 D Bw BC 的 延长 
线 上 一 点 , 且 BD/DC— AB /4C, 则 AD Æ Z BAC 
的 外 角 平 分 线 . 

正 等 角 中 心 (positive isogonal centre) 


A 


B C D 


DS BK I 


= 角 形 


马 点 .三 角形 的 巧合 点 之 一 . 若 分 别 以 A4BC 的 三 
边 为 边 , 同 形 外 作 正 三 角形 ABC ,BCA',CAB', 则 
三 直线 44' ,BB' ,CC' 交 于 同一 点 了 ,并 形成 以 P 为 
顶点 的 六 个 相等 的 C 
fl, 每 个 角 等 于 60 
《如 图 ). zx P RA 
A ABC 的 正 等 角 中 
心 . 4 AABC 每 个 内 
角 都 小 于 120" 时 , 正 
等 角 中 心 是 到 三 顶点 
距离 之 和 为 最 小 的 
点 . 正 等 角 中 心 早 在 古 希腊 时 代 已 被 发 现 . 公元 17 
世纪 时 , 费 马 (Fermat,P. de) 曾 提出 这 样 的 征 解 问 
题 : 求 一 点 ,使 与 定 三 角形 三 顶点 的 距离 和 为 极 小 . 
因此 ,各 角 均 小 于 120" 的 三 角形 的 正 等 角 中 心 又 称 
PH 

$$ D A (Fermat point) 

负 等 角 中 心 (negative 
isogonal centre) 三 角形 
的 巧合 点 之 一 . 若 信 ABC 
不 是 正三 角形 ,分 别 以 三 
边 为 边 向 A4BC 内 侧 作 
=P IE=AB: AABC', 
A.BCA' fll ACAB', M = 
直线 AA’, BB’,CC' F 
同一 点 QC AD. A Q F 
为 人 A4BC 的 负 等 角 中 心 . 

等 角 线 (isogonal line) 有 特殊 位 置 关系 的 两 
条 对 称 直 线 . 给 定 一 个 角 . 若 存在 两 条 直线 过 顶点 ， 
且 关 于 该 角 的 平分 线 对 称 , 则 称 这 两 条 直线 关于 该 
角 互 为 等 角 线 . 一 个 角 的 两 边 也 是 该 角 的 等 角 线 . 若 
等 角 线 相 重 合 , 则 称 为 自 等 角 线 . 例如 ,一 个 角 的 平 
分 线 就 是 这 个 角 的 目 等 角 线 . 一 个 角 的 邻 补 角 的 平 
分 线 也 是 该 角 的 目 等 角 线 . 

自 等 角 线 (self-isogonal line) WEAR”. 

© fg dte Cisogonal conjugate points) — ff 


形 的 特殊 点 之 一 . 给 定 八 A4BC, 如 果 对 于 一 点 P, 三 
(如 图 ). 显然 ,已 也 是 QQ 
UN 
du d. d Un. = A E Mb 
重合 , 则 已 称 为 自 等 角 共 


直线 AP.BP.CP 分 别 对 角 A. B.C 
ACT AABC Bj 55 ff 3t He 

DIE b E A F fa HH. ZX 
fom. AU. =ABHADN=SS DRE ASAE 


即 “ 正 等 角 中 心 ” 


同一 点 Q. WU PR Q JE P XT AABC 的 等 角 共 
点 , 即 书 与 入 互 为 等 角 共 
am PWS ARR P 
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BS f$ d£ fg ch (self-isogonal conjugate points) 
OL SEfB dc n. 

JS THU 33 (inversely similar side) 亦 称道 平行 
线 . 与 三 角形 某 一 边 有 关 的 一 条 线段 . 指 连结 三 角形 
两 边 上 点 的 具有 逆 相 似 性 的 线段 . 如 图 所 示 , 设 在 
A ABC 的 边 AB 和 4C 上 x 
分 别 取 点 D A E, te AB 
: AC=AE: AD, Ñ fij 
AAED c» AABC, iX 时 * 
AAED 5 AABC 首相 P : 
似 . 线段 DE 称 为 人 A4BC 的 边 BC 的 逆 相 似 边 , 或 
称 直 线 DE 是 边 BC 关于 和 人 4BC 的 逆 平 行 线 . 

逆 平 行 线 (Canti-parallel line) Bl “wash”. 

陪 位 中 线 (symmedian) 亦 称 类 似 中 线 . 与 三 
角形 的 某 一 中 线 有 关 的 一 条 线段 . 即 三 角形 中 线 的 
等 角 线 . 三 角形 每 条 中 线 的 等 角 线 称 为 该 三 角形 的 
障 位 中 线 . 在 三 角形 中 ,一 A 
边 上 的 陪 位 中 线 平分 该 边 
B X RR BL. 如 图 ,AM 是 
A ABC 的 一 条 中 线 ,4N 
是 AM 的 等 角 线 , 则 AN 
是 陪 位 中 线 . 设 DE 是 BC 
的 逆 相 似 边 , 则 AN 平分 DE, 即 DF —EF. 

类 似 中 线 (symmedian) 即 “ 陪 位 中 线 ” 

陪 位 重心 (symmedian point) 2R ER Æ W E -Ù 
或 勒 称 瓦 纳 点 . 与 三 角形 重心 有 关 的 一 个 点 .三 角形 
三 条 陪 位 中 线 的 交点 , 称 为 该 三 角形 的 陪 位 重心 , 即 
= fü Bb Md A fü di S ^ 
m. dE. G Æ AABC 
的 重心 ,K 是 G 的 等 角 共 
V5 xis WW K te AABC 的 
ai Hob. 32» eB BL A 
(Lemoine, É. M. H. ) F 
1873 年 ,向 法 国 科 学 进步 协会 会 议 提 交 的 论文 《三 
角形 特殊 点 的 某 些 性 质 》 中 ,提出 了 有 关 几 何 结构 的 
类 似 重 心 学 说 . 后 经 多 年 的 研究 ,使 理论 更 完善 而 严 
密 ,形成 一 套 包 括 基 本 公式 、 勒 穆 瓦 纳 圆 定 理 等 的 三 
角形 几何 理论 . 

类 似 重心 (symmedian point) BP REME G”. 

SEAR (Lemoine point)” 即 “ 陪 位 重心 ”. 

拿破仑 三 角形 (Napoleon triangle) 一 个 著名 
的 正三 角形 . 若 从 任意 三 角形 的 各 边 向 外 作 等 边 三 
角形 , 则 它们 的 中 心 构成 一 个 等 边 三 角形 ,这 个 等 边 
三 角形 称 为 原 三 角形 的 外 拿破仑 三 角形 (如 图 1); 
若 从 任意 三 角形 的 各 边 向 三 角形 内 侧 作 等 边 三 角 
形 , 则 它们 的 中 心 也 构成 一 个 等 边 三 角形 ,这 个 等 边 
三 角形 称 为 原 三 角形 的 内 拿破仑 三 角形 (如 图 2). 
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图 1 


外 拿破仑 三 角形 和 内 拿破仑 三 角形 统称 拿破仑 三 角 
JE. 任意 一 个 三 角形 的 外 拿破仑 三 角形 与 内 拿破仑 
三 角形 的 面积 之 差 等 于 原 三 角形 的 面积 ;外 拿破仑 
三 角形 与 内 拿破仑 三 角形 的 中 心 重合 . 拿破仑 
(Napoleon, B. ) 在 他 还 未 成 为 法 国 统 治 者 之 前 , 曾 
经 对 数学 有 爱好 ,特别 是 对 几何 有 浓厚 的 兴趣 ,他 曾 
和 当时 法 国 许 多 数学 家 有 亲密 的 友谊 .在 他 当 了 将 
军 之 后 ,一 次 邀请 了 拉 格 朗 日 (Lagrange,J. -L. ) 和 
拉 普 拉 斯 (Laplace,P. -S. ) 讨 论 几 何 中 的 一 些 问 题 
时 ,拿破仑 就 提出 了 “在 三 角形 的 每 边 向 外 (或 向 内 ) 
作 正 三 角形 , 则 这 三 个 三 角形 的 中 心 也 构成 正三 角 
形 ” 的 问题 ,后 来 ,这 一 命题 被 这 些 数学 家 收入 书 中 
并 称 为 拿破仑 三 角形 . 

等 截 点 (isotomic point) 
—. 指 三 角形 的 边 上 关于 
中 点 的 对 称 点 (可 在 边 的 
延长 线 上 ). 三 角形 任 一 边 
所 在 二线 上 与 该 边 中 点 距 
离 相 等 的 两 个 点 , 互 为 等 
RA WR- ERA 
AABC 三 边 或 其 延长 线 
于 点 X,Y,Z, 则 这 三 点 的 等 截 点 XYZ SER 
(如 图 ). | 

E bE A (orthocentric isotomic point) 
角形 的 特殊 点 之 一 . BI — f87E 3E D B] SE LE a. 
角形 的 重心 、. 陪 位 重心 与 垂 心 等 截 点 三 点 共 线 , 且 重 
心 到 陪 位 重心 的 距离 等 于 重心 到 垂 心 等 截 点 距离 的 


三 角形 的 特殊 点 之 


Ta 


oF ay dE Sg ib (isotomic conjugate points) =f 
形 的 特殊 点 之 一 .在 A4BC 中 , 设 卫 与 X',Y SY’, 
Z 与 Z 各 是 三 条 边 BC,C4,4B 上 的 等 截 点 , 若 
AX,BY,CZ 三 线 交 于 一 
点 P, 则 AX’, BY',CZ’= 
线 也 交 于 一 点 P' (或 三 线 
平行 ). 当 P SP REN, 
5 P 5g P' 称 为 人 ABC 
HI SE dE E ea. a FRE A] 
XT AABC FAS BG A Can s D. 

中 点 三 角形 (midpoint triangle) ” 亦 称 中 位 三 
角形 .一 种 特殊 三 角形 . 指 三 角形 三 边 中 点 连 线 所 成 


的 三 角形 . 中 点 三 角形 具有 下 列 性 质 : 

1. 周 长 是 原 三 角形 周 长 的 一 半 . 

2. 面积 是 原 三 角形 面积 的 四 分 之 一 . 
.与 原 三 角形 镜像 相似 . 

4. 原 三 角形 被 分 成 的 包括 中 点 三 角形 在 内 的 四 
个 小 三 角形 全 等 . 

中 位 三 角形 (midpoint triangle) 
We. 

+3 >) = f87É (principal excenter triangle) 
一 种 特殊 三 角形 . 指 连 结 三 角形 的 三 个 劳 心 而 成 的 
三 角形 . 主 劳 心 三 角形 面积 等 于 该 三 角形 的 三 个 旁 
心 三 角形 的 面积 的 和 (参见 “ 旁 心 三 角形 ”及 其 图 ). 

旁 心 三 角形 (excentet triangle) 一 种 特殊 三 
角形 . 指 连 结 三 角形 的 8、 
内 心 与 两 个 旁 心 所 成 的 “一 
三 角形 ;二 小 三 角形 有 
三 个 旁 心 三 角形 (如 
图 ). TEAABC #F,4& O 
为 人 ABC 的 内 心 , DD， 
E,F 三 点 为 人 ABC 的 by 
三 个 旁 心 , 则 AODE, : 
AOEF, AOFD 15 为 
AABC 的 劳 心 三 角形 . 

海伦 三 角形 (Heron triangle) ”一 种 特殊 三 角 
JE. 指 边 长 为 连续 的 三 个 正 整数 ,而 且 其 面积 也 是 正 
整数 的 三 角形 . 上 述 三 角形 是 海伦 (Heron, (A)) Bf 
究 海伦 公式 时 得 到 的 一 种 特殊 情况 . 它 的 一 般 解 可 
用 海伦 公式 求 得 . 例如 三 条 边 长 分 别 为 连续 三 个 正 
整数 3,4,5;13,14,15;51,52,53;193,194,195 等 的 
三 角形 均 为 海伦 三 角形 . 

鲁 洛 克 斯 三 角形 (Reuleaux triangle) 一 种 特 
殊 三 角形 . 指 分 别 以 正三 角形 的 顶点 为 圆心 ,以 其 边 
长 为 半径 作 圆 弧 , 由 这 三 段 加 A 
弧 组 成 的 曲 边 三 角形 称 为 鲁 洛 
克 斯 三 角形 (如 图 ). E T oe ET 
三 角形 的 特点 是 :在 任何 方向 
上 都 有 相同 的 宽度 , 即 能 在 距 — ^ : 
离 等 于 其 圆 弧 半径 a( 等 于 正三 角形 的 边 长 ) 的 两 条 
平行 线 间 自由 转动 ,并 且 始 终 保持 与 两 直线 都 接触 . 
机 械 加 工业 上 利用 这 个 性 质 ,把 钻头 的 横 截 面 做 成 
鲁 洛 克 斯 三 角形 的 形状 ,就 能 在 零件 上 外 出 正方 形 
的 孔 来 . 这 一 性 质 是 鲁 洛 克 斯 (Reuleaux,F. ) 在 研 
究 机 械 分 类 时 发 现 的 . 

切线 三 角形 (tangent triangle) 一 种 特殊 三 角 
形 . 指 从 三 角形 的 各 顶点 作 外 接 圆 切线 所 成 的 三 角 
形 称 为 切线 三 角形 . 
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多 un X 
Zia (polygon) 亦 称 多 角形 .平面 几何 中 最 


基本 、 最 重要 的 图 形 之 一 .广义 地 说 ,多 边 形 就 是 封 
闭 折 线 . 但 在 平面 几何 中 ,采用 以 下 稍 罕 的 定义 较为 
合适 :平面 上 的 多 边 形 是 由 不 自 交 的 封闭 折线 和 它 
所 围 成 的 区 域 共 同 组 成 的 图 形 . 这 封闭 折线 所 围 成 
的 区 域 称 为 多 边 形 的 内 部 ,内 部 的 点 称 为 多 边 形 的 
内 点 .平面 的 其 他 部 分 称 为 多 边 形 的 外 部 ,外 部 的 点 
称 为 多 边 形 的 外 点 .封闭 折线 的 边 称 为 多 边 形 的 边 ， 
折线 的 顶点 称 为 多 边 形 的 顶点 . 顶点 处 两 条 边 所 来 
的 包含 多 边 形 内 部 的 角 称 为 多 边 形 的 角 或 内 角 . I 
数 ( 即 角 数 ) 是 nn BERERA n WER n AÉ. XE 
结 多 边 形 不 相 邻 的 两 个 顶点 的 线段 称 为 多 边 形 的 对 
角 线 . 多 边 形 各 边 长 度 的 和 称 为 多 边 形 的 周 长 ,这 也 
就 是 封闭 折线 的 长 度 . 多 边 形 常用 连 写 它 的 各 个 顶 
点 的 字母 来 表示 . 如 图 1 和 图 2 画 的 都 是 五 边 形 
ABCDE, 它 们 的 顶点 是 A, B,C,D,E, 边 是 AB, 
BC,CD,DE,EA, 对 角 线 是 AC,AD,BD,BE,CE, 


周 长 是 五 条 边 长 度 之 和 .不 自 交 的 封闭 折线 可 以 出 
现 两 个 项 点 相 重 合 , 一 个 顶点 在 另 一 条 边 上 及 两 条 
边 有 一 部 分 (或 全 部 ) 重 合 的 特殊 情形 .因此 ,可 以 出 
现下 面 图 3 的 六 边 形 4BCDEC 图 4 的 五 边 形 和 图 


A A D B C 
c E 
y l NA 
B D E A D B 
图 3 图 4 图 5 


5 的 四 边 形 . 为 排除 以 上 情况 ,引进 以 下 概念 :由 简 
单 闭 折线 所 围 成 的 多 边 形 称 为 简单 多 边 形 , 其 他 多 
边 形 称 为 复杂 多 边 形 . 上 面 图 1 和 图 2 是 简单 多 边 
形 , 图 3.4.5 都 是 复 洒 多 边 形 .通常 提 到 多 边 形 都 是 
B fa] P. A VIE. 

多 角形 (polygon) 即 “ 多 边 形 ” 

多 边 形 的 内 部 (interior of a polygon ) 
边 形 ” 

多 边 形 的 内 点 (interior point of a polygon ) 
见 “ 多 边 形 . 

多 边 形 的 外 部 (exterior of a polygon) 


见 “ 多 


见 “ 多 
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多 边 形 的 外 点 (exterior point of a polygon) 
见 “多 边 形 ” 

多 边 形 的 边 (side of a polygon) A“ Bin”. 

多 边 形 的 顶点 (vertex of a polygon) 见 “ 多 边 
形 ” 

多 边 形 的 内 和 角 (interior angle of a polygon) 
多 边 形 的 基本 元 素 之 一 (参见 "多边形 ”). 多 边 形 的 
内 角 和 等 于 (一 2)180"( 其 中 82630. 特别 地 , 正 2” 边 
JE R3 E VIL ff SE (n — 2) * 180?/n. 

% ib HZ AY XT HRW (diagonal of a polygon) 多 
边 形 的 基本 元 素 之 一 (参见 “多 边 形 ”).n 边 形 的 对 
角 线 数 等 于 n(n 一 3)/2( 其 中 nn 宇 3). 

多 边 形 的 外 角 (exterior angle of a polygon) 
多 边 形 的 基本 元 素 之 一 (参见 “多 边 形 ”). Dn HÉ 
的 外 角 和 等 于 360"( 每 个 顶点 处 仅 取 一 个 外 角 ), 它 
与 多 边 形 的 边 数 无 关 . En 边 形 的 每 个 外 角 等 于 
360°/n. 

HÆS ih Æ simple polygon) 一 类 常见 的 多 
边 形 . 指 由 简单 闭 折线 所 围 成 的 多 边 形 (参见 “多 边 
JE". 简单 多 边 形 还 可 以 定义 成 : 

1. 周 界 不 目 交 的 多 边 形 . 

2. 满足 条 件 : 

1) 顶点 与 顶点 不 重合 . 

2) 顶点 不 在 边 上 . 

3. 边 与 边 不 相交 的 多 边 形 . 

简单 多 边 形 分 凸 多 边 形 和 四 多 边 形 两 种 (参见 
"P 33). 

凸 多 边 形 (convex polygon) 一 种 简单 多 边 
JE. 指 由 简单 凸 闭 折线 所 围 成 的 多 边 形 . 其 他 的 简单 
多 边 形 称 为 站 多 边 形 . 凸 多 边 形 的 下 列 性 质 , 每 一 条 
都 可 用 来 判定 凸 多 边 形 , 即 具有 任何 一 条 性 质 的 简 
单 多 边 形 是 凸 多 边 形 : 

1. 凸 多 边 形 的 内 角 都 是 劣 角 ( 即 都 小 于 平角 ). 
凸 多 边 形 的 内 角 的 邻 补 角 称 为 它 的 外 角 . 因 此 在 提 
到 多 边 形 的 外 角 时 ,一 般 指 的 是 凸 多 边 形 . 

2. 凸 多 边 形 是 凸 图 形 , 即 连结 西 多 边 形 内 部 任 
意 两 点 的 线段 仍 在 多 边 形 内 部 . 

3. 凸 多 边 形 的 对 角 线 都 在 凸 多 边 形 内 部 . 

4. 凸 多 边 形 和 名 边 的 延长 线 都 将 所 在 平面 划分 为 
两 个 半 和 平面 ,而 凸 多 边 形 的 整个 图 形 都 在 同一 个 半 
平面 上 ( 即 处 在 各 边 延 长 线 的 同一 侧 ). 

U git Æ (concave polygon) 见 “ 凸 多 边 形 ” 

四 边 形 (quadrilateral) 一 类 重要 的 几何 图 形 . 
有 四 条 边 的 多 边 形 称 为 四 边 形 ,一 般 常 指 凸 四 边 形 . 
四 边 形 的 内 角 之 和 与 外 角 之 和 都 等 于 360", 它 有 两 
条 对 角 线 . 四 边 形 可 以 分 类 如 下 : 
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无 平行 边 
的 四 边 形 
四 边 形 BATE 
(m arina [an 
uses lit 
的 四 边 形 tense 
_ 行 .特殊 平行 矩形 ， 
BA Looe [ay] ER 


DU i HZ BY A Xt f8 (opposite interior angle of a 
quadrilateral) 平面 几何 术 A 
语 . 在 凸 四 边 形 中 , 某 个 内 角 4 
的 对 角 , 称 为 这 个 角 的 外 角 的 
内 对 角 . 这 个 术语 将 经 常用 
到 ,如 图 , 当 4,B,C,D 四 点 P 
jt [B]. Hl ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 时 ,每 个 外 角 等 于 
其 内 对 角 , 反 之 亦 然 . 即 为 一 例 . 

平行 四 边 形 (parallelogram) 最 基本 、 最 重要 
的 一 种 四 边 形 . 两 组 对 边 分 别 平行 的 四 边 形 称 为 平 
行 四 边 形 .平行 四 边 形 的 任 一 条 边 可 作为 平行 四 边 
形 的 底 , 这 条 边 和 对 边 的 距离 称 为 这 个 底 上 的 高 (高 
是 对 于 确定 的 底 来 说 A D 
MW). 如 图 ,四 边 形 
ABCD B, AB / CD, 
AD // BC, W xj € 
ABCD 是 平行 四 边 形 ， 2 mH C 
ii CABCD, i£ feo 
行 四 边 形 ABCD. ÆW BC 作为 该 平行 四 边 形 的 底 ， 
WBC 上 的 高 为 AH; ÆW CD 作为 底 , 则 CD 上 的 
高 为 AK. 平行 四 边 形 中 ,不 具有 公共 顶点 的 两 条 边 
FK OU Xr OU AB 与 CD,AD 与 BC 互 为 对 边 ); 具 
有 公共 顶点 的 两 条 边 称 为 邻 边 ( 如 AB 与 BC, AB 
与 AD 等 互 为 邻 边 ); 顶 点 不 在 同一 条 边 上 的 两 个 角 
称 为 对 角 ( 如 和 4 与 人 C, 人 B 57D 互 为 对 角 ); 连 
结对 角 两 顶点 的 线段 称 为 对 角 线 (如 AC, BD); TR 
点 在 同一 条 边 上 的 两 个 角 称 为 相 邻 的 角 ( 如 二 4 与 
ZB,ZC5ZD SHAMAN AD. EE. ZEE 
方形 是 特殊 的 平行 四 边 形 . 平行 四 边 形 是 一 个 中 心 
对 称 图 形 ( 如 图 ), 即 它 绕 对 角 线 AC 和 BD 的 交点 
O 旋转 180" 后 ,能 够 和 自身 重合 . 这 点 O 称 为 平行 
四 边 形 的 对 称 中 心 . 

平行 四 边 形 有 如 下 性 质 : 

1. 对 角 相 等 . 

2. 对 边 相 等 ， 

3. 对 角 线 互相 平分 . 

4. 相 邻 两 角 互 补 . 

5. 被 一 条 对 角 线 分 为 两 个 全 等 的 三 角形 . 

6. 是 中 心 对 称 图 形 ,其 对 角 线 交点 是 它 的 对 称 
中 心 . 

7. 各 边 的 平方 和 等 于 两 对 角 线 的 平方 和 . 


C E 


平行 四 边 形 的 对 称 中 心 (symmetric center of a 
parallelogram)” 见 “平行 四 边 形 ”. 

平行 四 边 形 的 判定 (Cdecision of a parallelo- 
gram) 判定 平行 四 边 形 的 几 个 充分 条 件 . 满足 下 
列 诸 条 件 中 之 一 的 凸 四 边 形 , 均 为 平行 四 边 形 : 

1. 两 组 对 边 分 别 相等 . 
2. 一 组 对 边 平 行 且 相等 . 
3. 两 条 对 角 线 互相 平分 . 
4. 每 相 邻 两 内 角 互 补 . 
5. 两 组 对 角 分 别 相 等 . 
6. 中 心 对 称 . 

平行 线 分 线段 成 比例 (dividing the segments 
into proportional by parallel lines)” 亦 称 平行 截 荐 
定理 .平面 几何 术语 . 指 三 条 
平行 线 截 两 条 直线 ,所 得 的 
四 条 线段 对 应 成 比例 . 如 图 ， 
LN ls /f LS Wy 

AB _ DE 
BE EF’ 

OH E XE FE FO AA A Bes FH I — T TE 
质 . 它 的 重要 特例 ;在 一 直线 上 截 得 相等 线段 的 一 组 
平行 线 , 也 把 其 他 直线 截 成 相等 的 线段 , 称 其 为 平行 
线 等 分 线段 . 

平行 截 割 定理 (theorem of parallel section) 
即 “平行 线 分 线段 成 比例 ”. 

平行 线 等 分 线段 (bisecting the segment by 
parallel line) 见 “ 平 行 线 分 线段 成 比例 ”. 

平行 四 边 形 的 不 稳定 性 (instability of a paral- 
lelogram) 平行 四 边 形 的 一 个 重要 性 质 . 平行 四 边 
形 的 形状 .大 小 不 能 仅 由 平行 四 边 形 的 四 条 边 确 定 ， 
这 种 性 质 称 为 平行 四 边 形 的 不 稳定 性 . 把 两 两 相等 
的 四 根木 条 用 可 活动 的 匀 钉 钉 成 如 下 图 所 示 的 平行 
四 边 形 木 框 ,推动 木 条 可 以 得 出 形状 、 大 小 各 不 相同 
的 平行 四 边 形 , 这 足以 说 明和 平行 四 边 形 的 不 稳定 性 . 

$8 $4 Ui AZ hinge quadrilateral) 一 种 特殊 的 
四 边 形 . 如 果 四 边 形 的 四 条 边 的 边 长 一 定 , 其 四 个 内 


角 不 固定 ,这 样 的 可 Ca oa 
以 变形 的 四 边 形 称 为 
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形 的 不 稳定 性 . ee 


E É (rectangle) JRR AÉ. 特殊 的 平行 四 
边 形 之 一 .有 一 个 角 是 直角 的 平行 四 边 形 称 为 矩形 . 
TIECJABCD th, EZ], A-ARtZ Wc 2ABCD HEE, 
ig Jj ABCD , € (EI ABCD. 矩形 的 两 条 邻 边 
中 ,长 边 通 常 称 为 矩形 的 长 , 短 边 通常 称 为 矩形 的 
宽 . 中 国 古 算 书 中 ,矩形 田 称 为 直 田 . 亦 称 和 抢 形 图 形 
ABA. 


矩形 是 一 种 特殊 的 平行 4 
四 边 形 ,因此 , 它 除 具有 平行 
四 边 形 的 性 质 外 ,还 具有 下 列 
性 质 : B C 


1. 四 个 角 相 等 ,上 且 都 是 直角 . 

2. 两 条 对 角 线 相等 . 

3. 每 条 对 角 线 分 矩形 为 两 个 全 等 的 直角 三 角 
形 . 

4. 是 轴 对 称 图 形 , 它 有 两 条 对 称 轴 , 这 两 条 对 称 
Al E a E JÉ BY XT ER P Tf SK IE FB SB PEL OP IE 
行 的 两 直线 . 

5. 有 一 个 外 接 圆 ,矩形 两 对 角 线 都 是 外 接 圆 的 


RAH (oblong) BI“ É”. 
Á M (zhi tian) WÉ”. 
矩形 的 判定 (decision of a rectangle)  ¥#|| Œ XE 
形 的 几 个 充分 条 件 . 满足 下 列 条 件 之 一 的 四 边 形 是 
矩形 : 

1. 有 一 个 角 为 直角 的 平行 四 边 形 . 

2. 两 条 对 角 线 相等 的 平行 四 边 形 . 

3. 邻 角 相 等 的 平行 四 边 形 . 

4. 有 三 个 角 是 直角 的 四 边 形 . 

5. 对 角 线 互相 平分 且 相 等 的 四 边 形 . 

6. 四 个 角 相 等 的 四 边 形 . 

7. 关于 过 对 角 线 交点 ,和 且 分 别 与 两 邻 边 平行 的 
两 条 直线 成 轴 对 称 的 四 边 形 . 

黄金 矩形 (golden rectangle) 几何 学 的 著名 图 
JE. 18 K RISE EGO o: 1 的 矩形 . 其 中 


bcm 
2 


9 22 1.618033989--. 


这 种 比 在 艺术 造形 中 有 美学 价值 ,如 工艺 美术 品 的 
长 和 宽 按 这 种 比例 则 谐 调 美观 . 

菱形 (rhombus) 特殊 的 平行 四 边 形 之 一 .有 
一 组 邻 边 相等 的 平行 四 边 形 称 为 菱形 . 如 图 ,在 
LJABCD rn, AB=BC,ROABCD ERÉ, WA 
OABCD ,i£fE38JÉ. ABCD. 

莪 形 是 一 种 特殊 的 平行 


四 边 形 . 它 除 具有 平行 四 边 形 ,， 00^ 
的 性 质 外 ,还 具有 下 列 性 质 ， mem 
1. 四 条 边 都 相等 : 
2. 对 角 线 互相 垂直 平分 ， 
并 且 每 一 条 对 角 线 平分 一 组 对 角 . 
3. 每 一 条 对 角 线 分 菱形 为 两 个 全 等 的 等 腰 三 角 
JE. 
4. 是 轴 对 称 图 形 , 它 的 两 条 对 角 线 是 对 称 轴 . 
5. 有 一 个 内 切 圆 , 对 角 线 交点 是 内 切 圆 圆心 ,内 
切 圆 的 直径 等 于 菱形 的 高 . 
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平 gd; JL A 


2k FZ W # E (decision of a rhombus) | E 28 
形 的 几 个 充分 条 件 . 满足 下 列 条 件 之 一 的 四 边 形 是 
AEJP : 

1. 四 条 边 都 相等 的 四 边 形 . 

2. 对 角 线 互相 垂直 平分 的 四 边 形 . 

3. 两 条 对 角 线 分 别 平分 每 组 对 角 的 四 边 形 . 

4. 对 角 线 互相 垂直 的 平行 四 边 形 . 

5. 有 一 条 对 角 线 平分 一 个 内 角 的 平行 四 边 形 . 

6. 一 组 邻 边 相等 的 平行 四 边 形 . 

BA (kite) INMATE. 特殊 的 四 边 形 之 一 . 
有 一 条 对 角 线 是 另 一 条 对 角 线 的 垂直 平分 线 的 四 边 
RA BIE. AE 4r £8 28JE Can |. Rm [UL 28 JE CA R 


图 1 图 2 
2) 两 种 . [U28JE MO I. 筝 形 是 轴 对 称 图 形 , 其 中 
一 条 对 角 线 为 对 称 轴 . 如 图 中 ,对 角 线 AC 分 别 为 它 
们 的 对 称 轴 . 凸 筝 形 有 一 个 内 切 圆 (如 图 1). Me 
有 一 个 劳 切 圆 (如 图 2). 
i1 3$ JÉ (convex kite) 
H 2$ FZ (concave kite) 


JL" 28JE ". 
AU E". 

IEA (square) 特殊 的 平行 四 边 形 之 一 .有 
一 组 邻 边 相 等 ,并 且 一 个 角 是 直角 4 D 
的 平行 四 边 形 称 为 正方 形 . 它 的 每 
条 边 的 长 称 为 正方 形 的 边 长 . 如 
Al, 7ECABCD 4,4 AB= BC, 
ZA=RtZ,WCABCD 为 正方 B C 
形 , 记 为 口 4BCD, 读 作 正 方形 
ABCD. 中 国 古 算 书 中 ,正方 形 田 称 为 方 田 . 亦 称 正 
方形 图 形 为 方 田 . 

正方 形 是 特殊 的 平行 四 边 形 , 也 是 特殊 的 矩形 
A xEJÉ. 因此 , 它 具 有 平行 四 边 形 、 和 矩形 和 萎 形 的 一 
切 性 质 . 

方 田 (fang tian) WERE”. 

正方 形 的 判定 (decision of a square) 判定 正 
方形 的 几 个 充分 条 件 . 满足 下 列 条 件 之 一 的 四 边 形 
是 正方 形 : 

1. 四 边 相 等 且 有 一 个 角 是 直角 的 四 边 形 . 

2. 对 角 线 互相 垂直 平分 且 相 等 的 四 边 形 . 

3. 有 一 个 角 是 直角 且 一 组 邻 边 相等 的 平行 四 边 
JÉ. 
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4. 有 一 组 邻 边 相 等 的 矩形 . 
5. 有 一 个 角 为 直角 的 萎 形 . 
中 心 对 称 Ccentral symmetry) 几何 学 的 基本 
概念 之 一 . 指 两 图 形 间 的 一 种 特殊 的 对 应 关系 . 在 一 
个 图 形 经 过 中 心 反 射 能 和 另 一 个 图 形 重合 , 则 称 这 
两 个 图 形 关 于 反射 中 心 成 中 心 对 称 . 反 射 中 心 称 为 
对 称 中 心 . 凡 图 形 上 能 
重合 的 任意 两 点 都 称 为 
对 应 点 ,又 称 为 中 心 对 
称 的 对 称 点 .如 图 ,将 
AABC 经 过 中 心 反 射 
能 和 人 4'B'C' 重合 , 故 
AABC 和 AA'B'C'X 
于 定点 O 成 中 心 对 称 , 点 O 为 对 称 中 心 .一 般 地 ,如 
果 两 个 图 形 的 对 应 点 的 连 线 的 中 点 都 与 一 定点 O 
合 ,那么 这 两 个 图 形 关 于 定点 成 中 心 对 称 , 定 点 O 
就 是 对 称 中 心 ( 参 见 本 卷 4 高 等 几何 》 中 的 “中 心 反 射 
变换 ”). 
对 称 中 心 (center of symmetry) 


见 “ 中 心 对 
^. 

对 称 点 (symmetry point) 见 “ 中 心 对 称 ” 

FB dx] BR E FZ (central symmetric figure) — 
类 特殊 的 几何 图 形 . 一 个 平面 图 形 绕 着 定点 旋转 
180" 后 ,能 够 和 上 自身 重合 的 图 形 称 为 中 心 对 称 图 形 ， 
这 个 定点 称 为 图 形 的 对 称 中 心 . 例如 ,平行 四 边 形 是 
中 心 对 称 图 形 , 对 角 线 的 交点 是 其 对 称 中 心 ; 圆 也 是 
中 心 对 称 图 形 ,圆心 是 对 称 中 心 . 在 以 对 称 中 心 为 反 
射 中 心 的 中 心 反 射 下 ,中 心 对 称 的 每 个 点 都 变 到 它 
的 对 称 点 .因此 ,中 心 对 称 图 形 是 在 此 种 中 心 反射 下 
变 到 自身 的 图 形 . 

图 形 的 中 心 (center of a figure) 几何 学 的 基 
本 概念 之 一 . 一 般 是 指 具 有 对 称 性 质 的 图 形 的 一 个 
特殊 点 .例如 ,中 心 对 称 图 形 的 对 称 中 心 , 或 具有 两 
条 以 上 对 称 轴 的 图 形 的 对 称 轴 的 交点 . 圆 的 中 心 即 
为 圆心 , 正 多 边 形 的 中 心 即 为 这 一 正 多 边 形 的 内 切 
圆 和 外 接 圆 的 圆心 . 

中 心 对 称 图 形 的 性 质 (property of a central 
symmetric figure) 对 中 心 对 称 图 形 的 刻画 . 中 心 
对 称 图 形 具 有 下 列 性 质 : 

1. 连 结 两 对 称 点 的 线段 经 过 对 称 中 心 , 并 且 被 
对 称 中 心平 分 . 

2. 对 应 线段 相等 且 平 行 (或 在 同一 条 直线 上 ). 

3. 对 应 角 相 等 . 

梯形 (trapezoid) 特殊 的 四 边 形 之 一 . 一 组 对 
边 平 行 而 另 一 组 对 边 不 平行 的 凸 四 边 形 称 为 梯形 ， 
平行 的 两 边 称 为 梯形 的 底 边 ,它们 必 不 相等 ,通常 把 
短 的 称 为 上 底 ,长 的 称 为 下 底 ; 不 平行 的 两 边 分 别称 
为 梯形 的 腰 ; 上 底 与 腰 的 夹 角 称 为 上 底 角 ,下 底 与 腰 


的 夹 角 称 为 下 底 角 ,并 统称 为 梯形 的 底 角 ;两 底 之 间 
的 距离 称 为 梯形 的 高 . 梯形 两 腰 中 点 的 连 线 称 为 梯 
形 的 中 位 线 , 梯 形 的 中 位 线 平行 于 底 边 ,通过 两 对 和 角 
线 中 点 且 等 于 两 底 之 和 的 一 半 . 梯形 两 对 角 线 的 中 
点 的 连结 线段 平行 于 底 边 , 且 等 于 两 底 之 差 的 一 半 . 
梯形 的 面积 等 于 两 底 之 和 与 高 的 乘积 的 一 半 . 两 腰 
相等 的 梯形 称 为 等 腰 梯 形 ; 有 一 个 角 是 直角 的 梯形 
称 为 直角 梯形 . 梯形 还 有 一 种 定义 :一 组 对 边 平行 的 
四 边 形 称 为 梯形 . 按 这 种 定义 平行 四 边 形成 为 特殊 
的 梯形 . 中 国 古 算 书 中 ,梯形 田 为 邪 田 . 亦 称 梯形 图 
He ABB. 

梯形 的 中 位 线 (median line of a trapezoid) W, 
“梯形 ” 

Æ AE H FZ isosceles trapezoid) 

FBR (xie tian) Jl “EIB”. 

Æ AE Ee AYE (decision of an isosceles trape- 
zoid) 判定 等 腰 梯 形 的 几 个 充分 条 件 . 满足 下 列 条 
件 之 一 的 梯形 是 等 腰 梯 形 : 

1. 在 同一 底 上 的 两 个 角 相 等 . 

2. 对 角 线 相等 . 

3. ARTE. 

4. 关于 过 两 底 的 中 点 的 直线 成 轴 对 称 . 

等 腰 梯 形 的 性 质 (property of an isosceles trape- 
zoid) ”对 等 腰 梯 形 的 几何 刻画 ,也 是 梯形 等 腰 的 几 
个 必要 条 件 . 等 腰 梯 形 具有 下 列 性 质 ; 

1. 在 同一 底 上 的 两 个 角 相 等 . 

2. 对 角 线 相等 . 

3. 对 角 互 补 . 

4. 是 轴 对 称 图 形 , 其 对 称 轴 是 过 两 底 的 中 点 的 
直线 . 

5. 有 一 个 外 接 圆 . 

梯形 重心 的 求法 (method of finding a trape- 
zoidal barycenter) 求 梯 形 重心 的 方法 . 是 一 个 简单 
的 作 图 题 . 要 求 梯 形 
ABCD 的 重心 ,可 和 
用 下 面 的 方法 :如 图 ， 
延长 AD 到 点 下 ,使 
DF 一 BC, 延长 CB 到 k B Q C 
A Ef BE= AD, 连 
#8 EF AD 中 点 已 和 BC 中 点 Q@, 连 结 PQ X EF 
于 点 O, 则 O 就 是 梯形 ABCD 的 重心 . 

瓦 里 尼 侩 平行 四 边 形 D 
(Varignon parallelogram) A 
四 边 形 的 一 个 特殊 内 接 四 边 
JE. 顺 次 连结 四 边 形 各 边 中 
点 而 成 的 四 边 形 是 平行 四 边 。 j 
JE . FRA Bo E JE S8 27-17 VU 


Ul “RE FE”. 


A P D F 


JE Cin Ed. 它 的 面积 是 原 四 边 形 面积 的 一 半 . 这 个 平 
行 四 边 形 是 瓦 里 尼 翁 (Varignon,P. ) 发 现 的 ,但 述 
至 1731 FARR. 

折 四 边 形 (broken quadrilateral) 亦 称 自 交 四 
边 形 ,又 称 星 形 四 边 形 . 一 种 p 
特殊 的 四 边 形 . 有 一 组 对 边 


] 
(如 图 ). 折 四 边 形 属于 复杂 A C 


相交 的 四 边 形 称 为 折 四 边 形 
多 边 形 . 


自 交 四 边 形 (self-intersecting quadrilateral) 
即 “ 折 四 边 形 ”. 

星 形 四 边 形 (star quadrilateral) 
形 ”. 

完全 四 边 形 (complete quadrilateral) ” 亦 称 完 
全 四 线形 . 一 种 特殊 的 四 边 形 . 每 三 条 不 共 点 的 四 条 
直线 两 两 相交 于 六 个 点 ,这 四 条 直线 六 个 点 所 构成 的 
图 形 称 为 完全 四 边 
形 . 如 Al, ABECFD 
是 二 个 完全 四 边 形 ， 
四 条 线段 AE, ED, 
AF,FB 称 为 这 个 完 
全 四 边 形 的 边 ; 六 个 
交点 A,B,C,F,D,E 
称 为 它 的 顶点 ;不 共 边 的 两 个 顶点 ,如 A 与 C,B 与 
D,E 5j F 称 为 它 的 对 顶点 ;对 顶点 的 连 线 ,如 BD, 
AC, EF 称 为 它 的 对 角 线 或 对 顶 线 . 三 条 对 角 线 组 成 
的 三 线形 称 为 对 顶 三 线形 或 对 顶 三 角形 ,如 入 PQR. 
HA X Hr (Pappus, (A)) 的 《数学 汇编 ) 第 七 篇 中 命题 
130 讨论 了 完全 四 边 形 的 性 质 . 德 萨 格 (Desargues ， 
G. ) 的 著作 中 进一步 发 现 了 完全 四 边 形 的 一 些 射影 
性 质 . 

完全 四 线形 (complete quadrilateral) 
四 边 形 ”. 

XT M = FA FZ (vertically opposite triangles) — 
“完全 四 边 形 ”. 

完全 四 边 形 的 对 节 (opposite node of a com- 
完全 四 边 形 的 特殊 线段 . 指 完 


即 “ 折 四 边 - 


即 “ 完 全 


plete quadrilateral) 
全 四 边 形 中 所 包含 的 
各 个 四 边 形 的 对 边 . 
如 图 ,完全 四 边 形 
ABCDEF 中 包含 凸 
四 边 形 ABDF, [4] fü 
WÉ ACDE 和 折 四 
WH BCFE, 因 而 完 
全 四 边 形 ABCDEF 共有 六 对 对 市 , 即 ABS DF, 
BD 5 AF,AC 5 DE,AE 5S DC,BC 5 EF,BE 5 
CF. 
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$ m JL fa 


Sc id Fe BY SE db £k Corthocenter line of a 
complete quadrilateral) 完全 四 边 形 的 特殊 线 . 18 
完全 四 边 形 的 四 条 边 所 成 的 四 个 三 角形 的 垂 心 所 同 


在 的 直线 . EFIT TARR N ARE”). 
WEH, H2, H3, H, 分 别 是 完全 四 边 形 的 四 条 边 
AE AA POS = fA AABE, AACE, ABCD, ADEF 
EC, xx DU A 3E b EEA / 上 .完全 四 边 形 
ABCDEF 的 三 条 对 角 线 AD, BF,CE 相交 所 成 的 
和 APQR Bt HXTT = FA. 

se Zu yg ER A CMiqule point of a 
complete quadrilateral) 完全 四 边 形 的 特殊 点 . 指 
完全 四 边 形 的 四 条 边 相 
区 所 成 的 四 个 三 角形 的 
外 接 圆 所 共有 的 惟一 的 
点 . 如 图 ,完全 四 边 形 
ABCDEF 的 四 条 边 相 
交 成 四 个 三 角形 ABE, 
ACF, BCD 和 DEF, € 
们 的 外 接 圆 ABE,@ACF,©BCD RIO DEF WA 
共 点 O 就 是 米 硅 尔 点 (参见 “ 米 奎 尔 定理 ”). 

完全 四 边 形 的 牛顿 线 (Newton line of a com- 
plete quadrilateral) 完全 四 边 形 的 特殊 线 . 指 完全 
四 边 形 的 三 条 对 角 线 的 中 点 
所 同 在 的 直线 . 如 图 , Mi， 
M;.M; 分 别 是 完全 四 边 形 
ABCDEF 的 对 角 线 AD, 
BF,CE 的 中 点 ,它们 同 在 牛 
W k MN 上 , 它 是 牛顿 
(Newton, I. ) Br A M (Z Ul, 
“牛顿 定理 ”). 

规 形 定理 (theorem of compasses form) 在 完 
全 四 边 形 边 上 求 分 点 比值 的 定理 . 指 在 完全 四 边 形 
ADFEBC 中 (如 图 ), 如 果 BD: DA=1: ACE: 
EA=1: n, WA 


AP 1,4,n 表示 在 同一 直线 
上 的 两 线段 的 比例 数 . 应 用 
此 定理 对 形 如 二 脚 规 的 四 四 
边 形 在 已 知 部 分 分 点 所 得 比 
值 的 情况 下 ,可 求 出 另外 分 
点 的 比值 . 

正 多 边 形 (regular polygon) 亦 称 正 多 和 角形， 
一 类 重要 的 几何 图 形 . 各 边 相 等 且 各 角 也 相等 的 多 
边 形 称 为 正 多 边 形 . 各 边 都 相等 的 多 边 形 称 为 等 边 
多 边 形 .各 内 角 都 相等 的 多 边 形 称 为 等 角 多 边 形 . 正 
多 边 形 既 是 等 边 多 边 形 又 是 等 角 和 多边形 . 边 数 是 n 
的 正 多 边 形 称 为 正 边 形 , 当 为 3 和 4 时 ,分 别称 
为 正三 角形 和 正方 形 . 正 多 边 形 的 面积 等 于 它 的 周 
长 与 边 心 距 乘 积 的 一 半 . AEn 边 形 周 长 为 P,, 边 
DEX r, MRA Sn W 
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iS LI os E 
IE n 边 形 的 每 一 边 长 为 
a = 2R *sin 2 
EP nx a 为 边 长 ,R 为 外 接 圆 半 径 . 正 ” 边 
形 的 每 个 内 角 都 等 于 
(n — 2)» 180° 


在 边 数 不 超过 100 的 正 多 边 形 中 , 仅 用 斥 规 作出 的 
正 多 边 形 只 有 24 ^. 

正 多 角形 (regular polygon) 即 " 正 多 边 形 ”. 

等 边 多 边 形 (equilateral polygon) 见 “ 正 多 边 
Jb 
等 角 多 边 形 (equiangular polygon) 见 “ 正 多 
TA 

A $E IE 2 33 JÉ (inscribed regular polygon of 
circle) 一 类 重要 的 正 多 边 形 . 指 顶 点 都 在 同一 圆 
周 上 的 正 多 边 形 . 正 多 边 形 总 内 接 于 圆 , 故 称 为 圆 内 
接 正 多 边 形 ,该 圆 称 为 正 多 边 形 的 外 接 圆 . 因此 ,可 
以 把 圆 等 分 而 得 到 正 多 边 形 . 即 把 圆 分 成 n (n Z3) 
等 份 ,依次 连结 各 分 点 而 得 到 圆 的 内 接 正 n 边 形 . 这 
个 圆 称 为 这 个 正 n 边 形 的 外 接 圆 . 25m 增 大 时 ， 
圆 的 内 接 和 外 切 正 n 边 形 的 周 长 趋 近 圆 周 长 ,它们 
的 面积 趋 近 圆 面 积 . 希腊 和 中 国 古 代数 学 家 体验 到 
这 种 符合 近代 极限 理论 的 思想 ,都 曾 由 此 计算 出 圆 
周 率 的 近似 值 ( 参 见 “" 圆 周 率 " 与 “ 割 圆 本 ”). 

正 多 边 形 的 外 接 圆 (circumcircle of a regular 
polygon) JL“ RIA RIES HÉ”. 

JN] IE & 33 FB (circumscribed regular poly- 
gon of circle) 一 类 重要 的 正 多 边 形 . 指 各 边 都 切 
于 同一 圆 的 正 多 边 形 . 正 多 边 形 总 外 切 于 圆 , 故 称 为 
圆 外 切 正 多 边 形 ,该 圆 称 为 正 多 边 形 的 内 切 圆 . A 


此 ,可 以 把 圆 等 分 而 得 到 正 多 边 形 , 即 把 圆 分 成 n Cn 
之 3) 等 份 , 经 过 各 分 点 作 圆 的 切线 ,以 相 邻 切线 交点 
为 项 点 的 多 边 形 是 这 个 圆 的 外 切 正 n 边 形 . 该 圆 是 
xtA IE 2 边 形 的 内 切 圆 . 当 边 数 增 大 时 ,加 的 内 接 
和 和 外 切 正 n 边 形 的 周 长 趋 近 贺 周 长 ,它们 的 面积 
近 圆 面积 . 希腊 和 中 国 古 代数 学 家 体验 到 这 种 符合 
近代 极限 理论 的 思想 ,都 曾 由 此 计算 出 圆周 率 的 近 
似 值 ( 参 见 “ 圆 周 率 " 与 “ 割 圆 本 ”). 

IE £& 3 J£ 853 P UI [E] CGinscribed circle of a regu- 
lar polygon) 见 " 圆 外 切 正 多 边 形 ”. 

正 多 边 形 的 边 心 距 (Capothem of a regular poly- 
gon) 正 多 边 形 的 一 个 重要 
线段 . 即 正 多 边 形 的 内 切 圆 
半径 (如 图 ). 正 7 边 形 边 心 
上 r=R «cos(180°/n), HH 
R 为 正 n OIG 2E £5. EIE n 
边 形 的 半径 为 R, 边 长 为 a,， 
边 心 距 为 +, 则 有 关系 

Rap 

IE £& DA AY Hat (center of a regular polygon) 
正 多 边 形 的 一 个 特殊 点 .任何 正 多 边 形 都 有 一 个 外 
接 贺 和 一 个 内 切 圆 , 这 两 个 圆 是 同心 圆 ,它们 的 共同 
圆心 称 为 正 多 边 形 的 中 心 . 外 接 圆 的 半径 称 为 正 多 
边 形 的 半径 .内 切 圆 的 半径 称 为 正 多 边 形 的 边 心 距 . 
各 边 所 对 外 接 圆 的 圆心 角 称 为 正 多 边 形 的 中 心 角 . 

正 多 边 形 的 半径 (radius of a regular polygon) 
见 “ 正 多 边 形 的 中 心 . 

IE £& 3X3 J£ 853 rh f (central angle of a regular 
polygon) 正 多 边 形 的 一 个 重要 角 . 指正 多 边 形 各 
边 所 对 外 接 圆 的 圆心 角 . TE n WB RJ Ob f a, = 
360°/n. 正 多 边 形 的 中 心 角 与 它 的 内 角 互 补 ， 

倍 边 公式 (formula of multiple sides) RIES 
边 形 边 长 的 公式 . 由 正 n 边 形 边 长 a, 求 同 半径 R 的 
IE 22 边 形 的 边 长 a 的 公式 为 


QA2n— N 2R’—R M IR 8L. 


倍 边 公 式 曾 被 中 外 古代 数学 家 用 于 计算 圆周 率 的 近 


a, 
2 


似 值 . 
等 角 半 正 多 角形 (equiangular semiregular po- 
lygon)” 亦 称 等 角 半 正 多 边 


形 . 一 种 特殊 的 凸 多 边 形 . 边 ”7 

数 为 偶数 ,相间 的 边 相等 , 且 

所 有 的 角 都 相等 的 凸 多 角形 F C 

称 为 等 角 半 正 多 角形 . 如 图 ， 

在 六 边 形 ABCDEF 中 ， 
AB=CD =EF,BC=DE=FA, 

H/A=/B=/C=/D=/E=/F ANCES 


A B 


点 个 数 为 偶数 ,所 有 边 都 相 


比例 与 相似 形 


角 半 正 多 角形 . 

等 角 半 正 多 边 形 (equiangular semiregular poly- 
gon) ” 即 “ 等 角 半 正 多 角形 ”. 

正 多 边 形 的 性 质 (property of a regular poly- 
gon) 对 正 多 边 形 的 几 种 刻画 ,也 是 正 多 边 形 的 几 
个 必要 条 件 . 正 多 边 形 具有 下 列 性 质 : 

1. 任何 正 多 边 形 都 有 外 接 圆 和 内 切 圆 ,这 两 个 
圆 是 同心 圆 . 

2. 正 多 边 形 是 轴 对 称 图形 , 正 n 边 形 有 条 对 
称 轴 ,每 条 对 称 轴 都 通过 正 边 形 的 中 心 . 

3. 边 数 为 偶数 的 正 多 边 形 是 中 心 对 称 图 形 , 它 
的 中 心 就 是 对 称 中 心 . 

4. 边 数 相同 的 正 多 边 形 相似 , 周 长 的 比 等 于 边 
长 (或 半径 , 边 心 距 ) 的 比 ,面积 的 比 等 于 边 长 (或 半 
径 . 边 心 距 ) 平 方 的 比 . 

5. IEA WIE B3 TS A H (1 — 2) * 180°/n; 每 
个 外 角 为 360°/n. 

等 边 半 正 多 角形 (equilateral semiregular po- 
lygon) ” 亦 称 等 边 半 正 多 边 A 


JÉ. 一 种 特殊 的 凸 多 角形 . 项 


^ 


等 , 且 相 间 的 角 相 等 的 凸 多 
角形 称 为 等 边 半 正 多 角形 . © E 
如 图 ,在 六 边 形 ABCDEF 
H,AB=BC=CD=DE=EF=FA,/7A=/C= 
ZE,ZB=/7D=/7F AMECRSWESAL. 

等 边 半 正 多 边 形 (equilateral semiregular poly- 
gon) 即 “ 等 边 半 正 多 角形 ” 

正 星 形 多 角形 (regular star polygon) 亦 称 等 
x1 2E 1E [Ul & £8 JE zx, Sp 1 SE ENEE. 一 种 特殊 的 
凹 多 角形 . 指 顶 点 个 数 为 偶数 ,所 有 边 都 相等 , 且 相 
间 的 角 相 等 的 凹 多 角形 . 正 星 形 多 角形 的 2n 个 角 
中 ,有 个 相等 的 优 角 ,另外 个 角 必 是 相等 的 锐 
角 . 整个 图 形成 为 星 形 , 因 此 , 正 星 形 2n 角形 也 称 为 
n 角 星 ,最 常见 的 正 五 角 星 也 就 是 正 星 形 十 角形 . 

等 边 半 正 四 多 角形 (equilateral semiregular 
concave polygon) ” 即 “ 正 星 形 多 角形 ”. 

26 3H 3E E H & id FB (equilateral semiregular 
即 “ 正 星 形 多 角形 ”. 


比例 与 相似 形 


concave polygon) 


线段 的 公 度 (commensurability of line segmen- 
ts) 平面 几何 的 基本 概念 之 一 . EE P BAB AP 
有 第 三 线段 的 整数 倍 , 则 第 三 条 线段 称 为 这 两 条 线 
Bx AY) ZS BE. 这 时 亦 称 两 线段 是 可 公 度 的 . 公 度 的 概念 
在 数学 史 中 曾 有 过 重要 作用 . 


有 公 度 线段 (commensurable line segments) 
139 


+ m JL fA 


亦 称 可 通 约 线段 或 称 可 公 度 线段 .平面 几何 的 基本 
概念 之 一 . 指 有 公 度 的 两 线段 . 

可 通 约 线 段 (commensurable line segments?) 
即 “ 有 公 度 线段 ”. 

RAAK (maximal commensurability) 平面 
几何 的 基本 概念 之 一 . 指 两 线段 的 公 度 中 的 最 长 线 
段 . 有 公 度 的 两 线段 一 定 有 最 大 公 度 而 无 最 小 公 度 . 
在 两 条 线段 中 , 较 长 线段 恰好 含有 较 短 线段 的 整数 
倍 , 则 较 短 线段 就 是 它 本 身 和 较 长 线段 的 最 大 公 度 . 
在 两 条 线段 中 ,如 果 较 长 线段 含有 较 短 线段 的 整数 
倍 而 有 剩余 , 则 这 两 线段 的 最 大 公 度 (如 果 存 在 ) 等 
于 较 短 线段 和 剩余 线段 的 最 大 公 度 . 

无 公 度 线段 (incommensurable line segments) 
亦 称 这 两 线段 是 不 可 公 度 的 或 不 可 通 约 的 .平面 几 
何 的 基本 概念 之 一 . 指 没有 公 度 的 两 线段 . 无 公 度 线 
段 是 存在 的 . 例如 ,正方 形 的 一 边 和 它 的 对 角 线 就 是 
无 公 度 线段 . 无 公 度 概 念 在 古 硕 腊 ( 前 500 一 前 300) 
数学 史上 有 过 近 两 个 世纪 的 争论 ,当时 数学 家 们 对 
无 公 度 线段 还 没有 认识 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 希 帕 索 
斯 (Hippasus,(M)) 发 现 了 正方 形 的 边 和 对 角 线 之 
间 是 无 公 度 线段 ,使 学 派 内 大 为 震惊 ,被 认为 是 邪说 
而 不 被 承认 ,并 将 希 帕 索 斯 抛 人 大 海 处 死 ( 亦 有 史料 
说 是 被 开除 出 毕 达 哥 拉 斯 学 派 , 把 他 当做 死人 ,还 为 
他 建 了 一 个 幕 ), 直到 欧 多 克 索 斯 (Eudoxus,(C)) 通 
过 “ 量 ” 概 念 的 引入 ,用 几何 方法 去 处 理 无 公 度 比 , 才 
被 数学 界 所 接受 . 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《几何 原本 》 
第 五 卷 中 的 “比例 论 ? 就 是 基于 欧 多 克 索 斯 的 材料 而 
写 的 . 由 于 无 公 度 量 的 发 现 和 争论 促使 了 当时 一 大 
批 数 学 家 去 研究 这 个 问题 ,从 而 促进 了 当时 数学 的 
发 展 . 

不 可 通 约 线段 (non-commensurable line seg- 
ments)” 即 “无 公 度 线段 ”. 

££ ER AY EE (ratio of line segments) 平面 几何 
的 基本 概念 之 一 . 指 线段 a 与 线段 2 的 比 , 记 为 
a:0, 是 一 个 惟一 确定 的 实数 . 当 线 段 a,b5 ALE d 
时 , 即 当 4 = 二 ma 和 6 二 nd (m,n 为 自然 数 ) 时 ， 


a:b =m : n=—. 
n 


这 时 线段 a 与 线段 2 的 比 是 有 理 数 . 当 线 段 ad 无 
公 度 时 ,也 可 以 得 到 一 个 确定 的 实数 . 但 是 必须 用 到 
与 实数 性 质 有 关 的 极限 概念 . 例如 ,用 有 理 数 列 来 规 
定 实 数 , 就 可 以 得 到 这 个 确定 的 实数 . 只 是 这 时 得 到 
的 不 是 有 理 数 而 是 无 理 数 . 必须 注意 ,不 能 把 线段 的 
比 定义 为 用 同一 单位 线段 去 量 两 条 线段 所 得 的 量 数 
CKE H HE. 因为 长 度 是 用 已 知 线段 与 取 定 的 单 
位 线段 的 比 来 定义 的 ,这 样 定义 就 犯 了 逻辑 学 上 “ 循 
环 定 义 ” 的 错误 . 

成 比例 的 线段 (proportional segments) ”简称 
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比例 线段 .平面 几何 术语 . 当 两 条 线段 的 比 等 于 另外 
两 条 线段 的 比 时 ,这 四 条 线段 称 为 成 比例 的 线段 , 亦 
称 四 条 线段 成 比例 . 例如 ,对 四 条 线段 ac,2,c,d, 若 
a: b=c : d,M] a,b,c,d 称 为 成 比例 的 线段 . FL a 
和 4 称 为 这 个 比例 的 外 项 ,2 Ac 称 为 这 个 比例 的 
内 项 ,d 称 为 a,b,c 的 第 四 比例 项 . 

比例 线段 (proportional segments) 
线段 的 简称 . 

线段 的 比例 中 项 (mean proportional of line 
segments) 简称 比例 中 项 . 比例 线段 的 特殊 项 . 在 
比例 线段 中 ,如 果 两 内 项 相同 , 即 三 条 线段 a,b,c 之 
间 满 足 a : 6 二 5 : c ,那么 线段 6 P 


成 比例 的 


称 为 线段 a 和 < 的 比例 中 项 . (WS 
例如 ,直角 三 角形 斜 边 上 的 高 Q 
是 两 直角 边 在 斜 边 上 的 射影 的 w. 
比例 中 项 (如 图 ). 这 时 ,由 于 


a.b,c 是 等 比 数列 ,所 以 比例 中 项 亦 称 等 比 中 项 和 
几何 中 项 .c 称 为 a,b 的 第 三 比例 项 (参见 本 卷 《 算 
术 》 中 的 “比例 中 项 ”和 “直角 三 角形 的 性 质 ”). 

线段 的 内 分 (internal division of a line seg- 
ment) ”点 分 割 线 段 的 一 种 方式 . 如 果 在 线段 AB 
内 任 取 一 点 C, 且 点 C 将 4B 分 为 两 条 线段 4C， 
CB, ABA AC 和 CB RAR CAS AB 而 得 的 两 
条 线段 ,该 分 法 简称 线段 的 内 分 ,点 C 称 为 线段 AB 
的 内 分 点 . 比值 AC/CB 称 为 点 C 对 线段 4B 的 内 
2T E; 

内 分 比 (ratio of internal division) 
内 分 ” 

线段 的 外 分 (external division of a line seg- 
ment) 点 分 割 线段 的 一 种 方式 . 若 在 线段 4B 的 
HERA EER DER DA A.B 构成 两 条 线 
E AD,DB, M AD 和 DB 称 为 点 局 外 分 AB 而 
得 的 两 条 线段 ,该 分 法 简称 线段 的 外 分 ,点 DD 称 为 
线段 AB 的 外 分 点 ,比值 4D/DB RAR D 对 线段 
AB 的 外 分 比 . 

外 分 比 (ratio of external division) 
外 分 ”. 

黄金 分 割 (golden section) 
学 历史 中 的 一 个 著名 问题 . 把 一 
条 线段 内 分 成 两 条 线段 ,使 其 中 
较 长 的 线段 是 原 线段 与 较 短 线 
段 的 比例 中 项 . 这 种 分 割 称 为 对 
于 这 条 线段 的 黄金 分 割 , 亦 称 分 
线段 成 黄金 比 . 中 外 比 . 中 末 比 
等 . 这 个 内 分 点 称 为 这 条 线段 的 黄金 分 割 点 . 

中 国 十 代称 中 外 比 为 弦 分 割 .运用 相似 三 角形 
的 方法 ,可 以 证 明 : 正 五 边 形 的 任意 两 条 对 角 线 的 交 


见 “ 线 段 的 


见 “ 线 段 的 


亦 称 黄金 律 . 几何 


A 


B 


点 ,分 每 一 对 角 线 成 中 外 比 . 中 外 比 有 一 个 重要 性 
质 : 如 图 , 若 点 C 分 线段 AB 成 中 外 比 , 则 它 对 于 
AB 的 中 点 的 对 称 点 C' 必 分 线段 AC 成 中 外 比 . 黄 
金 分 割 中 分 得 的 较 长 线段 与 线段 全 长 之 比 为 
C5 = 1) 
2 

黄金 分 割 的 来 历 说 法 不 一 .有 一 种 说 法 是 ,从 古 希 腊 
到 19 直 纪 ,人 们 都 认为 这 种 分 割 法 在 艺术 造形 中 具 
有 美学 价值 , 放 称 之 为 黄金 分 割 ; 另 一 种 说 法 是 , 开 
普 勒 (Kepler,J. ) 曾 说 过 勾 股 定理 和 中 末 比 是 几何 
中 的 双 宝 ,前 者 好 比 珠玉 ,后 者 有 如 黄金 ,后 来 , 黄 
金 分 割 之 名 逐渐 得 以 通用 . 黄金 分 割 的 实际 应 用 之 
一 是 优选 法 中 的 黄金 分 割 法 或 0.618 HK. EH 
(Kiefer,J. C.) F 1953 年 提出 的 .中国 在 华罗庚 的 
倡导 下 ,得 到 了 较 普 过 的 推广 ,并 取得 了 很 大 成 绩 . 

人 们 对 黄金 分 割 的 研究 具有 悠久 的 历史 , 毕 达 
哥 拉 斯 学 派对 此 已 有 研究 . 以 后 的 柏拉图 学 派 的 欧 
多 克 索 斯 (Eudoxus,(C)) 研 究 比 例 论 时 ,对 黄金 分 
割 作 了 深入 研究 .至 中 世纪 ,由 乔 利 (Pacioli,L. ) 在 
1509 年 出 版 的 《神圣 比例 ) 一 书 中 也 论述 了 黄金 分 
割 . 中 国清 代 康 巾 晚 年 组 织 学 者 整理 编写 的 初等 数 
学 全 书 《 数 理 精 蕴 ) 中 的 “六 宋 三 要 ”中 外 比 ” 指 的 就 
是 黄金 分 割 . 

黄金 律 (golden law) 

弦 分 割 (chord section) 见 “ 黄 金 分 割 ” 

黄金 比 (golden ratio) 见 “ 黄 金 分 割 ” 

FA 5h Eb (extreme and mean ratio) 
EA 

FAO Eb (extreme and mean ratio) 
FE 

黄金 分 割 点 (golden section point) 
r$. 

TH 4A T (similar figures) 平面 几何 中 最 基本 、 
最 重要 的 图 形 之 一 . 设 有 两 个 几何 图 形 下 和 ,如 
果 在 它们 的 所 有 点 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 ,并且 图 
É 玉 上 的 任 一 线段 与 图 形 F' 上 对 应 线段 之 比 为 一 
第 数 ,那么 和 疡 称 为 相似 图 形 或 相似 形 . 两 图 形 
FOR FRAU IA FOF’ ,记号 “C0” 读 作 相似 于 . 对 
应 线段 的 比 称 为 它们 的 相似 比 ( 或 相似 系数 ). 图 形 
的 相似 关系 具有 性 质 : 

1. E ETE: BD POF. 

2. XEER TE: BU Feo F' , 则 F'coF. 

3. 传递 性 : 即 若 FOF’, FOF", Ml) FOF". 

所 以 图 形 的 相似 是 一 种 等 价 关 系 . 如 果 两 个 图 
形 F 和 F' 相似, 那么 它们 的 对 应 线段 之 比 等 于 相似 
比 ;它们 的 对 应 角 相 等 ;它们 的 对 应 面积 之 比 等 于 相 
似 比 的 平方 ;它们 的 对 应 体积 之 比 等 于 相似 比 的 立 
Jr. 相似 形 是 在 相似 变换 下 互相 变换 的 图 形 ( 参 见 本 


== 0. 618. 


即 “ 黄 金 分 割 ”. 


即 “ 黄 金 


Bil set SE 


见 “ 黄 金 


比例 与 相似 和 形 


卷 (高 等 几何 》 中 的 “相似 变换 ”). 
相似 比 (similar ratio) 见 “ 相 似 形 ”. 
相似 系数 (人 (coefficient of similarity) 
oes 
真正 相似 (true similar) 亦 称 直接 相似 、 同 向 
相似 或 本 质 相 似 . 一 种 特殊 相似 形 . WADE FO F 
是 相似 形 ,在 图 形 * 上 任 取 不 共 线 三 点 A,B,C E 
们 在 图 形 天 上 的 对 应 4 
点 分 别 是 A’, B,C! (如 
Al), x AABC 和 A’ 
J\A'B'C' 的 方向 相同 ， 
即 三 对 对 应 点 的 排列 
( 沿 周 界 ABCA 5 A'B' 
C'A' 的 环绕 方向 ) 或 同 
为 顺 时 和 针 方 向 或 同 为 逆 时 针 方 向 , 则 称 图 形 与 图 
JE 真正 相似 . 真正 相似 图 形 的 重要 特例 是 真正 相 
似 三 角形 . 4 AABC 5 AA'B'C'f84U . EL 38 F8] E 
ABCA 与 沿 周 界 A'B'C' A' 的 环绕 方向 相同 , 即 同 为 
逆 时 针 方 向 或 同 为 顺 时 针 方 向 , 则 这 两 个 三 角形 是 
真正 相似 三 角形 . 
直接 相似 (directly similar) 
同 向 相似 (directly similar) 
本 质 相 似 (essential similar)” 即 “真正 相似 ”. 
镜像 相似 (mirror image similar) JR PR WAY 
或 异同 相似 .一 种 特殊 相似 形 . KA F 5 FS 
似 形 ,在 图 形 上任 取 不 共 线 的 三 点 A,B,C, 它 们 
在 图 形 天 上 的 对 应 点 分 别 是 A',B',C'( 如 图 ), 若 
AABC 与 人 4 BC 的 A 
方向 相反 ,例如 , 沿 周 界 
ABCA 的 环绕 方向 与 沿 A 
AA 4'B'C'4' 的 环绕 
方向 一 个 为 递 时 针 方 
回 , 而 另 一 个 为 顺 时 针 
方向 , 则 称 图 形 FSE ^ 
JE FP" EAR AE AU. 镜像 相似 图 形 的 重要 特例 是 镜像 相 
似 三 角形 . 设 人 A4BC 与 A4'B8C' 相 似 , 且 沿 周 界 
ABCA 及 A'B'C' A KS HAR. A PA 
方向 , 另 一 个 为 顺 时 针 方 向 , 则 这 两 个 三 角形 是 镜像 
相似 三 角形 . 
异 向 相似 (diversity similar) ” 即 “ 镜 像 相似 ”. 
逆 相 似 (inversely similar) — BIS $3840". 
线段 的 相似 分 (similar division of the line seg- 
ment) 线 的 一 种 划分 方式 . 指 以 已 知 线 段 的 分 割 
比划 分 另 一 线段 . 一 线段 以 另 一 线段 的 已 知 二 分 比 
划分 , 则 这 一 线段 的 划分 称 为 另 一 线段 的 相似 分 . 
相似 三 角形 (similar triangles) 一 类 重要 的 相 
似 形 , 指 两 个 三 角形 是 相似 形 (参见 “相似 形 ”). 
三 角形 相似 的 判定 (decision of the similarity 
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即 “ 相 似 


B C B C 


即 “ 真 正 相 似 ”. 
即 “ 真 正 相 似 ”. 


C CO B 


+ E JL A 


of triangles) 判定 三 角形 相似 的 几 个 充分 条 件 . 满 
"n 的 两 个 三 角形 是 相似 三 角形 : 
三 角形 的 两 条 边 和 另 一 个 三 角形 的 两 条 
otc. 并 且 它 们 所 夹 内 角 相 等 . 
三 角形 的 两 个 内 角 和 另 一 个 三 角形 的 两 
ry 相等 . 
三 角形 的 三 条 边 和 另 一 个 三 角形 的 三 条 
ir Rea 
4. 一 个 三 角形 的 两 边 和 另 一 个 三 角形 的 两 边 对 
应 成 比例 , 且 这 两 边 中 大 边 的 对 角 对 应 相等 . 
5. 对 应 边 分 别 平行 或 者 在 同一 直线 上 . 
6. 对 应 边 分 别 垂直 . 
相似 三 角形 的 性 质 (property of similar trian- 
gles) 对 相似 三 角形 的 几 种 刻画 ,也 是 三 角形 相似 
的 几 个 必要 条 件 .相似 三 角形 具有 下 列 性 质 : 
1. 对 应 角 相 等 ,对 应 边 成 比例 . 
2. 对 应 线段 (如 对 应 的 高 .中线 、 角 平分 线 、 内 切 
圆 半径 、 外 接 圆 半径 ?的 比 等 于 相似 比 . 
3. 周 长 的 比 等 于 相似 比 . 
4. 面积 的 比 等 于 相似 比 的 平方 . 
直角 三 角形 相似 的 判定 Cdecision of the simil- 
arity of right triangles) 判定 直角 三 角形 相似 的 几 
个 充分 条 件 . 满足 下 列 条 件 之 一 的 两 个 直角 三 角形 
是 相似 三 角形 : 
1. 一 个 锐角 相等 . 
2. 两 条 直角 边 对 应 成 比例 . 
3. 斜 边 和 一 条 直角 边 对 应 成 比例 . 
直角 三 角形 中 的 比例 线段 (proportional segme- 
直角 三 角形 的 一 个 重要 性 


nts in a right triangle) 


质 . 其 中 包括 
1. 直角 三 角形 中 , 斜 边 上 的 高 是 两 条 直角 边 在 
斜 边 上 射影 的 比例 中 项 . 


2. 每 一 条 直角 边 是 这 条 直角 边 在 斜 边 上 的 射影 
和 和 斜 边 的 比例 中 项 ， 

直角 三 角形 中 的 相似 三 角形 (similar triangles in 
aright triangles) 直角 三 角形 的 特殊 性 质 . 指 直 角 
三 角形 被 斜 边 上 的 高 分 成 的 两 个 直角 三 角形 相似 . 
并 且 其 中 每 一 个 直角 三 角形 和 原 直 角 三 角形 相似 . 

相似 多 边 形 (similar polygons) 一 类 重要 的 


A E 


相似 形 . 指 两 个 多 边 形 是 相似 形 . 例如 ,五 边 形 
ABCDE 相似 于 五 边 形 A'B'C'D'E' Gin B) (参见 
142 


“相似 形 ”). 

多 边 形 相似 的 判定 (decision of the similarity 
of polygons) 判定 多 边 形 相似 的 条 件 .由 两 组 个 数 
相等 .排列 顺序 相同 .对 应 相似 的 三 角形 组 成 的 两 个 
多 边 形 相似 . MA. BE MAABCOAA'B'C', AACD 
DANAC D e AADE O--AA'D'E';, M ZXABC, 


AACD, AADE 组 成 五 边 形 ABCDE; HAA'B'C', 
AA! C! D' SALA! D'E' RAB A'B'CDE!' ,那么 
五 边 形 ABCDEORWE A'B'C'D'E'. 

C 


相似 多 边 形 的 性 质 (property of similar poly- 
gons) 对 相似 多 边 形 的 几 种 刻画 ,也 是 多 边 形 相似 
的 几 个 必要 条 件 . 相似 多 边 形 具有 下 列 性 质 : 

1. 对 应 角 相 等 ,对 应 边 成 比例 . 

2. 两 个 相似 多 边 形 都 可 以 用 对 角 线 分 成 个 数 相 
等 , 且 排 列 顺序 相同 的 相似 三 角形 ,其 相似 比 等 于 相 
似 多 边 形 的 相似 比 . 

3. 周 长 之 比 等 于 它们 的 相似 比 . 

4. 面积 之 比 等 于 它们 相似 比 的 平方 . 

位 似 形 (homothetic figures) 具有 特殊 位 置 的 
相似 形 . BTA F A F A Zila ay AE 
— 并 且 满 足 : 

结 任 一 双 对 应 点 的 直线 都 通过 同一 点 O. 


图 1 图 2 


2. 每 双 对 应 点 均 在 点 O 的 同 侧 (如 图 1), 或 均 
在 点 O 的 异 侧 ( 如 图 2). 

3. 对 任 一 双 对 应 点 4 和 A’, 有 OA'/OA=k, 
则 称 图 形 尺 和 天 位 似 , 或 称 图 形 下 位 似 于 图 形 F, 
又 称 图 形 F Al F BUR AAU. AL FOR BRA 
图 形 或 位 似 形 , 点 O 称 为 位 似 中 心 ,对 应 点 称 为 位 
似 点 , 定 比 和 称 为 “位 似 比 ?或 位 似 系 数 , 或 位 似 率 ， 
当 任 一 双 对 应 点 A A EA O 的 同 侧 , 这 时 ,图 形 Ff 
WI FUERO NH RIJE ,或 称 图 形 F 和 到 外 位 似 ,点 
O 称 为 外 位 似 中 心 , 或 外 相似 中 心 . 这 时 规定 位 似 比 
k>0. 当 任 一 双 对 应 点 4,4 在 点 O 的 两 侧 , 这 时 图 
JE F fü F' RATE AU. REA FRU EF A 


O 称 为 内 位 似 中 心 , 或 内 相似 中 心 . 这 时 规定 位 似 比 
k<0. 位 似 图 形 必 为 相似 图 形 , 但 反 过 来 不 一 定 成 
立 . 两 个 位 似 图 形 必 为 真正 相似 图 形 . 位 似 形 是 在 位 
似 变 换 下 互相 变换 的 图 形 . 
配 景 相似 (homothetic figures) 见 “ 位 似 形 ” 
位 似 中 心 (homothetic center) Jb“ frye”. 
位 似 点 (homothetic point) WUE”. 
位 似 比 (homothetic ratio) 见 “ 位 似 形 ”和 本 


卷 《4 高 等 几何 同名 条 . 

位 似 系 数 (homothetic coefficient)” 即 “位 似 
BG. 

位 似 率 (ratio of homothetic) BPW HE”. 


位 似 图 形 的 性 质 (property of homothetic fig- 
ures) 对 位 似 图 形 的 几 种 刻画 ,也 是 图 形 位 似 的 几 
个 必要 条 件 . 位 似 图 形 具 有 下 列 性 质 : 

1. 必 为 真正 相似 图 形 , 它 们 的 相似 比 等 于 位 似 
比 : 

2. 不 通过 位 似 中 心 的 对 应 边 或 对 应 线段 平行 . 

3. 对 应 角 相 等 , 且 有 相同 的 旋转 方向 . 

4. 对 应 点 连 线 交 于 同一 点 . 

位 似 多 边 形 (homothetic polygons) 
形 是 位 似 形 (参见 “位 似 形 ”). 

(r 44. d 3 E B3 TE FR (property of homothetic 
polygons) 对 位 似 多 边 形 的 几 种 刻画 ,也 是 位 似 多 
边 形 的 几 个 必要 条 件 . 位 似 多 边 形 具 有 下 列 性 质 : 

1. 必 为 真正 相似 多 边 形 ,它们 的 相似 比 等 于 位 
似 比 . 

2. 不 通过 位 似 中心 的 对 应 边 或 对 应 线段 平行 ， 
且 对 应 边 的 比 等 于 它们 的 位 似 系 数 . 

3. 对 应 点 连 线 交 于 同一 把 . 

4. 对 应 角 相 等 , 且 有 相同 的 旋转 方 回 . 

位 似 轴 (homothetic axis) ” 亦 称 相似 轴 . 与 三 
个 位 似 图 形 有 关 的 
一 条 直线 . 指 平面 上 
或 空间 中 的 三 个 互 
相位 似 的 图 形 的 三 
个 位 似 中 心 所 在 的 
同一 条 直线 . 位 似 轴 
上 外 位 似 中 心 的 个 
数 一 定 是 奇数 , 即 或 
是 二 个 或 是 三 个 

TB (L8 (similar axis) 


两 个 多 边 


即 “ 位 似 轴 ”. 
逆 位 似 点 (inverse homothetic points) 
位 似 点 相关 的 一 对 点 . 指 一 个 圆 与 两 已 知 圆 分 别 相 
切 于 A 和 44',S 为 两 已 知 圆 的 位 似 中心 , 符 直线 
A4' 通 过 S, 晶 4,4' 不 是 对 于 8 的 位 似 点 , 则 4 和 
4' 称 为 两 已 知 圆 的 位 似 中 心 的 逆 位 似 点 .如 图 ,4 


与 两 圆 


只 


和 A',B 和 B' 都 是 对 于 位 似 中 心 S EMAA. 


圆 (circle) 平面 几何 中 最 基本 、 最 重要 的 图 形 
之 一 . 圆 的 定义 方式 很 多 ,常见 的 有 以 下 三 种 : 

1. 平 面 上 到 定点 O 的 距离 等 于 定 长 7 的 全 体 
点 组 成 一 条 曲线 称 为 以 点 O 为 圆心 .以 > 为 半径 的 
圆周 ,简称 圆 , 记 为 妃 O gx; (OO Cr). 

2. 到 定点 的 距离 等 于 定 长 的 动 点 的 轨迹 称 为 
圆 . 该 定点 称 为 圆心 , 定 长 称 为 圆 的 半径 . 

3. 给 定 一 条 线段 ,使 其 绕 着 它 的 一 个 固定 的 端 
点 在 平面 内 旋转 一 周 , 其 另 一 个 端点 所 经 过 的 封闭 
曲线 称 为 圆 . 线段 的 固定 端点 称 为 圆心 ,线段 长 称 为 
圆 的 半径 . 到 圆心 的 距离 不 大 于 半径 的 点 的 全 体 通 
第 称 为 圆 盘 (或 闭 圆 盘 ), 有 时 也 简称 圆 . 

总 之 , 圆 是 圆周 和 圆 盘 的 统称 . 在 平面 几何 中 ， 
圆 一 般 多 指 圆周 . 在 不 同 的 学 科 和 不 同 的 场合 ,将 圆 
理解 为 圆周 或 圆 盘 ,要 视 具 体 情 况 而 定 . 一 个 圆 ( 圆 
周 ) 将 平面 上 不 在 圆周 上 的 点 分 为 两 部 分 :一 部 分 是 
到 圆心 的 距离 小 于 半径 的 所 有 点 的 集合 , 称 为 圆 的 
内 部 ,内 部 的 点 称 为 内 点 ;为 一 部 分 是 到 圆心 的 距离 
大 于 半径 的 所 有 点 的 集合 , 称 为 圆 的 外 部 ,外 部 的 点 
称 为 外 点 . 

中 国 古 代 《 墨 经 》 上 是 这 样 给 出 圆 的 定义 的 : 
“ 圆 ,一 中 同 长 也 . ”这 种 定义 与 上 面 三 种 定义 的 实质 
是 一 样 的 . 中 国 古 算 书 中 , 圆 形 的 田 称 为 圆 田 . 亦 称 
圆 形 图 为 贺 田 . 

下 列 三 个 条 件 之 一 ,都 能 确定 一 个 圆 : 

1. 已 知 圆心 的 位 置 和 半径 的 长 度 . 

2. 已 知 直径 的 位 置 和 长 度 . 

3. 不 在 同一 直线 上 的 三 扩 . 

Bù (center of a circle) “|”. 


的 半径 (radius of a circle) — W^ [B] ". 
Fi(yuan tian) W^ [B] ". 
fl 心 圆 (concentric circles) 具有 特定 位 置 关 


系 的 两 个 圆 . 指 圆心 相同 ,半径 不 相等 的 两 个 (或 两 
个 以 上 的 ) 圆 . 

Fob [B] (circles with different centers) 具有 
特定 位 置 关 系 的 两 个 圆 . 指 圆心 不 相 重合 的 两 个 圆 . 
等 圆 (equal circles) 半径 相等 的 两 个 圆 . 

Æ% {ù B] Cunit circle) ” 见 本 卷 4 平 面 三 角 ) 同 名 
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CT E 几何 


条 . 

弦 (chord) 圆周 上 的 一 种 特殊 线段 . 指 连结 圆 
周 上 任意 两 点 的 线段 . 过 圆心 的 弦 称 为 直径 ,直径 是 
半径 的 二 倍 , 它 是 最 长 的 弦 . 对 于 弦 有 如 下 的 性 质 : 

1. 在 同 圆 或 等 圆 中 ,等 弦 对 等 弧 , 等 弧 对 等 弦 . 

2. 在 同 圆 或 等 圆 中 ,等 弦 距 圆心 等 远 , 较 大 的 弦 
中 圆心 较 近 ; 距 圆心 等 远 的 弦 等 长 , 距 圆心 较 近 的 弦 
较 大 . 

3. 在 同 圆 或 等 圆 中 ,等 弦 对 等 圆心 角 , 较 大 的 弦 
对 较 大 圆心 角 ;等 圆心 角 对 等 弦 , 较 大 的 圆心 角 对 较 
X5. 


图 1 图 2 

4. 在 同 圆 或 等 圆 中 ,相等 的 圆周 角 , 所 对 的 弦 相 
等 ; 非 钝 角 的 圆周 角 , 大角 所 对 的 弦 也 大 (如 图 1); 
非 锐 角 的 圆周 角 , 大 角 所 对 的 弦 反 而 小 (如 图 2). 

É 42 (diameter) "sz". 

AM circular arc) 简称 弧 . 一 种 弧 线 . 指 圆周 
上 任意 两 点 间 的 部 分 .该 两 点 
称 为 弧 的 端点 . 如 图 ,在 阅 周 a 
上 以 M,N Ati aM, iA 
MN , 读 作 MN IMRI MN. 
d ma T Bl ta HE — SCENE , D] n] TE 
JR BY P Sg ex [8] JUS — ^] EE 
例如 ,在 圆周 上 加 写 后 ,可 记 成 Ma 和 N, 读 作 MaN 
s ax yi MaN. 圆 的 任意 一 条 直径 的 两 个 端点 分 圆周 
成 两 条 弧 ,每 一 条 弧 称 为 半圆 . 大 于 半圆 的 弧 称 为 优 
弧 , 小 于 半圆 的 弧 称 为 劣 弧 . 圆周 上 任意 两 点 分 圆周 
成 两 条 弧 , 知 不 特别 声明 ,一 般 常 指 一 段 劣 弧 . 

Carce) — BD" RIR”. 

eM Cmajor arc) W“ 9E. 

EI (minor arc) “AE”. 

半圆 (semicircle) 一 种 特殊 的 圆 弧 . 圆 的 任 一 
直径 的 两 端点 分 圆 成 两 条 弧 ,每 一 条 弧 都 称 为 半圆 . 
在 平面 几何 学 中 ,半圆 多 指 圆 周一 半 的 弧 . 

半圆 形 (figure of semicircle) 平面 几何 的 基 
本 图 形 之 一 . 由 半圆 周 和 连 结 它 的 两 个 端点 的 直径 
所 围 成 的 图 形 . 它 是 同 圆 和 等 圆 中 的 最 大 弓形 . 

Ht HIM (conjugate arcs) 具有 特殊 位 置 关 系 
的 两 弧 . 在 同 圆 中 , 奋 两 条 弧 可 合成 一 个 圆 , 则 称 这 
两 条 骤 互 为 共 罗 弧 .例如 ,圆周 上 任意 两 点 分 圆周 所 
EY) PAR OM A FE BEM. 

Se BRM Cquadrantal arc) 一 种 特殊 的 弧 . 指 含 
圆周 四 分 之 一 的 弧 . 在 同 圆 或 等 圆 中 , 奉 两 条 弧 可 合 

144 


M N 


成 一 个 象限 弧 , 则 称 这 两 条 弧 互 为 余 弧 . 

EIM (complement of an arc)” 见 “象限 弧 ”. 

等 弧 Cequal arc) ”两 条 有 等 价 关系 的 弧 . 指 在 
同 圆 或 等 圆 中 能 够 互相 重合 的 弧 . 

弧 的 中 点 (middle point of an arc) JM _E B9 8e 
Vk pa. ILEK IA A Bad SE MA. a A FP a 
HJ Best BAF PAM A. 


弓形 (segment of a circle) 


亦 称 圆 弓形 . 圆 上 


P N Q 


图 1 图 2 

的 一 种 特殊 图 形 . 指 由 弦 和 它 所 对 的 圆 弧 围 成 的 图 
JÉ. 组 成 弓形 的 弧 称 为 弓形 绝 , 弧 的 中 点 到 弦 的 距离 
称 为 弓形 的 高 ,也 称 为 弓形 的 矢 或 圆 弧 的 矢 . 由 弦 
PQ 和 弧 PRQ 组 成 的 弓形 , 记 并 读 为 弓形 PRQ,MN 
ASH PRA 的 高 ,如 图 1. 在 QO 中 ,由 弦 ABRIR 
ACB RS 4CB ,4CD 是 弓形 弧 ,CM 是 弓形 的 
高 . 在 圆 内 , 弦 与 其 所 对 的 劣 弧 所 围 成 的 弓形 称 为 劣 
弓形 ,如 图 2 中 的 弓形 4CB; 弦 与 其 所 对 的 优 弧 所 
围 成 的 弓形 称 为 优 弓 形 ,如 图 2 中 的 弓形 ADB. 5 
形 的 高 将 弓形 分 成 两 个 相等 的 部 分 ,每 一 部 分 称 为 
半 弓 形 . 中 国 古 算 书 中 ,号 形 田 称 为 弧 田 . 亦 称 弓形 
K AIH. 

5 JÆ (circular segment) “Sie”. 

弓形 的 高 (height of the segment of a circle) 
DL" 5E". 

fl 0 AY R (vector of a circular arc) WSS 


见 写 


£ 弓形 (minor segment of a circle) 


tÈ 5 JÉ (major segment of a circle) JW" 5j 
MA Chu tian) W“Se”. 
dt Sp 5 AZ (conjugate segments of a circle) .R. 
有 特殊 位 置 关 系 的 两 个 弓形 .在 同 圆 中 , 指 弦 与 其 所 
对 的 劣 弧 和 优 弧 所 围 成 的 两 个 弓形 . 
圆心 角 (central angle) 亦 称 中 心 角 . 圆 内 的 一 
个 特殊 角 . 指 顶 点 在 圆心 的 角 , 通 
常 画 成 圆心 与 圆 上 任意 两 点 连结 
线段 所 成 的 角 . 如 图 ,在 QO 中， 
ZAOB 为 圆心 角 , 也 称 为 弧 AB 


(BAX 4B) 所 对 的 圆心 角 . x A 
中 心 角 (central angle) Bp“ [5i] 心 角 ” 


圆心 角 的 量度 (measure of a central angle) 
度量 圆心 角 的 方法 . 指 圆心 角 和 它 所 对 的 圆 弧 采用 
相同 的 量度 ,并 具有 相同 的 量 数 . 因此 , 当 角 采用 和 角 
度 制 时 , 周 角 和 整个 圆周 都 是 360°, BD. 1 的 圆心 角 
所 对 的 是 1 的 弧 . 采 用 弧度 制 时 ,1 弧度 的 圆心 角 所 
对 的 是 1 弧度 的 弧 . 在 单位 圆 的 情形 下 ,1 弧度 的 圆 
心 角 所 对 的 1 弧度 的 弧 的 长 度 正好 是 1. AE Rt Ind 
的 情形 下 ,圆心 角 的 弧度 数 等 于 它 所 对 的 弧 的 长 度 
与 半径 长 度 的 比 .总 之 ,圆心 角 可 以 用 它 所 对 的 级 来 
量度 . 

圆周 角 (angle of circumference) 亦 称 圆 的 内 
接 角 . 圆周 上 的 一 种 特殊 角 . 指 从 圆周 上 任 一 点 出 发 
的 两 条 弦 所 形成 的 角 . 它 是 顶点 
在 圆周 上 ,两 边 都 与 圆 相交 的 劣 
f. WA, OOF, “BAC 是 
OO 的 圆周 角 . 也 称 为 弧 BC 所 对 


的 圆周 角 . BSC 
圆 的 内 接 角 (inscribed angle in circle) 即 “ 圆 
周 角 


圆周 角 定 理 (theorem of the angle of circum- 
ference) 平面 几何 的 重要 定理 之 一 . 指 圆 周 角 的 度 
数 等 于 它 所 对 弧 的 度数 的 一 半 , 或 一 条 弧 所 对 的 圆 
周 角 的 度数 等 于 它 所 对 的 圆心 角 的 度数 的 一 半 . 圆 
周 角 具有 性 质 : 

1. 同 弧 或 等 弧 所 对 的 圆周 角 相 等 ; 同 圆 或 等 圆 
中 ,相等 的 圆周 角 所 对 的 弧 也 相等 . 

2. 半圆 (或 直径 ) 所 对 的 圆周 角 是 直角 ,90° 的 圆 
周 角 所 对 的 弦 是 直径 . 

弓形 角 (angle of the segment of a-circle) Jf 
PR SIE HA Be FB BS JE I AS A F FB. 一 种 特殊 的 圆 
Jal f8. 指 号 形 弧 所 含 的 圆周 角 . 

弓形 弧 的 内 接 角 (inscribed angle in arc of the 
segment of a circle) fl“ SIBA”. 

弓形 的 内 接 角 (inscribed angle in segment of a 
circle) BIS ÆA”. 

相似 弓形 (similar segments of a circle) 两 个 
相关 的 号 形 . 指 两 个 号 形 是 相似 形 .它们 的 弧 (或 弦 ) 
所 对 的 圆心 角 相 等 . 反之 亦 然 . 

扇形 (sector) 亦 称 圆 鹿 形 . 圆 上 的 一 种 特殊 
圆 形 . 指 由 一 条 圆 弧 和 过 这 条 弧 的 端点 的 两 条 半径 


O O 

图 1 图 2 图 3 
所 组 成 的 图 形 . 扇形 的 两 条 半径 所 夹 的 角 称 为 扇形 
A. 劣 弧 与 过 其 端点 的 半径 所 组 成 的 扇形 称 为 劣 户 


形 ( 如 图 1); 优 弧 与 过 其 端点 的 半径 所 组 成 的 遍 形 
PAREA É CGIE 2); 扇 形 角 为 直角 的 扇形 称 为 直 
角 扇形 (如 图 3). 

[3] 53 FZ (circular sector) 

$ a Ré minor sector) Jl“ hie”. 

ta R (major sector) JW“ me”. 
直角 扇形 (sector of a right angle) 
mÆ fü (angle of sector) JL“ RB”. 
相似 扇形 (similar sectors) WAAK ESTE. 
指 两 个 扇形 是 相似 形 . CREARE, CLA. 

32 RJ FR A (middle point of a chord) 3E EB i 
殊 点 . 指 弦 的 二 等 分 点 .过 弱 的 中 点 的 直径 垂直 于 
弦 , 且 平分 该 弦 所 对 的 弧 . 

Hh Z (minimal chord) 具有 特殊 位 置 的 弦 . 
指 过 圆 内 一 点 的 最 短 弦 . 过 圆 内 一 定点 的 所 有 弦 中 ， 
以 此 定点 为 中 点 的 弦 最 短 , 这 条 弱 称 为 过 该 点 的 极 
小 弦 . 它 是 被 此 定点 平分 的 弦 . 过 圆 内 一 定点 的 极 小 
弦 必 与 过 该 定点 的 直径 垂直 . 

5% (t^ BB (distance from the center to a chord) 
一 个 正 实数 . 指 圆心 到 改 的 距离 , 即 圆心 与 弦 的 中 点 
间 的 距离 , 弦 心 距 与 该 弦 "所 对 弧 的 矢 高 之 和 等 于 圆 
的 半径 . 

相等 圆心 角 的 性 质 (property of equal central 
angles) 关于 圆心 角 的 一 组 重要 定理 . 指 在 同 圆 或 
等 圆 中 ,相等 的 圆心 角 所 对 的 弧 相 等 ,所 对 的 弦 相 
等 ,所 对 弦 的 弦 心 距 相 等 . 还 可 推 知 , 在 同 圆 或 等 圆 
中 ,如 果 两 个 圆心 角 、 两 条 弧 .两 条 弦 或 两 条 弦 的 弦 
心 距 中 有 一 组 量 相 等 ,那么 它们 所 对 应 的 其 余 各 组 
量 都 分 别 相等 ， 

Æ 12 Œ HB (theorem of diameter perpendicular 
toa chord) 平面 几何 的 重要 定理 之 一 . 即 在 圆 中 ， 
牌 直 于 弦 的 直径 平分 这 条 弦 ,并且 平 分 弦 所 对 的 弧 . 
一 般 称 其 为 垂直 于 弦 的 直径 的 性 质 定理 ,简称 垂 径 
EH. 与 垂 径 定 理 有 关 的 性 质 还 有 : 

1. 平 分 弦 ( 不 是 直径 ) 的 直径 冬 直 于 弦 , 且 平分 
弦 所 对 的 弧 . 

2. 平分 弦 所 对 的 一 了 条 弧 的 直径 ,垂直 且 平 分 弦 ， 

3. 弦 的 垂直 平分 线 经 过 圆心 , 且 平 分 该 弦 所 对 
AY) alt. 

3Ef7 5% (parallel chords) 内 有 特殊 位 置 关 
系 的 两 条 弦 . 指 圆 中 的 两 条 平行 弦 . 它们 所 夹 的 弧 相 
等 .反之 ,在 同 圆 中 ,车 两 弦 所 夹 的 圆 弧 相等 , 则 此 两 
弦 为 平行 弦 , 或 者 说 连结 圆 中 二 等 弧 端 点 的 不 相交 
的 弦 是 平行 弦 . 

圆 的 对 称 性 (symmetry of a circle) 
性 质 . 指 圆 是 最 完善 的 对 称 图 形 : 

1. 圆 是 中 心 对 称 图 形 .圆心 是 它 的 对 称 中 心 ,也 
是 中 心 对 称 的 一 个 二 重点 (不 动 点 ) ,任何 一 条 直径 
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圆 的 重要 
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都 是 中 心 对 称 的 二 重 直 线段 (不 动 直线 段 ). 

2. 圆 对 于 它 的 任何 直径 是 轴 对 称 图 形 , 因 而 圆 
的 任何 一 条 直径 都 是 它 的 对 称 轴 ,这 是 因为 垂直 于 
弦 的 直径 必 平 分 此 弦 , 圆 的 直径 把 圆周 分 为 两 段 相 
ESSE 

3. 圆 绕 圆心 旋转 任意 角度 后 仍 与 其 自 吴 重合 . 
圆心 是 旋转 中 心 ,旋转 角 可 以 是 任意 角 . 

点 和 圆 的 位 置 关 系 (positional relation between 
a point and a circle) ”对 点 和 圆 的 位 置 关系 的 一 种 
刻画 . 指点 在 圆 内 、 圆 上 、 圆 外 三 种 ,可 由 点 和 圆心 的 
距离 来 判定 , 点 在 圆 内 的 充分 必要 条 件 是 点 和 圆心 
的 距离 小 于 圆 的 半径 ;点 在 圆 上 的 充分 必要 条 件 是 
点 和 图 心 的 距离 等 于 圆 的 半径 ;点 在 圆 外 的 充分 必 
要 条 件 是 点 和 圆心 的 距离 大 于 圆 的 半径 . 

点 到 圆 的 距离 (distance between a point and a 
circle) 与 点 和 圆 有 关 的 一 条 线段 . 设 在 平面 上 有 
一 圆 和 一 点 ,过 该 点 及 圆心 作 直 线 交 圆 于 两 点 ,该 点 
与 两 交点 连结 的 两 条 线段 中 较 短 线段 的 长 度 称 为 该 
点 到 圆 的 距离 . 这 是 该 点 与 圆 上 的 点 的 最 短 距 离 . 特 
别 地 , 圆 上 的 点 到 该 圆 的 距离 为 零 . 


Bl ay £28 (secant line of a circle) 一 条 直线 . 
指 和 圆 有 两 个 公共 点 的 直线 . 

AHA (contact point of a circle) 圆周 上 的 
特殊 点 . 指 圆 和 直线 . 圆 和 圆 仅 有 的 一 个 公共 点 . 春 
直线 和 圆 只 有 一 个 公共 点 ,或 两 圆 只 有 一 个 公共 点 ， 
则 此 公共 点 称 为 它们 的 切 点 . 

圆 的 切线 (tangent line of a circle) 与 圆 有 特 


殊 位 置 关 系 的 一 条 直线 或 线段 . 指 和 圆 只 有 一 个 公 
共 点 的 直线 . 这 个 公共 点 称 为 切 4 pp 
如 图 ,直线 AB 与 QO 只 有 一 

个 公共 点 P, A4B 是 @O 的 切线 ， 
d HOO 于 PP 点 .切线 垂直 于 
过 切 点 的 半径 . 如 图 ,OP 为 OO 
的 半径 ,4B | OP. 

圆 的 切线 长 (length of a tangent line of a cir- 

cle) 一 个 正 实 数 . 指 与 点 和 圆 有 特殊 关系 的 一 条 
线段 的 长 度 . 从 圆 外 一 点 向 圆 引 切线 ,该 点 到 切 点 之 
间 线 段 的 长 .从 贺 外 一 点 可 以 向 圆 引 两 条 切线 , 且 两 
条 切线 长 相等 . 同时 ,圆心 和 已 


知 点 的 连 线 平分 两 条 切线 的 夹 < 

角 . 如 图 ,从 圆 外 一 点 乙 向 @O p 
2| PA,PB,A,B 为 切 点 ， 

则 切线 长 PA = PB,OP 平分 E 


LAPB. 过 圆 上 一 点 只 能 引 圆 的 一 条 切线 , 且 切 线 
KEFF. 
圆 的 切线 的 判定 (decision of tangent of a cir- 


cle) 判定 直线 与 圆 相 切 的 几 个 充分 条 件 . 满足 下 
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列 条 件 之 一 的 直线 为 圆 的 切线 : 

1. 与 圆 只 有 一 个 公共 点 . 

2. 到 圆心 的 距离 等 于 半径 . 

3. 过 半径 外 端点 且 与 半径 垂直 . 

圆 的 切线 的 性 质 (property of tangent of a cir- 
cle) 对 圆 的 切线 的 几 种 刻画 ,也 是 直线 与 圆 相 切 
的 几 个 必要 条 件 . 圆 的 切线 具有 下 列 性 质 : 

1. 圆 的 切线 垂直 于 过 切 点 的 半径 ， 

2. 经 过 圆心 , 且 垂 直 于 切线 的 直线 , 必 经 过 切 
点 ,换言之 ,圆心 在 切线 上 的 射影 是 切 点 . 

3. 经 过 切 点 且 垂 直 于 切线 的 直线 必 经 过 圆心 . 

4. 自 圆 外 一 点 向 圆 所 引 的 两 条 切线 等 长 . 

切 弦 (chord of contact) 亦 称 切 点 弦 . 一 条 特 
wR 5k. 从 圆 外 一 点 问 圆 引 两 条 
切线 ,连结 此 两 切 点 的 弱 称 为 
Wax. 此 时 ,圆心 与 已 知 点 的 连 
线 垂直 平分 切 弦 . 如 图 ,P 是 圆 
外 一 点 ,PA,PB 5 OO 相 切 ， 
切 点 是 A,B,AB 是 切 弦 . 此 时 ,OP 垂直 平分 AB. 

WEZ (chord at contact) BDA^Ujsz ". 

点 对 圆 的 视角 (visual angle of a point with re- 
spect to a circle) ”相对 于 点 和 加 有 特殊 关系 的 一 
个 角 . B [Bl ^h — zx m1 [Bl 5| P3 2 
切线 ,这 两 条 切线 的 夹 角 称 为 
该 点 对 圆 的 视角 . 如 图 ,PA 切 
OO 于 点 4,PB 切 @O 于 点 
BW ZAPB Æ P AXIOO 的 
视角 . 

驴 切 角 (angle between chord and tangent) [i 
周 上 的 一 种 特殊 角 . 一 个 圆 的 一 条 切线 和 过 切 点 的 
5A Hr E B fA YR A 5E UJ f8. 如 图 ， 
AC Æ OO B9 5E , DAB 为 OO 的 
切线 , 则 人 BAC Fl ZCAD 都 是 
OO 的 弦 切 角 . 5E V1 f8 SFE 
WAS EA AAA. AMANZ D A B 
切 角 各 自 两 边 所 夹 的 弧 相 等 , 则 
这 两 个 弦 切 角 也 相等 . 

A) f (angle in a circle) 内 的 一 个 特殊 
A. 指 顶 点 在 圆 内 的 角 . 圆 内 角 的 度数 等 于 它 所 对 的 
弧 与 它 的 对 项 角 所 对 的 弧 的 度数 
之 和 的 一 半 . 或 圆 内角 等 于 它 本 a 
身 及 其 对 顶 角 夹 弧 所 对 的 圆周 角 4 s) 
之 和 . 如 图 , 人 APB 为 圆 内 角 ， Çi 
ZCPD 为 其 对 项 角 , W ZAPB B 
By) BE Re = 1/2(AB+CD) W BER, 

BR AAPB= 7/7 ADB+ ACAD. 


[8] ^^ fH (angle out of a circle) 圆 外 的 一 个 特 


VK AA. 指 顶 点 在 圆 外 ,并 且 两 边 和 圆 相 交 的 角 . 圆 外 
角 的 度数 等 于 它 包含 的 弧 的 度 
数 之 差 的 一 半 , 或 圆 外 角 等 于 Kd, 
它 包含 的 两 弧 所 对 圆周 角 之 > 
差 . mE, APB 是 圆 外 角 , 它 D 
所 包含 的 两 统 为 4B,CD, 则 BB 
ZAPB 的 度数 二 1/2(AB 一 0D) 的 度数 ,或 和 APB 
= / ACB— /CBD. 

fH 38 5% (intersecting chords) 圆 内 相关 的 两 
条 纺 . 在 圆 的 内 部 相交 的 两 条 弦 ，  ， 
称 为 相交 弦 . 圆 内 的 两 条 相交 弦 ， 
被 交点 分 成 的 两 条 线段 的 积 相 
等 . 如 图 , 弦 AB 和 CD 相交 于 
QO 内 一 点 了 ,那么 PA，PB= 
PC * PD. 如 果 弦 与 直径 垂直 相 
区 ,那么 弦 的 一 半 是 它 分 直径 所 成 的 两 条 线段 的 比 
例 中 项 . 

直线 和 圆 的 位 置 关系 (positional relation be- 
对 直线 和 圆 的 
相关 位 置 的 一 种 刻画 .有 相 离 , 相 切 、 相 交 三 种 ,这 相 
当 于 直线 和 圆 没有 、 仅 有 一 个 .有 两 个 公共 点 ,可 由 
圆心 到 直线 的 距离 判定 . 直线 和 圆 相 离 的 充分 必要 
条 件 是 圆心 到 直线 的 距离 大 于 圆 的 半径 ;直线 和 圆 
相 切 的 充分 必要 条 件 是 圆心 到 直线 的 距离 等 于 加 的 
半径 ;直线 和 圆 相 交 的 充分 必要 条 件 是 圆心 到 直线 
的 距离 小 于 圆 的 半径 . | 

B ££ 30 [8] AY 35 fA (angle between a straight line 
and a circle) 圆周 上 的 一 种 特殊 角 . A-BAS A 
相交 ,过 交点 作 圆 的 切线 , 则 此 切线 与 直线 的 交角 中 
的 任 一 个 称 为 直线 和 圆 的 交角 . 这 两 个 交角 正 是 这 
圆 的 弦 切 角 和 它 的 补 角 . 如 
图 , 设 直线 L 与 OO 相交 于 
两 点 A Bit B( 或 4) 点 作 4 5—4 
HL FOO 相 切 , 则 5 
L 的 任 一 交角 即 是 直线 L 与 
OO 的 交角 . 当 直 线 与 圆 相 
切 时 ,直线 和 圆 的 交角 为 零 ; 当 直 线 过 圆心 时 ,直线 
和 圆 的 交角 为 x/2, 即 直线 与 贺 直 交 ( 正 交 ). 

BE #& 5 [8] ÉL 35 (perpendicularity of a straight 
line and a circle) W“ E £X f [b] BJ Af”. 

三 角形 的 外 接 圆 (circumcircle of a triangle) 
与 三 角形 相关 的 一 个 圆 . 指 通过 A 
三 角形 三 个 顶点 的 圆 . 这 个 三 角 
形 称 为 该 圆 的 内 接 三 角形 , 三 角 
形 外 接 圆 的 圆心 称 为 三 角形 的 外 
心 , 它 是 三 角形 三 边 的 垂直 平分 
线 的 交点 (如 图 ). 若 人 4BC 的 边 


C 


tween a straight line and a circle) 


lz 


D 


长 分 别 为 co,c, 周 长 的 一 半 为 = (a 十 5 十 c)/2, 外 
接 圆 的 半径 为 尺 , 则 
m arbec 
4 /s(s—a)(s— Os Ee) 

圆 的 内 接 三 角形 (inscribed triangle in a circle) 
见 “ 三 角形 的 外 接 圆 ” 

三 角形 的 内 切 圆 (inscribed circle of a triangle) 
与 三 角形 相关 的 一 个 圆 . 指 在 三 角形 内 部 和 三 边 都 
相 切 的 圆 . 该 三 角形 称 为 A 
这 个 圆 的 外 切 三 角形 . 三 
角形 内 切 圆 的 圆心 称 为 三 
角形 的 内 心 , 它 是 三 角形 
三 条 内 角 平分 线 的 交点 p 
(如 图 ). 若 人 4BC 的 边 长 
分 别 为 a,b,c, 周 长 的 一 半 为 s=(atb+c)/2, AW 
ARN r, ti] 


E eo ED. 


5 
[5] 83 581] = fH TÉ (circumscribed triangle of cir- 
cle) 见 “ 三 角形 的 内 切 圆 ” 
三 角形 的 旁 切 圆 (escribed circle of a triangle) 
与 三 角形 相关 的 一 个 圆 . 指 和 三 角形 的 一 边 及 另 两 
边 的 延长 线 都 相 切 的 圆 . 旁 切 圆 的 圆心 称 为 三 角形 
的 旁 心 , 它 是 三 角形 的 一 条 
内 角 平 分 线 和 两 条 外 角 平 分 C 
线 的 交点 (如 图 ). 一 个 三 角 C 
Wi ^ 5 OB. 车 人 ABC NN 
的 边 长 分 别 为 a,5,c, 周 长 的 
一 半 为 ;二 (a 十 6 十 c)/2, 旁 切 圆 的 半径 分 别 为 ras 


TrsT, M : 
cu SOS) Sey 
T4-— $—q 9 
[s(s—a)(s—e). 
Tp 一 s—b L 
E |s(s—a) G—b) 
rs <= ae 


= B48) A (triple contact circles) 与 三 角形 
相关 的 一 组 圆 .三 角形 的 内 切 圆 与 三 个 旁 切 圆 都 分 
别 和 三 角形 的 三 条 边 ( 或 边 的 延长 线 ) 相 切 ,它们 统 
称 为 三 角形 的 三 重 相 切 圆 . 一 个 三 角形 有 四 个 三 重 
相 切 圆 . 

多 边 形 的 外 接 圆 (circumcircle of a polygon) 
与 一 多 边 形 相关 的 一 个 圆 . 指 通过 多 边 形 各 个 顶点 
的 圆 . 这 个 多 边 形 称 为 这 个 圆 的 内 接 多 边 形 . 

圆 的 内 接 多 边 形 (inscribed polygon in a circle) 
见 “ 多 边 形 的 外 接 圆 ”. 

内 接 四 边 形 (inscribed quadrilateral in a cir- 
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ce) 与 圆 相 关 的 一 个 四 边 形 . 指 四 个 顶点 在 同一 
个 圆 上 的 四 边 形 . 此 圆 称 为 四 边 形 的 外 接 圆 . 圆 内 接 
四 边 形 中 ,不 相 邻 的 两 个 角 称 
为 对 角 . 圆 内 接 四 边 形 具有 下 
述 性 质 : 圆 内 接 四 边 形 的 对 和 角 
互补 ,并 且 任 何 一 个 外 角 都 等 
于 它 的 内 对 角 . 如 图 ,四 边 形 
ABCD BOO 的 内 接 四 边 形 , 那 么 BAD 十 BCD 
= 180°, X /DCE 为 人 BCD 的 外 角 ,; / BAD 为 
ZDCE WAX fA. WZ DCE— ABAD. 由 上 述 性 质 
可 以 推出 :内 接 于 圆 的 梯形 必 是 等 腰 的 . 

四 边 形 的 外 接 圆 (circumcircle of a quadrilater- 
aD 见 “ 圆 内 接 四 边 形 ”. 

内 接 折 四 边 形 (inscribed broken quadrilater- 
al in a circle) 与 圆 相 关 的 一 个 折 四 边 形 . 指 四 个 
顶点 在 同一 圆 上 的 折 四 边 形 . 此 圆 称 为 折 四 边 形 的 
外 接 圆 . 圆 内 接 折 四 边 形 判定 定 
理 : 如 果 折 四 边 形 的 一 组 对 角 相 
等 ,那么 这 个 折 四 边 形 内 接 于 圆 。 4 Ac 
如 图 , 折 四 边 形 ABCD 中 ,一 组 Us” 
对 角 二 4= 一 C, 那 么 折 四 边 形 内 KC 
接 于 一 个 圆 .反之 , 圆 内 接 折 四 
边 形 的 两 组 对 角 都 相等 . 如 图 , 折 四 边 形 ABCD 内 
接 于 OO, 那 么 4=C,B= 一 D. 

折 四 边 形 的 外 接 圆 (circumcircle of broken 
quadrilateral) 见 “ 圆 内 接 折 四 边 形 ” 

四 点 共 圆 (four concyclic points) 平面 几何 术 
语 . 指 四 个 点 在 同一 个 圆周 上 . 对 于 四 点 共 圆 的 判定 
定理 有 : 

1. 若 四 边 形 对 角 互 补 , 则 四 顶点 共 圆 . 

2. 若 四 边 形 任 一 外 角 等 于 它 的 内 对 角 , 则 四 项 
ARA. 

3. 同 斜 边 的 两 直角 三 角形 ,四 顶点 共 圆 . 

4. 底 相同 , 顶 角 相等 , 且 顶 角 在 底 边 同 侧 的 两 三 
角形 ,四 顶点 共 圆 . 

5. 知 四 边 形 对 角 线 被 交点 分 成 的 两 线段 乘积 相 
等 , 则 四 顶点 共 圆 . 

6. 延长 四 边 形 的 一 组 对 
边 4B,CD 相交 于 点 E, E ^ 
AE * BE=CE * DE, Wj A, 
B,C,D 四 点 共 圆 (如 图 ). a 

7. Æ VU JE V Xt f8 2 3E 
积 等 于 两 组 对 边 乘积 之 和 , 则 
四 顶点 共 圆 . 

8. 等 腰 梯 形 的 四 个 顶点 共 圆 . 

以 上 八 个 定理 亦 可 作为 圆 内 接 四 边 形 的 判定 定 
m. 
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内 接 四 边 形 的 判定 定理 (decision theorem of 
inscribed quadrilateral in a circle) “SHR”. 

^] EU 33 TÉ (circumscribed quadrilateral of a 
circle) 与 圆 相 关 的 一 种 四 边 万 


形 . 指 各 边 都 与 同一 个 圆 相 切 7 

的 四 边 形 . 该 圆 称 为 四 边 形 的 

内 切 圆 (如 图 ). 四 边 形 外 切 于 

一 个 圆 的 充分 必要 条 件 是 对 边 n 2 


的 和 相等 . 

四 边 形 的 内 切 圆 (inscribed circle of a quadri- 
lateral) JL“ pl ^J pu JE”. 

[3] Sb ] £ 333 T (circumscribed polygon of a cir- 
ce) 与 圆 相 关 的 一 种 多 边 形 . 指 各 边 与 同一 圆 相 
切 的 多 边 形 . 此 圆 称 为 多 边 形 的 内 切 圆 . 

多 边 形 的 内 切 圆 (inscribed circle of a polygon) 
见 “ 圆 外 切 多 边 形 ”. 

OT AY (power of a point with respect to a 
circle) — ZR AM ATF. —P RBM. 即 过 一 定 
AST EE TE — RRR. AAFAA, AER BH 


点 的 两 条 有 问 线段 的 积 ( 线 段 同 向 时 积 为 正 , 线 段 异 
癌 时 积 为 负 ) 是 一 个 实 和 常数 ,此 常数 称 为 定点 对 于 该 
圆 的 具 , 简 称 圆 究 .在 此 意义 下 “ 适 ”" 这 个 词 是 德国 著 
名 数学 家 施 泰 纳 (Steiner,J. ) 首 先 使 用 的 . 设 P 点 
HEA. OO 为 定 圆 ,半径 为 r, 则 PA，PB==k( 常 
数 ),k 就 是 点 对 于 QO We. 当 P 点 在 QO 的 外 
部 时 (如 图 D. 值 为 正 , 这 时 《= 二 PC?, 其 中 PC 是 
P 点 到 @O 的 切线 的 长 ; 当 书 点 在 @O 内 部 时 (如 
2),k 值 为 负 , 它 的 绝对 值 等 于 过 PP 点 的 极 小 弦 
EF 的 一 半 的 平方 ; 当 己 点 在 OO 上 时 ,k 的 值 为 零 . 
无 论 何 种 情况 ,k 的 值 都 可 以 表示 为 
L= PO tr. 

AN Bl B7; 3€ (power of a point with respect 
即 “ 点 对 圆 的 宕 ” 
[A] EE (circular power) JL“ xr ALAR”. 
[3] AY 2) £& xE FE (secant theorem of a circle) [J 


to a circle) 


memZ AMI pd E 
点 引 圆 的 两 条 割 线 ,这 一 

点 到 每 条 割 线 与 圆 的 交点 

的 两 条 线段 长 的 积 相等 A 


如 图 ,PA,PC HOO HAMA, AAHMAOO FA B, 
A & D,C,Ml) PA* PB—PC * PD. 


圆 的 切割 线 定理 (theorem of tangent and se- 
cant of a circle) 圆 逢 定理 之 一 . 指 从 圆 外 一 点 引 
圆 的 切线 和 割 线 ,切线 长 
是 这 点 到 割 线 与 圆 交 点 的 
两 条 线段 长 的 比例 中 项 . 
如 图 ,P 是 @O 外 一 点 ， 
PT 是 切线 ,T ÆA H 了 T 
线 PAaGOOTAA,B, 

则 
PI*-—JTAwPB. 

Aù EB (distance of centers of circles) 
圆心 的 距离 . 

P3 fal 48 35 (intersection of two circles) 两 圆 间 
的 一 种 位 置 关系 . 指 两 圆 有 两 个 公共 点 . 两 圆 相 交 的 
充分 必要 条 件 是 :圆心 距 小 于 两 圆 半 径 的 和 ,而 大 于 
两 贺 半 径 的 差 的 绝对 值 . 如 图 ， 

OO, FOO, ff] 4 4 SIX r, € 


两 圆 的 


re Alt HEH d, MOO, 500, V 
FA AES |r r| <d <r tr. X 
两 圆 相 交 且 过 交点 所 作 的 切线 互相 垂直 , 则 称 这 两 
AEX. 若 两 圆 正 交 , 则 过 交点 的 半径 必 互 相 垂 直 ， 
且 一 圆 过 交点 的 半径 是 另 一 圆 的 切线 ,此 时 ,圆心 距 
的 平方 等 于 两 圆 半 径 的 平方 和 , 即 d^ = ri tr. 
两 圆 的 公 割 线 (common secant of two circles) 
与 两 贺 相 交 的 直线 . 两 贺 相 交 , 过 二 交点 的 直线 称 为 
两 圆 的 公制 线 . ZS Bl) BE HE 
点 间 的 弦 称 为 两 圆 的 公共 纺 . 
连 心 线 垂直 于 两 圆 的 公 割 线 ， 
并 垂直 平分 公共 弦 . 如 图 ,@O， 
53 OO, 相交 于 点 AB MAR 
AB BIO, 5 O0; HAAR. 
公共 弦 (common chord) 见 “ 两 圆 的 公制 线 ” 
f£ sz (multiple chord) — fh BeEK 5E. 指 与 相交 
两 圆 有 特定 位 置 关系 的 线段 . 
如 图 , 若 两 圆 相交 ,过 一 交点 引 $5 
直线 与 两 圆 再 交 于 此 交点 的 两 
侧 , 则 所 交 两 点 间 的 线段 (CD) 3 
PRAY f 5%. 
f$ € (diameter section) 平面 几何 术语 . 指 两 
圆 的 一 种 特殊 位 置 关系 . 右 一 
个 圆通 过 另 一 个 圆 的 一 条 有 直径 
的 两 个 端点 , 则 称 这 个 圆 径 割 
5 —^r Bl. 如 图 ,已 知 AB 为 
(0, HH, QOO, 通过 A,B 


PS gx WRK OO, ROO). 


两 圆 的 交角 (angle between two intersecting 
过 两 圆 交 点 的 切线 所 成 的 角 . E P I IH 


| 
(ay 


A D 


circles ) 


AE ,过 交点 分 别 作 两 圆 的 切线 ,这 两 切线 交角 中 的 任 
一 个 , 称 为 两 圆 的 交角 . 
如 图 ,Oi 5 OO; 相交 
CT A.B 两 点 ,过 ACR 
B) gm 4r All TF OO, 与 
OO, 的 切线 1 5 D, W 
L521, 的 交角 中 的 任 一 
^ BB 2 OO, 5 O0; 的 
交角 . 235 LLLI, OO FOO, EX. 

BA Bl TE 32 (two orthogonal cirlces) 
交 ” 及 “两 圆 的 交角 ”. 

两 圆 相 离 (separation of two circles) 两 圆 间 
的 一 种 位 置 关 系 . 指 两 圆 没 有 公共 点 . 相 离 两 圆 分 两 


图 1 图 2 


圆 外 离 和 两 圆 内 含 两 种 情况 . 两 圆 外 离 是 指 每 个 贺 
上 的 点 都 在 另 一 个 圆 的 外 部 (如 图 1). 两 圆 外 离 的 
充分 必要 条 件 是 圆心 中 大 于 两 圆 半径 的 和 , 即 a 
ntr 两 圆 内 含 是 指 一 个 加 上 的 点 都 在 男 一 个 圆 的 
内 部 (如 图 20. 两 圆 内 含 的 充分 必要 条 件 是 圆心 距 
小 于 两 加 半径 的 差 的 绝对 值 , 即 d< |n — 7l. 

两 圆 外 离 (separation of two circles)” 见 “两 圆 
相 离 ”. 

P3 [8] AJ & (inclusion of two circles) 
TRES. 

P5 [E] 4H W (contact of two circles) — P3 iR] [R] AY 
一 种 位 置 关 系 . 指 两 圆 只 有 惟一 的 公共 点 .惟一 的 公 
共 点 称 为 切 点 . 相 切 两 贺 分 两 圆 外 切 和 两 圆 内 切 两 
种 情况 . 两 圆 外 切 是 指 除 它们 的 公共 点 外 ,每 个 圆 上 
的 点 都 在 另 一 个 圆 的 外 部 (如 图 10. 两 圆 外 切 的 充 
分 必要 条 件 是 圆心 距 等 于 两 圆 半 径 的 和 , 即 d =r 
十 一, 两 圆 内 切 是 指 除 它们 的 公共 点 外 ,一 个 圆 上 的 


图 1 图 2 


点 都 在 男 一 个 圆 的 内 部 (如 图 2). 两 圆 内 切 的 充分 
必要 条 件 是 圆心 距 等 于 两 圆 半径 的 差 的 绝对 值 , 即 
a= Iri >r, | ,两 圆 重 合 即 d=0.r,=r2, Al A i [A] 
内 切 的 特例 . 两 圆 相 切 时 , 连 心 线 必 过 切 点 . 

两 圆 外 切 (externally contact circles) 


见 “ 两 圆 相 


见 “ 两 加 


见 “ 两 
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ELA)". 

P3 [8] AY) internally contact circles) 
相 切 ” 

两 圆 重 合 (coincidence of two circles) 
圆 相 切 ” 

两 圆 的 连 心 线 (Cconnecting line of centers of 
two circles) 与 两 圆 位 置 有 关 的 直线 . 指 经 过 两 圆 
的 圆心 的 直线 . 相 切 的 两 圆 的 连 心 线 必 过 切 点 (此 为 


Ji, 两 圆 


见 “ 两 


相 切 两 圆 连 心 线性 质 ). 相 F 
JE PS IB AY HE RE CEA) h 
两 圆 的 公共 弦 ( 此 为 相交 J 
两 圆 连 心 线性 质 ). 如 图 中 ^ 


两 圆 的 连 心 线 O10; 垂直 
平分 公共 强 AB. 

AAKA common tangent of two circles) 
与 两 圆 位 置 有 关 的 直线 . 指 与 两 圆 都 相 切 的 直线 . A 
切线 分 为 内 公 切 线 和 外 公 切 线 两 种 :两 圆 在 公 切 线 
的 同 旁 时 称 为 外 公 切 线 ; 两 圆 在 公 切 线 的 两 旁 时 称 
为 内 公 切 线 . 当 两 圆 外 离 时 ,有 两 条 外 公 切 线 和 两 条 
内 公 切 线 ( 如 图 1); 当 两 圆 外 切 时 ,有 两 条 外 公 切 线 
和 一 条 内 公 切 线 ( 如 图 2); 当 两 圆 相 交 时 ,只 有 两 条 
外 公 切 线 ( 如 图 3); 当 两 圆 内 切 时 ,只 有 一 条 外 公 切 


线 ( 如 图 4); 当 两 圆 内 含 时 没有 公 切 线 . 两 个 圆 的 公 
切线 上 的 两 个 切 点 间 的 距离 称 为 公 切 线 长 . 公 切 线 
长 分 为 外 公 切 线 长 和 内 公 切 线 长 两 种 . 如 图 1 中 的 
AB #200, 500, 的 一 条 外 公 切 线 ,点 4 和 B 为 
YJ A (A.B [8] 的 距离 是 外 公 切 线 长 ;CD fe OO, 5 
OO, 的 一 条 内 公 切 线 , 点 C AD AY AR LCD EH 
距离 是 内 公 切 线 长 . 两 圆 的 两 条 外 公 切 线 长 相等 ,两 
条 内 公 切 线 长 也 相等 . 两 圆 的 两 条 外 公 切 线 的 交点 
及 内 公 切 线 的 交点 ,都 与 两 圆 的 圆心 共 线 . EL ELE 
线段 分 成 定 比 4,4 的 绝对 值 等 于 两 圆 的 半径 之 比 . 

两 圆 的 内 公 切 线 (internal common tangent of 
two circles) J,“ PR BU. 

两 圆 的 外 公 切 线 (external common tangent of 
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见 “ 两 圆 的 公 切 线 ”. 


two circles) 


公 切 线 长 (length of common tangent) — V," pi 
加 的 公 切 线 ”. 
公 切 圆 (common contact circle) ”一 种 特殊 圆 . 


指 和 几 个 圆 都 相 切 的 圆 . 

连结 (connection) 亦 称 光滑 连结 和 吻 接 . JL 
何 学 的 基本 概念 之 一 . 指 线 段 与 圆 弧 、 圆 弧 与 圆 弧 的 
一 种 特殊 的 连结 方式 . A RA AA SE tg 
点 ,并 且 线 段 所 在 的 直线 与 圆 弧 所 在 的 圆 在 该 点 相 


切 , 线 段 和 圆 弧 分 别 在 过 切 点 与 圆心 所 在 直线 的 两 
侧 , 则 称 线段 和 圆 弧 在 该 点 连结 (如 图 1); 或 两 圆 弧 
有 公共 端点 ,并 且 两 圆 弧 所 在 的 圆 在 该 点 相 切 ,两 圆 
弧 分 别 在 连 心 线 的 两 侧 , 则 称 两 圆 弧 在 该 点 连结 (如 
图 2). 对 于 两 圆 弧 的 连结 , 知 两 弧 所 在 的 圆 外 切 , 则 
此 连结 称 为 外 连结 ; 知 两 圆 弧 所 在 的 圆 内 切 , 则 此 连 
结 称 为 内 连结 . 线段 与 圆 弧 连结 或 圆 弧 与 圆 弧 连 结 
的 切 点 称 为 连结 点 ;和 两 个 圆 弧 都 连结 的 线段 称 为 
连结 线 ; 和 两 条 线段 或 一 条 线段 一 条 圆 弧 或 两 条 圆 
弧 都 连结 的 弧 称 为 连结 弧 . 连结 弧 所 在 圆 的 圆心 称 
为 连结 中 心 . 连结 弧 的 半径 称 为 连结 半径 . 应 该 注 
意 ,为 了 技术 应 用 的 需要 ,这 里 的 “连结 ”是 指 光 滑 连 
结 , 即 所 连 成 曲线 要 处 处 光滑 ,特别 是 在 连结 点 ,不 
能 出 现 不 光滑 的 “ 尖 点 ”. 
光滑 连结 (smooth connection ) ) 


外 连结 (exterior connection) ) 


即 “ 连 结 ”. 

见 “连结 ” 

内 连结 (interior connection)” 见 “连结 ”. 

MW # (coincide joint) BE". 

连结 点 (connected points)” 见 “连结 ”. 

连结 线 (connected lines)” 见 “连结 ”. 

j£ 65M (connected arcs)” 见 “连结 ”. 

等 边 圆 拱 (equilateral circular arch) 一 种 特 
殊 的 平面 图 形 . 指 由 一 条 线段 及 分 别 以 其 两 端 为 圆 
心 ,以 该 线段 长 为 半径 的 两 个 圆 弧 组 成 的 封闭 图 形 . 
线段 称 为 等 边 圆 拱 的 底 边 ,两 圆 弧 的 公共 端点 称 为 
等 边 圆 拱 的 顶点 . 

圆 环 (circular ring) 一 种 特 
殊 的 平面 图 形 . 指 两 个 同心 圆 之 间 
的 平面 部 分 组 成 的 图 形 .大 大 圆 半 
A R MAFRA r, WA A E 
为 SC 如 图 ), 则 

S —nR' —nr' —n(R A r) CR — r). 


Afé (une) 一 种 特殊 的 平面 图 形 . 指 有 相同 
的 底 , 且 在 底 的 同一 侧 的 两 个 弓形 弧 所 围 成 的 图 形 
称 为 月 形 . 如 图 1 中 的 阴影 部 分 . 月 形 中 的 一 种 特殊 


pm ED 


GE — —— 
如 图 2 中 的 阴影 部 分 . 

S J] R (sickle) HL“ A”. 

月 形 定理 (lunar theorem) 勾 股 定理 的 推广 
以 直角 三 角形 的 两 直角 边 为 直径 分 别 向 形 外 作 半 
圆 ,再 用 直角 三 角形 的 外 接 ( 半 ) 圆 截 这 两 个 半圆 而 
成 的 两 个 月 形 面 积 的 和 等 于 该 直角 三 角形 的 面积 
(如 图 ). 月 形 定 理 实 际 上 
是 把 “直角 三 角形 斜 边 上 
图 形 的 面积 等 于 两 直角 边 
上 相似 图 形 面 积 的 和 ”用 
在 半圆 上 . 它 最 先是 由 希 俄 斯 的 希 波 克拉 底 (Hip- 
pocrates , (COO 提出 来 的 ,所 以 也 称 希 波 克 拉 底 定 
理 . 他 用 此 定理 去 研究 化 圆 为 方 问题 ,由 于 他 的 嘛 
忽 , 而 用 了 不 正确 的 推论 ,以 致 有 一 时 期 有 人 误 认 为 
化 圆 为 方 的 问题 已 经 解决 ,实际 上 化 圆 为 方 是 一 个 


尺 规 作 图 不 能 问题 ， 

希 波 克拉 底 定理 (Hippocrates theorem) Bp 
“月 形 定理 ”. 

鞋匠 刀 形 (arbeloa) 一 种 特殊 的 图 形 . Xr: C 是 


线段 AB 上 的 任 一 点 ,分 

别 以 4B,BC,C4 为 直径 
mere AD 
则 这 三 个 半圆 周 所 围 成 的 14 C B 
图 形 称 为 鞋匠 刀 形 . 如 图 中 的 阴影 部 分 . 

AS) 5j [8] [B] fH UJ (simultaneous contact of a 
circle with two circles) PAIN zz EJ [B]. 指 两 圆 同 
时 与 第 三 个 圆 相 切 . 这 种 相 切 可 分 同 态 相 切 和 异 态 
相 切 两 种 . 同 态 相 切 是 指 两 圆 与 同一 圆 都 是 外 切 或 


do 


都 是 内 切 ( 如 图 1); FAH Je d A SS e] — 13] 3H 
切 时 ,一 个 外 切 ,一 个 内 切 ( 如 图 2). 

同 态 相 切 (like contact) 见 “ 两 圆 与 同 圆 相 
切 ” 


异 态 相 切 (diversity contact) A“ RAS) [B] 
THUJ". 

共 圆 (concyclic) 平面 几何 术语 . 指 多 个 点 的 
一 种 特殊 位 置 关 系 . 敬 干 个 点 在 同一 圆周 上 称 为 共 
圆 . 而 这 些 点 称 为 共 圆 点 . 

+ [A] A Cconcyclic points) 

六 连环 (six concatemer ) 
何 术 语 . 指 具 有 特殊 
位 置 关 系 的 六 个 圆 构 
成 的 图 形 . X; A.B. 
C, D 为 定 加 上 的 四 
个 点 ,分 别 通过 4 和 
B,BAC.C AD,D 
和 4 各 作 一 圆 轮 回 
相交 (如 图 所 示 ), 则 
所 得 为 ^* 四 个 交点 
A' , B',C', DER xx 
Jt £X. 当 所 得 四 交点 
共 圆 时 ,此 图 形 共 有 六 个 圆 , 称 此 六 个 圆 为 六 连环 . 

ABB (gu lou qian) ” 即 六 连环 . 中 国 上 古称 . 

+ A El (concurrent circles) 平面 几何 术语 . 
指 多 个 圆 的 一 种 特殊 位 置 关 系 . 若干 圆 都 通过 同一 


Jy, ^ HE [i] ". 
TS PR ri E Ex. 平面 几 


图 1 图 2 


个 点 称 为 共 点 圆 . 如 图 1.00; 00; 00, 78 IR]I—AI 
ARA P MOO,,©0,,00; HH AA. 又 如 图 2， 
ix 4',B',C' 分 别 是 人 入 ABC 的 顶点 A4,B,C 在 直线 / 
上 的 射影 ,X,Y,Z 分 别 是 ! 上 任 一 点 书 在 BC,CA, 
AB 上 的 射影 , 则 @XY7Z,GOXB'C GOYC 4 OZA' 
B' 共 点 于 Q&. 

通过 与 三 角形 有 关 的 特定 三 个 垂 足 点 的 圆 . 由 
一 点 回 三 角形 每 边 所 在 直线 作 垂 线 ,通过 三 垂 足 的 
圆 称 为 该 点 对 于 三 角形 的 垂 足 圆 . 例如 图 2 中 的 
OXYZ Bl P XT /AABC WEEN. 

Æ E B] (foot of a perpendicular circle) 
点 圆 ”. 

九 点 圆 (nine-points circle)  ZRERSEAK EP [B], 
又 称 欧 拉 圆 . 一 个 著名 的 圆 . 在 一 个 三 角形 中 ,三 边 
—" 的 垂 足 和 垂 心 到 三 个 顶点 连 线 段 的 
中 点 ,这 九 个 点 在 同一 个 圆 上 ,该 圆 称 为 这 个 三 角形 
的 九 点 圆 . 例如 ,在 A4BC 中 ,三 边 的 中 点 分 别 为 


见 “ 共 
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个 顶点 连 线段 的 中 点 分 别 为 P,Q,R; 上 述 九 点 共 圆 
(如 图 ). 它 的 一 个 重要 性 质 是 :三 角形 九 点 圆 的 半径 


等 于 三 角形 外 接 圆 半径 的 一 半 . 九 点 圆 是 1820 年 和 
1821 Æ fH]. h AK Ri (Gergonne, J.-D. ) 5; & 3€ F 
(Poncelet ,J. -V. ) E 7E A R BJ. Ju jx A BS] n PE 
赛 列 给 出 的 . BR OK EEA (Feuerbach, K. W. ) Æ 1922 
年 也 发 现 了 九 点 圆 , 并 指出 九 点 圆 与 该 三 角形 的 内 
切 圆 内 切 、 三 个 旁 切 圆 外 切 ,因而 通常 也 把 九 点 圆 称 
Ty BOK ELAS IA). 欧 拉 (Euler,L. ) 早 在 1765 年 就 证 明 
了 垂 足 三 角形 和 中 位 三 角形 有 共同 的 外 接 圆 . 因此 
人 们 和 常 把 发 现 九 点 圆 的 功绩 归于 欧 拉 , 有 的 著作 中 
把 九 点 圆 称 为 欧 拉 圆 . 


费 尔 巴 哈 圆 (Feuerbach circle) 即 “ 九 点 圆 ” 
欧 拉 圆 (Euler circle) 即 “ 九 点 圆 ” 


重 圆 (weight circle) 一 种 特殊 的 圆 . 由 三 角形 


三 个 顶点 向 以 各 自 对 边 为 直径 的 圆 分 别 作 切线 , 则 
所 有 六 个 切 点 共 圆 ,此 圆 的 圆心 是 三 角形 的 重心 , 故 
称 此 图 为 三 角形 的 重 圆 (如 图 ). 

变态 圆 (abnormal circle) 一 种 特殊 的 圆 . +5 
半径 为 零 和 无 限 长 的 圆 . 将 点 和 直线 分 别 看 做 半径 
为 零 及 半径 为 无 限 长 的 圆 ,这 两 种 圆 称 为 变态 圆 . 点 
作为 变态 圆 时 又 称 为 点 圆 . 

AB (point circle) — A," AB S BI. 

P8 zE [B] 89 18 E (similia circle of two constant 
一 种 特殊 的 圆 . 指 与 两 个 定 圆 有 特定 条 件 
的 点 的 轨迹 . 大 一 点 至 不 同心 两 定 圆 的 中 心 的 距离 
之 比 等 于 两 圆 半径 之 比 , 则 该 点 的 轨迹 是 与 两 定 圆 
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circles) 


共 轴 的 一 个 圆 ,该 圆 称 为 两 定 贺 的 相似 圆 . 如 图 ， 
OO, G0 5 O0; Gi Æ M xe A , 则 任意 一 点 P 到 Oi, 
O, 的 距离 之 比 若 为 5p rj, MI 点 P 的 轨迹 是 
(O0; Gi) 5 00; Cr) KHU E, BOO. 经 过 三 圆心 
O,0,,0, 的 直线 是 它们 的 公共 轴 . 

根 轴 (radical axis) ” 亦 称 等 究 轴 .一 条 特殊 的 
直线 . 指 对 于 不 同心 两 圆 有 相等 具 的 点 的 轨迹 . BY [9] 
不 同心 两 圆 引 相等 切线 的 点 的 轨迹 ,是 垂直 于 两 圆 
连 心 线 的 一 条 直线 ,该 直线 称 为 这 两 圆 的 根 轴 . 

eh (radical axis) Bl “fia”. 

共 轴 圆 束 (coaxial pencil of circles) JR ARTE HH 
圆 系 .平面 几何 术语 . 指 具 有 某 种 共性 的 圆 的 集合 . 
即 平面 上 具有 同一 等 蝴 轴 的 所 有 圆 的 集合 .共同 的 


l l 


图 1 图 2 

Fe Ah Py A FE fh AR AY 
4 Fe ah CRR RH). un E : 
中 的 直线 7. 共 轴 圆 束 中 m 
任意 选取 ?个 圆 称 为 共 
Ah A BK BK IX mn [p HE 
A. 共 轴 圆 束 的 所 有 圆 图 3 
心 在 同一 直线 上 ,该 直 | 
线 称 为 圆 束 的 圆心 轴 , 如 图 中 的 直线 mx. 共 轴 圆 束 是 
最 常 讨论 的 圆 束 ,因此 ,也 常 把 它 简 称 圆 束 . E AR 
的 一 圆 与 等 客 轴 有 两 个 公共 点 , 则 该 圆 束 中 所 有 圆 
都 通过 这 两 个 公共 点 . 这 样 的 圆 束 称 为 椭圆 型 圆 束 
(如 图 D. 在 圆 束 中 的 一 圆 与 等 寡 轴 相 切 , 则 该 圆 束 
中 的 所 有 圆 都 彼此 相 切 于 同一 点 .这 样 的 圆 束 称 为 
抛物 型 圆 束 (如 图 20. Er [P 9 PHA SS 48 70 
公共 点 , 则 该 圆 束 中 的 所 有 圆 都 与 等 帮 轴 无 公共 点 ， 
且 各 圆 间 也 无 公共 点 . 这 样 的 圆 束 称 为 双 曲 型 圆 束 
(如 图 3). 

共 轴 圆 系 (coaxial system of circles) 
AR”. 

Aù 4B (central axis) 见 “ 共 轴 圆 束 ” 

58 A 29 [8] *& Celliptic pencil of circles) 
A ER] oR”. 


即 “ 共 轴 


Ul “4E 


aN 


抛物 型 圆 束 (parabolic pencil of circles) Jy 
"3i A BR”. 

XX d 23 [R] SR (hyperbolic pencil of circles) Jy 
“ 共 轴 圆 束 ” 

圆 束 的 极限 点 (limit point of a pencil of cir- 
cles) ”一 种 与 圆 束 有 关 的 特殊 点 . 指 双 曲 型 和 抛物 
型 圆 束 中 的 点 圆 . A 
圆 型 圆 束 中 所 有 圆 的 
公共 点 ,可 以 看 做 是 
53 AEG AY 50 i 89 [oi] 
束 中 的 点 圆 ,这 两 个 
点 称 为 双 曲 型 圆 束 的 
极限 点 . 如 图 ,点 P 
和 Q@ 是 圆心 在 直线 / 
上 的 圆 束 的 极限 点 ; 
抛物 型 贺 束 的 极限 点 
为 所 有 圆 的 公共 点 . 

根 轴 的 作 图 及 其 性 质 (construction and Prop- 
erties of radical axis) 关于 根 轴 的 一 些 基本 知识 . 
由 于 不 同心 的 两 圆 可 以 确定 一 个 圆 束 ,所 以 两 圆 的 
根 轴 也 是 由 此 两 圆 所 确定 的 圆 束 的 根 轴 . 大 两 融 相 


图 1 图 2 
交 , 则 过 两 交点 的 直线 是 它们 的 根 轴 . Er PAL IRL RUD. 
则 它们 的 公 切 线 即 为 其 根 轴 . 硅 两 圆 外 离 , 则 它们 的 
根 轴 在 两 圆 之 间 ( 距 大 圆 较 近 ) ,并 与 连 心 线 直 交 (如 
图 1) ,其 垂 足 由 公式 
2p 
确定 , 式 中 4 BEBE DAN PAIR. p 是 
PRI OO, (71) s OO GO BY AD BB. H nn. 4 ri 
PF? 时 . E Ò 2 AY rp aie ZR BD 73 ETT AY A «NS 
而 又 不 同心 , 则 根 轴 在 两 圆 的 外 部 ,与 连 心 线 直 交 于 
两 圆 距 离 较 近 的 一 侧 ,其 垂 足 由 公式 
j= pe ae 24 
= = ae Ue 
确定 , 式 中 P dE OO, GO 5 90; GjOB BL EB, H. r 
>r d' 是 垂 足 到 小 圆 圆心 0; 的 距离 (如 图 2). 根 轴 
有 如 下 性 质 : 
1. 两 圆 的 公 切 线段 (两 切 点 间 的 线段 ) 被 其 根 轴 
EE 
2. 以 两 圆 外 部 根 轴 上 任意 一 点 为 圆心 ,以 该 点 
向 两 圆 所 作 切 线 长 为 半径 的 圆 , 必 与 两 已 知 圆 百 交 ， 


心 * 它 对 三 个 已 知 圆 有 


S 


AR ty (radical center) JR ERAS EO. 一 个 特殊 
的 点 . ELA CL AI II BS) AL AE E, W= FB] rp S gj 
两 圆 的 根 轴 共 点 ,此 点 
称 为 三 个 已 知 圆 的 根 
心 ,如 图 所 示 . 根 心 有 如 
下 性 质 . 

1. 圆心 不 共 直 线 的 
三 个 圆 存 在 惟一 的 根 


TH [8] AY 75 FE. 

2. 右 圆 心 不 共 直线 的 三 个 圆 仅 交 于 一 点 O, 则 
点 O 即 为 根 心 . 

3. 符 根 心 在 三 个 已 知 圆 之 一 的 外 部 , 则 它 也 在 
另外 两 圆 的 外 部 , 且 它 是 平面 上 惟一 能 向 三 个 已 知 
圆 引 等 长 切线 的 点 . 

4. 在 三 个 已 知 圆 的 根 心 在 每 个 圆 的 外 部 , 则 它 
是 惟一 的 与 三 个 已 知 圆 直 交 的 圆 的 圆心 ,这 个 圆 的 
半径 等 于 根 心 到 已 知 圆 的 切线 长 . 

o. 看 根 心 在 三 个 已 知 圆 之 一 的 内 部 , 则 它 在 每 
个 圆 的 内 部 . 

Sf ER (radical center) — BI 38» ". 

[3] # (family of circles) JAE RAA. SÉ TRI 
几何 术语 . 指 具 有 某 种 共性 的 圆 的 集合 . 即 有 公共 根 
心 的 圆 的 全 体 . 公共 的 根 心 称 为 圆 徐 的 中 心 ,该 中 心 
对 圆 簇 中 每 一 个 圆 的 帘 都 是 相等 的 ,这 个 值 称 为 圆 
fide HJ dc. F (BA ds) FE Jc AE AY X FS TBA BR ER A EL 
[Bi] es A TBA) WAY) Fe AE HAY «I eS BR A R 
Me sor PAL BA] FE A MU xoc 1 [d Ss PR 2 3 327 783 DB FR. 

dt m [8] RH (family of circles of equal power) 
Bp "pr fe”. 

a] BE AY A ats (center of family of circles) — 
"p. 


[2] BE AY SE (power of family of circles) Jl“ [Bi] 
iB”. 
H Sg [SR (conjugate pencil of circles) 亦 称 伴 


随 圆 束 . SEP t JL fu] ZR i8. 指 具 有 某 种 共性 的 两 个 圆 
R. 即 两 个 垂直 相交 的 圆 束 . 与 已 知 圆 束 垂直 相交 的 


Ep 图 2 


圆 有 无 限 多 个 ,这 些 圆 又 组 成 一 个 新 的 圆 束 ,这 样 的 
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平 E JL A 


PA [E SR PR A FE BR. ASE AR — Js dp [D 
型 的 , 则 另 一 个 圆 束 必 是 双 曲 型 的 (如 图 D SE 
斩 圆 束 之 一 是 抛物 型 的 , 则 另 一 个 圆 束 也 是 抛物 型 
的 (如 图 25. 

伴随 圆 束 (adjoint pencil of circles) 
AR”. 
#R El (radical circle) 亦 称 基 圆 . 一 种 特殊 的 
圆 . 指 与 已 知 三 圆 都 正 交 的 圆 . 此 圆 必 以 已 知 三 圆 的 
根 心 为 圆心 ,此 圆 称 为 已 知 三 圆 的 根 圆 (参见 “ 双 曲 
nU RUE. 

# [B] (basic circle) 


Bp“ H Su 


pp “ 根 [Fal D. 


m [3] BY [E] $s Celliptic family of circles) 


Al TE FR 


— Rh. 15 ETE Th B A f [3] 789 DAL LR PES: 

1. 它 的 中 心 在 圆 簇 中 所 有 圆 的 内 部 . 

2. 以 中 心 O 为 圆心 ,以 圆 簇 容 的 绝对 值 的 正 的 
平方 根 为 半径 的 圆 与 圆 族 中 的 所 有 圆 相交 于 它 的 直 
径 的 两 个 端点 . SA. ES OO, 相交 于 点 EF, 5S 
OO: 相交 于 点 C. D, 5 OO, 相交 于 点 A.B. EF, 
CD.AB 都 是 OO 的 直径 . OO LAR TR) HA. 

3. 椭圆 型 圆 簇 中 只 包含 椭圆 型 贺 束 . 

HoH BY El FE (parabolic family of circles) — [Bl $& 
的 一 种 . SoS ARR. Hh RA ROPER: 


| 
[e^ 


1. ERY rro de LS nj PEE B 8d E» BD RS rj Br 
有 圆 都 通过 圆 复 的 中 心 . 
2. 抛物 型 圆 簇 中 只 包含 椭圆 型 圆 束 和 抛物 型 圆 
束 , 而 不 包含 双 曲 型 圆 束 ( 因 所 有 加 都 相交 于 圆 簇 中 
154 


E 


>). AH OO, 5 (20;, (00, 5 20, 所 确定 的 圆 束 
束 是 抛物 型 的 . 

XX HÆ [A] $& (hyperbolic family of circles) W] 
f: HJ — Ab. TE E dé: IED BR. LESE WR PO A 
Ly, VA BE Pt BS EAR AK Gx e AR IK P 4H 
S AAP 48 B5) ESL A [ER Be YE [3] GR DAL RE HY HR 


它 与 圆 徐 中 的 所 有 圆 都 直 交 . 图 中 QO 为 该 圆 簇 的 
基 圆 . Oo HH I LAE VAL P TE 

1. ' BS FU fe BUS nn PIE BS P SE. 

2. (eal ie F E PS [8 Br 68 E K A RC ES AS Sh E] E 
圆 徐 中 心 JE OBL IECIT PU AY ER 

3. ds [Ei] 55 FALE PA [3] 93 [RS BAIE HS. 

K FOO 5 OO, 所 确定 的 圆 束 是 椭圆 型 的 ， 
其 连 心 线 O10; 与 基 圆 O 相 离 ; 基 圆 与 圆 复 中 双 曲 
型 圆 束 的 连 心 线 相交 于 两 点 ,图 中 人 O; 与 QO, 所 
确定 的 圆 束 是 双 曲 型 的 ,其 连 心 线 0:0, 与 基 圆 O 
相交 于 A.B PLS EAS BR PD RIE D 
线 相 切 ,图 中 QO; 53 OO, 所 确定 的 圆 束 是 抛物 型 
的 ,其 连 心 线 O;O; 与 基 圆 O 相 切 于 T Ñ. 

3 5} [E] Al (circumference in equal parts) [IW 
RIES X1JÉ B E Hd In] SR. Ep LES kEKKA n TR 
Ais Ass Ass ttt LALCRZE2) FE A JE] ^ EX, n 段 相 等 
的 弧 : 


-一 -一 ATTN -一 ~ 
4142=A4243=… =An-tAn=AnAl. 


则 称 点 A,» Az. A, 把 圆周 n 等 分 ,简称 n 等 分 圆 
周 . 除 二 等 分 圆周 外 ,用 圆规 直 尺 等 分 圆周 与 内 接 正 
多 边 形 的 作 图 实质 是 相同 的 问题 . 高 斯 (Gauss,C. 
F. ) 对 等 分 圆周 曾 做 出 巨大 贡献 . 1796 年 ,年 仅 19 
岁 的 高 斯 根据 式 子 

p et d a ere ae 
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发 现 , 圆 内 接 正 十 七 边 形 可 用 圆规 直 尺 作 图 . 1801 
年 ,高 斯 又 研究 确定 用 圆规 直 尺 等 分 圆周 ,等 分 数 所 
应 满足 的 充分 必要 条 件 (参见 “用 圆规 直 尺 等 分 圆周 


问题 ”). 高 斯 临终 遗言 “在 墓碑 上 刻 正 十 七 边 形 ”, 德 
国 格 丁 根 大 学 为 他 建立 了 一 座 以 正 十 七 棱柱 为 底座 
的 纪念 像 . 

用 圆规 直 尺 等 分 圆周 问题 (problem of dividing 
the circumference with ruler and compasses) JL 
何 学 历史 中 的 一 个 著名 问题 . 能 仅 用 圆规 直 尺 把 圆 
A n 等 分 , 当 旦 仅 当 是 如 下 形式 的 整数 ; 

l.n=2"(m 为 大 于 1 的 正 整 数 ). 

2 SEA . pi . PE ETE Peo 
其 中 = 二 0,1,2,… ,二 1,2,…,p; 为 

2: 十 1 (—0,1,2,-) 

型 的 不 同 素数 ,这 是 1801 年 高 斯 (Gauss,C. 下 . ) 证 
明 的 . 因此 ,在 100 以 内 可 以 用 圆规 直 尺 等 分 圆周 的 
等 分 数 只 有 24 个 :1 型 的 五 个 为 4,8,16,32,64;2 
型 的 十 九 个 为 3,6,12,24,48,96,5,10,20,40,80， 
15,30,60,17,34,68,51,85. 在 什么 条 件 下 可 以 用 圆 
规 直 尺 等 分 圆周 问题 , 自 19 世纪 初叶 被 高 斯 解决 以 
后 , 仍 有 许多 数学 家 为 此 问题 着 迷 . 比较 有 趣 的 是 

p=2 +1 
是 素数 时 的 情形 . 24 20.1.2 Hon = 3.5.17 的 作 
图 法 已 经 解决 . 当 上 一 3,4 时 ,2 一 257,65537, 这 两 个 
数 都 是 素数 , 正 257 边 形 的 作 图 ,于 1832 HARK 
i& (Richelot , F. J. ) 所 完成 ; 赫 姆 斯 (Hermes,P. 2 9$ 
了 十 年 的 时 间 才 完成 正 65537 边 形 的 作 图 . KTR 
马 数 

p=? 十 1 
是 否 素数 的 探讨 参见 本 卷 4 初 等 数论 》 中 的 “ 费 马 
T. 

等 周 问题 (isoperimetric problem) 几何 学 的 
一 个 典型 问题 . 在 周 长 一 定 的 平面 闭 曲线 (面积 一 定 
的 闭 曲面 ) 条 件 下 ,寻求 曲线 (曲面 ? 围 成 的 图 形 的 面 
积 ( 体 积 ) 最 大 的 问题 . 例如 “在 周 长 一 定 的 平面 闭 
曲线 中 ,什么 曲线 围 成 的 图 形 面积 最 大 ?” 就 是 一 个 
典型 的 等 周 问 题 . 公元 前 180 年 左右 , 芝 诺 多 罗斯 
(Zenodorus ) 写 了 一 本 《等 周 论 》 的 书 , 其 中 有 : 

1. 周 长 相 等 的 x 边 形 中 , 正 x 边 形 的 面积 最 大 . 

2. 周 长 相 等 的 正 多 边 形 中 , 边 数 越 多 的 正 多 边 
形 的 面积 越 大 . 

3. 圆 的 面积 比 同样 周 长 的 正 多 边 形 的 面积 大 . 

4. 表面 积 相 同 的 所 有 立体 中 , 球 的 体积 最 大 . 

17 世纪 , 沃 利 斯 CWallis,J. ?用 代数 及 几何 两 种 
方法 证 明了 “ 周 长 相 等 的 矩形 中 ,正方 形 的 面积 最 
KU. 3t Uu (Fermat, P. de) 在 处 理 “ 把 线段 分 成 两 个 
部 分 ,使 以 这 两 部 分 为 邻 边 的 矩形 面积 最 大 ”问题 
时 ,已 应 用 了 微 积 分 中 求 极 值 的 初步 思想 .1697 年 5 
月 的 《教师 学 报 》 中 , 雅 各 布 第 一 ， 伯 努 利 (Bernoul- 
li,Jacob 1 ) 提 出 一 个 包含 几 种 情形 的 相当 复杂 的 


A 


等 周 问题 , 问 他 的 弟弟 挑战 . 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weier- 
strass, K. (T. W. D F 1870 年 ,用 变 分 法 解决 了 等 
周 问 题 . 此 间 , 施 泰 纳 (Steiner,J. ) 用 综合 方法 证 明 
了 “一 定 周 长 的 平面 图 形 中 ,圆周 包含 的 面积 最 大 ”， 
并 作出 各 种 各 样 的 证 明 . | 

圆周 长 (length of circumference) 平面 几何 的 
重要 概念 之 一 . 作 圆 的 内 接 正 多 边 形 和 圆 的 外 切 正 
多 边 形 , 当 边 数 无 限 倍 增 时 ,根据 阿 基 米 德 
(Archimedes) 的 “ 凸 折线 小 于 其 包围 折线 之 长 ”的 
原理 , 圆 内 接 正 多 边 形 的 周 长 是 单调 递增 且 有 上 界 
的 数列 , 圆 外 切 正 多 边 形 的 周 长 是 单调 递减 且 有 下 
界 的 数列 ,这 两 个 数列 趋 近 于 同一 极限 ,这 个 极限 定 
义 为 圆周 长 . 若 一 个 圆 的 半径 为 R, 直 径 为 4, 圆周 
长 为 C, 则 C==2xR 或 C==xa CH rp x Jy [BL JA] EO. 对 
于 用 弧度 量 的 圆 弧 ,其 弧度 为 a 的 圆 弧 长 是 aR; 对 
于 用 角度 量 的 圆 弧 RC [c £8 7. n^ B ILLUS Æ 

nnk 
180° 

AA Æ (ratio of the circumference of a circle to 
its diameter) ”数学 中 的 重要 常数 之 一 .在 欧 氏 平 
面 上 , 圆 的 周 长 和 直径 的 比 称 为 圆周 率 , 记 为 x. 数 x 
的 常用 值 取 为 3. 1416, 它 在 天 文 、 数 学、 物理 、 工 程 
等 学 科 中 都 有 着 广泛 的 应 用 . 1973 年 ,法 国 计 算 机 
专家 利用 大 型 电子 计算 机 ,将 x 的 值 算 到 小 数 点 后 
100 万 位 ,1984 年 ,日 本 计算 机 科学 家 已 把 * 算 到 小 
数 点 后 16777216 位 . 现在 能 把 7 值 计算 到 小 数 点 
后 多 少 位 ,已 成 为 衡量 计算 机 运算 速度 、 内 存 容量 及 
其 总 体能 力 的 一 项 内 容 了 . 

由 于 圆周 率 所 涉及 的 计算 面 很 广 ,在 数学 研究 
的 历史 进程 中 ,世界 各 国都 曾 有 许多 数学 家 为 此 做 
出 贡献 .对 x 的 研究 最 早 的 文献 记载 , 首 推 古 埃及 的 
不 知名 数学 家 , 约 公 元 前 1650 年 , 莱 因 德 纸 草书 中 
就 有 对 于 圆周 率 的 记载 , 译 为 今 文 是 

x= [$] ~ 3. 160, 
约 公元 前 240 F, Bal 3E 2K $& (Archimedes 利用 计算 
圆 内 接 和 外 切 正 96 边 形 周 长 的 方法 , 求 得 
10 I 
3 71 << 3 p 

约 公 元 150 4E, $E 8] 3 (Ptolemy, C. ) 用 60 进 制 记 
数 法 表示 出 


me 38) 30 一 3 十 a 


8 -一 一 
sot agr 1299. 141 6. 


E "P Bd , Os] BRE 48 PRU P Bs e A) “Jal = 4e 
一 ”之 说 , 取 7 的 经 验 值 为 3, 魏 晋 时 代数 学 家 刘 微 
运用 类 似 于 阿 基 米 德 算法 的 割 圆 术 , 先 算 到 圆 内 接 
192 边 形 面 积 , 求 得 

169 


64 —2 da —2 
3. 14+ G55 X 107^ 03. a X 1077, 
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从 而 得 到 准确 至 小 数 点 后 两 位 的 n= 3. 14 的 值 , 他 
尚 不 满意 这 一 结果 ,又 提出 :“ 割 之 弥 细 , 所 失 弥 少 ， 
割 之 又 害 , 以 至 于 不 可 制 , 则 与 圆 合 体 而 无 所 失 侨 .” 
刘 微 用 他 创造 的 圆 帘 法 进而 推 得 更 精确 的 比率 : 

AR: ASAE: AA FE=3 927 : 5 000: 2 500 
及 

圆周 : 直径 ==3 927 : 1 250, 

从 而 得 到 


3927 
n 一 rg 3.1416. 


后 人 把 x= 3927/1250 RARE. 这 时 他 比较 满意 
Mie: "EE ESSE ET RE!” LB f 05 TRU IR LER 
而 不 舍 , 又 用 制 圆 术 继 续 算 至 圆 内 接 3072 边 形 ,得 
t= S yo. = 768 X lans X R)223. 141593. 1416. 
AH a 为 内 接 3072 边 形 的 边 长 ,R ABLE. 后 来 ， 
中 国 南 北朝 (公元 420 一 589) 时 代 的 杰出 科学 家 祖 
冲 之 继承 了 刘 徽 的 数学 思想 , 求 得 
3.1415926<x<=3. 1415927, 
355 


é4 9 Z éé cx » 
Ap HERA) E 和 “ 密 率 ”让 3， 


祖冲之 用 恒 亏 二 限 来 限定 一 个 尚未 完全 知道 的 数值 
16 Fl d — FP OIL. AS — BR AY SSA 3. 14159265 
已 精确 到 小 数 点 后 第 8 位 ,是 当时 世界 上 的 最 佳 结 
果 . 因此 ,三 上 义 夫 提出 把 355/113 命名 为 祖 率 ,以 
纪念 祖冲之 的 贡献 . 圆周 率 计算 的 重大 突破 , 後 始 于 
SK n 的 解析 表达 式 . 1579 年 , 韦 达 (Viete,F. ) 从 
圆 内 接 正 多 边 形 与 圆周 率 的 关系 的 分 析 中 得 出 如 下 


关系 式 
P EN RE Y 
x N2 2 OND 
l 1 l l 1 
有 i 


虽然 此 公式 在 计算 上 要 多 次 开平 方 而 不 方便 ,但 他 
开创 了 一 条 用 解析 式 计 算 圆 周 率 x 值 的 道路 . 1671 
年 ,格雷 果 里 (Gregory,J. 228 1H PARAS x (EB JG 
穷 级 数 


本 
4 ug Go ae 
他 首创 了 用 无 穷 级 数 计算 + 值 的 新 方法 ,人 们 将 此 
级 数 命 名 为 格雷 果 里 级 数 .1676 年 ,牛顿 (Newton， 
I. ) 也 给 出 了 类 似 的 级 数 
a hi ss oye 
CUN ER 


2212.4*«5 2 
1 
gn ttt 


1706 年 , 梅 钦 (Machin J. ) 提 出 了 计算 区 值 的 梅 钦 
156 


AX 
一 一 4arctan e tan E 
4 $ Zod 
从 而 使 计算 x 值 的 精确 度 迅速 提高 ,他 用 此 公式 将 
x 值 的 计算 首次 突破 100 位 大 关 . 近 代 计 算 n 的 近 
似 值 利用 震级 数 的 展开 式 
l 


arctan r =z 一 at Lee 


qU 
n 


quern pese hasta 


1761 ^E, BH {Á (Lambert, J. H. ) 利 用 连 分 数 展 开 式 
第 一 次 证 明了 x 是 无 理 数 ;1882 年 , 林 德 曼 (Linde- 
mann, (C. L. )F. von) fl] HX AK e" — —1, 388 — IK 
证 明了 ox 是 超越 数 . 对 于 圆周 率 的 符号 ,最早 有 人 采 
用 方 框 | | 或 希 伯 来 文字 母 II GE PE men) 来 表示 圆周 
率 , 意 即 化 圆 为 方 ;1600 年 , 奥 特 雷 德 (Oughtred， 
W. ) 首 先 使 用 x/6 表示 圆周 率 , 他 的 依据 为 x 是 硕 
腊 文 圆周 一 词 的 第 一 个 字母 , 奥 特 雷 德 用 它 来 表示 
圆周 长 ,而 6 是 希腊 文 直径 的 第 一 个 字母 , 奥 特 雷 德 
用 它 来 表示 直径 ,所 以 ,x/6 理应 表示 圆周 率 , 但 人 
们 在 推 求 圆周 率 的 过 程 中 ,常设 =1, 于 是 x/6 就 
可 简 记 为 x 了 .1706 Æ, RH Jones, W.) E ARH 
x 表示 圆周 率 ,1736 F, Akt Euler, L. ) 的 提倡 和 
推广 使 用 , 才 得 普遍 应 用 至 今 . 

微 率 (Hui rate) 见 “ 圆 周 率 ”. 

祖 率 (Zu rate) 见 “ 圆 周 率 ” 

约 率 (about rate) 中 国 古 称 . 见 “ 圆 周 率 ” 

密 率 (close rate) 中国 古称 . DLA AR” CE 
本 卷 《初等 数论 ) 中 有 其 他 含意 的 同名 条 ). 

割 圆 术 (cyclotomy) P HAARE. 指 一 种 近 
似 计算 圆 面积 的 方法 . 对 于 一 个 已 知 圆 ,用 它 的 一 系 
列 内 接 正 多 边 形 面积 或 者 外 切 正 多 边 形 面积 来 通 近 
圆 面 积 , 如 果 再 建立 一 个 绝对 误差 界限 的 公式 ,就 可 
以 通过 适当 边 数 的 正 多 边 形 面积 来 近似 圆 面积 . 这 
种 计算 圆 面积 的 方法 称 为 割 圆 术 . 刘 徽 曾 于 魏 景 元 
四 年 (公元 263 FEILER A ), HEH ARR A [s] 
内 接 正 六 边 形 面 积 开 始 , 顺 次 计算 正 十 二 边 形 ,正二 
十 四 边 形 ……' 直至 正 一 百 九 十 二 边 形 面 积 . IBS 
用 不 等 式 

SaL Da reu) 
来 计算 圆 的 面积 . 其 中 5 为 圆 面积 ,9, 表示 圆 内 接 
IE 边 形 的 面积 . SaS, PRU 2E E05 n 很 大 时 , 差 
ÍRD, A if S$> 很 接近 于 S. 刘 徽 的 “ 割 之 弥 细 ,所 
失 弥 少 , 制 之 又 割 ,以 至 于 不 可 割 , 则 与 圆 合体 而 无 
Pr RSS” 与 近代 极限 方法 十 分 相近 . 

3% Fe (difference power) 见 “ 割 圆 本 ?” 

调和 四 边 形 (Charmonic quadrilateral) 一 种 特 
殊 的 圆 内 接 四 边 形 . 指 两 组 对 边 的 乘积 相等 的 圆 内 


接 四 边 形 . 
几何 变换 与 轨迹 


Xİ A (correspondence) 亦 称 映射 或 映照 .数学 
最 基本 、 最 重要 的 概念 之 一 . 指 两 个 集合 元 素 之 则 的 
一 种 关系 . 设 M 与 M 是 两 个 集合 ,各 有 一 法 则 2, 通 
过 它 , 对 于 M 中 的 任 一 元 素 mm, 能 确定 M 中 的 惟一 
的 元 素 mm 与 之 对 应 . 则 称 8 为 从 M 到 AM 的 一 个 对 
应 . 这 一 关系 常 记 为 9: m—m' RA m — gn) ,m' 
称 为 m 在 9 下 的 象 ,m 称 为 m' 在 pg 下 的 一 个 原 象 
(参见 本 卷 《高 等 几何 ) 同 名 条 ). 

一 一 对 应 (one-to-one correspondence) 一 种 
常见 的 对 应 . 指 二 集合 元 素 之 间 有 一 对 一 关系 的 对 
应 . 设 2 是 集合 M 到 M 的 对 应 ,如 果 在 对 应 F.M 
的 任 二 不 同 元 素 my E] n» 所 对 应 的 M' WICK m', 
5m, 也 不 同 ,而 且 M 的 每 个 元 素 在 2 下 都 在 M 中 
有 它 的 原 象 , 则 2? 是 从 MM 到 MM 的 一 个 一 一 对 应 . 若 
2 是 从 M 到 MM' 的 一 个 一 一 对 应 , 则 可 确定 一 个 从 
M' 到 M 的 一 一 对 应 , 它 把 M' 中 的 每 个 元 素 映 射 成 
它 在 894 下 的 原 象 上 去 . 这 个 一 一 对 应 称 为 2 的 逆 对 
应 . 并 记 为 和 '( 参 见 本 卷 4 高 等 几何 ) 同 名 条 ). 

T fh (transformation) 数学 最 基本 、 最 重要 的 
概念 之 一 . 同一 个 集合 元 素 之 间 的 一 个 一 一 对 应 , 称 
为 这 个 集合 的 一 个 变换 . A 2 是 从 集合 M BEAR 
的 一 个 一 一 映射 , 则 o f E M 的 一 个 变换 (参见 本 
卷 《 高 等 几何 ) 同 名 条 ). 

点 变换 (point transformation) 一 种 特殊 的 变 
换 . 指点 集合 的 变换 . 设 集合 W 的 元 素 都 是 点 ,2 是 
M 的 一 个 变换 , 则 2 称 为 集合 M 的 一 个 点 变换 . F 
面 几何 中 所 研究 的 点 变换 ,一 般 都 是 平面 x( 一 个 点 
集合 ) 到 它 自身 的 点 变换 . 

不 动 点 (fixed point) ” 亦 称 二 重点 . 点 变换 中 
的 特殊 点 . 指点 变换 中 以 自身 作 象 的 点 .这 种 点 称 为 
该 变换 中 的 不 动 点 .一 般 点 变换 未 必 有 不 动 点 (参见 
本 卷 ( 高 等 几何 ) 同 名 条 ). 

4. 变换 (identical transformation) 亦 称 恒 等 
变换 , 恒 同 变换 或 不 动 变换 . 一 种 特殊 的 变换 . 设 M 
是 一 个 点 集合 ,使 得 M 的 每 个 点 都 以 它 目 身 为 象 ， 
则 这 一 对 应 法 则 显然 是 一 一 映射 , 称 为 么 变换 , 通 稼 
记 为 e( 参 见 本 卷 《 高 等 几何 ) 同 名 条 ). 

变换 的 乘积 (product of transformations) ik 
续 依 次 施行 各 变换 的 结果 . 即 相 对 于 一 个 点 集合 的 
两 个 或 多 个 点 变换 的 一 个 点 变换 . 设 岂 与 多 是 点 集 
t M 的 两 个 点 变换 ,对 于 M 中 任 一 点 X, 在 变换 o 
下 ,其 像 是 X; 点 X 在 变换 包 下 ,其 像 是 X .这 种 从 
A X uid X 的 法 则 pgp 是 点 集合 M 的 一 一 映射 ， 
也 是 从 M 到 它 自身 的 一 个 点 变换 . 称 为 变换 9 与 


几何 变换 与 轨迹 


pg 的 乘积 , 记 为 c= EG. 这 里 ,第 一 次 变换 须 写 在 第 
二 次 变换 右边 ,因为 
$49 G2 = G(r) ]. 

两 个 变换 的 乘积 与 它们 
相 乘 的 顺序 有 关 . 一 般 地 n o 
FCG, RRNA Di v, 
足 交 换 律 . 但 变换 的 乘积 却 满 “| 7 
足 结合 律 , 即 

PPD) = (BOI, 
(参见 本 卷 ( 高 等 几何 》 同 名 条 )， 

iji XP fh (inverse transformation) 亦 称 反 恋 
换 . 它 是 相对 于 任 一 变换 ,都 有 一 个 与 之 特殊 相关 的 
变换 . 设 2 是 点 集合 M 的 一 个 点 变换 ,根据 CBE 
合 M 到 它 自 身 的 一 一 映射 ,M 的 每 个 点 和 在 2 下 
只 有 一 个 象 ,也 只 有 一 个 原 象 . 因此 可 从 变换 2 得 出 
一 个 与 它 相 关 的 变换 . CTEM 的 任 一 点 映射 到 该 点 
在 变换 2 下 的 原 象 上 去 ,这 个 新 的 映射 也 是 一 一 映 
射 , 也 是 一 个 M 到 它 自 身 的 点 变换 , 称 为 变换 on) 
逆 变 换 , 通 常 记 为 y 1. 

关于 勾 变 换 与 道 变换 有 两 个 重要 的 等 式 : 设 Y 
是 集合 M 的 任 一 个 点 变换 , 则 有 ep geo. F J ' 
是 2 的 逆 变 换 , 则 oduib o 的 逆 变 换 ,p 和 入 :满足 
9$ e—9g 'e( 参 见 本 卷 《 高 等 几何 ) 同 名 条 ). 
Hp "uk E 


— s 


$5 ($591) 


反 变 换 (inverse transformation ) 
f. 

合同 变换 (congruent transformation) 
《高 等 几何 ) 同 名 条 . 

平移 变换 (translation transformation) J) A 
卷 《 高 等 几何 》 同 名 条 . 

点 反射 变换 (reflection transformation of in a 
point) 亦 称 点 对 称 变 换 或 中 心 对 称 变换 . 一 种 合 
同 变换 . 硅 平 面 到 其 自身 的 一 一 变换 ,使 任意 对 应 点 
的 连结 线段 都 通过 某 定 点 且 被 该 点 平分 , 则 这 个 一 
一 变换 称 为 点 反射 变换 ,简称 点 反射 ,定点 称 为 反射 
中 心 或 对 称 中 心 , 对 应 点 称 为 关于 反射 中 心 ( 对 称 中 
心 ) 的 对 称 点 ,点 反射 下 的 两 个 对 应 图 形 称 为 天 于 反 
射 中 心 ( 对 称 中 心 ) 的 对 称 图 形 ,简称 中 心 对 称 图 形 . 
点 反射 有 如 下 主要 性 质 : g 

1. 一 一 变换 是 点 反 Pog] 
射 的 充分 必要 条 件 是 ,在 | cw, 
/下 对 应 线段 平行 . 反 向 7 00 xy 
且 相 等 . / P 

2. 具有 不 同 中 心 的 两 d 
个 点 反射 的 乘积 是 平移 变 
换 . 如 图 ,点 A.B 关于 Oi 的 对 称 点 分 别 是 A',B'， 
而 点 4',B' 关 于 O: 的 对 称 点 分 别 是 4 BBR, 
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见 本 卷 


Yo gd 几 A 


线段 AB 与 4 平行 、 同 向 且 相 等 ,因而 ,这 两 个 点 
反射 的 乘积 是 平移 变换 . 

3. 点 反射 的 逆 变换 仍 是 点 反射 . 

4. 反射 中 心 是 惟一 的 一 个 二 重点 ,通过 反射 中 
心 的 任意 一 条 直线 都 是 二 重 直 线 . 

5. 平 移 变 换 与 点 反射 的 乘积 是 关于 另 一 个 点 为 
中 心 的 点 反射 . 

6. 将 中 心 对 称 图 形 中 的 任意 一 个 图 形 绕 对 称 中 
心 旋转 180" 必 与 其 对 应 图 形 重合 ,因而 ,旋转 角 等 
于 十 180" 的 旋转 是 关于 旋转 中 心 的 一 个 点 反射 ， 

点 对 称 变换 (transformation of point symme- 
try)” 即 “点 反射 变换 ”. 

中 心 对 称 变 换 (transformation of central sym- 
metry) BARIEM”. 
点 反射 (point reflection) 点 反射 变换 的 简称 . 
反射 中 心 (reflection center) JL“ ke Ft AE 
H”. | 

反射 中 心 的 对 称 点 (symmetric points of reflec- 
tion center) 见 “ 点 反射 变换 ”. 

直线 反射 变换 (reflection transformation of in 
a line) 亦 称 轴 对 称 或 轴 反 射 变 换 , 见 本 卷 4 高 等 几 
何 》 中 的 “ 轴 反 射 变换 ”. 


旋转 变换 (rotation transformation) WAS 
《高 等 几何 ) 同 名 条 . 
反 演 变换 (inversion transformation) 一 种 重 


要 的 几何 变换 . 设 O 是 平面 (空间 中 ) 上 的 一 个 定 
点 ,4,4' 是 该 平面 上 满足 下 列 条 件 的 点 : 

1. 三 点 O, A, A' EA. 

2.0A * OA! =k£0,k 为 实 常数 . 

对 平面 上 (空间 中 ) 任 何 已 知 点 4, 可 按 上 述 条 
件 得 到 4 的 对 应 关系 称 为 反 演 变换 ,简称 反 演 . XE 
点 O 称 为 反 演 中心 或 反 演 极 , 常 数 & 称 为 反 演 寡 ， 
并 称 4 与 4' 互 为 反 演 点 .在 反 演 变换 下 , 当 4 异 于 
KH Ò O 时 ,一 定 有 惟一 的 反 演 点 AP. 根据 反 演 
变换 定义 , 反 演 中 心 0 无 反 演 点 , 故 反 演变 换 中 平 
面 上 空间 中 点 与 点 的 对 应 不 是 一 对 一 的 . 但 平面 上 
空间 中 去 掉 反 演 中 心 后 , 反 演 变换 是 一 一 对 应 的 . 另 
一 解决 方案 是 不 从 平面 (或 空间 ) 去 掉 反 演 中 心 , 设 
想 平面 (空间 ) 增 加 一 个 理想 点 作为 每 次 反 演 的 反 演 
中 心 所 对 应 的 象 . 这 种 平面 (空间 ) 称 为 反 演 平面 ( 空 
间 ). 这 样 , 反 演变 换 也 是 一 对 一 的 . 而 且 可 以 考虑 反 
演变 换 的 乘积 ,形成 反 演 变换 群 . 简称 反 演 群 . 反 演 
变换 与 初等 几何 中 其 他 的 变换 不 能 合 在 一 起 进行 变 
换 的 乘法 . 因为 平面 (空间 ) 已 经 不 一 致 了 . AER 
变换 中 ,将 图 形 下 变换 成 图 形 F'QWIERE FEY 
反 象 或 反 形 . 根据 反 演 变换 的 定义 , 互 为 反 演 点 的 两 
的 点 ( 反 演 中 心 除外 ) 的 反 演 点 仍 在 这 条 直线 上 ,这 
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样 的 直线 称 为 反 演 变换 的 二 重 直线 . 反 演 变换 是 德 
国 著 名 数学 家 施 泰 纳 (Steiner,J. ) 于 1830 年 发 现 
的 ; 默 比 乌 斯 (M6bius,A.F. ) 对 反 演 变换 作 过 详尽 
的 研究 . 

反 演 (inversion) 反 演 变换 的 人 简称. 

反 演 中 心 (inversion center) Wl“ c T8 eR”. 

反 演 极 (inversion center)  H[ cg up”. 

反 演 宕 (inversion power) 见 “ 反 演变 换 ” 

反 演 点 (inversion point) 见 “ 反 演变 换 ”. 

反 象 (inversion image) WRATH”. 

反 形 (inverse image) BRZ”. 

反 演 变换 的 二 重 直 线 (double line of inversion 
transformation)” 见 “ 反 演 变换 ”. 

反 演 平面 (inversion plan) 

反 演 空间 (inversion space) 见 “ 反 演变 换 ” 

反 演 群 (inversion group) 见 “ 反 演变 换 ” 

双 曲 型 反 演 变换 (hyperbolic inversion trans- 
formation) 反 演 变换 的 一 种 . 48 Sc ROOM 
演变 换 . 这 时 RA k=r (> 0). r 称 为 反 演 半 
径 .以 反 演 中 心 O 为 圆 ( 球 ) 心 ,以 反 演 半径 > 为 半 
径 作 圆 ( 球 ) ,根据 反 演 变换 的 定义 ,此 圆 ( 球 ) 上 的 点 
的 反 演 点 是 它 自身 ,这 样 的 点 称 为 反 演 变换 的 二 重 
点 ,并 将 此 圆 ( 球 ) 称 为 反 演 基 圆 ( 球 ). 由 于 这 个 圆 的 
存在 ,因而 通常 称 双 曲 型 反 演 变换 为 关于 反 演 基 圆 
( 球 ) 的 反 演 变换 . 只 要 给 定 反 演 中 心 O FI FE k 
盖 0, 这 个 双 曲 反 演 变换 就 是 确定 的 . 因而 对 于 平面 
上 (空间 中 ) 的 非 反 演 中 心 的 任意 一 点 4, 都 可 利用 


见 “ 反 演变 换 ”. 


ACA’) 
图 1 
几何 作 图 求 出 其 反 演 点 4 .首先 以 O 为 圆心 ,以 > 
一 V& 为 半径 作 反 演 基 圆 . 求 反 演 点 的 方法 : 


1. 若 4 点 在 OO(Gr) 上 , 则 点 4 与 点 4 重合 (如 
图 1). | 

2. 若 AREOOG SMA &aA&mnOooGOofg— 
条 切线 , 切 点 为 P, 从 PP 点 引 O4 的 垂 线 , 垂 足 即 为 
A’ (an 2). 

3. 若 B 点 在 OK) 内 , 则 与 2 的 作 图 相反 , 即 
过 B 点 作 0B 的 垂 线 交 @O(Cr) 于 点 书 , 过 已 点 作 
GO(C) 的 切线 交 OB 的 延长 线 于 B' 点 ,B' 即 为 B 的 
反 演 点 (如 图 2). 

反 演 半径 (Cradius of inversion) 
演变 换 ”. 

EL d [Bl (basic circle of inversion) 
型 反 演变 换 ”. 


见 “ 双 曲 型 反 


见 “ 双 曲 


反 演 变换 的 二 重点 (double point of inversion 
transformation) 见 “ 双 曲 型 反 演 变换 ” 

椭圆 型 反 演 变换 (elliptic inversion transforma- 
tion) 反 演 变换 的 一 种 . d BCTRCRE R0 的 反 演 变 
换 . 根据 反 演 变换 的 定义 及 任何 一 个 实数 的 平方 不 
会 是 一 个 负数 ,椭圆 型 反 演 变换 
不 存在 二 重点 . 当 共 线 三 点 4， B 
O,4 确 定 一 个 椭圆 型 反 演 变换 
时 ,对 任 一 点 B, 均 可 用 几何 作 图 
求 出 其 反 演 点 B. KAABA 
共 线 时 ,过 该 三 点 作 圆 ,此 圆 与 直线 OB 的 第 二 交点 
B' 即 为 B 的 反 演 点 (如 图 ); 当 A.A’, BEART, a 
按 比例 第 四 项 作 图 , 求 出 OB 的 长 以 确定 DB A. 

直线 与 圆 的 反 演 (inversion a line and a circle) 
一 种 常见 的 反 演 变换 . 关于 直线 与 圆 的 反 演 有 如 下 
结论 : 

1. 不 通过 反 演 中 心 的 任 一 直线 , 它 的 反 象 是 通 
过 反 演 中 心 的 一 圆 ,反之 亦 然 . 

2. 不 通过 反 演 中 心 的 两 条 平行 线 , 它 们 的 反 象 
是 在 反 演 中 心 相 切 的 两 圆 . 

3. 不 通过 反 演 中 心 的 任 一 圆 其 反 象 仍 是 一 不 通 
过 反 演 中 心 的 图. 

4. 以 反 演 中 心 为 圆心 的 任 一 圆 , 它 的 反 象 是 一 
个 同心 圆 . 

5. 相 切 两 圆 的 反 象 仍 相 切 ,但 当 切 点 为 反 演 中 
心 时 ,所 得 反 象 是 二 平行 线 . 

6. 正 交 两 圆 的 反 象 仍 正 交 . 

7. 在 双 曲 型 反 演 变换 中 , 凡 通 过 任 一 对 反 演 点 
的 圆 都 和 反 演 基 圆 正 交 、. 

8. 在 双 曲 型 反 演 变换 中 , 凡 和 反 演 基 圆 正 交 的 
Al, RAIA E. 

反 演 变换 的 保 角 性 (conformality of inversion 
反 演 变换 的 重要 性 质 . 如 图 ， 


A A 
B' 


transformation ) 


在 反 演 变换 下 ,两 条 曲线 u,v 在 某 交 点 4 的 交角 ， 
等 于 ww,v 反 象 w ,v' 在 A 点 的 反 演 点 4 的 交角 , 反 
演变 换 的 这 个 重要 的 不 变性 , 称 为 反 演 变换 的 保 角 
性 . 反 演 变换 的 保 角 性 不 仅 对 几何 学 本 身 十 分 重要 ， 
而 且 在 其 他 学 科 以 至 许多 科学 技术 中 具有 重要 的 理 
论 和 实际 价值 . 

变态 的 反 演 (abnormal inversion) 反 演 变换 
的 一 种 极限 状态 . 当 双 曲 型 反 演 变换 的 基 圆 半径 无 


几何 变换 与 轨迹 


限 增 大 ,并 在 极限 情况 下 变态 
成 直线 时 ,相应 地 , 反 演 变换 变 

态 成 关于 这 条 直线 的 反射 . 因 
此 ,可 将 反射 看 成 反 演 的 极限 

状态 , 称 此 为 变态 的 反 演变 换 . 

变态 的 反 演变 换 没有 反 演 中 心 ,也 没有 反 演 短 . 如 
图 , 设 M 与 M'X TOO 互 为 反 演 点 ,OO 的 半径 为 
r,P X MM O0 的 交点 .由 

r? = OM -OM = (OP — PM»: (OP + PM") 
可 推出 


PM ee 
dd 
: 
MOM 5 PAN. A 
— oo Y 
于 是 
lim PM’ =— PM. 


因此 ,反射 是 双 曲 反 演 变换 的 极限 状态 . 

点 的 轨迹 (locus of points) 简称 轨迹 .几何 学 
的 重要 概念 之 一 . 指 符 合 某 条 件 的 点 的 集合 . 一 动 点 
按照 某 条 件 运 动 所 形成 的 图 形 , 称 为 点 的 轨迹 . 点 的 
轨迹 具有 两 方面 的 基本 属性 : 

1. 图 形 上 的 每 一 点 都 符合 某 条 件 ( 称 其 为 轨迹 
的 纯粹 性 ). 

2. 符合 某 条 件 的 每 一 点 都 在 图 形 上 ( 称 其 为 轨 
迹 的 完备 性 ). 

例如 ,和 已 知 线段 两 个 端点 的 距离 相等 的 点 的 
轨迹 ,是 这 条 线段 的 垂直 平分 线 . 其 中 包括 两 层 意 
思 : 线 段 的 垂直 平分 线 上 的 每 一 点 都 和 线段 两 端的 
距离 相等 (纯粹 性 ); 和 线段 两 端 距离 相等 的 点 都 在 
这 条 线段 的 垂直 平分 线 上 (完备 性 ). 古 硕 腊 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 的 阿尔 希 塔 斯 (Archytas, TDA 7E 5S| A 
曲线 是 点 的 轨迹 ,曲面 是 曲线 移动 的 产物 的 观点 ,从 
而 把 静态 的 曲线 与 动态 的 轨迹 联系 起 来 了 . 阿 基 米 
德 (Archimedes) 就 是 用 点 运动 的 观点 定义 螺 线 的 ， 
但 直到 17 世纪 , 稍 卡 儿 (Descartes,R. ) 创 立 了 解析 
几何 学 ,点 的 轨迹 才 真 正 与 曲线 结合 起 来 ,并 用 代数 
方程 描绘 . 

轨迹 (locus) ”点 的 轨迹 的 简称 . 

轨迹 的 完备 性 (completeness of locus) 
的 轨迹 ”. 

轨迹 的 纯粹 性 (purity of locus) 


JU x 


DL" BY 9 
轨迹 命题 (proposition of locus) 几何 学 研究 
的 重要 课题 之 一 . 叙述 有 关 轨 迹 内 容 的 几何 命题 , 称 
为 轨迹 命题 . 轨迹 命题 有 三 种 类 型 
1. 在 轨迹 命题 的 结论 中 指明 了 轨迹 的 形状 、 位 
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置 和 大 小 . 

2. 在 轨迹 命题 的 结论 中 指明 了 轨迹 的 形状 ,但 
未 指出 其 位 置 和 大 小 . 

3. 在 轨迹 命题 的 结论 中 未 指明 轨迹 的 形状 、 位 
置 和 大 小 . 

第 一 .二 两 种 类 型 的 轨迹 命题 具有 定理 的 形式 ， 
所 以 称 为 轨迹 定理 ;第 三 种 类 型 的 轨迹 命题 属于 问 
题 的 形式 ,所 以 称 为 轨迹 问题 .例如 “和 已 知 线段 两 
个 端点 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 ,是 这 条 线段 的 垂直 
平分 线 " 是 第 一 种 类 型 的 轨迹 命题 ;“ 和 已 知 线段 两 
癌 点 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 一 条 直线 ”是 第 二 种 类 
型 的 轨迹 命题 ;“ 求 和 已 知 线段 两 个 端点 的 距离 相等 
的 点 的 轨迹 "是 第 三 种 类 型 的 轨迹 命题 . 对 于 第 一 种 
类 型 轨迹 命题 ,只 需 对 命题 加 以 证 明 ; 对 于 第 二 种 类 
型 轨迹 命题 , 需 在 明确 轨迹 位 置 和 大 小 之 后 ,对 命题 
加 以 证 明 . 对 于 第 三 种 类 型 轨迹 命题 ,要 首先 探求 轨 
迹 的 形状 ,位 置 和 大 小 ,然后 给 以 证 明 . 对 于 后 两 种 
类 型 的 一 些 轨迹 命题 ,有 了 时 还 要 给 以 必要 的 讨论 ,以 
推 究 轨 迹 可 能 发 生 的 变化 . 

轨迹 定理 (theorem of locus)” 见 “轨迹 命题 ”. 

轨迹 问题 (problem of locus) UJ," RA. 

轨迹 命题 的 证 明 (proof of proposition of locus) 
一 种 特殊 的 证 明 方 法 . 为 了 确认 轨迹 命题 的 真实 性 ， 
证 明 轨 迹 命题 “合乎 某 条 件 的 点 的 轨迹 是 图 形 F”, 
包括 两 方面 的 证 明 : 

1. 完备 性 . 任 取 符合 某 条 件 的 一 点 了, 证 明了 
EA F E. 

2. 纯粹 性 .在 图 形 F 上 任 取 一 点 P ,证 明 P' 符 
合 某 条 件 . 

也 可 证 明 1 和 2 的 等 价 命题 : 

l'. 不 在 图 形 生 上 的 点 Q 不 符合 条 件 . 

2 .不 符合 条 件 的 点 Q' 不 在 图 形 F 上. 

综 上 所 述 ,证 明 完 备 性 时 ,可 证 1 或 1 .证 明 纯 
粹 性 时 ,可 证 2 或 2. 因 此 ,对 一 个 轨迹 命题 的 证 明 
有 四 种 证 法 :证 1 和 2 证 1 和 2 ,证 1 和 2, 证 1 和 
2 . 究竟 选用 哪 种 证 法 要 根据 实际 情况 ,以 便于 思考 
和 证 明 简 捷 为 选用 标准 . 真实 性 得 到 证 明 的 轨迹 命 
题 , 称 为 轨迹 定理 . 

合成 轨迹 (compound locus) 轨迹 的 一 种 类 
型 . 各 轨迹 是 由 两 个 或 两 个 以 上 的 图 形 组 成 , 则 称 为 
合成 轨迹 . 吞 轨迹 由 一 个 图 形 构 成 , 则 称 为 单一 轨 
迹 .例如 ,“ 与 相交 两 定 直 线 等 距 的 点 的 轨迹 ,是 两 条 
互相 垂直 的 直线 ,它们 平分 两 定 直线 的 各 交角 ?就 是 
合成 轨迹 .“ 和 两 定点 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 连结 
定点 线段 的 垂直 平分 线 ? 是 单一 轨迹 . 

单一 轨迹 (simple locus)” 见 “合成 轨迹 ”. 

AR ai (elementary locus) — 3E 4$ JH I] HL 
迹 . 求 各 种 轨迹 时 ,经 常 把 它 归 结 为 求 一 些 简单 的 已 
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知 轨 迹 ,它们 就 称 为 基本 轨迹 . 通常 使 用 的 基本 轨迹 
有 以 下 六 种 : 

1. 到 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 是 以 定点 
为 圆心 , 定 长 为 半径 的 圆 . 

2. 和 已 知 线段 两 个 端点 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 
是 这 条 线段 的 垂直 平分 线 . 

3. 与 两 条 相交 直线 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 平分 
这 两 条 直线 交角 的 两 条 互相 垂直 的 直线 . 

4. 到 一 条 已 知 直线 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 ， 
是 在 已 知 直线 两 劳 平行 于 这 条 直线 ,并 旦 到 这 条 直 
线 的 距离 等 于 定 长 的 两 条 直线 . 

5. 与 两 条 平行 直线 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 这 
两 条 平行 线 的 公 重 线段 的 垂直 平分 线 . 

6. 和 已 知 线段 两 个 端点 连 线 的 夹 角 等 于 已 知 角 
的 点 的 轨迹 ,是 以 已 知 线段 为 强 , 所 仿 圆 周 角 等 于 已 
知 角 的 两 段 弧 (端点 除外 ). 特别 地 , 当 和 已 知 线段 两 
并 点 连 线 的 夹 角 等 于 直角 时 ,轨迹 便 是 以 已 知 线段 
为 直径 的 圆 , 即 两 个 半圆 周 合 为 一 个 圆周 (两 个 端点 
除外 ). 

轨迹 的 临界 点 Ccritical point of locus) 
殊 点 . 轨迹 的 极限 点 中 处 于 M 
极端 位 置 的 点 , 称 为 轨迹 的 D C 
临界 点 . 例如 ,以 QO 的 直径 
AB 为 底 的 圆 内 接 梯 形 4 
ABCD, 其 对 角 线 AC, BD 
的 交点 了 的 轨迹 是 与 AB Æ 
直 的 直径 MN ,轨迹 MN 并 
不 包括 OM, N 三 个 点 ,这 三 个 点 都 是 极限 点 (如 
图 ), 而 点 M,N 处 于 极端 位 置 ,所 以 是 轨迹 的 临界 
点 (参见 “轨迹 的 极限 点 ”). 

轨迹 的 极限 点 limit point of locus) 一 种 特 
殊 点 . 如 果 在 某 点 的 任何 近 旁 都 含有 符合 轨迹 条 件 
的 点 ,惟独 这 点 本 身 不 符合 轨迹 条 件 , 这 样 的 点 称 为 
轨迹 的 极限 点 .例如 ,和 已 知 线段 两 个 端点 连 线 的 来 
角 等 于 已 知 角 的 点 的 轨迹 ,是 以 已 知 线段 为 弦 , 所 含 
圆周 角 等 于 已 知 角 的 两 段 弧 (端点 除外 ) ,这 两 段 弧 
的 端点 就 是 轨迹 的 极限 点 .一 般 地 说 ,极限 点 不 属于 
轨迹 上 的 点 ,但 有 时 对 于 处 在 特殊 地 位 的 极限 点 ,也 
规定 其 为 轨迹 上 的 点 ,以 保持 图 形 的 连续 性 . 

轨迹 的 终止 点 (terminal point of locus) 一 种 
特殊 点 .符合 指定 条 件 
的 轨迹 的 端点 称 为 轨迹 
的 终止 点 .例如 ,已 知 两 
个 不 等 圆 ,其 小 圆 半 径 
是 大 圆 半 径 的 一 半 , 大 
圆 固 定 , 而 小 圆 在 大 圆 
内 内 切 而 滚动 ; 硅 在 小 加 上 指定 一 点 P( 如 图 ), 则 了 P 


一 种 特 


N 


点 随 小 圆 滚动 的 轨迹 是 如 图 中 大 圆 的 直径 4B, 其 
中 A.B 两 点 是 符合 条 件 的 轨迹 的 端点 , 即 是 轨迹 的 


终止 点 . 
轨迹 的 孤立 点 (isolated point of locus) 一 种 
特殊 点 . 如 果 轨 迹 中 的 点 的 某 个 近 旁 , 除 这 个 点 之 
外 ,没有 轨迹 上 的 点 ,那么 这 
个 点 称 为 轨迹 的 孤立 点 . 例 
An. MOO) HY BRS T 
半径 > 的 点 的 轨迹 是 O 点 及 
HO 为 圆心 ,GO(r) 的 直径 e 
2r 为 半径 的 一 个 圆 ©O 
(27) ,轨迹 中 的 O 点 就 是 轨 
迹 的 孤立 点 (如 图 ). 

轨迹 的 特殊 点 (special point of locus) 一 种 点 
集 . 轨迹 的 极限 点 、 临 界 点 、 终 止 点 、 孤 立 点 和 其 他 值 
得 研究 的 符合 指定 条 件 的 点 ,统称 轨迹 的 特殊 点 . 轨 
迹 的 特殊 点 对 于 探求 轨迹 有 非常 重要 的 意义 . 

尺 规 作 图 

尺 规 作 图 问题 (problem of construction with 
ruler and compass) 几何 学 研究 的 重要 课题 之 一 . 
只 限 用 直 尺 (无 刻度 ) 和 圆规 两 种 工具 进行 作 图 的 问 
题 , 称 为 尺 规 作 图 问题 .不 可 能 用 尺 规 作 图 完成 的 作 
图 问题 , 称 为 尺 规 作 图 不 能 问题 . 例如 ,三 等 分 角 问 
题 ; 化 圆 为 方 问题 , 即 求 作 一 个 正方 形 , 使 它 的 面积 
等 于 一 已 知 圆 的 面积 ;立方 倍 积 问题 , 即 求 作 一 个 立 
方 体 , 使 它 的 体积 等 于 一 已 知 立 方 体 的 体积 的 二 售 ， 
都 是 著名 的 尺 规 作 图 不 能 问题 . 另外 ,如 “在 已 知 图 
中 , 求 作 内 接 等 腰 三 角形 ,使 一 腰 的 高 落 在 一 条 定 弦 
上 ”已 知 三 条 角 平 分 线 , 求 作 三 角形 ”等 一 般 都 不 能 
用 尺 规 作 图 法 作出 ,因而 也 是 尺 规 作 图 不 能 问题 . 可 
以 用 尺 规 作 图 完成 的 作 图 问题 , 称 为 尺 规 作 图 可 能 
问题 . 例如 ,“n 等 分 线段 ”已 知 三 边 ( 每 两 边 之 和 大 
于 第 三 边 ) 作 三 角形 ”等 都 可 用 尺 规 作 图 ,是 尺 规 作 
图 可 能 问题 ， 

尺 规 作 图 可 能 问题 (construction problem for 
见 “ 尺 规 作 图 


possiblity with ruler and compass) 
问题 ” 

尺 规 作 图 不 能 问题 Cconstruction problem for 
impossiblity with ruler and compass)” 见 “ 尺 规 作 
图 问题 ”. 

尺 规 作 图 法 (method of construction with ruler 
and compasses) ” 亦 称 初等 几何 作 图 法 或 欧 几 里 得 
作 图 法 .初等 几何 所 设 定 的 作 图 方法 . 即 仅 限 用 直 尺 
(无 刻度 ) 和 圆规 来 完成 几何 作 图 的 方法 . 在 实际 作 
图 中 ,为 提高 作 图 速度 和 减少 误差 ,有 了 时 也 可 用 有 刻 


RER .三 角 板 、 丁 字义、 比例 规 . 量 角 器 等 作为 辅助 
工具 作 图 ,但 必须 以 “ 作 图 成 法 ”( 基 本 作 图 题 ) 为 依 
据 , 并 在 作 图 题 的 “作法 ?步骤 中 给 以 明确 叙述 . 

初等 几何 作 图 法 (elementary geometric cons - 
truction method) 即 “ 尺 规 作 图 法 ” 

欧 几 里 得 作 图 法 (Euclid construction method ) 
即 “ 尺 规 作 图 法 ”. 

尺 规 作 图 可 能 性 准则 (possibility criterion for 
construction with ruler and compasses) 尺 规 作 图 
术语 . 指 斥 规 作 图 可 能 的 一 种 代数 解释 . PLAT ARR 
规 作 图 的 线段 Z, 只 能 表 为 r—R(aa;*5a,),3X 
中 aj;(i 二 1,2,…,n) 是 已 知 线段 ,R 是 仅 含 对 a; 的 有 
限 次 有 理 运 算 及 开平 方 运算 的 一 次 齐 次 式 . 这 就 是 
尺 规 作 图 可 能 性 准则 的 代数 表达 式 . 它 亦 可 表述 为 ， 
如 果 一 个 给 定 作 图 题 的 所 求 未 知 量 , 能 由 大 干 个 已 
知 量 的 有 限 次 有 理 运 算 及 开平 方 运算 而 得 到 ,那么 
这 个 作 图 题 可 仪 用 尺 规 作 出 ;否则 , 即 所 求 未 知 量 表 
达 式 中 的 运算 超出 上 面 指出 的 范围 ,给 定 作 图 题 不 
REIA R LIE H. 

线段 的 齐 次 式 (homogeneous expression of a 
line segment) ” 尺 规 作 图 术语 . in TORR f (zl， 
X2»11* X42 ARA tx ixss ttt sty 分 别 代 替 Tits 
"E | 

Jr bz gu —UIO us 
X P LER, I PRESA f Goss ttt cn E k RIF MK ER 
数 , 简 称 & 次 齐 次 式 . 由 几何 产生 的 关系 式 , 一 般 由 
线段 长 度 组 成 ( 千 式 中 舍 有 三 角 哺 数 , 可 将 三 角 滑 数 
ANA DA Be BR AR BE EG) ,这些 关 系 式 对 于 式 中 所 含 线 
段 ,都 是 齐 次 的 ,并 称 它 们 是 线段 的 齐 次 式 . 设 B 是 
线段 上 的 点 , AC 二 4B 十 BC KR AB— AC— BC BR 
段 的 一 次 齐 次 式 . 在 图 1 的 人 4BC 中 ,DEV BC, 从 
而 有 关系 式 
AD _ AE AD _ AE DE _ AD 
AB 4C DB  EC'BC AB’ 
它们 都 是 线段 的 零 次 齐 次 式 . 奇 将 它们 改写 成 
AD+AC = AB. AE, 
AD * EC = AE * DB, 
AB * DE = AD * BC, 


A A 
D E ud ^ 
C Mora 
图 1 图 


2 
则 它们 都 变 成 了 二 次 齐 次 式 . 在 图 2 的 人 A4BC 中 ， 
AD 是 BC 边 上 的 中 线 , 则 有 AB + AC’ = BC*/2+ 
24D’, 它 也 是 线段 的 二 次 齐 次 式 . 面积 公式 都 是 二 
次 齐 次 式 ,体积 公 式 都 是 三 次 齐 次 式 .一切 线段 组 成 
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的 关系 式 无 一 不 是 齐 次 的 ,这 个 特性 , 称 为 几何 线段 
关系 式 的 齐 次 性 .如 果 一 个 关系 式 是 非 齐 次 的 , 则 它 
无 几何 意义 ; 除 次 数 n—0,1,2;,3 的 齐 次 式 或 可 以 转 
W n—0,1,2,3 的 齐 次 式 外 的 任何 齐 次 式 也 是 无 
几何 意义 的 . 

尺 规 作 图 公法 (postulate of construction with 
ruler and compasses) 斥 规 作 图 术语 . 指 一 类 最 常 
用 最 简单 的 尺 规 作 图 法 . 用 直 尺 和 圆规 解 作 图 题 , 就 
是 把 问题 归结 为 以 下 五 个 认可 的 简单 作 图 : 

1. 过 两 已 知 点 可 作 一 直线 . 

2. 已 知 圆心 和 半径 可 作 一 圆 . 

3. 确定 两 已 知 直线 的 交点 . 

4. 确定 已 知 直线 和 已 知 圆 的 公共 点 . 

5. 确定 两 已 知 圆 的 公共 点 . 

上 述 五 条 称 为 作 图 公法 . 每 个 作 图 题 ,都 是 有 限 
次 反复 运用 这 五 条 公法 而 完成 的 . 

单 规 作 图 (compass construction) 一 种 作 图 
方法 . 即 只 用 一 个 圆规 作为 工具 的 作 图 . 假如 作出 两 
个 点 ,就 认为 过 该 两 点 的 直线 已 经 作出 ,那么 单 规 作 
图 就 能 完成 尺 规 作 图 的 全 部 任务 . 这 个 结论 是 由 莫 
尔 (Mohr,G. ) 于 1673 年 首先 发 现 的 ,并 刊 于 他 编 
的 小 册子 《 欧 氏 几何 趣味 补 录 》 中 . 1797 年 , 马 斯 凯 
罗 尼 (Mascheroni,L. ) 又 重新 发 现 它 ,并 刊 于 《圆规 
几何 》 一 书 之 中 . 

单 直 尺 作 图 (construction with a ruler) 一 种 
作 图 方法 . 即 只 用 一 个 直 尺 为 工具 的 几何 作 图 . 早 在 
1759 年 , 明 伯 (Lambert,J. H. ) 在 苏黎世 为 他 出 版 
的 著作 中 ,只 用 一 个 直 尺 解 了 一 整套 几何 作 图 题 ,他 
是 单 直 尺 作 图 的 鼻祖 . Wa. 323€ 9| Poncelet, J. - 
V. ) 也 着 手 于 用 直 尺 作 图 的 研究 ,于 1822 年 在 他 的 
著作 《4 图形 的 射影 性 质 》 中 ,论述 了 “在 平面 上 已 知 一 
圆 及 其 圆心 时 , 则 直 尺 和 圆规 能 解 的 作 图 问题 ,只 用 
直 尺 就 能 得 解 ”. 对 这 一 事实 , 施 泰 纳 (Steiner,J. ) 在 
他 的 著作 《一 个 定 圆 与 直线 可 解 的 几何 作 图 ) 中 ,给 
了 进一步 的 论证 ， 

几何 三 大 问题 (three famous problems in geo- 
metry)” 亦 称 三 大 作 图 问题 . 几何 学 中 的 著名 问题 . 
指 二 千 四 百 多 年 前 ,上 古 希腊 几何 学 家 提出 了 尺 规 作 
图 三 大 问题 : 

1. 三 等 分 任意 角 问 题 , 即 把 任意 一 个 已 知 角 三 
等 分 . 
2. 立方 倍 积 问题 , 即 求 作 一 个 立方 体 , 使 它 的 体 
积 等 于 已 知 立 方 体 的 体积 的 2 fis. 

3. 化 圆 为 方 问题 ,也 称 圆 积 问题 , 即 求 作 一 个 正 
方形 ,使 它 的 面积 等 于 一 个 已 知 圆 的 面积 . 

这 三 个 问题 吸引 了 历代 许多 学 者 进行 研究 ,长 
期 未 能 解决 ,被 称 为 几何 三 大 问题 . 直至 1837 年 , 旺 
策 尔 (Wantzel,P.-L. ) 用 代数 方法 首先 证 明了 第 
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一 、 二 两 个 问题 均 属 尺 规 作 图 不 能 问题 . 1882 年 , 林 
mM & (Lindemann, (C. L. )F. von? uEHH f. x B £8 i 
性 ,从 而 证 明了 第 三 个 问题 也 属于 尺 规 作 图 不 能 问 
题 . 1895 Æ, HSE (Klein, (C. OF. ) 总 结 了 前 人 的 
研究 ,着 有 《几何 三 大 问题 一 书 ,给 出 三 大 问题 不 可 
能 用 尺 规 来 作 图 的 简明 证 法 ,彻底 解决 了 两 千 多 年 
的 悬案 . 如 果 不 限 制作 图 工具 ,几何 三 大 问题 根本 就 
不 是 什么 难题 ,而 且 早已 解决 .公元 前 5 世纪 ,雅典 
的 智 人 学 派 以 上 述 三 大 问题 为 中 心 开 展 研究 . IEA 
为 问题 不 能 用 尺 规 来 解决 ,常常 使 人 进入 新 的 领域 
中 去 ,促进 了 数学 的 发 展 . 如 激发 了 圆锥 曲线 、. 割 圆 
曲线 以 及 三 .四 次 代数 曲线 的 出 现 . 

三 大 作 图 问题 (three problems of construc- 
tion)” 即 “几何 三 大 问题 ”. 

立方 倍 积 问题 (problem of duplication of a 
cube) 亦 称 倍 立 方 体 问题 .几何 三 大 问题 之 一 . 假 
设 已 知 立方 体 的 棱 长 为 <, 所 求 立 方 体 的 校长 为 x, 
Wi 2?=2a'? ,F a— 1.78 2°? -2=0. 可 以 证 明 , 若 此 方 
程 有 有 理 根 , 不 外 平 十 1, 十 2, 但 它们 都 不 是 方程 的 
根 ,因而 不 存在 有 理 根 ,根据 “有理 系 数 的 三 次 方程 
蔡 无 有 理 根 , 则 长 度 等 于 它 的 任何 实 根 的 线段 不 能 
仅 用 尺 规 作 图 ”的 定理 ,立方 倍 积 属 尺 规 作 图 不 能 问 
题 ( 参 见 “ 几 何 三 大 问题 * 和 “ 尺 规 作 图 问题 可 能 性 的 
准则 ”). 

三 等 分 角 问 题 (problem of trisection of an an- 
gle) 几何 三 大 问题 之 一 (参见 “几何 三 大 问题 ”和 
“ 尺 规 作 图 可 能 性 的 准则 ”). 

化 圆 为 方 问题 (problem of quadrature of the 
circle) ” 亦 称 圆 积 问题 . 几何 三 大 问题 之 一 . 假设 已 
知 圆 的 半径 为 r, 所 求 正方 形 的 边 长 为 x, 则 x= 
nr, S r=1, A r= VY 7. 这样 的 线段 zx 是 存在 的 ， 
但 由 于 7 是 超越 数 , 自 然 不 是 有 理 系数 代数 方程 的 
根 , 更 不 能 用 加 减 乘除 及 开平 方 表示 ,因而 不 能 用 尺 
规 作 图 解决 (参见 “几何 三 大 问题 "和 “ 尺 规 作 图 可 能 
性 的 准则 ”). 硅 不 受 尺 规 的 限制 ,化 圆 为 方 问题 并 非 
难事 . 

圆 积 问题 (problem of quadrature of the circle) 
即 “化 圆 为 方 问题 ”. 

活 位 作 图 (indeterminate position construction) 
几何 作 图 题 的 一 种 类 型 . 对 几何 作 图 题 中 的 某 些 类 
型 , 行 对 所 求 作 图 形 的 位 置 不 做 限制 ,就 称 为 活 位 作 
图 . 如 果 限 定 作 图 范围 ,而 不 限定 位 置 , 就 称 为 半 活 
位 作 图 . 例如 ,在 已 知 圆 中 作 内 接 正方 形 , 就 是 半 活 
位 作 图 . 如 果 作 图 范围 .位 置 都 不 加 限制 ,就 称 为 全 
活 位 作 图 .例如 ， 已 知 边 长 , 作 正 方形 ?就 是 全 活 位 
作 图 . 全 活 位 作 图 又 称 为 不 定位 作 图 . 如 果 求 作 的 图 
形 必须 在 指定 的 位 置 , 就 称 为 定位 作 图 . 例如 ,“ 过 三 


角形 一 边 上 某 定 点 作 一 直线 ,使 三 角形 的 面积 二 等 
分 "就 是 定位 作 图 . 

不 定位 作 图 (indeterminate position construc- 
tion) W WAER”. 

定位 作 图 (fixed position construction) 
位 作 图 ”. 

作 图 不 定 问题 (indeterminate problem of cons- 
truction) 一 种 作 图 问题 . 可 得 无 数 解答 的 作 图 问 
题 称 为 作 图 不 定 问题 . 例如 ,已 知 三 角形 的 底 与 高 作 
三 角形 , 则 可 作出 无 数 三 角形 . 故此 问题 可 称 为 作 图 
不 定 问题 

1€ B] E (construction problem) ”数学 问题 的 
一 种 类 型 . 先 给 出 一 些 条 件 ,再 求 作 符合 这 些 条 件 的 
图 形 ,这 类 问题 称 为 作 图 题 . 作为 其 他 作 图 基础 的 一 
些 作 图 题 , 称 为 基本 作 图 题 . 如 : 

l. 作 一 个 角 等 于 已 知 角 ， 

2, E 4p "I ELATHIS 

3. £& jd — AEG A ELA ME TR. 

4. 作 线 段 的 垂直 平分 线 . 

5. 分 一 线段 为 若干 等 份 . 

6. 已 知 三 边 作 三 角形 . 

7. 已 知 斜 边 及 一 直角 边 , 作 直角 三 角形 . 

8. 作 已 知 三 角形 的 外 接 圆 ( 或 内 切 圆 、 劳 切 圆 ). 

9. 从 圆 上 (或 圆 外 ) 一 点 作 圆 的 切线 . 

10. 作 三 已 知 线段 的 第 四 比例 项 . 

11. 内 分 或 外 分 已 知 线段 等 于 已 知 比 . 

12. 作 两 已 知 线段 的 比例 中 项 ,等 . 

解 作 图 题 时 ,一 般 要 求 写 出 以 下 六 个 步骤 ; 

1. 已 知 ( 假 设 ). 详细 写 出 题 中 给 定 的 具体 条 件 ， 
并 配 以 必要 的 图 形 ( 线 段 、 角 等 ). 

2. 求 作 . 说 明 所 求 适 合 条 件 的 图 形 . 

3. 分 析 . 假定 所 求 图 形 已 经 作出 ,并 给 出 草图 ， 
通过 考察 研究 已 知 与 未 知 条 件 间 的 关系 ,寻求 作 图 
途径 与 方法 ,特别 要 找 出 作 图 的 关键 所 在 . 在 分 析 的 
过 程 中 ,伴随 思维 可 以 加 必要 的 辅助 线 和 常用 标志 . 
分 析 的 过 程 ,实质 是 探求 作 图 途径 与 方法 的 过 程 . 

4. 作法 . 依次 叙述 作 图 过 程 ,但 对 所 涉及 的 基本 
作 图 可 不 必 详 述 . 

5. 证 明 . 证 明 所 作 图 形 都 符合 条 件 . 

6. 讨论 . 探讨 何 时 无 解 、 一 解 或 多 解 . 

基本 作 图 题 (base problem of construction) 
见 “ 作 图 题 ”. 

作 一 线段 等 于 已 知 线 段 (to construct a seg- 
亦 称 迁 线 


VE 


ment which equals the given segment) 
作 图 . 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) =, 

之 一 . 具体 表述 为 :已 知 线段 
a, 求 作 线 段 AB, [Bi AB—a. A B C 


其 具体 作法 是 : 

1. 作 射 线 AC; 

2. 在 射线 AC 上 截取 AB=a, WAR AB 为 所 
求 线段 . 

迁 线 作 图 (construction by transfer segment ) 
即 “ 作 一 线段 等 于 已 知 线段 ” 

作 两 条 线段 的 和 (construction of the sum of 
two given line segments ) r 
基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 
具体 表述 为 :已 知 线段 和 2， | 
求 作 线段 4C ,使 AC—a-db. A p C 
其 具体 作法 是 : 

1. 作 线 段 AB, 使 AB=a; 

2. 延长 AB BC, BC=b, WAR AC 即 为 所 
求 线 段 . 

(E P3 & £& EE BJ Z5 (construction of the difference 
of two given line segments) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 
法 ) 之 一 . 具体 表述 为 :已 知 线段 a Mb, H a>b, K 
作 线 段 4C ,使 AC=a—b. 其 具体 作法 是 : 

1. 作 线 段 AB=a; 

2. 在 线段 AB. 上 截取 b 
BC, 使 BC=b, M] 2 Et AC 为 


a 


所 求 线段 . A C B 
J fe£E An E RE RJ n f& (construction of a segment 


n times length of the given line segment) 基本 作 
图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 表述 为 :已 知 线段 AB, 
求 作 一 线段 等 于 nA4B(lnEN). 其 具体 作法 是 : 

1. 作 直线 l; 

2. 在 1 上 任 取 一 点 A; A B , 

3. 以 AB 为 单位 ; 自 A AA AIA 
开始 ,连续 截取 x 次 至 4,, 则 
A.A, —nAB , FÆ 4AA, 即 为 所 求 线段 . 

(Ee ER AY SE BE 4 & (construction of the mid- 
perpendicular of a given line segment) 简称 为 线 
RITER. 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 可 具体 表 
述 为 :已 知 线段 AB, RE 4B 的 垂直 平分 线 . 其 具 
体 作 法 是 : 

LAA A B 为 圆心 ， 

KF AB/2 的 线段 为 半径 作 C 
I, PY MM at A AA EF C.D 两 
As 

2. 连结 CD, 则 直线 CD 
为 所 求 的 直线 . 直线 CD 与 线 D 
Et AB 的 交点 M, B TU ZEE 
AB WAR A IEEE. 

1E £& E& B h Æ £& (perpendicular bisector of a 
见 “ 作 线段 的 垂直 平分 线 ” 
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A M B 


given line segment ) 


$ E JL A 


Ee FE AY FA A (construction of the midpoint of 
a given line segment) 亦 称 平分 线段 . 基本 作 图 题 
〈( 作 图 成 法 ) 之 一 . 作 图 方法 详 见 “ 作 线 段 的 垂直 平分 
线 ”. 

平分 线段 (bisector a line segment) 
BPA”. 

过 直线 上 的 一 点 作 直 线 的 垂 线 (Cconstruction of 
the perpendicular of a line through a point on the 
line) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 表述 为 : 
已 知 直线 a 及 a 上 一 点 4, 求 作 过 A 而 垂直 于 a 的 
直线 . 思路 要 点 是 ,首先 在 a 上 作 线 段 , 使 4 成 为 它 
的 中 点 ,然后 作 该 线段 的 中 垂 线 . 其 具体 作法 是 : 

1. 以 4 为 圆心 ,任意 长 
为 半径 作 弧 交 直 线 aF B,C D 
两 点 ; 

2. HLA B,C 为 圆心 ， z 
KF BC/2 的 线段 为 半径 作 ” 
I» PY IN ah Hi Ze D 5i; 

3. 连结 D,4 点 , 则 AD BUA rR ER. 

过 直线 外 一 点 作 直 线 的 垂 线 (construction of 
the perpendicular of a line through a point outside 
the line) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 表述 
为 :已 知 直线 a 及 a 外 一 点 4, 求 作 过 A 而 垂直 于 a 
的 直线 . 其 具体 作法 是 : 

1. 以 4 为 圆心 ,适当 长 
为 半径 作 弧 与 直线 a 交 于 B. 4 
C 两 点 ; 

2. 分 别 以 B,C 为 圆心 ， 
大 于 BC/2 的 线段 为 半径 作 
弧 , 两 弧 交 点 之 一 为 D; D 

3. 连结 4D, 则 直线 AD 
即 为 所 求 垂 线 | 

(ESI AY FR A (construction of the midpoint of a 
given arc) ZR ERO STAM. 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 


即 “ 作 线 


ÀB RAE ABB P jx. 其 具体 T 
作法 是 : 
1. 连结 AB; 2 E 
2. 作 线 段 AB 的 垂直 平 
分 线 CD, 5 ABR F A M, W 
M 为 已 知 弧 的 中 点 . | 
3E Ay BM (bisecting circular arc) — BB ^ f/E 3 AY 
中 点 ” 
已 知 三 边 作 三 角形 (construction of a triangle 
from given its three sides) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 


法 ) 之 一. 具体 表述 为 : 已 知 线 段 a.b, c, KE 
A\ABC , ff BC=a,CA=b,AB=c. 其 具体 作法 是 : 
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1. 作 线 段 BC —a; 

2. 以 点 B 为 圆心 ,线段 < 为 半径 作 弧 ,以 点 C 
为 圆心 ,线段 2 为 半径 作 绝 , 且 两 弧 相 交 于 点 A; 

3. 连结 4B,4C, 则 人 4BC 即 为 所 求 . 当 a,b,c 
中 最 大 线段 小 于 男 二 线段 之 和 ,最 小 线段 大 于 男 二 
线段 之 差 时 ,此 三 角形 可 作 , 否 则 无 解 . 

已 知 一 边 作 正三 角形 (constructing a regular 
triangle of given side) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 
一 . 具体 表述 为 :以 已 知 线段 为 边 , 作 正三 角形 . 其 具 
体 作 法 与 已 知 三 边 作 三 角形 相同 , 且 恒 有 解 〈 参 见 
“已 知 三 边 作 三 角形 ”)， 

已 知 一 边 作 正方 形 (constructing a square of 
given side) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 表 
述 为 :以 已 知 线段 a 为 边 , 作 正 方形 . 其 具体 作法 是 : 

1. 作 线 段 AB ,使 a 

AB —a; mE 

2. Æ AB WAFA 3] ot 
A,B AYRE AB WEA 

3. EMRE E. aR 
取 线 段 AD, BC, ff AD = 
Ab,BC=AB; 

4. 连结 DC, M) ABCD Bf 
为 所 求 的 正方 形 . 

作 一 个 角 等 于 已 知 角 (construction of an angle 
equal to a given angle) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 
一 .可 具体 表述 为 :已 知人 4OB KR JE ZLA'O' P ,使 
LA'O B' = Z AOB. 其 具体 作法 是 : 

B 


D 


O C A 


1. 作 射线 O A’; 

2. 以 点 O 为 圆心 ,以 任意 长 为 半径 作 弧 ,分 别 
A OA,OB FAC,D; 

3. 以 点 OA BD. A OC AE fS FEM, az O A 
TAC; 

4. 以 点 C' 为 圆心 ,以 CD 为 半径 作 绝 , 交 前 弧 
于 点 D; 

5. 经 过 点 D' 作 射线 OB, MAA O B'i E 
求 的 角 . 

作 两 个 已 知 角 的 和 (construction of the sum of 
基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 


two given angles) 


Ay R. fk eR A: GÀ ABC, 人 DEF, 求 作 

ZA'O' B' , (#48 / A'O B' = ZABC+ ZDEF. 其 具 
体 作 法 是 : 

RI 

C 


B | A E D. 0O! 


1. E ZA'O'C' =Z ABC; 

2. 以 OC Tg — 33 , TE ZA'O'C 外 部 作 和 人 C'O'B’ 
= Z DEF ,W| / A'O' BA” BroR B2 £8. 由 于 和 人 4A'O'C 
的 位 置 可 以 在 平面 上 任意 选取 ,因而 该 作 图 亦 可 在 
任 一 个 已 知 角 的 任 一 侧 实 施 上 述 作 图 . 

EATE aH HÆ (construction of the differ- 
ence of two given angles) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 
之 一 . AAR RIERA: OM ZABC> Z DEF XK TE 
ZA'O' B' , (R18 7 A'O' B' = ZABC— ZDEF. RR 
体 作 法 是 : 

l.fE£Z A'O'C' 27 ABC; 

2. 以 O' CON — 33 EZ A'O'C' ABBE ZC'O' B' 
= Z DEF , W| / A'O' B'A BroR KI fA. 上 述 作 图 亦 可 
在 较 大 的 已 知 角 内 进行 ,而 不 必 男 作 和 人 A'O'C'= 
Z ABC. 


P: 


C C’ 


B A E D O' A! 

作 已 知 角 的 平分 线 (Cconstruction of bisector of 
a given angle) 亦 称 平分 角 . 基本 作 图 题 ( 作 图 成 
法 ) 之 一 . 可 具体 表述 为 :已 知 二 4OB, 求 作 射 线 
OC ,使 40C= ZCOB. 其 具体 作法 是 : 

1. 以 O 点 为 圆心 ,适当 
KABEM, XOA, OB 于 
D,E 5i; E 4 

2. 分 别 以 DE 为 圆心 ， 
大 于 DE/2 的 线段 为 半径 作 
I, #E ZAOB A, AM ACF ER 
3 

3. 经 过 点 C. 作 射 线 OC, , 则 OC 就 是 所 求 已 知 角 
的 平分 线 . 

平分 角 (bisecting angle) 
线 ”. 

过 定点 作 已 知 直线 的 平行 线 (Cconstruction of a 
line parallet to a give ling, through a given point) 
基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 表述 为 :已 知 直线 
AB Ñi AB 外 一 点 M, 求 作 直 线 CD// AB. HL. CD 过 


B 


0 D A 


即 “ 作 已 知 角 的 平分 


mM. 其 具体 作法 是 : P 
l. 过 点 M 作 直线 PN, 

交 直 线 4B 于 点 N; C M D 
2. 过 点 M EAR CD, 

同位 角 人 PMD= 人 MNB, 则 A /N B 

直线 CD 即 为 所 求 平行 线 . 


已 知 两 角 及 其 夹 边 作 三 角形 (construction of a 
triangle with two given angles and one side be- 
tween then) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 .可 具体 
REA: OM Zo 和 人 PB 及 线段 w, 求 作 人 4BC ,使 
LA=74a,/B=/8,AB=a. 其 具体 作法 是 : 


a E D 


A, 


1. fE£ZE Ez AB —a; 

2. 过 点 A 作 射 线 4D, 使 人 BAD= 人 a; 

3. 过 点 B 在 线段 AB 的 同 侧 作 射 线 BE, 使 
ZABE= 78, BE 5 AD 交 于 点 C, 则 人 和信 ABC 即 为 
所 求 . 当 a+ B<180°RY ,此 三 角形 可 作 , 否 则 无 解 . 

”已 知 两 边 及 其 夹 角 作 三 角形 (construction of a 
triangle from two given sides and the included an- 
gle of the sides) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 可 
具体 表述 为 :已 知 线段 wa Ab RA ZC. EE 
和 A4BC, 使 BC=a,AC=6b, ZACB= ZC. 其 具体 作 
法 是 : 


a 


一 一 一 一 一 D 
b X 
A. C B E 


l.fE/ DCE— 7C; 
2. TE X1 CD 上 截取 线段 CA— 5, TEX] CE. ER 
MAR CB=a; 


3. 连结 AB, WIALABC 为 所 求 . RE AEC 
180°, 则 三 角形 总 可 作出 . 

已 知 两 角 及 其 中 一 角 的 对 边 作 三 角形 Con- 
struction of a triangle with two given angles and 
one side opposite an angle) ”基本 作 图 题 ( 作 图 成 
法 ) 之 一 . 可 具体 表述 为 :已 知人 a, 人 PB 和 线段 ak 
作 八 ABC, 使 和 A= Za, 7B= £8, BC=a. 其 具体 
作法 是 : 
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1. HEAR Z7 —180* — CZ a-- ZP); 

2. ERE BC 一 ai 

3. 过 点 B 作 射线 BD, ff “CBD= ZR; 

4. tha C fe D AR [8] oS E SE 2X, CE, f 7 BCE 
= ZY,CE X BD 于 点 A. WI AABC 即 为 所 求 . 当 
人 4 十 人 B180° 时 ,此 三 角形 可 作 , 否 则 无 解 . 

已 知 斜 边 和 一 条 直角 边 作 直角 三 角形 (con- 
struction a right triangle from its given hypotenuse 
and one adjacent side) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 
一 . 具体 表述 为 :已 知 线段 c 和 a, 求 作 RtA4BC ,使 
RHA AB=c,BC=a. 其 具体 作法 是 : 

1. 作 线 段 BC ,使 BC—a; 

2. 过 点 C 作 BC KHER CD; 

3. 以 点 B 为 圆心 ,线段 c 为 半径 作 弧 , 交 CD 于 
A, MWAABC 即 为 所 求 直角 三 角形 . 当 c>a 时 ,此 直 
角 三 角形 可 作 , 否 则 无 解 . 

D 


A 


B C 

iE £k Ex BJ XS dm 5 B HR (construction of the 
golden section point of a given line segment) Jf 
称 黄金 分 割 法 . 一 个 有 名 的 作 图 问题 . 或 称 分 已 知 线 
段 成 中 外 比 . 具体 表述 为 :已 
知 线 段 AB, RKE AB 的 内 分 
mB P.(f AP’=AB> PBC 
图 ). 其 具体 作法 是 : 

1. f£ BD | AB, 3t I 
BD=AB/2; 

2. 连结 AD, TE DA 上 截取 DE=DB; 

3. Æ AB ERR AP— AE, Mj P RAR RAD 
A, AP=LC V5 —1)/2]ABz0. 618 033 983 AB. 

1E D An £k EE Vn fÉ (construction of a seg- 
ment v n times the length of a given segment) 


基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 即 “ 勾 股 求 弦 " 作 图 法 
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的 有 限 次 运用 . 该 作 图 题 可 具体 表述 为 :已 知 线段 
ABi, 求 作 一 线段 vn 4Bi. 其 B, 
有 具体 作法 是 : 

1. 以 AB, 为 直角 边 作 等 
采 RtAAB,B,; 

2. 以 AB, 为 直角 边 BB; 
= AB, 为 另 一 直角 边 , 作 A 
RtAAB,B; eee 如 此 继续 下 
去 ,每 次 以 前 一 个 直角 三 角形 gOS 
的 斜 边 作 为 直角 边 再 作 一 个 直 
角 三 角形 ,使 另 一 直角 边 等 于 4Bi, 经 过 ”一 1 次 得 
Rt 八 AB,_1B,( 如 图 ), 则 AB,= Vn AB,. Bl AB, Xy 
所 求 作 的 线段 . 

作 z 二 va FË (construing a segment x which 
equals /a?+8’ for known a and b) ” 亦 称 勾 股 求 
弦 作 图 . 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 表述 为 : 
已 知 线段 a Ab RERE r, fE r= a! +o’. RR. 
体 作法 是 :以 a 和 2 为 直角 边 作 Rt 人 4BC ff “B= 
90°, 则 线段 AC 即 为 所 求 线段 x. 


C 
a 
b > b 
A a B 
4) Bg OR 5X 1E E (construction of seeking hy- 


potenuse chord of given legs of a triangle) 即 “ 作 
pa dub. 
{Ex= va'—b'(Cconstruing a segment x which 


equals Va: 一 02 for known a and b) JRK ANR M 
(或 弦 股 求 勾 ) 作 图 . 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 .有 具 
体 表述 为 :已 知 线段 a Mb, H a>b RER x, fi 
r= Va 一 .其 具体 作法 是 : 

1. 作 线 段 AB=a; 

2. 以 AB 的 中 点 为 圆心 , 4B/2 为 半径 作 半 圆 
Jl s 

3. 以 4 为 圆心 ,线段 2 2 F PEM, 26 2E ER 
qus C; 

4. 连结 BC, WA Be BC 为 所 求 线段 x. 


作 已 知 三 角形 的 外 接 圆 (construction of the 
基本 作 图 


circumscribed circle of a given triangle) 


题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 表述 
为 :已 知人 4pBC, 作 它 的 外 接 
圆 . 其 具体 作法 是 : 

1. 作 45,BC 的 垂直 平 
分 线 DE,GF ,交点 为 O; 

2. 以 点 O 为 圆心 ,OB 为 
半径 作 @O, 则 @O 即 为 所 求 


外 切 圆 . 
过 不 共 线 的 三 点 作 圆 (construction of the cir- 


cle through three non-colinear points) 基本 作 图 
题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 表述 为 :已 知 平面 上 的 三 点 
A B,C 不 共 线 ,过 三 点 作 圆 . 其 具体 作法 是 :将 不 共 
线 的 三 点 连结 成 三 角形 , 作 此 三 角形 的 外 接 圆 即 为 
所 求 . 见 “ 作 已 知 三 角形 的 外 接 圆 ”. 

作 已 知 三 角形 的 内 切 圆 (construction of the in- 
scribed circle of given a triangle) 基本 作 图 题 ( 作 
图 成 法 ) 之 一 . 对 于 已 知 的 A4BC, 其 内 切 圆 的 具体 
作法 是 : 

1. EZB, ZC 的 角 a 
平分 线 BM 和 CN , 交 于 
Al; 

2.8 I tf IDL 
BC ,#£ EA D; 

3. A I BS BIO ID p D e 
AE EE OL, MOZ SB 
为 所 求 内 切 圆 . 

作 已 知 三 角形 的 旁 切 圆 (construction of the e- 
scribed circles of a given triangle) 基本 作 图 题 ( 作 
图 成 法 ) 之 一 . 对 于 已 知 的 人 4BC, 其 旁 切 圆 的 具体 
作法 是 : 

l. Æ ZA 和 
ZC 的 外 角 的 平分 
£e 4M,CN, 交 点 N 
Al; 

2. 过 点 工作 M 
ID | BC,3E f£ Jj 
D; B C D 

3. 以 了 为 圆 
心 ,ID 为 半径 作 圆 , 则 QI BIA BroR 25 A. 

在 作法 1 POP AT PRE ZB 的 内 角 平 分 线 与 
降 4( 或 人 LC) 的 外 角 平 分 线 相交 于 了 点 .用 同样 的 方 
法 可 作出 信 4BC HERAT SOR. 

作 两 条 已 知 线段 的 比例 中 项 (construction of 
the mean proportional of two given segments) 简 
称 比 例 中 项 作 图 . 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 
表述 为 :已 知 线段 c 和 2, 求 作 线段 c, 使 c — ab. 其 
具体 作法 是 : 

1. 作 线段 AM. f AM==a; 延 长 AM 到 B, 使 


MB=b; 

2. 以 线段 ABA ELAM ; 

3. 过 点 M 作 AB RR AME AN MA 
Be MN 即 为 所 求 比 例 中 项 . 

比例 中 项 作 图 (construction of mean propor- 
tional)” 作 两 条 已 知 线段 的 比例 中 项 的 简称 . 

作 己 知 线段 的 第 四 比例 项 (construction of the 


fourth term of proportional from three given seg- 
简称 第 四 比例 项 作 图 . 基本 作 图 题 ( 作 图 成 
法 ) 之 一 . 具体 表述 为 :已 知 线段 zc,2,c, 求 作 线 段 r, 
fE a : b=c : z+. 其 具体 作法 是 : 

1. 作 射 线 OM ,ON ; 

2. Æ OM ERR OA=a,AB=b,72ON ER 
取 OC=c; 

3. 连结 AC; 

4. 过 点 B 作 BD//AC, XON FD 点 , 则 线段 
Zz 二 CD 就 是 所 求 的 线段 . 


ment ) 


a A b B M 
已 知 线段 及 所 含 圆周 角 作 引 Cconstruction of 


an arc from given its chord and the corresponding 


亦 称 已 知 弦 和 内 接 角 


angle at the circumference) 


EBER. 基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 表述 
为 :已 知 线段 a 及 ae, 求 作 以 a 为 弦 的 圆 弧 AmB, 
使 人 AmB= /a. 其 具体 作法 是 : 
1. 作 线 段 AB—a 及 它 的 垂直 平分 线 MN; 
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2. 过 点 B 作 射线 BD, / ABD— Za; 

3. 过 点 B fg BD WHER BE, X MN FRO; 

4. 以 OO 为 圆心 ,O04 为 半径 ,在 二 4BD 的 外 部 
fe AmB, BARR. ARIMA fe IA. 当 人 a==90° 时 ， 
两 弧 合 成 一 圆周 . 

E AD 5Z 30 A SE f8 E 5 JE SIE Cconstructing seg- 
ment of a circle with given chord and inscribed an- 
gle) ”基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 具体 表述 为 :已 
Ask a RA RA Z o ORE a ASKIN 2JE ARB, 
使 二 4RB= 一 ex( 参 见 " 已 知 线段 及 所 含 圆 周 角 作 
JUO. 其 具体 作法 是 : 

1. 作 线 段 AB—a 及 它 的 垂直 平分 线 CD; 

2. 过 点 BEHAR BE, AABE= Za; 

3. xb B fE BE WER BF CD FAO; 

4. 以 O 为 圆心 ,O4 APE, TEZ ABE 的 外 部 
fE ÁRB , BI PRA E 3E. 


作 已 知 圆 的 内 接 正 方形 (construction of the in- 
基本 作 图 题 ( 作 图 


LN, 


scribed square of a given circle) 
成 法 )} 之 = 二; 对 于 已 知 的 
OOCR), 其 内 接 正 方形 的 具 
体 作法 是 ; 

1. 作 互 相 垂 直 的 直径 
AC, BD; 

2. 连结 AB, BC, CD, 


DA ,得 正方 形 ABCD, BIA Br 


求 圆 的 内 接 正 方形 ,上 且 每 边 长 为 a= V/ 2 R. 

作 已 知 风 的 外 切 正 方形 (construction of the 
circumscribed square of a given circle) 基本 作 图 
题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 对 于 已 知 
的 OO, 其 外 切 正 方形 的 具体 
作法 是 : 

1. 作 @O 的 两 条 垂直 直 4 
tt AC, BD; 

2. 过 点 A,B,C,D fEOO 
的 切线 ,分 别 交 于 点 五 ,下 ,C， 
H WIEAK EFGH 即 为 所 求 . 

作 已 知 圆 的 内 接 正三 角形 (construction of the 


E B F 
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inscribed regular triangle of a given circle) 基本 
作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 对 于 已 知 的 OC(R), 其 内 
接 正三 角形 的 具体 作法 是 : 

1. 以 QO(R) 上 任 一 点 P 
为 圆心 , R ACE TEL. X 
QO(R) 于 B,C 两 点 ; 

2. 过 点 己 作 直径 PA; 

3. 连 结 4B,BC,C4, 则 B 
AABC 即 为 所 求 . 且 每 边 长 Sed 
为 as 一 V 3 Rel. 732R. 

作 已 知 圆 的 内 接 正 六 边 形 
inscribed regular hexagon of a given circle) 基本 
作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 对 于 已 知 的 OOCR) ,其 内 
接 正 六 边 形 的 具体 作法 是 : 

1. 作 @OO(CR) 的 直径 F E 
AD; 

2. 分别 以 A4,D AA 
心 ,R AAP 4 el MM, P3 OM Ae 
OOF BI FRCER: 

3. 顺 次 连结 AB, BC, B C 
CD, DE, EF,FA, 得 六 边 
JÉ ABCDEF , 即 为 所 求 . 且 每 一 边 长 为 a,—R. 

作 已 知 圆 的 外 切 正 六 边 形 (construction of the 
circumscribed regular hexagon of a given circle) 
基本 作 图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . 对 于 已 知 的 OO, 其 外 
切 正 六 边 形 的 具体 作法 是 : 

1. 作 @O 的 内 接 正 六 边 p 
形 ABCDEF; 

2. 过 各 顶点 分 别 作 GO | 
的 切线 ,这 些 切线 分 别 交 于 
RA VD uc VD. VF 

3. 连结 A'B', B'C', 
C'D',D'E', E'F',F'A' , Wi 
AE A' B'C' D'E' F' Bl BOR. 亦 可 过 圆周 的 六 等 
分 点 作 切 线 而 得 到 该 圆 的 外 切 正 六 边 形 . 

过 圆 外 一 点 作 圆 的 切线 (construction of the 
tangent line of a circle through a point outside the 
circle) 基本 作 图 题 ( 作 图 
成 法 ) 之 一 . 具体 表述 为 :已 
XI OO X Bl ^ — zi PORTE 
经 过 PP 点 的 QO 的 切线 . 
nu 

1. 连结 

2; papi EVEOC 2200 于 4,B 两 点 ; 

3. EER PA,PB, 即 为 所 求 的 切线 . 

过 圆 上 一 点 作 圆 的 切线 (construction of the 


tangent line of a circle through a point on the 


2 (construction of the 


F E 


circle) 基本 作 图 题 ( 作 图 成 
法 ) 之 一 . 具体 表述 为 :已 知 
OO 及 圆 上 一 点 4, 求 作 经 过 
点 AKOO 的 切线 . 其 具体 
作法 是 : 

1. 连结 OA; A T 

2. id A TE OA WER 
AT WHA AT 即 为 所 求 的 切线 . 

作 两 圆 的 外 公 切 线 (Cconstruction of the exter- 
nal common tangents of two circles) 基本 作 图 题 
( 作 图 成 法 ) 之 一 . WFAN OO; GO M1 OO; G2 
Gin) ,其 外 公 切 线 的 具体 作法 是 : 

LUO, 为 圆心 ， | 
ri 一 rs 为 半径 作 圆 ， 
过 点 O: 作 这 个 圆 的 
切线 O,E.E AW A: 

2. 连结 OE, 3f 
AE K OO, OT 5 
A; 


3. O, VE O;B//O, A, ZOO: CUT AR B; 

4. 连结 4B, 则 AB 就 是 一 条 外 公 切 线 ( 如 图 ). 

一 般 两 圆 的 外 公 切 线 可 作 两 条 . 当 两 圆 内 含 时 ， 
外 公 切 线 不 存在 ; 当 两 圆 内 切 时 ,过 切 点 作 连 心 线 的 
垂 线 即 为 惟一 的 一 条 外 公 切 线 ; 当 两 圆 相 等 即 王 一 ”~ 
时 ,作法 较 简 单 , 只 要 连结 OO: 并 过 点 O, O 作 
O10; WER WT 3E £X; 5; 090, , OO» 的 四 个 交点 就 
是 两 条 外 公 切 线 的 切 点 . 

ER [8] 89 FJ a UJ] Z& (construction of the inter- 
nal common tangents of two circles) ”基本 作 图 题 
〈( 作 图 成 法 ) 之 一 . MF C, LS OO: Cr fI OO Gi) 
(O,0,>r, +r.) ,其 内 公 切 线 的 具体 作法 是 : 

1.110, 为 圆心 ,一 士 r: 2E 18 TE [Bl ,过 点 O; TE 
这 个 圆 的 切线 O,E,.E 为 切 点 ; 


2 连结 O,E,42OO,(rDFR A; 

3. 过 点 O; 作 O,B//O\A FFE OO GUT A B; 

4. 连结 4B, 即 为 所 求 的 一 条 内 公 切 线 ( 如 图 ). 

当 两 圆 外 离 时 ,可 作 两 条 内 公 切 线 ; 当 两 圆 外 切 
时 ,可 作 一 条 内 公 切 线 ( 过 切 点 的 连 心 线 的 垂 线 , 如 
图 25; 当 两 圆 内 含 .内 切 或 相交 时 ,内 公 切 线 均 不 存 
在 . 

作 圆 内 接 正 五 边 形 (construction of the in- 
基本 作 图 题 


scribed regular pentagon of a circle) 


( 作 图 成 法 ) 之 一 . OQO(R) 的 A 
内 接 正 五 边 形 的 具体 作法 
E: 


1. 作 @O WARE M 
直 的 直径 AK | MN; 
2. 取 半 径 ON 的 中 点 
I 
Q; | 
4. 从 4 点 起 ,以 4Q 为 半径 ,依次 在 OO LE 
续 截 取 等 弧 ,得 B,C,D,E 四 点 ; 
5. 顺 次 连结 AB,BC,CD,DE,EA, MAWE 
ABCDE 即 为 所 求 的 内 接 正 五 边 形 (如 图 ), 且 每 边 


长 为 
as=—+V 10-2 V5 Ræ]. 1758R. 


作 圆 内 接 正 十 边 形 (construction of the in- 
scribed regular decagon of a circle) — dE A f/E Ej Rt 
( 作 图 成 法 ) 之 一 . ©@OC(R) 的 内 接 正 十 边 形 的 具体 作 
法 是 : 

1. FOOR HABE 
五 边 形 ABCDE; 

2. 将 各 边 所 对 的 弧 平 
ah A 

3. 顺 次 将 各 弧 中 点 与 
正 五 边 形 顶 点 相连 , 即 得 贺 
内 接 正 十 边 形 . C 

作 圆 内 接 正 十 五 边 形 (construction of the in- 
scribed regular pentadecagon of a circle) 基本 作 
图 题 ( 作 图 成 法 ) 之 一 . OO 的 内 接 正 十 五 边 形 的 具 
体 作 法 是 : 

1. 作 @O 的 内 接 正六 边 A 
形 , 设 其 一 边 为 44,; 了 

2. Jg OO 的 内 接 正 十 边 
形 , 设 其 一 边 为 AA;, HAA, 

AAW AR: 

3. 以 AA 长 为 半径 在 
QO 上 依次 截取 得 点 As, A45 Ais, 2E IX XE A 
A145, A;A5, A544, tt Au Ais» Ais Ai, 则 T RUE 
A, A,A3°** Ai BU A Prk. 因为 


FE AE AN bi] 后 列 后 员 | 后 


= fA & Gk (construction method by frist 

construct some triangle) 解 作 图 题 的 一 种 常用 方 

法 . 解 某 些 作 图 题 时 ,如 果 先 作出 图 形 中 的 某 个 三 角 

形 ,然后 在 此 基础 上 作出 所 要 求 作 的 图 形 ,此 种 解 作 

图 题 的 方法 称 为 三 角形 英 基 法 ,该 三 角形 称 为 作 图 
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的 奠基 三 角形 . 例如 ,已 知 四 
条 线段 a,56,c,d, 求 作 梯 形 
ABCD,fili AB =a, BC =b, 
CD —c,DA-—d, AB // CD. 
该 作 图 题 的 思路 要 点 是 : 假 
设 梯形 ABCD 已 经 作出 , 且 ^ oe E 
AB=a,BC=6b,CD=c,DA=d. fe DE // BC,W| DE 
=b, AE =a—c. FÆAAED 可 以 确定 (如 图 ) ,并 成 
为 莫 基 三 角形 ,在 此 基础 上 ,所 求 作 的 梯形 极 易 作 
出 . 当 a,6,a 一 c 中 最 大 者 小 于 其 他 两 线段 之 和 时 该 
作 图 题 有 解 ,否则 无 解 . 

Ba = fA Fe (triangle as the foundation of con- 
struction) 见 “ 三 角形 葛 基 法 ” 

轨迹 交点 法 (method of intersection point of 
locus) 解 作 图 题 的 一 种 重要 方法 . 解 作 图 题 常 归 
结 到 确定 某 一 点 的 位 置 . 如 果 这 个 点 的 位 置 是 由 两 
个 条 件 确定 的 , 先 放弃 其 中 一 个 条 件 , 那 么 这 个 点 的 
位 置 就 不 定 而 形成 一 个 轨迹 ;者 改换 放弃 另 一 个 条 
件 , 这 个 点 就 在 男 一 个 轨迹 上 ,故此 点 便 是 两 个 轨迹 
的 交点 . 这 种 利用 轨迹 的 交点 来 解 作 图 题 的 方法 称 
为 轨迹 交点 法 ,或 称 为 交 轨 法 、 轨 迹 交 截 法 .轨迹 法 . 


用 这 种 方法 来 作 图 , 称 为 轨迹 法 作 图 . 例如 , 设 @O 
与 QO' 相 离 ,半径 分 别 为 R 5j R', 求 作 半 径 为 7 的 
圆 ,使 其 与 OO ROOMY. 该 作 图 题 的 思路 要 点 
zz: KOM 是 合 条 件 的 圆 , 即 其 半径 为 > 并 与 OO 及 
OO' 外 切 ( 如 图 ). 显然 ,M 点 是 由 两 个 轨迹 确定 的 ， 
BI M 点 既 在 以 O 为 圆心 以 R 十 r 为 半径 的 圆 上 ,又 
在 以 O' 为 圆心 以 R' 十 r 为 半径 的 圆 上 ,因而 所 求 圆 
的 圆心 位 置 可 确定 ,于 是 该 作 图 题 可 以 求解 .车 QO 
与 QO' 相 距 为 56, 当 2r «b 时 ,该 题 无 解 ; 当 2r= 二 6 
时 ,有 惟一 解 ; 当 2r > 5 时 ,有 两 解 . 

交 轨 法 (method of intersection point of locus) 
即 “ 轨 迹 交 点 法 ”. 

轨迹 法 (method of locus) BIA Sil ac RU. 

轨迹 交规 法 (method of intersection point of 
locus) BU" BL AG ER IET. 

AE (ERI Construction with algebraical me- 
thod) 作 图 方法 的 一 种 . 解 作 图 题 时 ,往往 首先 归 
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纳 为 求 出 某 一 线段 长 ,而 这 一 线段 长 的 表达 式 能 用 
代数 方法 求 出 ,然后 根据 线段 长 的 表达 式 设计 作 图 


A 


B a D C d. h 
图 1 2 W2 


步骤 .用 这 种 方法 解 作 图 题 , 称 为 代数 法 作 图 . 例如 ， 
求 作 一 个 正方 形 , 使 其 面积 等 于 已 知人 A4BC 的 面 
TA. 该 作 图 的 思路 要 点 是 : 设 人 A4BC 的 底 边 为 a, 高 
AACE 1). 此 题 关键 在 于 求 出 正方 形 的 边 长 x. 由 
题 意 ,x 二 a/2， 有 ,所 以 z 是 a/2 与 h 的 比例 中 项 
(图 20. 于 是 ,z 可 由 代数 基本 作 图 法 做 出 ,从 而 符 


合 条 件 的 正方 形 可 以 做 出 . 

比例 线段 法 作 图 (constructing by proportional 
segments) 一 种 常用 的 作 E 
图 方法 . 利用 比例 线段 的 有 - 


关 定 理解 作 图 题 , 称 为 比例 gp 


线段 法 作 图 . 例如 ,已 知 两 边 b | 
b.c 及 b,c 来 角 的 平分 线 tas ] 
求 作 三 角形 . 其 思路 要 点 是 : f | 


如 图 ,假设 入 ABC 为 所 求 ， 
Bl AB=c,AC=46,4AA WEAR AD=tz,. HER BA 
至 ,使 AE =b, EC. 因而 AD // EC, UA FH 
成 比例 线段 AD/EC=BA/BE,EC=t,(6+c)/c. 于 
JE ALACE 可 作出 并 成 为 莫 基 三 角形 (如 图 ). 25 z Fe] 
时 大 于 或 等 于 2,c 时 ,本 题 无 解 , 否 则 有 一 解 . 
辅助 圆 法 作 图 (construction with the auxiliary 
circles) 一 种 常用 的 作 图 方法 . 通过 引 辅 助 圆 解 作 
图 题 的 一 种 方法 . 对 一 些 作 图 题 ,在 分 析 或 作 图 中 ， 
需 引 人 辅助 圆 ,以 确定 某 些 点 .线段 或 角 的 相对 位 
置 .利用 这 种 方法 解 作 图 题 , 称 为 辅助 圆 法 作 图 . 辅 
助 圆 法 作 图 的 特例 是 游 移 切 线 法 (参见 “ 游 移 切线 法 
fF A”). 

游 移 切 线 法 作 图 (constructing by shifting tan- 
gent) 作 图 方法 的 一 种 . 如 果 作 图 的 关键 在 于 确定 
某 一 直线 的 位 置 , 可 暂时 放弃 这 直线 所 应 满足 的 条 
件 之 一 ,于 是 这 直线 可 能 因 
位 置 不 定 而 常 切 于 某 曲 线 ， 
而 这 曲线 实际 就 是 点 的 轨 
迹 ( 例 如 圆 ). 这 样 一 来 ,只 
要 先 把 这 轨迹 作出 ,然后 作 
它 的 某 切线 , 使 它 符合 所 放 
弃 的 条 件 , 问 题 便 得 以 解 
决 . 用 这 种 方法 作 图 称 为 游 
移 切线 法 作 图 . 一般 都 是 圆 或 圆 弧 ,而 不 适宜 用 于 别 
的 曲线 . 


例如 ,在 已 知 直线 1 上 求 一 点 a4 ,使 它 向 已 知 
癌 (QOCr) 所 引 切 线 长 等 于 已 知 长 aB). 

设 Mi CMER! 上 符合 条 件 的 点 . MD 为 
从 点 Mi [5] E A [8] Er 5| KHIR. OD —r, MD, —a. 
问题 关键 在 确定 点 M ERR! 上 的 位 置 . AAAS 
BAM 须 在 直线 1 上 的 条 件 , 只 研究 点 M BBO 
所 引 切 线 MD 须 等 于 已 知 长 a, 它 便 是 QO(r) 的 一 
条 游 移 切线 . 端点 M 到 @O(Cr) 圆 心 O 的 距离 

MO = JOD? + MD! = Vr +a’, 
其 轨迹 是 已 知 圆 的 一 个 同心 圆 C. 它 与 直线 LI A 
共 点 便 是 所 求 的 点 .因此 ,AM 便 是 圆 C 与 直线 1 的 

当 圆 C 与 直线 7/ 相 切 时 ,一 解 ; 当 圆 C 与 直线 / 
相交 时 ,二 解 ; 当 圆 C 与 直线 ! 相 离 时 ,无 解 . 

格雷 贝 作 图 法 (Grebe construction method) 

求 作 三 角形 的 陪 位 重心 的 一 种 方法 . 如 图 ,在 
AABC 的 外 面 作 正方 X 

JE | BCPP', CAQQ' 和 
ABRR' ,ix QQ' E RR’, 
RRS PP PP Ss OQ 
分 别 交 于 点 X,Y .Z , Du) 
AX, BY,CZ 三 直线 交 
TAABC 的 陪 位 重心 . 
用 这 个 方法 来 求 作 三 角 
形 的 陪 位 重心 称 为 格雷 
贝 作 图 法 ， 

位 似 法 作 图 (construction with homothetic me- 
thod) 一 种 常用 的 作 图 方法 . 利用 位 似 变换 的 方法 
作 图 . 要 作出 满足 某 些 条 件 
的 图 形 , 可 以 先 放 弃 一 两 个 
条 件 , 作 出 与 其 位 似 的 图 
形 , 然 后 利用 位 似 变 换 , 将 
这 个 与 其 相似 的 图 形 放 大 
或 缩小 ,以 满足 全 部 条 件 ， 
从 而 作出 所 要 求 作 的 图 形 . 例如 ,要 求 作 锐角 三 角形 
ABC 的 内 接 正 方形 DEFG , 先 放弃 一 个 项 点 下 在 边 
AC 上 的 条 件 ,作出 与 正方 形 DEFG 位 似 的 正方 形 
D'E'F'G' (如 图 ), 然 后 利用 位 似 变换 将 正方 形 D'E' 
F'G 放大 ,以 满足 全 部 条 件 , 从 而 求 得 所 要 作 的 正方 
形 DEFG. 

旋转 法 作 图 (construction by rotation) f fF 
图 题 的 一 种 方法 .有 些 作 图 题 ,需要 将 某 些 几何 元 素 
或 图 形 绕 某 一 定点 旋转 适当 角度 ,以 使 已 知 图 形 与 


B DDE E C 


所 求 图 形 发 生 联 系 , 从 而 发 现 作 图 途径 . 例如 ,已 知 - 


三 条 平行 线 求 作 一 个 正三 角形 ,使 三 个 顶点 分 别 在 
这 三 条 平行 线 上 . 其 思路 要 点 是 :假设 和信 4BC 是 正 
三 角形 , 且 顶 点 A,B,C 分 别 在 直线 a,b,c E. fF 


AD | b, AABD 绕 A 
点 逆 时 针 旋 转 60" 后 置 于 
AACD 的 位 置 . 此 时 ,点 
D' 可 以 确定 ,从 而 C 点 亦 
可 确定 . 再 作 Z BAC = 
60°, B 点 又 可 确定 , 故 符 
合 条 件 的 正三 角形 可 以 作出 (如 图 ). 若 不 考虑 正 
AABC 的 具体 位 置 ,而 只 考虑 三 个 顶点 分 别 在 三 条 
平行 线 上 , 则 此 题 只 有 一 解 . 
i Fr jk E A (construction by reverse order) 

与 一 般 作 图 程序 相反 的 一 种 作 图 方法 . 某 些 作 图 题 ， 
需要 在 给 定 图 形 上 做 出 具体 的 符合 某 种 性 质 的 新 图 


JE. 如 果 这 样 的 图 形 不 多 作出 ,那么 可 以 首先 在 任意 
位 置 上 按 要 求 条 件 作 出 新 图 形 , 然 后 再 把 这 个 新 图 
形 移 到 给 定 图 形 上 ,并 使 移动 后 保持 图 形 的 合同 . 例 
如 ,在 定 圆 中 求 作 一 直径 ,使 它 对 圆 内 已 知 点 所 张 开 
的 角 等 于 已 知 角 . 其 思路 要 点 是 :如 图 ,在 @O 内 作 
一 直径 BC ,使 它 对 图 内 已 知 点 A 所 张 开 的 角 等 于 
已 知 角 a, 相当 于 已 知 底 边 、 顶 角 和 底 边 的 中 线 作 三 
角形 .但 由 于 顶点 4 是 固定 的 , 底 边 是 直径 ,所 以 这 
个 三 角形 的 位 置 在 @O 内 无 法 确定 . 然而 ,如 果 在 任 
意 位 置 上 作出 这 样 的 三 角形 ,再 将 它 移 人 @O 内 ,是 
容易 做 到 的 ,因此 ,本 题 采 用 逆序 法 作 图 为 宜 . 由 于 
4 点 在 @O 内 ,所 以 o7 90^ ,否则 无 解 ; 若 a> 90°, 24 
AOT-A CH EIM Amp’ 的 高 ) 时 ,和信 A'B'C' 有 两 解 ; 当 
AO — h Fb. 八 4'B'C' 有 一 解 . TE E AA BCR A 
OO if, H F AB 一般 有 两 解 ,因而 符合 条 件 的 直径 
BC 的 解数 比 信 4’'B'C' 的 解数 要 加 售 . 

平移 法 作 图 (construction by translation) 解 
作 图 题 的 一 种 常用 方法 ,利用 平行 移 位 的 方法 解 作 
图 题 . 它 分 为 以 下 两 种 类 型 . 

1. 平移 图 形 中 的 几何 元 素 .有 些 几何 作 图 题 , 需 
要 利用 平移 将 所 求 作 的 几何 元 素 或 将 已 知 几 何 元 素 
移 到 适当 位 置 , 使 条 件 相对 集中 ,构成 新 的 容易 做 出 
的 图 形 . 

2. 平移 整个 图 形 . 男 有 一 些 作 图 题 ,需要 暂时 使 
弃 题 中 要 求 的 某 条 件 ,首先 按 其 他 要 求 条 件 在 适当 
位 置 作 图 ,然后 利用 平移 将 所 作 图 形 移 到 能 间 时 满 
足 曾 暂时 舍弃 条 件 的 位 置 . WW CAL BAC RE 
; 与 >, 求 作 一 @O ,使 圆心 在 AB 上 ,半径 为 >, 且 在 
AC 上 截 出 的 弦 等 于 7. 其 思路 要 点 是 : 暂 含 弃 圆 心 
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等 于 /的 QO' 容 易 作 出 (如 图 ), 然 后 将 ©@O' 沿 C4 
方向 平移 至 QO 的 位 置 上 即 为 所 求 作 的 圆 . 4 rs 
2 或 五 ,下 中 一 点 或 两 点 在 CA 的 延长 线 上 时 无 解 ， 
除 此 以 外 恒 有 人 解 . 

翻 折 法 作 图 (construction by reflection) 解 作 
图 题 的 一 种 常用 方法 .一 ， B, 
些 作 图 题 可 以 通过 固定 AN 
图 形 中 适当 的 一 条 直线 
或 一 点 ,将 图 形 翻 折 , 利 
用 图 形 的 对 称 性 使 某 些 
几何 元 素 移 位 ,以 寻求 到 
作 图 的 途径 和 方法 ,从 而 
作出 所 求 图 形 . 例如 ,已 知 直线 XY 同 侧 的 两 点 A. 
B, 在 直线 XY 上 求 作 一 点 了 ,使 PA 十 PB ARH 
《如 图 ). 简要 分 析 如 下 : 

右 将 点 4 从 直线 XY 所 划分 的 上 半 平 面 翻 折 
到 下 半 平 面 的 点 4 , 则 斜 线 ( 或 垂 线 )4P,4P，， 
AP», AP;,… 的 长 分 别 与 对 应 斜 线 ( 或 垂 线 ) 4’'P， 
A'P1, A'P,, A'P;,… 的 长 相等 . 因此 折线 APB, 
AP1B,AP,B,AP;B,… 之 长 分 别 与 对 应 折线 (或 线 
段 )4'PB,A'P1B,A'P;B,A'P3B,… 之 长 相等 .于 是 
使 PA 十 PB 最 短 的 问题 便 化 为 使 PA' 十 PB 最 短 的 
问题 . 根据 两 点 之 线段 比 两 点 间 折 线 短 的 原理 知 , 线 
E 4A'B 与 直线 XY 的 交点 便 是 所 求 的 点 . 

本 题 恒 有 和 解 ,包括 直线 AB 与 XY 互相 垂直 的 
情形 在 内 , 那 时 AB 的 垂 足 即 所 求 的 点 . 

A $8 RhE (E Rl (construction by excision and 
fill vacancy area) 解 作 图 题 的 一 种 常用 方法 . 对 于 
等 积 变形 的 作 图 题 ,通常 在 给 定 图 形 或 某 一 确定 图 
形 上 割 下 一 个 三 角形 ,再 借助 平行 线 补 上 一 个 同 底 
等 高 的 另 一 个 三 角形 ， 
使 面积 不 变 , 从 而 完成 
所 求 作 图 形 . 例如 ,过 
AABC 的 底 边 BC 上 
一 定点 了 求 作 一 条 直 
线 , 使 它 分 A4BC Bii B 
积 为 相等 的 两 部 分 . 其 思路 要 点 是 :因为 中 线 AD F 
分 人 4BC 的 面积 ,所 以 首先 作 中 线 4D ,假设 PR F 
分 人 ABC 的 面积 (如 图 ). Æ AADC 中 , 割 去 
和 A 人 4PD, 再 补 上 人 4PQ. HT AAPD 5E AAPQ fa 
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底 等 高 ,面积 相等 ,所 以 符合 条 件 的 PQ 可 以 作出 . 
本 题 一 解 . 

变更 问题 法 作 图 (construction by changing pro- 
blem) 解 作 图 题 的 一 种 常用 方法 .一 些 几何 作 图 
题 , 当 对 原 题 直接 作 图 较 繁 或 较 困 难 时 ,可 将 原 题 变 
更 (转化 ) 为 男 一 种 类 型 的 已 知 问 题 或 易 解 问题 . 这 
样 可 以 化 繁 为 简 ,化 难为 易 . 

伸缩 进退 法 作 图 (construction by elasticity) 
应 用 伸缩 变换 解 作 图 题 的 一 种 方法 . 伸缩 变换 就 是 
位 似 变换 (参见 本 卷 4 高 等 几何 ) 同 名 条 ), 它 将 一 个 
已 Al OO) BA— PE B [8 BI OO Cr. € 
的 变态 是 将 一 圆 收缩 到 圆心 . 应 用 收缩 变换 解 作 图 
题 称 为 伸缩 进退 法 作 图 . 例如 , 求 作 两 个 定 圆 的 外 全 
切线 . 其 思路 要 点 是 : 
i OO 与 @O 的 半径 
分 别 为 ~,~， 且 了 > 
rm .假设 外 公 切 线 AB 
E 作出 . 对 OO C, 
(20' (lr) 实施 收缩 变 
K HOOKAH- r), OO lr) 收缩 为 点 
加 0', 于 是 外 公 切 线 AB 随 之 退 到 CO' 的 位 置 ,离开 
原 位 置 的 距离 为 xr, 这 样 @O(Cr 一 rx) 是 与 CORY 
的 圆 . 由 于 QOCr 一 7 ) 的 确定 ,A4B 也 就 可 以 确定 
Cin. 因为 从 O' 向 QOCr 一 r') 引 切线 时 一 般 有 两 
解 , 所 以 通常 本 题 有 两 解 ; 当 OO! = 一 ”时 ,有 一 
fft ; 当 OO! 过 r 一 x’ 时 ,无 解 . 

反 演 法 作 图 (construction by inversion trans- 
formation) 解 作 图 题 的 一 种 特殊 方法 . 对 一 些 作 
图 题 ,可 借助 反 演 变换 的 性 质 发 现 作 图 途径 ,将 比较 
复杂 的 问题 转化 为 已 知 的 或 简单 的 问题 ,从 而 得 出 
作 图 方法 . 例如 ,过 
OO fü OOM 2% A 
ARERR BAC ,分 
别 制 两 圆 于 点 B.C, 
使 AB 与 AC 的 乘积 
的 绝对 值 等 于 .本 
题 的 思路 要 点 是 : 假 
设 割 线 BAC 已 作出 ， 
由 AB * AC — k ALAC 必 在 QO 的 反 演 图 上 , 同 
时 点 C 又 在 OO 上 ,以 点 4 为 @O 的 反 演 中 心 , 则 
QO 的 反 演 图 为 垂直 于 04 的 直线 , 且 47， AM= 
名 ,点 了 就 可 以 确定 了 . BA IEA 的 垂直 线 ( 就 是 
OO 的 反 演 圆 ), 交 QO' 于 点 C,CAB 即 为 所 求 ( 如 
图 ). 本 题 通常 有 两 解 , 即 BAC 和 B'AC'. k BEN 
RAR. 4OO 的 反 演 图 与 OO' AUN CA ED 位 
置 ), 则 47 达 到 它 的 极 大 值 4 五 ,从 而 有 AM * AE 
=k’ XH AMAA HR DAF. Æ kR > AM * AE . Il 


OO 的 反 演 图 与 QO' 不 相交 ,本 例 无 解 . 
以 人 名 、 特 征 命 名 的 定理 


门 纳 劳 斯 定理 (Menelaus theorem) 关于 共 线 
点 的 一 个 重要 定理 . 设 X,Y,2 分 别 是 A4BC 三 边 
BC,CA,AB 或 其 延长 线 上 的 点 (如 图 ), 则 它们 共 线 
的 必要 充分 条 件 是 A 

XB YO A. 7 

XC YA ZB : 
l] 4 9; Er (Menelaus, 
(A)) 在 (球面 学 ) 中 证 明 4 — 
了 这 个 定理 在 球面 三 角形 
上 的 推广 . 可 知 他 已 经 掌握 了 平面 三 角形 的 门 纳 劳 
斯 定理 ,但 是 直到 1678 年 , 才 由 切 瓦 (Ceva,G. ) 重 
新 发 现 , 并 把 它 与 自己 发 现 的 定理 ( 切 瓦 定理 ) 一 起 
刊行 . 

切 瓦 定理 (Ceva theorem) 关于 共 点 线 的 一 个 
AREH. R X,Y,Z 分 别 是 A4BC 三 边 BC,C4， 
AB 上 或 其 延长 线 上 的 点 (如 图 ), 则 AX.BY.CZ 三 
线 共 点 或 互相 平行 的 必要 充分 条 件 是 : 

ON ee 

XC YA ZB 
这 个 定理 是 由 切 瓦 (Ceva,G. ) 首 先 发 现 的 ,最 早 见 
T 1678 年 切 瓦 着 《直线 论 ) 一 书 . 


Y A 


= 


施 泰 纳 - 莱 默 斯 定理 (Steiner-Lehmus theorem) 
几何 学 史 中 一 个 著名 的 定理 . 苍 一 个 三 角形 的 两 条 
内 角 平 分 线 相 等 , 则 此 三 角形 是 等 腰 三 角形 . 这 个 命 
题 是 1840 FÆR HT CLehmus, C. L. ) 在 给 斯 图 姆 
《Sturm,C.-F. ) 的 一 封 信 中 提出 的 ,他 和 希望 能 用 纯 
几何 的 方法 证 明 . 施 泰 纳 (Steiner,J. ) 首 先 给 出 证 
明 . 施 泰 纳 的 原 证 相当 复杂 ,此 后 乃至 近 100 年 间 还 
有 这 方面 的 文章 ,可 见 这 个 定理 是 何等 引人入胜 . 

He Se WEB (Steiner theorem) 关于 西 姆 森 线 
通过 特定 点 的 定理 . 如 图 ， 
BAABC WECH H. 
外 接 圆 上 的 任意 点 为 PP， 
则 关于 入 ABC 的 点 PP 的 
西 姆 森 线 通过 PH 的 中 
AA. 这 个 定理 是 施 泰 纳 
(Steiner, J. ) 证 明 的 . 


以 人 名 .特征 命名 的 定理 


驴 桥 定理 (donkey bridge theorem) 欧 几 里 得 
几何 的 一 个 重要 定理 . 即 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《几何 
原本 ;第 1 卷 第 5 命题 :等 腰 å 
三 角形 两 底 角 必 相 等 ,两 底 角 
的 外 角 也 相等 . 欧 几 里 得 不 是 
用 作 顶 角 平 分 线 的 方法 来 证 
明 的 ,因为 作 角 平分 线 在 《 几 B 
何 原 本 》 中 是 第 9 命题 . 他 采 
用 了 虽 麻 烦 但 巧妙 的 方法 证 
明 , 即 延长 4B 至 B', 延 长 P C' 
AC 至 C' ,使 AB' - AC' ,连结 
B'C 和 BC’, WiEAAB'CLAAC'B,K B'C=C'B, 
ZAB'C-Z AC B, Z ABC = Z ACB’ ,进一步 可 证 
ABB'CE ACC'B, B48 ZCBC' = Z BCB' ,于 是 得 
ZABC= Z ACB Cin Eb. 这 个 命题 的 证 法 使 初学 者 
感到 困难 ,被 称 为 笨蛋 的 难关 ,有 ” 驴 桥 在 此 ,愚者 没 
过 ”之 说 , 故 得 此 名 . 勾 股 定理 或 等 腰 直 和 角 三 角形 的 
勾 股 定理 ,有 时 也 称 为 驴 桥 定理 . 

欧 拉 定理 (Euler theorem) 欧 几 里 得 几何 的 
两 个 著名 定理 . 欧 拉 人 (Euler,L. ) 的 两 个 定理 : 

1. 设 一 直线 上 的 四 点 顺 次 为 A,B,C,D, 则 以 
AC, BD 为 边 之 矩形 面积 等 于 以 AB,CD A AB 
形 面 积 与 以 BC, AD 为 边 的 矩形 面积 之 和 . 即 AC 
BD=AB+CD+BC * AD. 

2. 设 三 角形 外 接 圆 半径 为 RR, 内 切 圆 半径 为 x， 


Q 


外 心 和 内 心 的 距离 为 了, 则 d^ —ROR— 2r). 

莫 利 定理 (Morley theorem) 在 一 般 三 角形 中 
构成 特殊 三 角形 的 定理 . 三 角形 中 ,每 两 个 角 的 相 邻 
的 三 等 分 线 的 交点 连 线 构 A 
这 个 定理 称 为 莫 利 定理 . f 
该 正三 角形 称 为 莫 利 正三 A 
角形 . 英利 定理 是 初等 几 pA 
何 中 最 令 人 惊叹 的 定理 之 
—. i fl] (Morley, F. ) 于 
一 位 朋友 的 信 中 提 到 这 个 定理 的 ,20 年 后 才 在 日 本 
发 表 . 如 果 运 用 三 角 知 识 , 则 可 求 得 莫 利 三 角形 的 边 
KJ 8Rsine * sinf * siny, EF R Xp An — f8JE K 
外 接 圆 半径 ,a,B8,7Y 为 已 知 三 角形 的 三 个 内 角 的 三 
分 之 一 . 

“ 莫 利 定理 ” 

Hr E ZR $$ FE FB (Stewart theorem) 关于 三 角 
形 三 边 与 一 条 边 被 点 分 成 的 两 个 线段 的 关系 式 . 如 
R DAAABC 的 边 BC 上 的 一 点 ,那么 有 等 式 : 
AB! » DC+AC* * BD— AD « BC=BC + DC • BD 


成 一 个 正三 角形 (如 图 ). 
1904 年 左右 发 现 此 定理 . 他 是 在 给 英国 剑桥 大 学 的 
莫 利 正三 角形 (Morley regular triangle) W 
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Tom: L A 


AB? * DC + AC? + BD 


或 AD? = BC — DC - BD. 
成 立 . 定理 的 发 现 者 未 得 确实 考证 . 1751 4E , Pg 28 3€ 
(Simson, R. ) 首 次 给 出 了 A 


该 定理 的 证 明 . E T RE 
1746 年 ,斯 图 尔 特 (Stew- 
art, M. ) 曾 说 明了 这 个 定 
理 , 故 习惯 上 称 它 为 斯 图 尔 
特定 理 ( 如 图 ). E A 
牛顿 问题 (Newton problem) 一 个 著名 的 作 
图 问题 .已 知 三 边 , 求 作 有 外 接 圆 的 凸 四 边 形 ,而 使 
第 四 边 恰 为 外 接 圆 的 直径 . 此 问题 无 蜡 于 已 知 三 边 ， 
求 作 面 积极 大 的 四 边 形 . 因 它 由 牛顿 (Newton,I. ) 
提出 而 得 名 . 
牛顿 定理 (Newton theorem) 
角 线 中 点 的 两 个 定理 : 


关于 四 边 形 对 


图 1 图 2 

1. E Ju iE ABCD 的 一 组 对 边 BA 和 CD 的 
延长 线 的 交点 为 下 , 另 一 组 对 边 AD 和 BC 的 延长 
线 的 交点 为 E, 这 时 ,对 角 线 AC 的 中 点 工 , BD 的 中 
点 M 和 线段 EF 的 中 点 N 在 同一 直线 上 . 该 定理 亦 
可 简 述 为 :完全 四 边 形 三 条 对 角 线 的 中 点 共 线 . 直线 
MLN 称 为 四 边 形 4BCD 的 牛顿 线 ( 如 图 1). 

2. XE RU) T OO 的 四 边 形 ABCD 中 对 角 线 
AC, BD 的 中 点 分 别 为 M,N, 则 0,M,N 三 点 在 同 
一 直线 上 (如 图 2). 

这 两 个 定理 是 牛顿 (Newton,I. ) 发 现 的 , 故 名 
牛顿 定理 . 

牛顿 线 (Newton line) ” 见 “ 牛 顿 定理 ”. 

fil FF FR - Wr Se FF XE HE ( Petersen-Schoute 
theorem) 关于 三 角 
形 真正 相似 的 传递 定 
H. 该 定理 断言 : 若 
AABC 和 AA’ BC 
是 真正 相似 三 角形 ,并 
HAAA'A", ABB'B" | eee 
和 和 人 CC'C" 也 是 真正 B C 
相似 = Aw, WW 
AA"B'C'RLAABC 也 是 真正 相似 三 角形 (如 图 ). 

爱 可 尔 斯 定理 (Echols theorem) 欧 几 里 得 几 
何 的 两 个 著名 定理 .正三 角形 的 两 个 定理 ， 
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1. Æ AZiZ;Zs MAU UU, 都 是 同 向 正三 角 
形 , 则 线段 ZUZU: ZU 的 中 点 作成 正三 角形 . 

2. Æ AZZZ, AU UU;, AV V2; 都 是 同 向 
IE= FA MW AZ UV, AZ 人 Za 的 重心 
TERRAE = AÉ Cu E] P AM MM). 

该 定理 是 爱 可 尔 斯 (Echols) 在 1932 年 论述 的 ， 
这 两 个 定理 故 名 爱 可 尔 斯 定理 . 

阿波 罗 尼 奥 斯 定 理 (Apollonius theorem) X 
于 三 角形 边 长 与 中 线 长 关系 的 定理 . 设 a,b,c 分 别 
为 人 ABC 的 三 边 BC,CA, AB 之 长 ,mi m,m 分 别 
为 BC,CA,AB 上 的 中 线 , 那 么 有 关系 式 


2 

EE c mi A 
2 

ta’ — o + Imi, 


at= 5+ 2m! ini 

成 立 (如 图 ). 阿波 罗 尼 奥 斯 L hN 
(Apollonius, (P )) Æ LJ f 
究 圆 锥 曲线 而 著名 的 ,与 欧 几 里 得 (Euclid)、 阿 基 米 
德 (Archimedes) 合 称 为 古 希 腊 亚 历 山 大 前 期 的 三 
大 数学 家 . 

阿波 罗 尼 奥 斯 问 题 (Apollonius problem) X 
学 史上 一 个 著名 作 图 题 . 在 平面 上 求 作 一 圆 与 三 个 
已 知 圆 都 相 切 . 此 作 图 题 一 般 有 八 解 ,特殊 情况 下 有 
无 穷 多 解 ( 当 三 个 圆 相 切 于 一 点 时 ) 或 无 解 ( 当 三 个 
圆 两 两 内 含 时 ). 若 三 个 已 知 圆 发 生变 态 而 成 点 或 直 
线 时 ,问题 的 解 的 个 数 也 相应 地 发 生变 化 . 例如 ,三 
个 圆 退 缩 为 三 个 点 时 ,问题 变 为 过 三 个 点 作 一 个 圆 ， 
当 三 点 不 共 线 时 ,有 惟一 解 . 三 个 圆 中 有 一 个 退缩 为 
一 点 ,一 个 变 为 直线 时 ,问题 变 成 “ 求 作 一 圆 , 过 已 知 
点 并 和 已 知 直 线 及 已 知 圆 相 切 ” 阿波 罗 尼 奥 斯 
《Apollonius) 在 他 的 著作 《 论 切 触 ) 中 提出 了 这 个 问 
题 ,并 研究 解决 了 一 些 特殊 情况 . 韦 达 (Viete,F. ) 和 
牛顿 (Newton , I. ) 都 曾 对 这 个 问题 做 过 研究 ,并 给 
出 了 解答 

阿波 罗 尼 奥 斯 轨迹 定理 (Apollonius locus the- 
orem) 一 个 著名 轨迹 问题 . 车 一 动 点 至 两 定点 的 
距离 之 比 等 于 两 不 等 的 已 知 线段 之 比 , 则 该 点 的 轨 


迹 是 一 个 圆 . 如 果 4 BA 
7E AP 是 动 点 ,a,65 为 不 
等 的 已 知 线 段 , PA/PB= 
a/b,Q,R 为 线段 AB 的 
内 、 外 分 点 , 即 QA/QB = 
R4/RB=a/, 则 点 的 轴 
迹 是 以 QR 为 直径 的 圆 
(如 图 ). 这 个 圆 称 为 阿波 罗 尼 奥 斯 圆 . 


阿波 罗 尼 奥 斯 圆 (Apollonius circle) J “bay iz 
罗 尼 奥 斯 轨 迹 定 理 ” 
+E BASE FE (Catalan theorem) 一 个 著名 的 极 


值 问题 . 自信 ABC P BEL — ex FE Ee B 3E P GUS 
垂 线 长 作成 的 正方 形 面积 之 和 为 最 小 , 则 该 点 为 连 
A 


Si 
n 


B DH, C 
结 三 垂 线 垂 足 所 成 三 角形 的 重心 . WB, KDL LBC, 
KE | AC,KF | AB, H KD+KE°+KF’ AR), 
则 K 是 垂 足 人 已 已: 已: 的 重心 ， 此 点 又 是 原 三 角形 
的 类 似 重 心 . 

费 马 问 题 (Fermat problem) 著名 的 几何 极 值 
问题 . 费 马 (Fermat,P. de) 曾 提出 一 问题 征 解 :“ 已 
知 一 个 三 角形 , 求 作 一 点 ,使 其 与 这 个 三 角形 的 三 个 
顶点 的 距离 之 和 为 极 小 . ” 它 的 答案 是 : 当 三 角形 的 
三 个 角 均 小 于 120" 时 ,所 求 的 点 为 三 角形 的 正 等 角 
中 心 ( 图 1); 当 三 角形 有 一 内 角 大 于 或 等 于 120° 时 ， 
所 求 点 为 三 角形 最 大 内 角 的 顶点 (图 2). 在 费 马 问 
题 中 所 求 的 点 称 为 费 马 点 . 


ACP) 


图 2 

费 马 点 (Fermat point) ” 见 “ 费 马 问 题 ”. 

费 马 定理 (Fermat theorem) 与 矩形 边 长 有 关 
的 一 个 等 式 . UA, AR ABCD 的 边 


以 人 名 .特征 命名 的 定理 


_ AB 

V2 
以 AB 为 直径 在 矩形 之 外 作 
il, EKA EER AP, 
连结 PC,PD, 分 别 交 AB T A 
A E,F, W 

AE? + BF? = AB’, 

施 瓦 兹 三 角形 问题 (Schwarz triangle problem) 
关于 三 角形 的 极 值 问 题 . 在 锐角 三 角形 的 内 接 三 角 
形 中 ,以 垂 足 三 角形 的 周 长 为 最 短 . 此 问题 最 早 由 法 
尼 亚 诺 (Fagnano ,dei. 工 .G.C. ) 提 出 ,他 用 微 积 分 的 
方法 给 出 了 一 个 解答 ,因此 ,这 个 问题 也 称 为 法 尼 亚 
诺 问 题 . A BL 2K (Schwarz, H. A. ) 在 一 篇 论文 中 , 利 
用 垂 足 三 角形 的 性 质 及 反射 原理 巧妙 地 证 明了 这 个 
问题 , 施 瓦 兹 三 角形 因此 而 得 名 . 他 的 证 明 后 来 被 葛 
f| (Morley, F. AMR% (Morle,F. V. ) 推 广 到 2n4-1 
角形 的 情况 . 

法 尼 亚 诺 问题 (Fagnano problem) 
三 角形 问题 X. 

布雷 特 - 施 奈 德 公式 (Bretschneider formula) 
关于 四 边 形 的 一 个 面积 公式 . 设 简单 四 边 形 的 四 边 
为 a,b,c,d ,两 对 角 线 为 esf ,面积 为 S, W 


s- Ae? f? — (a? — +c? — d?)*, 


欧 拉 线 (Euler line) 阐明 三 角形 三 心 的 位 置 
关系 的 一 条 直线 . 三 角形 的 外 心 、 重 心 和 垂 心 在 一 条 
直线 上 ,并 且 外 心 到 重心 的 距离 等 于 重心 到 垂 心 的 
距离 的 一 半 . 外 心 、. 重心 和 垂 心 所 在 的 直线 称 为 三 角 
形 的 欧 拉 线 .关于 欧 拉线 的 这 个 定理 是 欧 拉 (Euler， 
L.)-F 1765 年 ,在 他 所 著 《 三 角形 的 几何 学 》 一 书 中 
首先 提出 的 . 

蝴蝶 定理 (butterfly theorem) 几何 学 史 中 一 
个 有 名 的 定理 . 过 一 圆 的 弦 4B 的 中 点 M 引 任意 两 
条 弦 CD 和 EF, 连结 CF AM ED, 25% AB TF P,Q, 


N| PM=MQ. 由 于 上 述 定理 的 Fnac 
VAAN 


AD ; D 


见 “ 施 瓦 效 


图 形 如 一 只 展翅 的 蝴蝶 (如 图 
所 示 ), 故 得 此 名 . 这 个 定理 的 
提出 由 来 已 久 ,证明 方 法 也 多 ， 
霍 纳 (Horner,W.G.) 在 1815 C 
年 ,给 出 了 这 个 定理 的 一 个 证 E 
明 方 法 ,被 称 为 霍 纳 法 ,而 秦 九 
韶 在 4 数 书 九 章 》 中 ,对 此 命题 的 证 明 方法 已 有 叙述 ， 
eA AA RAE. 

3E RES g ERE (CBrahmagupta theorem) X 
于 圆 内 接 四 边 形 的 性 质 和 计算 的 两 个 定理 ， 

1. 若 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 互相 垂直 ， 
则 连结 4B 的 中 点 M 和 对 角 线 交点 五 的 直线 垂直 
于 CD, 反 之 ,从 对 角 线 交 点 向 CD (FBR EH . H 
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Tod L A 


延长 线 必 通 过 边 AB 的 中 点 4 


M( 如 图 ). 

2. 若 圆 内 接 凸 四 边 形 的 “ E 
Uu 341 A a,b,c,d, JE A EN 
s» IER OS S, 


/(s — a) G — b)(s — co) (s — d). C 

JH KE SEC] XE AUT URP BE X X (Brahmagupta)30 岁 

(628 4E) At pi BA) Ew RE ME TE HS rh. 
泰勒 斯 定理 (Thales theorem) 欧 几 里 得 几何 

的 一 个 基本 定理 . 如 图 , 寿 


AB 为 圆 的 直径 ,P 为 圆周 上 d 
异 于 ALB fiis IW ZAPBH : 
直角 . 泰勒 斯 (Thales, (MO) 4 

在 数学 方面 的 贡献 是 开始 了 


命题 的 证 明 . 
Tt $ XE (Ptolemy theorem) 
四 边 形 的 边 和 对 角 线 的 关系 


的 定理 . 即 圆 内 接 四 边 形 两 组 < 
对 边 乘积 之 和 等 于 对 角 线 的 

乘积 . 这 个 定理 的 逆 命 题 也 成 。， 

立 , 因 而 可 作为 判定 四 边 形 内 

接 于 圆 的 一 种 方法 (如 图 ). 本 


定理 可 推广 :对 于 一 般 四 边 形 4BCD ,有 
AB - CD + AD - BC > AC * BD. 

高 斯 定理 (Gauss theorem) A T [Bi] Hz 8l Aon 
等 分 圆周 的 两 个 定理 : 

1. 以 一 完全 四 边 
形 的 对 角 线 各 为 直径 
所 作 的 三 个 圆 共 轴 ， 
它们 的 等 究 轴 就 是 完 
4e Ju 1 He B 38 oy ZX 
(如 图 ). 

2. 给 出 用 圆规 直 
矿 等 分 圆周 、 等 分 数 
n 所 应 满足 的 充分 必 
要 条 件 ( 参 见 “ 用 直 尺 
圆规 等 分 圆周 问 
Al”). 第 二 个 定理 由 高 斯 (Gauss,C.F. ) 于 1801 年 
给 出 证 明 . 

西 姆 森 定 理 (Simson theorem) 
中 的 点 共 线 的 两 个 定理 : 

1. 从 三 角形 的 外 接 贺 上任 一 点 向 三 边 所 在 直线 
作 垂 线 , 则 三 个 垂 足 在 同一 直线 上 . 这 条 直线 称 为 西 
姆 森 线 或 称 垂 足 线 . 如 图 1, 已 是 人 A4BC 外 接 圆 上 
f£— XYZ 是 从 点 已 分 别 向 BC,CA,AB 所 引 
HEH HELE XYZ 同 在 八 ABC 的 西 姆 森 线 上 . 

2. 完全 四 边 形 的 米 奎 尔 点 在 四 边 上 的 正 射影 在 
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AX BI PS 


关于 平面 几何 


同一 条 直线 上 . 这 条 直线 称 
为 完全 四 边 形 的 西 姆 森 线 . 
如 图 2 中 ,MM 是 完全 四 边 
É ADBCE WHK ERR, 
X,Y,Z,K PRE M 在 边 
AB,BC,DE,AE EME 
E, X,Y,Z, K 同 在 完全 四 
XlJÉ AY Pu 8 AR ER m 上 . 通 
常 认 为 关于 三 角形 的 西 姆 森 线 是 西 姆 森 (Simson， 
R. ) 发 现 的 ,后 经 马 开 (Mackay) 考 证 表明 ,该 直线 
是 1797 4E h ^E E+ (Wallace, W. ) 发 现 的 .但 习惯 
上 仍 称 西 姆 森 线 . 


西 姆 森 线 (Simson line) 见 “ 西 姆 森 线 定理 ”. 

F E fk (pedal line) 即 西 姆 森 线 , 见 “ 西 姆 森 
EH”. 

7K GW EH (Feuerbach theorem) JLAA 
的 性 质 之 一 .三 角形 的 内 切 圆 内 切 于 该 三 角形 的 九 


O, 


点 圆 ,而 三 角形 的 三 个 旁 切 贺 外 切 于 该 三 角形 的 九 
点 圆 ( 如 图 ). 费 尔 巴 哈 (Feuerbach,K. W. ) 研 究 了 


九 点 圆 之 后 ,于 1822 年 发 表 了 《直角 三 角形 的 一 些 
特殊 点 的 性 质 》 的 文章 ,他 在 该 文中 同时 叙述 了 九 点 
圆 的 一 些 特殊 性 质 , 费 尔 巴 哈 定 理 就 是 其 中 的 一 个 
性 质 . 

卡 诺 定 理 (Carnot theorem) 
推广 .通过 A4BC 的 外 接 
圆 上 的 一 点 书 , 引 与 三 边 
所 在 直线 BC,C4,4 分 
别 成 同 向 的 等 角 的 直线 
PD,PE,PF, 与 三 边 的 交 
ARIA DLE, F, W D, 
E,F 三 点 在 同一 直线 上 
(如 图 ). 此 定理 是 卡 诺 (Carnot,L. (-N.-M. )) 对 西 
姆 森 定理 的 推广 . 他 把 “ 垂 足 ?推广 为 “ 同 向 等 角 ”, 就 
得 此 定理 . 卡 诺 对 近代 综合 儿 何 的 基础 有 过 贡献 . 


Xf Pg 18 BE HEY) 


KERE (Miqule theorem) 关于 米 奎 尔 点 
的 两 个 定理 : i 
1. E AABC 的 三 边 ? 


BC,CA.AB 所 在 直线 上 各 
任 取 一 点 XY，Z， 则 Ñ 
OAYZ, OBZX, OCXY = (7) 
圆 共 点 . 交点 Q@ 称 为 X,Y,Z JN 
对 于 A4BC 的 米 奎 尔 点 (如 p te 
KD. XÆ CMiqule, A. ) 于 
1838 年 证 明了 此 命题 . 

2. 五 直线 交 成 五 个 完全 四 边 形 ,它们 的 五 个 米 
奎 尔 点 共 圆 . 

安 内 定理 (Anney theorem) 关于 共 点 线 的 一 
个 定理 . 若 一 圆周 上 有 四 点 ,以 其 中 任 三 点 作 三 角 
形 , 再 作 其 余 一 点 的 关于 该 三 角形 的 西 姆 森 线 , 则 这 
些 西 姆 森 线 交 于 一 点 (如 图 ). 


康 托 尔 定理 (Cantor theorem) 关于 圆周 上 者 
干 个 点 的 性 质 的 四 个 定理 : 


1. 一 个 圆周 上 有 22 过 3) 个 点 ,从 其 中 任意 


以 人 名 .特征 命名 的 定理 


n 一 2 个 点 的 重心 向 余下 两 点 的 连 线 所 引 的 垂 线 都 
通过 同一 点 . 

2. 一 个 圆周 上 有 Ais A,, A;, A, 四 点 及 PP, 
两 点 , 则 点 P! A P XFS EA JÉ AAAA, 
和 人 4:444 s 人 AiA,A;, AA, AA: 中 , 每 = 的 两 条 
西 姆 森 线 的 交点 在 同一 条 直线 上 ,此 直线 称 为 Pi， 
P, 关于 四 边 形 A AAAs 的 康 托 尔 线 ( 如 图 ). 


NA 


a 


3. 一 个 圆周 上 有 A14: 4. A. WAM PP, 
P, 三 点 , 则 PoP: 两 点 关于 四 边 形 4,4:4:4, 的 康 
HERR: P Pi 两 点 关于 该 四 边 形 的 康 托 尔 线 ;P,， 
P, 两 点 关于 该 四 边 形 的 康 托 尔 线 都 交 于 同一 点 ,这 
点 称 为 Pi,P:,P: 三 点 关于 四 边 形 4,4:4:4, 的 康 

4. 一 个 圆周 上 有 4 ,4:,43:,4 A; 五 点 及 Pi， 
P, P Lu. WU Pi, P,P， 三 点 关于 四 边 形 
AAAiAs, AsAAsAl, AAsAiA,, As5A,A2A3; 
AiA,A;A, 中 每 一 个 的 康 托 尔 点 在 同一 直线 上 ,这 直 
线 称 为 Pi PoP, 三 点 关于 五 边 形 A14;,4s;A44h; 的 
康 托 尔 线 . 康 托 尔 (Cantor,M.B. ) 最 重要 的 著作 是 
4 卷 本 的 《数学 史 讲 义 少 这 部 书 英 定 了 数学 史 这 门 
学 科 的 基础 . 

Bi TEZR & (Cantor line) 

康 托 尔 点 (Cantor point) W REFEREE”. 

凯 西 定理 (Casey theorem) 关于 四 个 圆 同 切 
一 个 圆 的 条 件 . 四 个 圆 Cy Cas C4, C, 有 一 个 公 切 圆 
K BS 7643 4 BAER Eta t testy * fadt t tz 二 
0. 其 中 ,表示 Ci 5 C; 的 公 切 线 长 (i,j 王 1,2,3， 
4), 其 为 外 公 切 线 或 内 公 切 线 , 要 看 Ci,Cj 与 天 fg 
态 相 切 或 异 态 相 切 而 定 . 


见 “ 康 托 尔 定理 ”. 
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清宫 定理 (Shimiya theorem) 关于 共 线 点 的 
一 个 定理 . 若 P,Q 为 
AABC 外 接 圆 周 上 的 
异 于 A,B,C 的 两 点 ,P 
点 关于 三 边 BC,CA, 
AB 的 对 称 点 分 别 为 
U,V,W,H QU,QV, 
QW 分 别 和 边 BC,CA, 
AB 或 其 延长 线 的 交点 
为 D,E,F, 则 DD,E,F 三 点 在 同一 直线 上 (如 图 ). 传 
说 清宫 俊 雄 16 岁 时 发 现 这 个 定理 . 
帕斯卡 定理 (Pascal theorem) 一 -个 著名 的 共 
线 点 定理 . 圆 内 接 六 边 I 
形 三 组 对 边 ( 所 在 直线 ) Di 
的 交点 共 线 . 这 条 直线 
称 为 该 六 边 形 的 帕斯卡 
直线 . 如 图 中 的 G, H,I 
分 别 是 圆 内 接 六 边 形 
ABCDEF 三 组 对 边 的 
交点 ,它们 在 一 直线 上 . 


阿里 加 定理 (Ariga 
theorem) 关于 共 点 线 的 l 
一 个 定理 . 若 己 为 A4BC RIA 


外 接 圆 上 的 一 点 ,4 AR 

PXFAABC 的 西 姆 森 

线 , QR AAABC 的 外 接 B C 
BIBJX.HQR A.X lh, L 
六 分别 为 点 R,Q 关于 F f 
AABC 的 西 姆 森 线 , 则 1.054 交 于 一 点 (如 图 ). 

特 纳 定理 (Turner theorem) 关于 共 线 点 的 一 
MEH. £P REX 
T AABC 外 接 圆 的 
一 对 反 演 点 ,点 卫 关 
T BC,CA.AB 三 边 
的 对 称 点 分 别 为 U， 
V,W, H QU, QV, 
QW Al iw BC, CA, 
AB MEERA BJ AD, E, F, MW DEF 
在 同一 直线 上 (如 图 ). 

库 利 奇 - 大 上 定理 (Coolidge-Oue theorem) X 
于 共 圆 点 的 定理 . 符 过 圆周 上 四 点 的 任 三 点 作 三 角 
形 , 则 所 作 四 个 三 角形 的 九 点 圆 的 圆心 都 在 同一 圆 
上 .过 这 四 个 九 点 圆 圆心 的 圆 , 称 为 同一 圆 上 四 点 所 
构成 的 四 边 形 的 九 点 圆 . 在 过 圆周 上 五 点 的 任 四 点 
做 四 边 形 , 则 所 作 五 个 四 边 形 的 九 点 圆 的 圆心 在 同 
一 圆 上 . 过 这 五 个 九 点 圆 圆心 的 圆 , 称 为 同一 圆 上 五 
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点 所 构成 的 五 边 形 的 九 点 圆 . 这 样 可 继续 给 出 圆 上 
ANGE gn BITE. EA AF (Coolidge, J. L.) F 
1910—1911 年 发 表 此 征 理 .大 上 成 乔 于 1916 年 发 
表 此 定理 . 

普尔 定理 (Chapple theorem) 
H. 关于 三 角形 外 接 圆 和 内 切 
圆 半 径 与 圆心 距 的 关系 定理 . 
若 人 4BC 的 外 接 圆 半径 为 
R, AH E] CX 59 7 [4 D 2E f 
r, 内 切 圆 与 外 接 圆 的 圆心 距 
Ad, WW a^ —R*T2Rr, SKF F 
对 于 内 切 圆 取 负 号 ,对 于 劳 切 圆 取 正 号 . 如 图 所 示 . 

戴 维 士 定理 (Davis theorem) 关于 六 点 共同 
的 一 个 重要 定理 . 若 三 角形 
的 各 边 或 其 延长 线 上 各 有 一 
对 点 ,其 中 每 两 对 点 为 共 圆 
点 , 则 六 点 为 共 圆 点 .如 图 ， 
在 人 A4BC 1,D,E;F,G;H, 
K 分 别 为 三 边 或 其 延长 线 上 
的 一 对 点 , 若 DLE,F.G;F,G,H,K;H,K,D,E 4 
别 共 圆 , 则 六 点 D,E.F,G.H,.K ALAA. 

a) SS EW £& (Lemoine l 
line) 一 个 共 线 点 问题 .过 三 
角形 的 顶点 所 作 外 接 圆 的 切 4 
线 各 与 对 边 所 在 直线 的 交点 
在 一 直线 上 (如 图 所 示 ). 这 条 
直线 称 为 勒 穆 瓦 纳 线 . 

萨 蒙 定理 (Salmon theo- 
rem) 关于 点 共 线 和 上 距离 成 
比例 的 两 个 定理 : 

Il. 目 圆 上 一 点 引 三 
弦 , 并 以 它们 各 为 直径 画 
圆 , 则 所 画 三 圆 的 两 两 相 
交 的 三 个 与 4 不 同 的 交 
点 共 线 (如 图 ). 

2. 圆心 O 至 ABR 
点 的 距离 与 4 至 B 的 极 线 6b 的 距离 及 B 人 至 4 的 极 
线 a 的 距离 成 比例 . 

镜像 t (mirror 
image line) 关于 几 
个 点 共 线 的 问题 . 
AABC 的 外 接 圆 上 
的 点 P 关于 边 BC, 
CA,AB 的 对 称 点 X, 
Y.Z 和 人 4BC ff 3& 
心态 在 同一 条 直线 上 .这 条 直线 称 为 点 了 关于 
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AABC 的 镜像 线 . 如 图 所 示 . 

奥 倍 尔 定 理 (Auber theorem) 关于 共 线 点 的 
一 个 定理 .通过 人 4BC 的 三 顶点 引 互 相 平 行 的 三 条 
直线 ,它们 和 和 人 45C 外 接 圆 
的 交点 分 别 为 A’, BC. A 
TE AABC 外 接 圆 上 取 一 点 
P, it PA', PB’, PCS 
AABC 的 三 边 BC,CA,AB 
或 其 延长 线 的 交点 分 别 为 : 
D,E,F,W| D,E, F 三 点 在 同一 条 直线 上 (如 图 ). 

伽利略 定理 (Galilei theorem) 著名 的 圆 面积 
等 分 定理 . A OA HOO 的 
半径 ,点 M,N 为 O4 的 三 等 
分 点 ,以 O4 X ETE BI, 
Arta M,N fE OA 之 垂 线 
交 半 圆 于 点 P,Q, 则 以 O 为 
圆心 ,OP,OQ 为 半径 之 圆 ， 
必 将 最 初 的 圆 面积 三 等 分 . 如 图 所 示 . 此 定理 由 伽 利 
BE (Galilei,G. ) 提 出 . 

勒 穆 瓦 纳 圆 (Lemoine circle) ”两 个 著名 的 多 
点 共 圆 问题 . p 8 $9 FLA Lemoine, É. M. H. ) 提 出 
的 两 个 多 点 共 圆 问题 . 
it GEAABC 的 重心 ， 
K 是 陪 位 重心 ,过 天 作 
三 边 的 平行 线 lis l2» l3 
(图 1), 这 种 平行 线 称 
为 勒 称 瓦 纳 平行 线 . 

1. CK EL FS FLA OE 
行 线 与 三 角形 周 界 的 六 个 交点 在 同一 个 圆 上 (图 
2). 这 个 圆 称 为 这 个 三 角形 的 第 一 勒 穆 瓦 纳 圆 . ZA 
在 三 角形 三 边 上 所 截 的 弦 与 三 边 的 立方 成 比例 , 故 
又 称 为 三 重 比 圆 . 

2. 过 三 角形 的 陪 位 重心 所 作 三 边 的 逆 平 行 线 


A A 


B C B C 
图 2 图 3 

( 即 逆 相似 边 ) 的 六 个 端点 在 同一 个 加 上 (图 3). 这 
个 圆 称 为 这 个 三 角形 的 第 二 勒 称 瓦 纳 圆 . 该 圆 在 三 
角形 三 边 上 所 截 的 弦 与 对 角 的 余弦 成 比例 , 故 又 称 
为 余弦 圆 . 

7) 8 EL ZA F 11 £€& (Lemoine parallels) 
E BLA”. 


A," By 


以 人 名 ,特征 命名 的 定理 


第 一 勒 穆 瓦 纳 圆 (first Lemoine circle) J“ $h 
SAA”. 

三 重 比 圆 (triplicate ratio circle) BB ^55 — 38 
称 瓦 纳 圆 ” 


oS — By Fe E. £A [Bl (second Lemoine circle) W 
“ 勒 穆 瓦 纳 圆 ”. 

余弦 圆 (cosine circle) BP“ — SES FL ALERT. 

oe lel (Tucker circle) ”关于 几 个 点 共 圆 的 问 
题 . 设 天 是 人 4BC 的 陪 位 重心 (如 图 ),A',B',C' 各 
是 直线 AK ,BK,CK EKA, #& A'B'/AB,A'C' / 
AC, Wl) B'C'/ BC, HAA'B'C' 5S AABC 的 非 对 应 
边 所 在 直线 的 六 个 交点 D,E,F,G, 态 ,LL 在 同一 个 


l| E. 这 个 圆 称 为 人 4BC 的 塔 克 圆 . 当 A'B CE 
点 依 条 件 分 别 在 直线 AK.BK.CK 上 变动 位 置 时 ， 
得 到 一 系列 的 圆 , 称 为 塔 克 圆 系 . 

塔 克 圆 系 (Tucker circle system) Wl “HE 

圆 ”. 
泰勒 圆 (Taylor circle) 关于 几 个 点 共 圆 的 问 
题 . 若 人 4BC 三 边 上 的 A 

高 线 AD. BE,CF i) 
足 分 别 为 DEF, = 
足 在 另外 两 边 上 的 射影 
FEAT AAA C,H, 
I,J,K,.Ld1E—^- WE 
(如 图 ). 这 个 圆 称 为 三 角 B L C 
形 的 泰勒 圆 . 

布 罗 卡 尔 点 (Brocard point) 刻画 三 个 圆 相 关 
位 置 的 特殊 点 .在 A4BC 中 , 设 C 是 过 C 而 切 AB 
于 4 的 圆 ,C; 是 过 4 而 切 BC 于 已 的 圆 ,Cs xt B 
mY CA 于 C 的 圆 ; 又 设 C 是 过 C 而 切 AB TB 
的 圆 ,C* 是 过 4 而 切 BC 于 C 的 圆 ,Cs 是 过 B nu) 
CA F A B B, 9| C,,C2, 三 个 圆 交 于 一 点 NR; C’, 
C; ,Cs =P ABFA. OI DRA AABC 
的 布 罗 卡尔 点 . A RAEMP RR ARS A FR ARE 
FRKA. N 5 O'R AABC HSARA. HP KR 
ARAM: 
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ZQAB= Z7 O0BC-— ZNCA; 
ZY AC= ZY CB= Z/N BA. 


当 这 六 个 角 相 等 时 , 称 为 人 A4BC 的 布 罗 卡 尔 
角 . 研究 布 罗 卡 尔 点 的 有 关 性 质 的 几何 内 容 称 为 布 
罗 卡 尔 几 何 . OQ FA Q' d Fa 75 HK Crelle, A. L. ) 
首先 发 现 的 ,但 当时 并 未 引起 人 们 重视 . HF ER 
(Brocard,P. R.J. B. H. ) 于 1881 年 向 法 国 科 学 进步 
协会 提交 的 论文 4 三 角 平 面 一 个 新 圆 的 研究 ) 宣 布 布 
罗 卡 尔 圆 的 重新 发 现 , 并 由 此 产生 布 罗 卡 尔 点 、 布 罗 
卡尔 三 角形 等 概念 . 

布 罗 卡尔 角 (Brocard angle) 见 “ 布 罗 卡 尔 
AC. 

布 罗 卡尔 几何 (Brocard geometry) Jl“ i E 
TURA. 

索 蒂 圆 (Soddy circle) 关于 多 圆 相 切 问 题 的 
著名 定理 . 彼此 相 切 的 三 圆 必 有 两 圆 与 它们 相 切 . 以 
三 个 不 同 点 为 圆心 作 三 个 彼此 相 切 的 圆 , 知 两 两 的 
切 点 是 三 个 不 同 的 点 (可 能 共 线 ), 则 有 两 个 圆 与 这 
三 个 圆 都 相 切 而 这 两 个 圆 不 相交 . 这 两 个 圆 称 为 索 
蒂 圆 (如 图 1, 图 2 Bra). 


布 罗 卡尔 三 角形 (Brocard triangle) 


一 些 特殊 
点 构成 的 三 角形 : | 

l. & S A AABC 的 外 心 ,K 为 它 的 陪 位 重心 ， 
以 SK 为 直径 作 圆 , 称 这 个 圆 为 和 4BC 的 布 罗 卡尔 
圆 ,该 圆 交 三 边 的 勒 穆 瓦 纳 平行 线 于 A',B',C', 则 
AA' BC 称 为 第 一 布 罗 卡 尔 三 角形 . 

2. Æ K AAABC 的 陪 位 重心 ,连结 AK. BK, 
C 天 ,与 人 A4BC 的 布 罗 卡 尔 圆 分 别 交 于 A". B",C", 
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则 和信 4"B”C" 称 为 第 二 布 罗 卡尔 三 角形 (如 图 ). 

第 一 布 罗 卡 尔 三 角形 (first brocard triangle ) 
见 “ 布 罗 卡 尔 三 角形 ”. 

第 二 布 罗 卡 尔 三 角形 (second brocard triangle) 
见 “ 布 罗 卡 尔 三 角形 ” 

布 罗 卡 尔 圆 (Brocard circle) 
角形 ” 

托 里 切 利 点 (CTorricelli point) 三 个 具有 特殊 
位 置 的 圆 的 交点 .在 人 4BC 的 三 边 上 各 向 外 侧 作 等 
边 三 角形 4BC BCA CAB ,这 三 个 等 边 三 角形 的 
外 接 圆 交 于 一 点 了 
《如 图 ), 这 一 后 了 
Wk AABC 的 托 
BOAR. 这 三 个 
外 接 圆 称 为 托 里 切 
Fil Al. 4 AABC 的 
三 内 角 都 小 于 120° 
时 , AABC 的 托 里 
HAAT 具有 人 性 
质 : 它 到 三 个 顶点 
距离 之 和 AT + 
BT 十 CT 达到 最 小 . 求 一 个 到 三 角形 三 个 项 点 的 距 
离 之 和 为 最 小 的 点 这 个 问题 是 由 费 马 (Fermat,P. 
de) iH mi FH FEE ET Fl (Torricelli, E. ) 解 决 的 ,所 以 
TE HY) AS EPR OS BR Hs es. 

$t BY] FE CTorricelli circle) 
p 

(il d AR Est (Pedoe inequality) 两 个 三 角形 的 
边 长 和 它们 的 面积 组 成 的 不 等 式 . A AABC 和 
AA! B'C' 的 边 长 分 别 是 a,b,c 和 a’ ,U ,c' ,它们 的 面 
firn AA A’. al? +08 一 a ) 十 b (a +e 
-— P)? P Fa —0)216AA' ; 4AM 4YAABC 
NAA B'C' RSR. 此 不 等 式 是 佩 多 (Pedoe,D.) 
在 所 著 《 代 数 与 几何 方法 ) 中 给 出 的 ， 

热 尔 岗 点 (Gergonne point) 三 角形 三 条 特殊 
直线 的 交点 . 4 XYZ 分 别 是 A4BC 的 三 边 BC, 
CA,AB 与 其 内 切 圆 或 劳 切 圆 的 切 点 , 则 三 线 AX. 


见 “ 布 罗 卡 尔 三 


DL “FEE YA] 


BY ,CZ 共 点 . 这 样 的 点 
共有 四 个 , 称 它 们 为 
AABC 的 热 尔 岗 点 . 热 
尔 疯 点 的 等 截 共 恩 点 称 
为 A4BC 的 纳 格 尔 点 
(如 图 ). 

纳 格 尔 点 (Nagell point) 见 “ 热 尔 岗 点 ”. 

封 田 点 (Fontaine point) 一 个 著名 的 三 线 共 
点 问题 .在 八 ABC 中 , 工 ,M,N 各 是 三 边 BC ,C4h， 
AB f) rp &; X,Y,Z 是 一 点 了 在 BC,CA. AB 上 的 
正 射 影 , 若 MN 与 YZ,NL 与 ZX,LM 与 XY 交点 
AHA DEF WW XD,YE,ZF 三 线 交 于 一 点 S, 且 
是 过 LMN WAS XYZ 的 圆 ( 特 殊 情 况 是 直线 ) 
的 交点 之 一 . 对 于 和信 ABC 来 说 ,S 称 为 P 的 封 田 点 
《如 图 ). 


De 


卡 斯 蒂 隆 问题 (Castillon 
problem) 关于 作 已 知 圆 内 
接 三 角形 的 作 图 问题 .已 知 一 
圆 及 不 在 圆 上 的 三 点 , 求 作 这 
圆 的 内 接 三 角形 ,使 它 的 三 边 
或 其 延长 线 分 别 通过 该 三 点 . 

阿尔 哈 逊 问题 一 (Al- 


p 
= oe 


hazen problem I ) 
名 的 作 图 题 .一 个 圆 所 在 的 平 
面 上 有 两 个 已 知 点 ,在 圆周 上 
寻求 一 点 ,使 它 与 两 已 知 点 的 
连 线 和 过 该 点 的 切线 成 等 角 . 
这 个 问题 为 阿尔 哈 进 (Al- 
hazen) 所 解决 (如 图 ). 

阿尔 哈 进 问题 二 (Alhazen problem 1) 与 圆 
有 关 的 极 值 问 题 . 车 了 为 已 知 圆周 上 一 动 点 ,A4,B 
为 二 定点 , 问 P 位 于 何 处 ,可 使 : 

1. PA 十 PB*( 如 图 1). 

2. PA+PB 
为 极 大 或 极 小 (如 图 2). 


以 人 名 .特征 命名 的 定理 


A M B "E 
Sy 
P P' 
图 1 图 2 

哈 格 定理 (Hagge theorem) 关于 点 共 圆 的 三 
NEH: R H FE AAABC 的 垂 心 :XY,2 分 别 是 
BC,CA,AB 上 的 点 ,并 假设 4X,BY,C2 三 线 共 点 
T R( 如 图 ). 

1. 在 直径 为 BC,CA, AB 的 圆 分 别 与 直径 为 
AX, BY ,CZ 的 圆 相 交 , 则 诸 交 点 共 圆 或 共 线 . 如 图 
中 以 BC.AX 为 直径 的 两 圆 交 于 工 , MM 两 点 ;以 AC, 
BY 为 直径 的 两 圆 交 于 N,O 两 点 ;以 AB,CZ 为 直 
径 的 两 圆 交 于 P,Q 两 点 ; 则 工 ,M,N,O,P,Q 六 点 
+A. 

2. A H Br9| AX. BY,CZ 的 垂 线 分 别 与 直 
42A BC,CA,AB 的 圆 相交 , 则 诸 交 点 共 圆 . 

3. 过 点 H 所 引 AX, BY,CZ 的 垂 线 分 别 与 直 
径 为 AX,BY,CZ 的 圆 相交 , 则 诸 交 点 共 圆 . 


= 


富 尔 曼 定 理 (Fuhrmann theorem) 


关于 三 角 
形 的 若干 特殊 点 的 共 线 与 共 圆 的 两 个 定理 : 

1. 关 于 圆 上 四 点 所 成 三 角形 内 心 与 旁 心 分布 状 
态 定理 . 圆 上 四 点 两 两 连 成 四 个 三 角形 ,它们 的 内 
心 、 旁 心 合计 十 六 点 分 配 在 八条 直线 上 ,每 线 上 四 
点 ,而 这 八 线 是 两 组 互相 垂直 的 平行 线 . 每 组 含 四 线 
《如 图 1). 

2. XT 5 — f87E 3& b . VJ Ci 9 40 78 RA 
点 共 圆 问题 .在 人 4BC 中 ,五 是 垂 心 ,1 是 内 心 或 旁 
>, N 是 对 应 的 “ 纳 格 尔 点 ”; 连 结 AT, BI, CI X 
OABC 于 点 4',B',C', 命 这 三 点 分 别 关 于 BC, 
CA,AB 的 对 称 点 为 A,,B,,C,;3| NA, | AH,NB, 
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~ 面 几 fal 


A’ 

图 2 
|BH,NC,| CH,3E RELOg ÁB; C,, Bj A,, B,C, > 
A,» B,,C,,H,N AKHA CUHK 2). 


EH] 积 


面积 (area) 几何 学 的 基本 概念 之 一 . 对 于 每 
一 个 封闭 图 形 ,用 惟一 的 非 负 实 数 与 它 对 应 ,如 果 这 
种 对 应 满足 : 

1. 边 长 为 1 个 长 度 单位 的 正方 形 作 为 面积 单 
位 ,与 数 1 相对 应 . 

2. 合同 变换 ( 即 正 交 变换 ) 下 的 不 变性 . 即 全 等 
图 形 与 相同 的 实数 相对 应 . 

3. 有 限 可 加 性 . 将 一 个 图 形 分 成 两 个 至 多 只 
公共 边界 的 部 分 图 形 的 并 集 , 则 该 图 形 所 对 应 的 数 
就 等 于 两 个 部 分 图 形 所 对 应 数 的 和 . 

那么 该 图 形 对 应 的 非 负 实数 称 为 该 图 形 的 面 
AR. 面积 相等 的 图 形 不 一 定 是 全 等 形 . 
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面积 问题 是 古老 的 课题 ,几何 学 的 起 源 几乎 直 
接 联系 着 面积 的 计算 ,从 计算 最 简单 的 矩形 面积 ,到 
精确 计算 任意 形状 的 图 形 面 积 ,经 历 了 漫长 的 历史 
发 展 过 程 ,在 这 个 发 展 过 程 中 ,世界 各 国 的 数学 家 都 
做 出 了 自己 的 贡献 . 从 现 有 资料 看 ,许多 文明 古国 都 
有 用 长 乘 宽 计算 矩形 面积 的 记载 ,这 是 最 原始 的 面 
只 定理 ,而 其 他 多 边 形 的 面积 都 是 通过 矩形 面积 导 
出 来 的 . 如 古 埃及 人 用 公式 
atc, btd 

2 2 
来 近似 计算 四 边 顺 次 为 a,b,c,d 的 四 边 形 的 面积 ， 
并 对 此 公式 作 了 推论 ,让 四 边 形 的 一 边 为 零 ,而 得 三 
角形 面积 的 近似 公式 : 

iE BET 

2 De 
现在 看 来 这 些 计算 公式 并 不 精确 ,但 在 古代 能 有 这 
样 的 公式 ,也 算是 很 有 价值 的 成 果 . 公元 前 5 世纪 ， 
希 俄 斯 的 希 波 克拉 底 (Hippocrates,(C)) 就 提出 了 
月 形 定理 ,他 把 两 个 月 形 面 积 转化 为 一 个 直角 三 角 
形 的 面积 . 1 世纪 ,海伦 (Heron,(A)) 在 几何 学 的 面 
积 方 面 已 有 许多 研究 成 果 ,例如 ,他 以 几何 形式 推算 
出 求 三 角形 面积 的 海伦 公式 

S= /s(s—a)s—b5DG—o, 
其 中 为 三 角形 面积 ,a,b,c 是 三 角形 的 边 长 ,* 是 
三 角形 周 长 之 半 . 6 tah Jn. BR & Brah- 
magupta ) 在 他 的 著作 中 给 出 了 与 海伦 公式 形式 类 
似 的 圆 内 接 四 边 形 的 面积 公式 
A= /(—a)G—5G-—oG-—d), 

其 中 4 为 圆 内 接 四 边 形 的 面积 ,a,5,c,d 是 四 边 形 
的 边 长 ,s 是 四 边 形 的 周 长 之 半 . 刘 徽 用 割 补 术 计 算 
出 三 角形 面积 .梯形 面积 的 准确 公式 . 泰 九 韶 独 立 发 
现 了 与 海伦 公式 等 价 的 三 角形 面积 公式 = RK 


RAA 


i al e (ote nel" 
5 + | a eg i le 


其 中 4 为 三 角形 的 面积 ,三 边 a,b,c 分 别称 为 大 斜 、 
RR (a >b>c >0). 

在 计算 图 形 面 积 的 历史 发 展 过 程 中 ,极限 思想 
早已 孕育 和 萌发 .公元 前 3 世纪 , 阿 基 米 德 
(Archimedes) 3t ia FH 23 9 SK E T 34 2 3 E E 
及 直线 与 螺 线 围 成 的 区 域 的 面积 ,这 是 数学 史上 最 
早 的 极限 思想 的 体现 .公元 3 世纪 , 刘 徽 用 割 圆 术 求 
圆 面积 的 方法 ,12 世纪 ,印度 人 用 “印度 圆 ” 求 圆 面 
REEDE, FEH Kepler, J ) 用 无 限 个 微小 三 角形 
求 圆 面积 的 方法 等 ,都 是 极限 方法 的 雏形 ,为 17 世 
纪 微 积分 的 创立 打下 了 基础 .至 17 世纪 后 , 才 确 立 
了 用 特定 数学 结构 的 和 式 极限 一 一 定 积分 计算 图 形 


的 面积 . 

面积 单位 (area unit) 度量 面积 的 标准 . 度量 
一 个 图 形 的 面积 时 , 取 边 长 为 1 的 正方 形 做 标准 ,这 
个 正方 形 称 为 单位 正方 形 , 它 的 面积 称 为 面积 单位 
(参见 本 卷 4 算 术 》 同 名 条 ). 

单位 正方 形 (Cunit square) 见 “ 面 积 单位 ” 

三 角形 的 面积 公式 (area formula of a triangle) 
平面 几何 的 基本 公式 之 一 . 设 A4BC 的 三 边 BC, 
CA,AB 的 长 分 别 为 a,b,c, 边 BC 上 的 高 为 h, 周 长 
的 一 半 为 ;二 (a 十 6 十 c)/2 ,内 切 圆 的 半径 为 >, 外 接 
圆 的 半径 为 RR, 面 积 为 S$, 则 有 面积 公式 : 


l. S= yah. 


ere ° Se . dine * sin B. 


2 2 2 
.S= /s(s—a) (s—b) (s—c) (海伦 公式 ). 
.S=res, 

a’ * sin B * sinC 
MEC E 


m w 


966 p. 
.S= Tp =2R 


sin A * sin B * sinC. 


a 


A B 
— 2 . — €* — ô <a! 
1.5 =s" * tan 7 tan 7 tan 2" 


8. S —s(s—a) * tan 5. 

deis < neta ame 
海伦 (Heron,(A)) 在 《 测 地 术 》 一 书 中 写 出 海伦 公 
式 , 并 在 《4 经纬 仪 》 和 《度量 》 两 书 中 均 作 出 证 明 . 28 7L 
韶 在 他 所 著 《 数 书 九 章 》 中 提出 了 与 海伦 公式 等 价 的 
三 斜 求 积 术 (公式 ), 即 

" E pee 
a - (—$—^] J. 

其 中 a,b,c RM PRAKE. PRADA Ga 0296 
>0). 三 斜 求 积 术 的 原文 叙述 是 ,以 小 斜 宪 并 加 大 
AERE UA, PB EAE RZ BFR E DD BEER AKA 
减 上 ; 余 四 约 之 为 实 ;一 为 隅 , 开 方 得 之 . ”海伦 公式 
亦 称 为 海伦 - 秦 九 韶 公 式 或 三 斜 求 积 公式 . 

海伦 公式 (Heron formula) 见 “ 三 角形 的 面积 
Zu 

i8 (£-287LER (Heron-Qin Jiushao formula) 
见 “ 三 角形 的 面积 公式 ” 

三 斜 求 积 公式 (formula of seek area of triangle 
by given three sides) 见 “ 三 角形 的 面积 公子 

正方 形 的 面积 公式 (area formula of a square) 
平面 几何 的 基本 公式 之 一 . 若 正 方形 的 一 边 长 为 a， 
面积 为 S$, 则 5S=Qi. 一 般 选 用 一 边 为 长 度 单位 的 正 
方形 面积 作为 图 形 的 面积 单位 , 它 对 应 于 数 1. 

平行 四 边 形 的 面积 公式 (area formula of a par- 


m 积 


allelogram) 平面 几何 的 基本 公式 之 一 . AEA 
边 形 ABCD 的 边 AB, C C 
BC,CD, DA 的 长 分 别 为 
a,b,c.d, 1] AB 上 的 高 为 
h, WRX SCAD, wE 


行 四 边 形 的 面积 公式 为 ， SOM 
1l. S —a * h. 
2. S —ad + sin A—ab * sin B—bc * sinC 
—cd * sin D. 


等 底 等 高 的 平行 四 边 形 面积 相等 . 

矩形 的 面积 公式 (area formula of a rectangle) 
平面 几何 的 基本 公式 之 一 . IR ABCD 的 边 AB 
为 矩形 的 长 ,长 度 为 a, 边 BC 为 矩形 的 宽 , 长 度 为 
b ,面积 为 5$, 则 S=ab. 这 一 公式 也 可 表述 为 :和 矩形 的 
面积 等 于 它 的 长 和 宽 的 积 ， 

菱形 的 面积 公式 (area formula of a rhombus) 
平面 几何 的 基本 公式 之 一 . 若 萎 形 ABCD 的 对 角 线 
AC 的 长 度 为 a,BD 的 长 度 为 56, 面积 为 $, 则 SS= 
ab/2. 此 公式 也 可 表述 为 : 萎 形 的 面积 等 于 它 的 两 条 
对 角 线 的 积 的 一 半 . 

梯形 的 面积 公式 (area formula of a trapezoid) 
平面 几何 的 基本 公式 之 一 . 车 梯形 ABCD 的 上 、 下 
底 长 度 为 a.b. h, 中 位 线 长 为 m, 面 积 为 S , Mj: 

1. S — (ad-0)/2 * h. 

à. S —m eh. 

这 两 个 公式 可 表述 为 :梯形 面积 等 于 它 的 两 底 
的 和 与 高 的 积 的 一 半 , 亦 等 于 中 位 线 与 高 的 积 . 

四 边 形 的 面积 公式 (area formula of a quadri- 
lateral) 平面 几何 的 基 D 
本 公式 之 一 . 四边形 的 面 
PARN: 

1. 设 任意 四 边 形 的 两 
条 对 角 线 长 分 别 为 Ly sles 
两 对 角 线 夹 角 为 a《( 如 
图 ) ,面积 为 5, 则 

1 


S = oh 


2. 设 四 边 形 的 四 边 为 aocyg, 两 对 角 之 和 为 

2a, EL s=(atbtct+d)/2, MARA S, Wl 
S= y (s—a)(s—b) (s—c) (s—d) —abcdcos*a. 

特别 地 , 当 四 边 形 内 接 于 圆 时 , 则 面积 

S= /(s—a)G—bG—c)G— a). 

圆 面积 公式 (area formula of a circle) 平面 几 
何 的 基本 公式 之 一 :大圆 的 半径 为 ~, 直径 为 d ,圆周 
长 为 2, 圆 面积 为 S$, 则 圆 的 面积 公式 为 

Str Lra’ = In. 


其 中 为 圆周 率 . 作 圆 的 内 接 正 n JE Sb ODE n 
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WIG , 当 这 些 正 ” 边 形 边 数 无 限 倍增 时 ,内 接 正 ?2 边 
形 面 积 是 单调 递增 且 有 上 界 的 数列 ,外 切 正 nn 边 形 
面积 是 单调 递减 且 有 下 界 的 数列 ,这 两 个 数列 有 同 
一 极限 ,这 个 极限 值 为 圆 的 面积 . 刘 微 用 荐 圆 术 同时 
求 得 了 圆周 长 和 圆 面 积 ,他 是 中 国 第 一 位 应 用 极限 
方法 解决 数学 问题 的 人 . 

扇形 面积 公式 (area formula of a sector) 3É 
面 几何 的 基本 公式 之 一 . F TE BY AB EA r, A 
角 为 n° BK a 弧度 , 弧 长 为 / ,面积 为 Sag , 则 

San = ae efe re. 

弓形 面积 公式 (area formula of the segment of 
a circle) 平面 几何 的 基本 公式 之 一 . 把 弓形 弧 两 端 
与 圆心 连结 得 一 个 扇形 和 一 个 三 角形 . ASMA 
Sm ,弓形 面积 等 于 书 形 面积 减 去 三 角形 面积 (如 
图 1); 当 号 形 弧 为 优 弧 时 , 妃 形 面积 等 于 肩 形 面积 


O 
图 1 图 2 
加 上 三 角形 面积 (如 图 2). 设 弓 形 所 在 圆 的 半径 为 
r, 马 形 弧 所 对 中 心 角 为 6, 则 弓形 的 面积 公式 为 ~ 
S = A. + ls * sind, 
正 多 边 形 的 面积 公式 (area formula of a regu- 
lar polygon) 平面 几何 的 基本 公式 之 一 . 若 正 ” 边 
形 的 边 长 为 a,, 内 切 圆 半径 为 ,外接 圆 半径 为 R， 
AKA P. HERK SORD. MIE n WED MRA 
为 : 


3. S=nr’tan L 
n 

4. S=7 R'sin sso 

4) Ag 3E 38 (Pythagoras theorem) 
著名 定理 之 一 . 它 有 十 分 
悠久 的 历史 . 直角 三 角形 
两 直角 边 上 正方 形 面积 昼 
和 等 于 斜 边 上 的 正方 形 面 
AR CN), BH on A E fA — 
角形 两 直角 边 的 长 度 为 < 
和 b. XI BEN c, ARA 
2 +t =c. 中 国 古 代称 直 
角 三 角形 的 直角 边 为 勾 和 
股 , 斜 边 为 弦 , 故 此 定理 称 为 义 股 定理 ,或 匀 股 弦 定 
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初等 几何 的 


理 . 此 定理 在 中 国 古 代 和 西方 早已 被 发 现 . 数学 史上 
普遍 认为 最 先 证 明 这 个 定理 的 是 毕 达 痛 拉 斯 
(Pythagoras), 所 以 ,很 多 数学 书 上 把 此 定理 称 为 毕 
达 哥 拉 斯 定理 .在 中 国 , 最 早 是 三 国 时 代 东 吴 赵 爽 在 
注 《 周 藤 算 径 》 时 ,用 弦 图 证 明了 这 个 定理 . 两 千 多 年 
来 , 色 股 定理 由 于 应 用 的 广泛 性 ,吸引 了 历代 众多 的 
人 ,对 它 的 证 明 已 达 数 百 种 . 

4) AR 5% FE FB (gou gu xuan theorem) 
定理 ”. 

HE iA $ H Hr E I (Pythagoras? theorem) Bp 
“ 勾 股 定理 ” 

弦 图 (chord figure) 
法 . AR FB, 三国 时 
RAN) TELE el BFE DAT 
用 几何 方法 证 明了 勾 股 定 
理 , 他 在 证 明 的 同时 还 画 
了 一 张 图 , 称 为 弦 图 . RR 
在 他 的 注 里 写 道 : TEE 
图 ,又 可 以 勾 股 相 乘 为 朱 m 
(Bla +b 等 于 两 个 直 
角 三 角形 面积 ). 倍 之 为 朱 实 四 ( 即 2ab 等 于 四 个 直 
角 三 角形 的 面积 ). PL) Rc c AHR A PS CBII 
(b—a)* 等 于 中 间 小 正方 形 面积 ). 加 差 实 , 亦 成 弦 实 
〈 弦 实 是 以 弦 为 边 的 正方 形 面 积 , 即 c).“ 即 2ab+ Co 
—a) =c ,化 简便 得 a^ - b^ — c. 

44) B xE FB B 3 E JB (inverse theorem of gou gu 
theorem) 初等 几何 的 著名 定理 之 一 .在 三 角形 一 
边 的 平方 等 于 另 两 边 的 平方 和 , 则 此 三 角形 为 直角 
三 角形 , 且 该 边 所 对 角 为 直角 . 

等 积 形 (equiareal figure) 具有 等 积 关 系 的 两 
个 图 形 . 面积 相等 的 两 个 图 形 称 为 等 积 形 . 例如 , 同 
底 等 高 的 两 个 三 角形 就 是 等 积 形 . 三 角形 三 顶点 与 
其 重心 相连 所 成 各 三 角形 均 为 等 积 三 角形 . 在 三 角 
形 中 只 有 重心 有 此 性 质 . 等 底 等 高 的 平行 四 边 形 是 
FRE. 过 平行 四 边 形 对 角 线 上 一 点 , 引 各 边 的 平行 
线 , 所 得 四 个 平行 四 边 形 中 ,不 被 对 角 线 分 割 的 两 个 
平行 四 边 形 为 等 积 形 . 


BI * 2) Re 


证 明 勾 股 定理 的 一 种 方 


R 稿 王 小 林 EAR XA 曲 世 江 BME 
Am—- KABA Kea WKE PEE 
Ra mw 英 BLP ARE WMH 
HRE KRA Rae Rae 
ERR SH Hit REF 


审 A WE 


+ H 
+= fü (plane trigonometry) 亦 称 平面 三 


角 学 . 三 角 学 的 一 门 分 科 , 它 是 专门 研究 平面 上 三 角 
形 边 和 角 的 关系 、 三 角 函 数 及 其 性 质 与 应 用 . 
古代 埃及 人 和 和 希腊 人 在 生活 和 生产 实践 中 , 早 

已 认识 到 三 角形 诸 元 素 间 具有 的 各 种 关系 ,希腊 罗 
T a a E hte Hr (Hipparchus, RDU ÈM S E% 
称 , 提 出 用 经 纬度 表示 地 理 位 置 的 方法 . 同时 ,为 了 
天 文 观测 的 需要 , 划 由 恰 斯 曾 作出 第 一 个 与 目前 使 
用 的 三 角 图 数 表 相仿 的 弦 表 . 喜 由 恰 斯 采用 的 是 在 
一 个 固定 的 圆 内 ,以 不 同 的 圆心 角 所 对 应 的 弦 长 来 
造 表 ,并 采用 巴比伦 人 的 60 进 制 , 去 计算 给 定 度数 
B [BC AB 所 相应 的 弦 AB 的 长 ,就 是 说 , 喜 帕 恰 斯 
所 得 到 一 系列 弦 值 并 不 是 现在 意义 下 的 弦 值 ,而 是 
全 弦 值 ,不 过 他 实际 上 已 揭示 了 圆 弧 与 圆 弦 在 量 值 
上 的 对 应 关系 ,他 的 工作 对 平面 三 角 的 发 展 具有 一 
定 的 推动 作用 . Jer DE FE By FH (Ptolemy ) 继 承 喜 帕 恰 
斯 的 成 就 ,加 以 整理 发 挥 , 编 和 自己 的 (天 文集 》, 该 
书 原名 《数学 汇集 》, 共 13 卷 , 其 中 包含 有 系统 的 三 
角 理 论 和 从 0 到 90" 每 隔 (1/2) "的 弦 表 ,他 将 圆周 分 
为 360 等 分 , 仍 以 60 进 制 新 建立 了 度 .分 . 秒 的 量 角 
单位 ,使 表 中 的 计算 准确 到 秒 . 根据 该 表 , 应 用 内 插 
法 可 以 用 同样 的 准确 度 求 出 任意 弧 的 弦 长 . 托 勒 密 
还 得 到 过 下 列 诸 公 式 : 

sin^r + cos*x = 1; 

sin(z — y) = sin rcos y — cos xsin y; 

cos(x + y) = cos xrcos y — sin rsin y; 

sin? 7 = la esos d 

在 中 世纪 初叶 至 12 世纪 ,印度 人 吸收 了 古 希 腊 

的 天 文学 知识 ,并 且 , 对 三 角 学 也 进行 了 研究 ,与 希 
腊 人 不 同 的 是 ,他 们 不 再 计算 对 应 圆心 角 的 全 弦 的 
长 ,而 开始 使 用 半 弦 ,相当 于 现在 的 正弦 线 . 当时 曾 
制作 出 一 个 正弦 表 , 其 方法 是 先 用 勾 股 定理 算出 一 
些 特殊 角 30°,45°,60°,90° 的 正弦 ,然后 用 半角 公式 
计算 出 较 小 角度 的 正弦 .在 这 方面 , 阿 耶 波多 第 一 
(Aryabhata, | ) 所 作 的 贡献 是 不 可 磨灭 的 ,而 且 他 
认为 圆 弧 与 弦 长 应 用 同一 单位 来 度量 . 换 句 话 说 , 阿 
耶 波多 第 一 已 承认 了 曲线 ( 圆 绝 ) 与 直线 ( 弦 ) 可 以 有 
相同 的 度量 单位 . 这 里 包含 着 弧度 制 的 思想 ,与 托 勤 
密 有 显著 的 不 同 . 必须 指出 , 阿 耶 波多 第 一 虽然 已 
直接 触及 正 臣 ,但 他 并 没有 给 出 名 称 . 正弦 这 个 名 称 
是 12 世纪 欧洲 人 翻译 阿拉 伯 数 学 著作 时 开始 使 用 
的 , 它 与 印度 人 当初 的 半 弦 的 名 称 已 有 相当 差距 . 


三 ff 


自 7 世纪 至 15 世纪 的 数 百 年 间 , 中 亚细亚 各 民 
族 中 涌现 出 一 批 数 学 家 ,他 们 不 但 吸取 和 保存 了 和 希 
腊 与 印度 的 数学 精华 ,而 且 有 所 创新 . 在 三 角 方 面 有 
突出 贡献 的 阿尔 ， 巴 塔 尼 (al-Battani) 当 属 杰出 者 
之 一 ,他 采用 半 弦 代替 托 勒 密 的 正弦 ,并 且 给 出 正 
切 、 余 切 概念 ,同时 他 还 制造 了 0 到 90°43 BA 1" 的 余 
切 表 . 阿布 。 瓦 法 (Abul-Wefa) 在 三 角 学 方面 也 做 
出 了 罕 出 的 贡献 .他 计算 了 每 隔 10' 的 正弦 表 和 正 
切 表 ,并 首次 引入 正 割 及 余 割 的 概念 . 直到 15 thee, 
雷 格 蒙 塔 努 斯 (Regiomontanus,J. ) 于 1464 年 完成 
了 他 的 《 论 一 般 三 角形 》 这 在 欧洲 是 一 本 系统 的 三 
角 学 论著 ,包括 平面 三 角 和 球面 三 角 两 部 分 . 对 于 平 
面 三 角 部 分 较 系 统 地 论述 了 直角 三 角形 性 质 . 正 弦 

在 三 角 琐 数 表 制作 方面 , 雷 格 蒙 塔 努 斯 取 半 径 > 
=6X 10° 和 > 王 10 ,制作 出 了 相当 精密 的 正弦 表 , 雷 
蒂 库 斯 (Rhaeticus,G.J. ) 取 > 一 105, 作 出 每 隔 10” 的 
正弦 .正切 及 正 割 表 , 但 这 项 工作 在 当时 全 人 靠 手 算 , 花 
了 12 年 的 时 间 , 直 到 他 死 后 才 由 其 弟子 奥 托 (Otho， 
V. ) 于 1596 年 完成 并 发 表 于 世 . 1613 年 ,由 皮 蒂 斯 
楚 斯 (Pitiscus,B. ) 加 以 修订 ,并 重新 出 版 ,此 时 全 部 
计算 均 采 用 r= 10", R PAER IEW ESI RI, 
ZR UJ AE. 3X — 18 AREY ll PE CUPIS HAYS 
正式 脱离 了 天 文学 而 独立 地 成 为 数学 的 一 个 分 支 . 三 
角 学 逐步 引起 一 些 著 名 数学 家 的 重视 ,使 其 内 容 得 到 
充实 和 完善 . 例如 ,对 数 在 三 角 函 数 中 的 应 用 ,就 是 最 
好 的 证 明 . 在 研究 三 角 函 数 表 的 同时 ,人 们 发 现 淆 数 
表 的 制作 相当 繁杂 ,不仅 要 花费 很 多 时 间 , 而 且 也 非 
常 容易 产生 错误 , 纳 皮 尔 (Napier,J. ) 首 先 提 出 对 数 
并 用 于 三 角 函 数 计 算 上 ,使 得 三 角 函 数 计 算得 到 简化 
和 便利 ,并 且 提 高 了 计算 的 精度 . 如 布 里 格 斯 (Brig- 
gs,H. ) F 1633 年 出 版 的 三 角 函 数 表 其 精度 很 高 , 正 
弦 到 小 数 第 14 位 ,正切 及 正 割 到 小 数 第 10 位 . 韦 达 
(Viete, F. ) 使 平面 三 角 进 一 步 系统 化 ,他 给 出 了 正切 
定理 与 和 差 化 积 定理 ,还 给 出 用 sing, cose 表示 
sinng 和 cosng 的 恒等式 . 这 些 内 容 都 极 大 地 丰富 了 
刚 独 立 不 久 的 三 角 学 . 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler,L. ) 的 
显著 功绩 是 发 现 三 角 函 数 , 并 指出 , 若 令 圆 半径 为 单 
位 长 ,那么 所 有 的 三 角 函 数 就 可 大 为 简化 . 欧 拉 的 这 
个 定义 是 极其 科学 的 , 它 使 三 角 学 从 静态 的 只 是 研究 
三 角形 解法 的 狭隘 天 地 中 解放 出 来 ,有 可 能 去 反映 现 
实 世 界 一 切 可 用 三 角 函 数 反映 的 运动 或 变化 过 程 . 事 
实 上 ,经 欧 拉 引进 三 角 函 数 之 后 , 原来 意义 下 的 正弦 
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等 概念 都 可 以 脱离 几何 图 形 去 进行 自由 的 运算 ,一 切 
关系 式 也 将 很 容易 地 从 三 角 函 数 的 定义 出 发 而 导出 . 
欧 拉 还 引 人 了 弧度 制 , 并 把 直线 与 圆 弧 的 度量 单位 统 
一 起 来 . 

中 国 对 三 角 知 识 的 研究 渊源 较 早 , 据 《 史 记 “。 E 
本 记 》 记 载 , 大 各 就 利用 过 直角 三 角形 的 边 角 关 系 对 
山川 地 势 进 行 了 测量 ,.《 周 散 算 经 》《 海 岛 算 经 》 记 载 
了 有 关 高 度 和 距离 的 测量 方法 ,平面 三 角 的 完整 内 
容 是 在 明 朝 (1631) 从 国外 引入 . 25 4E HB E PR Ter- 
renz,J. ). 124; 8 (Von Bell,J. A.S. ) 与 徐光启 合 编 
出 中 国 第 一 部 三 角 学 《大 测 》(1631 年 正月 28 AD. 
同年 ,徐光启 等 又 编 出 4 测量 全 义 》(1631 年 8 月 初 1 
日 ), 其 中 包括 平面 三 角 和 球面 三 角 的 论述 . 到 了 
1653 4E, AE RUE 55 82 JE A CSmogolenski, J. -N. ) 
合 编 了 《三 角 算法 ;一 书 . 从 此 ,三 角 一 词 在 中 国 便 取 
代 大 测 而 成 为 这 一 学 科 的 名 称 了 . 

平面 三 角 学 (plane trigonometry ) 
fA”. 


即 平面 三 


一 般 概 念 

m fg (directed angle) 三 角 学 的 基本 概念 之 
一 .在 平面 几何 中 , 角 被 理解 为 从 一 点 引出 的 两 条 射 
线 所 组 成 的 几何 图 形 . 如 图 , 角 a 是 从 O 点 引出 的 
两 条 射线 OA 与 OB 组 成 的 几 B 
何 图 形 . 角 的 概念 是 不 断 扩 充 
的 ,从 运动 的 观点 出 发 , 角 被 看 “ 
做 是 一 条 射线 在 平面 内 绕 其 端 A 
点 的 旋转 量 . 并 规定 :射线 的 初始 位 置 称 为 角 的 始 
边 ; 射 线 的 终止 位 置 称 为 角 的 终 边 ;射线 的 端点 称 为 
角 的 顶点 . 引进 上 述 概念 后 ,就 把 角 的 始 边 绕 其 顶点 
扫 过 角 的 内 部 到 与 终 边 重合 的 旋转 方向 称 为 角 的 方 
向 . 因此 ,这 种 规定 了 方向 的 角 就 称 为 有 向 角 . 由 于 
射线 绕 其 端点 的 旋转 ,如 拨 动 时 针 , 所 以 有 两 个 旋转 
方向 . 对 于 有 向 角 , 通 常规 定 : 始 边 按 道 时 针 方 向 旋 
转 所 成 的 角 为 正 角 ; 始 边 按 顺 时 针 方向 旋转 所 成 的 
角 为 负 角 ; 始 边 未 作 旋 转 即 与 终 边 重合 的 角 为 零 角 . 

he $$ Hi (rotation quantity) “Am”. 

角 的 方向 (angular direction) JL“ A mf”. 

iE f (positive angle) W“ rm] f$ ". 

Æ fü (zero angle) JUL“ Am”. 

负 角 (negative angle) WANA”. 

任意 角 (arbitrary angle) 亦 称 一 般 角 .平面 三 
角 的 基本 概念 之 一 . 在 平面 几何 中 , 角 o 的 大 小 一 般 
限制 在 0 到 2r( 或 0" 到 360°) 之 间 , 即 0casc 2n CX 
0°<e< 360°). 在 平面 三 角 中 ,引进 始 边 、 旋 转 方向 、 
旋转 量 等 概念 后 (参见 “有 向 角 ”), 角 的 概念 得 到 推 
广 . 它 可 以 取 任 何 实数 ,这 种 可 以 取 任 何 实数 的 角 称 
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为 任意 角 或 一 般 角 .事实 上 , 当 一 条 射线 绕 其 端点 按 
逆 时 针 方 向 旋转 一 周 ,就 形成 0 到 2r( 或 0" 到 360°) 
之 间 的 一 切 正 角 ; 若 旋转 两 周 ,就 形成 0 到 4r( 或 O^ 
到 720") 之 间 的 一 切 正 角 ; 若 继续 旋转 下 去 ,可 形成 
任意 大 小 的 正 角 . 同样 , 当 射线 绕 其 端点 按 顺 时 针 方 
回旋 转 时 ,可 形成 任意 大 小 的 负 角 . 而 当 射 线 未 做 任 
何 旋转 时 ,就 认为 它 形成 零 角 . 于 是 便 得 到 了 任意 大 
小 的 角 , 即 任意 大 小 的 正 角 、 任 意 大 小 的 负 角 和 有 零 
角 ,这 些 都 是 有 向 角 . 任 意 角 的 一 般 表 达 式 为 
gkr d- a (EC Z, 0 xi a « 2n). 

一 般 角 (general angle) ” 即 “ 任 意 角 ”. 

终 边 相同 的 角 (angle with same terminal side) 
平面 三 角 的 基本 概念 之 一 . 指 顶 点 、 始 边 与 终 边 重合 
的 角 . 同时 满足 下 述 条 件 的 有 向 角 : 

1. 它们 的 顶点 、 始 边 分 别 重合 . 

2. 它们 的 终 边 亦 重 合 . 

与 任 一 角 a 终 边 相 同 的 角 是 &。360" 十 a 或 Zka 
Halk € Z). 大 小 相等 的 角 必 然 是 终 边 相 同 的 角 ,但 
终 边 相同 的 角 未 必 大 小 相等 ,它们 的 差 等 于 2n 的 整 
数 倍 . 凡 终 边 相 同 的 角 , 其 同名 三 角 函 数值 均 相等 . 

fA BJ HE (measure of an angle) 亦 称 角 的 测 
量 . 平面 三 角 的 基本 概念 之 一 . 指 测度 (或 比较 ) 角 
(旋转 量 ) 的 大 小 的 过 程 . 它 包 含 两 个 方面 : 

1. 测量 的 方式 .方法 (包括 测量 单位 、 进 位 制 ). 

2. 测量 的 结果 ( 量 数 ). 

由 于 历史 发 展 和 地 区 文化 .经济 的 差异 等 原因 ， 
角 的 度量 产生 了 不 同 的 量 角 制度 . 常用 的 角 的 度量 
制度 有 角度 制 、 弧 度 制 、 密 位 制 . 百 分 制 等 四 种 .但 无 
论 哪 一 种 度量 制度 ,都 必须 符合 度量 公理 的 要 求 . 

角 的 测量 (measure of an angle) 即 “ 角 的 度 


XE» 


HB. 

fA Æ fill (system of degree measure) BBA 
IR EA] Fe Fb] BE. 这 是 一 种 六 十 进 制 . 即 把 圆周 的 
1/360 的 弧 称 为 含有 1 度 的 绝 . m 1 BEBS SA PTS RS 
圆心 角 称 为 1 度 的 角 ,1 度 角 记 为 1 ;1 的 1/60 称 为 
1 分 , 记 为 1 ;1 的 1/60 称 为 1 秒 , 记 为 1". 这样 ,用 
度 为 单位 来 度量 弧 与 角 的 制度 称 为 角度 制 . 把 圆周 
分 为 360 等 份 的 角度 制 始 于 古代 巴比伦 人 . 诺 伊 格 
fifl /K (Neugebauer , O. ) 根 据 发 掘 的 粘土 书 版 中 刻写 
的 巴比伦 枫 形 文字 的 考证 ,车 有 《数学 模 形 文字 诠 
译 》, 他 认为 ,在 苏 美 尔 文化 初期 ,曾经 使 用 过 一 种 较 
大 的 距离 单位 巴比伦 里 (1 巴比伦 里 约 等 于 7 
英里 ). 由 于 巴比伦 里 用 于 测量 较 长 的 距离 , 它 也 成 
为 一 种 时 间 单 位 , 即 走 完 1 巴比伦 里 所 需 的 时 间 . 由 
于 发 现 一 整 天 约 等 于 走 完 12 个 巴比伦 里 所 需 的 时 
间 ,并 且 一 整 天 等 于 天 空转 一 周 , 所 以 一 个 完整 的 圆 
周 被 分 为 12 等 份 . 又 为 了 使 用 方便 ,把 巴比伦 里 分 
为 30 等 份 .于 是 ,他 们 便 把 一 个 完全 的 圆周 分 为 12 


x30— 360 等 份 . 

六 十 进 制 (sexagesimal system) 见 “ 角 度 制 ”. 

弧度 (radian) 亦 称 经 .度量 角 与 弧 的 常用 单 
位 之 一 .由 于 以 某 角 的 顶点 为 圆心 ,任意 长 为 半径 作 
3f. ,该 角 所 对 的 弧 长 与 相应 半径 长 的 比值 ,完全 由 该 
角 的 大 小 确定 ,而 与 相应 半径 的 长 短 无 关 ,规定 把 等 
于 半径 长 的 圆 弧 所 对 的 圆心 角 称 为 1 弧度 的 角 或 称 
1 经 的 角 , 而 把 1 弧度 角 所 对 的 圆 弧 称 为 1 弧度 弧 
或 1 ah. 如 图 ,以 点 O 为 
圆心 ,以 7 为 半径 , AB=r. 
JL AB Br xt HY Bl ty f AOB 
等 于 1 弧度 角 或 1 经 的 角 ; 
m A -òf LAOB 所 对 的 弧 
AB8 等 于 1 弧度 弧 或 1 经 的 
JR. 弧度 aa dd 


lag — 157 O57, 295 779 513 
"E 17'44. 806", 


] 一 一 可 弧度 一 0. 017 453 292 519 943-- 


以 弧度 为 单位 表示 弧 与 角 时 ,作为 名 数 的 弧度 二 字 一 
般 可 省 去 不 写 , 例 如 ,a 二 x/2 弧度 可 记 为 a x/2. W 
度 这 个 词 是 汤姆 森 (Thomson,J. ) 首 先 使 用 的 ,他 于 
1873 年 6 月 5 日 在 贝尔 斯 特 的 女王 学 院 的 考试 试卷 
中 创 用 了 这 个 词 . 表示 弧度 的 符号 几经 变更 ,未 形成 
统一 通用 的 符号 . 1881 年 , 霍 尔 斯 特 德 (Halsted,G. 
B. ) 曾 用 o 表示 强度 ,如 27/3 WERA 270/3. 20 t 
纪 初 期 ,贝尔 (Bell,G. N. )、 霍 尔 (Hall,A. G. ) 与 朗 
JE CLoney,S. L. ) 等 曾 先 后 用 1 ,1 ,1” 分 别 表 示 1 OM 
BE. 现在 有 关 书 中 都 将 表示 弧度 的 符号 省 略 去 了 . 

经 (radian) ” 即 “ 弧 度 ”. 

弧度 制 (radian measure) ” 亦 称 经 制 ,又 称 弧 度 
法 .度量 弧 与 角 的 常用 制度 之 一 . 指 以 弧度 为 单位 来 
度量 弧 与 角 的 制度 (参见 “弧度 ”). 建立 弧度 制 后 ,就 
将 度量 直线 段 和 圆 弧 的 单位 统一 起 来 ,有 助 于 简化 
公式 和 方便 计算 . 例如 ,在 平面 几何 学 中 , 弧 长 公式 
为 l=nrr/180(r AES n 为 圆心 角 的 度数 ), 用 弧 
度 制 可 将 公式 化 简 为 1 二 ar(a 为 弧度 数 ); 在 三 角 学 
中 ,引入 弧度 制 可 以 便于 三 角 函 数 的 作 图 ;在 微 积分 
学 中 ,只 有 在 弧度 制 下 , 才 有 


. sing 
lim = 


9 
r-—0 T 


从 而 导出 (sinx) =cos z, (cos x)! = — sin z, fa tt T 
1E 5% PR A AR IRAR. 如 果 z 为 角度 制 量 角 
的 度 , 则 

pa ee 2 180 


是 无 助 于 三 角 函 数 求 导 简 化 的 . 总 之 ,弧度 制 促成 可 


用 单位 圆 的 绝 长 来 表示 该 弧 所 对 圆心 角 的 度量 . 角 
的 这 种 实数 表示 使 角 的 三 角 函 数 成 为 实 变数 的 函 
数 , 使 三 角 函 数 在 初等 数学 和 高 等 数学 中 都 得 到 广 
泛 的 运用 .弧度 制 的 思想 始 于 阿 耶 波多 第 一 
(Aryabhata, I ) ,他 定 圆周 长 为 21600 分 ,相应 的 
圆 半径 为 3438 H (x— 3.14120 ,使 圆 半 径 与 周 长 有 
同一 度量 单位 ,然后 用 对 应 的 弧 长 与 圆 半径 之 比 来 
度量 角度 .但 尚未 明确 提出 弧度 制 这 个 概念 . 严格 的 
弧度 制 概 念 是 由 欧 拉 (Euler,L. ) 于 1748 年 引入 的 ， 
他 先 定 半径 为 1 个 单位 ,那么 半圆 的 弧 长 为 ,此 时 
的 正弦 值 为 0, 记 为 sinr 王 0. 同 理 ,1/4 AA MK 
为 r/2, 此 时 的 正弦 值 为 1, 记 为 sin(Cr/2) 一 1. 从 而 
确立 了 用 r,x/2 分 别 表示 半圆 及 1/4 圆 弧 所 对 的 圆 
心 角 ,其 余 的 角 依 此 类 推 . 

强制 (radian measure) 

弧度 法 (radian measure) Bf “3 BE f)”. 

密 位 制 (mil measure) ”度量 角 与 弧 的 常用 制 
度 之 一 . 周 角 的 1/6000 称 为 1 密 位 .用 密 位 作 度 量 
单位 来 量 弧 与 角 的 制度 称 为 密 位 制 . 在 密 位 制 中 , 采 
用 四 个 数字 来 记 一 个 角 的 密 位 数 , 且 在 百 位 数字 与 
十 位 数字 之 间 加 一 短 划 ,单位 名 称 可 以 省 去 ,如 15 
密 位 记 为 00 - 15. 一 个 直角 = 二 15 - 00, 一 个 周 角 = 
60 - 00. 密 位 制 与 角度 制 的 换算 关系 式 为 : 


360* 
1 密 位 一 8000 


. 60005984 —.— — 
1 = ST = 16.7 密 位 . 
密 位 制 与 弧度 制 的 换算 关系 式 为 : 


T 
1 密 位 一 5 弧度 一 5 二 ”弧度 
zz0.001047 弧度 ， 


1 gg - 5999 1 os, 9 密 位 六 9 - 55. 


弧度 制 虽 在 理论 上 有 很 大 价值 ,但 在 应 用 中 却 显 得 
单位 太 大 ,使 用 不 方便 . 曾经 有 人 建议 以 1 弧度 的 
1/1000 EREM, Hay ASME. 这 样 1 周 角 = 
6283. 1853 SME ,在 使 用 中 仍 感 不 方便 .各 国 参 照 
此 数 的 近似 值 制定 本 国 适用 的 密 位 制 ,如 苏联 确定 
以 周 角 的 1/6000 为 1 密 位 ; 英 、 美 确定 以 周 角 的 
1/6400 为 1 密 位 ;也 还 有 确定 以 周 角 的 1/6300 为 
1 密 位 的 国家 . 密 位 制 主要 用 于 军事 测量 中 ,炮兵 对 
大 炮 方位 的 测定 使 用 的 就 是 密 位 制 , 各 国 军 事 学 教 
程 中 的 密 位 制 是 大 同 小 异 的 . 

密 位 (mil) 见 “ 密 位 制 ” 

百分制 (centesimal system) 亦 称 百 分 度 ,也 
称 百 分 法 ,又 称 新 度 制 . 它 是 以 直角 的 1/100 作为 角 
的 度量 单位 的 量 角 制 .在 百分制 中 , 角 的 度量 单位 称 
为 百 分 度 ,1 百 分 度 记 为 ;1 的 1/100 称 为 百 分 
452g 11° 的 1/100 称 为 百 分 秒 , 记 为 1*. 例如 ， 
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即 “弧度 制 ”. 


= 0. 06°; 


21. 2438 百 分 度 , 记 为 21*. 2438, Mid H 2122438". 
百分制 与 弧度 制 、 角 度 制 之 间 的 换算 关系 如 下 : 


mE S 
~ 200 
SETA 


& 
l gf BE = 29 2, 636197724; 


1$ IN RE =~ 0. 015 707 96327; 


g 
i nini 


百分制 创始 于 19 世纪 初 法 国 大 革命 后 . 

百 分 度 (Cgrade) WAZH”. 

新 度 制 (new measure system) 亦 称 法 国 制 ， 
简称 法 制 . 是 法 国 采用 的 一 种 度量 角 的 制度 (参见 
“百分制 ”). 

象限 (quadrant) 三 角 学 的 基本 概念 之 一 . 指 
平面 直角 坐标 系 中 被 坐标 轴 分 
成 的 四 个 部 分 . 在 平面 直角 坐 
标 系 中 ,坐标 轴 将 坐标 平面 分 
成 四 个 部 分 ,每 个 部 分 平面 (不 
包括 坐标 轴 ) 称 为 象限 . 并 按 反 
时 针 方 向 依次 称 为 第 一 、 第 二 、 
第 三 .第 四 象限 . 如 图 中 ,角形 区 域 

I —(G,.y|[0«c«-To5,0xy« 4-90), 

I] —iG,3)|—oo«x«0,0« y« 4oo), 

E —íiQ,.y|-—co«zr«0,—o0« a 0), 

N —i(G.,32l0«z«-oo,—oo« y«0) 

分 别 表示 第 一 、 第 二 .第 三 、 第 四 象限 . 

象限 角 (quadrant angle) 一 种 特殊 角 . 在 平面 
直角 坐标 系 中 , 硅 角 的 顶点 位 于 坐标 原点 , 角 的 始 边 
重合 于 横 轴 的 正 半 轴 , 角 的 终 边 落 在 象限 内 , 则 该 角 
称 为 象限 角 . 注意 , 终 边 落 在 坐标 轴 上 的 角 不 称 为 象 
限 角 ,而 称 为 轴 上 和 角 , 简 称 轴 角 . 当 象限 角 的 终 边 依 
”次 落 在 第 一 、 第 二 、 第 三 .第 四 象限 时 ,对 应 的 象限 角 
分 别称 为 第 一 、 第 二 、 第 三 .第 四 象限 角 . 象限 角 的 取 
值 范围 与 象限 有 关 , 第 一 、 第 二 、 第 三 .第 四 象限 角 a 
的 取 值 范围 分 别 是 : 


2kn <a < xb. 


BR Ok ee 360° + 905; 
akn + > «ac kn +x 


或 k + 360° + 90°<a<k * 360° + 180°; 
2pr boca Bim + ËT 

或 k + 360°+ 180°<a<k * 360? + 270°; 
2kn + <a «Db + n 


或  k- 360° + 270? <a<k + 360° + 360°, 
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其 中 & 是 整数 . 2 BR FR = F8 eR AES RR R 
有 关 , 详 见 下 表 : 


象限 角 的 三 角 函 数值 的 符号 (sign of trigo- 

nometric function values of different quadrant an- 
见 “ 象 限 角 ”. 

轴 角 (axis angle) 终 边 在 坐标 轴 上 的 一 类 特 
殊 角 . 在 平面 直角 坐标 系 中 ,同时 满足 下 述 条 件 的 角 
称 为 轴 角 : 

1. 角 的 顶点 位 于 坐标 原点 , 角 的 始 边 和 横 轴 的 
正 半 轴 重合 . 

2. 角 的 终 边 落 在 坐标 轴 上 . 

终 边 落 在 横 轴 上 的 轴 角 称 为 横 轴 角 . 终 边 落 在 
纵 轴 上 的 轴 角 称 为 纵 轴 角 . 轴 角 的 一 般 表 达 式 为 
Ar/2 或 &。90"(REZ). 横 轴 角 的 一 般 表 达 式 是 kr 
BY k + 180°CR 为 偶数 时 , 终 边 和 模 轴 正 半 轴 重合 ; 
为 奇数 时 , 终 边 和 横 轴 的 负 半 轴 重 合 ); 纵 轴 角 的 一 
般 表 达 式 是 Ar 十 r/2 或 &，180" 十 90"(R 为 偶数 时 ， 
终 边 和 纵 轴 正 半 轴 重 合 ; 为 奇数 时 , 终 边 和 纵 轴 负 
半 轴 重合 ). 轴 角 不 属于 任何 象限 . 

Tán f (abscissa axis angle) 

2M $8 #4 (ordinate axis angle) 


= fs uU 2 


gles) 


Ul“ ah ff 2A 
见 “ 轴 和 角 T 


= fü d XE (trigonometric function) 25 # A] PR 
数 .一 类 基本 初等 函数 的 统称 ,是 三 角 学 研究 的 主要 
XR. 它 常 指 y= sinz, y = cosT, y = tanz, y 
=cotz,y=sec r, y=cscr AATRE AAR. 也 
Uf E eH 3x He BEANS — £8 PECES URL DR IX FA 
A TTL JN, BY Pa a BR A = FA pK ie. 这 六 个 基本 三 角 顶 数 
TRUK tit 44 2 TE 5% PRI BL AR 5% PKB. TE YW) PRK. AB PR 
3X , TE Hill PLC aR E PKB. 

在 历史 上 ,还 命名 过 正 矢 图 数 y 二 versx( 即 1 
—cos r), RA pki BL y — covers x CH 1— sin x), Hp Fl 
图 数 y = exsec x CHI sec x — 10 4 3E IE A MRM y 
一 havxz( 即 (1/2)versz) 等 .由 于 后 四 个 函数 可 以 用 


BU ZN 7 d: AS = fB8 RS JT — f8 BR 
AR MEAS. KPH RHI Ss EURI, A 
割 这 三 个 函数 还 有 分 别 记 为 tan,cot,cosec 的 . 在 古 
代 研 究 三 角 函 数 , 大 都 在 一 个 半径 确定 的 圆 内 进行 . 
All FE 8] 45 CPtolemy) 4E 2E 12 A 60; Pul HE 2 E 98 — 
CAryabhata, 1 ) 定 半径 为 3 438; BH RR BH 
(Regiomontanus ,J. 2 JJ T f& 9 Hit = f8 eh BA, 
曾 定 半径 为 600000, 后 来 他 为 制定 更 精密 的 正弦 表 
又 定 半径 为 107. 所 以 ,当时 的 三 角 函 数 实际 上 是 定 
A A B — 862€ EB T. A ERI EM. Oe E 
(Rhaeticus,G. J. eA T — f8 PR CS xe. XM, fth 
把 三 角 函 数 定 义 为 直角 三 角形 边 长 之 比 ,建立 了 三 
角 函 数 与 角度 的 直接 联系 ,脱离 了 过 去 那 种 必须 依 
赖 圆 弧 的 作法 . 直到 1748 EF, Kkt Euler, L.) EE 
穷 小 分 析 引 论 ) 中 首次 令 圆 的 半径 为 1, 即 置 角 于 单 
位 圆 之 中 ,从 而 使 正 、 余 弦 函 数 定义 为 相应 的 线段 与 
圆 半 径 之 比 .至 此 ,三 角 郴 数 的 概念 已 基本 定型 . 此 
外 , 吉 拉 和 尔 (CGirard,A. 2, 8 Fr sg f&i COughtred , W. ) 
t, BA LET = FA eR AS E] 0] vr A A TK. 
三 角 函 数 的 概念 ,最 初 是 以 角 的 值 为 自 变 量 的 . 在 三 
角 学 范围 内 大 致 是 如 此 ,但 自从 欧 拉 把 三 角 函 数 确 
定 为 单位 圆 中 与 角 有 关 的 一 些 线段 之 比 后 ,数学 的 
发 展 已 使 三 角 喇 数 的 自 变 量 脱 出 原 有 的 角 的 量 值 的 
束缚 ,而 保持 其 可 以 是 任意 实数 的 本 质 ,从 而 三 角 郴 
数 也 成 为 只 是 实数 变量 的 一 些 特 殊 的 实 值 孙 数 了 ， 
这 是 三 角 函 数 在 拓 广 其 应 用 中 必然 会 发 生 的 一 种 概 
念 上 的 变化 ,也 从 而 使 其 成 为 应 用 极 广 的 一 类 函数 . 

函数 (circular function) B[* — wR”. A 
= ffi eR CEA] TES ZR EE E D] A ET. h e MA. 

余 函 数 (cofunction) ”三角 函数 的 基本 概念 之 
—. 正弦 和 余弦 ,正切 和 余 切 , 正 割 和 余 割 ,正和 拓 和 余 
Ks St ll AHA RRA R K RK. 

单位 圆 (unit circle) 亦 称 三 角 圆 . 数学 的 基本 
概念 之 一 . 指 以 坐标 原点 为 圆心 ,以 等 于 单位 长 的 线 
段 为 半径 所 作 的 圆 . 现 亦 泛 指 半径 为 1 的 圆 . 借助 单 
fr |] BY DA FH — FA PRR EES A) — FB. 单 
位 圆 在 许多 数学 分 文中 有 广泛 的 应 用 ， 

三 角 圆 (trigonometric circle) 即 “ 单 位 圆 ” = 
角 圆 一 词 ,是 欧 拉 (Euler,L. ) 在 1748 年 出 版 的 《无 
穷 小 分 析 引 论 ) 中 最 先 提出 的 . 

fis fA = A ER XL (trigonometric function of 
arbitrary angles) 三 角 学 的 基本 概念 之 一 . 通常 指 
FER AI A TEA — f8 ea. 在 平面 三 角 学 中 ,定义 
任意 角 的 三 角 函 数 常 用 下 面 三 种 方法 : 

1. 坐标 法 定义 . 如 图 1 一 4, 设 任意 角 o 的 顶点 
为 平面 直角 坐标 系 的 原点 0, 角 a 的 始 边 与 z 轴 的 
正方 向 重合 ,P(x,y) 为 角 a 的 终 边 上 非 原点 的 任意 
一 点 , 它 与 原点 的 距离 OP —r— V a* o y! (r>0), W 


X r 
cota = —;seca = —; csca = 
y x 


对 于 确定 的 角 ce, 这 六 个 比值 的 大 小 与 已 点 在 角 a 
的 终 边 上 的 位 置 无 关 . 当 角 a 的 终 边 在 工 轴 上 时 ,wx 
= kx (nk a=k * 1800, € Z, cota x/y 和 csca 
—r/yJ5 8 X. AA y — 00:148 o 的 终 边 在 y HE 
Bf ,a=kn+n/2 (3% a=k • 180°+90°),kEZ,tana 
— y/x fll seca—r/z 无 意义 (因为 z= 二 0). 此 外 对 于 
确定 的 角 xc, 上 面 六 个 比值 都 是 一 个 确定 的 实数 . 由 
于 在 取 定 角 的 单位 (例如 度 或 弧度 ) 后 , 角 a 有 确定 
的 数值 .因此 ,正弦 、 余 弦 、 正 切 、 余 切 、 正 割 、 余 割 分 
别 可 看 成 从 一 个 实数 ( 角 的 数值 ) 集 合 到 一 个 实数 
(比值 ) 集 合 的 映射 ,所 以 它们 都 是 以 实数 ( 角 的 数 
值 ) 为 自 变量 ,以 实数 (比值 ) 为 函数 值 的 函数 ,这 些 
PR St PK = FA BEL BC, BY EE f8 HJ = £8 PR. 三 角 函 数 
具有 周期 性 ,是 重要 的 周期 图 数 .由 坐标 法 定义 可 以 
直接 得 出 三 角 函 数 的 定义 域 和 值 域 ,列表 如 下 ( 表 中 
角 用 弧度 制 ) : 


ee ag 


T (—œ,—1]U 
R, k +—,k Z 
(ala€R,az bm REZ) - To 


2. — ffi BRAKE. 在 直角 坐标 系 中 ,以 坐标 原 
点 O 为 圆心 , 作 单 位 圆 , 如 图 5. 单位 圆 与 x 轴 交 于 
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点 4'4 与 y fl acr ux BB RRA o 的 顶点 与 坐标 
原点 重合 ,a 的 终 边 分 别 和 单位 圆 及 单位 圆 在 点 4， 
B WIRA AAT A PT S. AMN 分 别 是 
过 点 乙 且 垂直 于 坐标 轴 Ox, Oy 的 垂 线 的 垂 足 . 角 a 
的 三 角 函 数 可 以 用 图 中 的 有 回 线 段 定 义 : 
sina=MP,cosa=OM ,tana=AT ,cota— BS, 
sec a=OT ,csca=OS,versa=MA,coversa=NB, 
这 八条 有 回 线 段 分 别 
BRA fü o 的 正弦 线 、 
RIZR ER RU 
2. IE $ A SET 
正和 撩 线 、 余 矢 线 ,并 称 
AY = fA PBB. FE 19 
世纪 末 到 20 世纪 初 ， 
中 国 的 三 角 学 常用 八 
线 作 书 名 ,如 《 八 线 拾 
级 》(1904 年 ),《 八 线 

旨 》(1894 F). 当 角 a 为 横 轴 和 角 时 ,点 P.M 和 
点 4( 或 4') 重 合 , 这 时 正弦 线 、 正 切线 、 正 矢 线 成 为 


一 点 ,sina 一 tana 一 versa 一 0, 点 9 REE., BAH 
£X Re ERAN EE, ID BY cot a 和 csca 不 存在 ;: 当 角 a 
为 纵 轴 角 时 ,点 P,S,N 和 点 BOX B') 重 合 ,这 时 余 
弦 线 、 余 切线 、 余 矢 线 成 为 一 点 , cosa = cota 
一 coversa 一 0, 点 了 人 不 存在 , 即 正 切线 、 正 割 线 不 存 
在 , 亦 即 tana, sec a 不 存在 . 借助 三 角 函 数 线 的 直观 
性 ,可 以 发 现 三 角 注 数 命 名 的 依据 :正弦 线 和 余弦 线 
都 是 单位 圆 中 的 有 向 半 弦 ,正切 线 和 余 切线 都 是 单 
位 圆 上 有 向 切线 的 一 段 , 正 割 线 和 余 割 线 都 是 单位 
圆 中 有 向 割 线 的 一 段 , 而 正 矢 线 和 余 矢 线 分 别 是 半 
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弓形 APM,BPN 中 形 如 箭 的 矢 .因此 ,这 四 对 函数 
顺 次 以 弦 . 切 、 割 、 和 撩 命名 . 当 a 是 锐角 时 ,正弦 线 、 正 
切线 . 正 制 线 . 正 矢 线 都 和 和 角 a 对 应 ,而 余弦 线 、 余 切 
线 、 余 割 线 、. 余 矢 线 可 看 做 和 角 o 的 余 角 (Cn/2 一 a) 相 
对 应 ,所 以 这 四 对 函数 中 的 每 一 对 都 有 正 、 余 之 别 . 
象限 角 o 的 终 边 分 别 落 在 第 
1 ,1 ,fH ,NN 象 限时 ,三 角 医 
数 线 的 情形 如 图 6 一 9 Bram. 

3. A} eM. 如 图 10, 
向 量 4 态 与 横 轴 正 向 所 成 的 
角 为 a, AB Te tic DA OL 
的 射影 分 别 是 线段 ALB, 和 
A,B, ABW AB | ,那么 角 a 的 三 角 函 数 定义 分 
别 为 : 


sina = de ; 0 
|AB |’ |AB|’ A,B,’ 
AB, AB, [AB] 


cota —4 Bt seca OLH P ONT p 
当 A 上 垂直 于 横 轴 时 , 角 o 的 正切 和 正 割 不 存在 ; 当 
A 二 平行 于 横 轴 时 (包括 A 上 在 横 轴 上 ), 角 o HAD 
TI ZR Ell AS FFE. 
= fH BBR (trigonometric function line) WW, 
“EE ffi B — fA e RL”. 
= f eA US i BY EAR OK HK (basic relations bet- 
ween trigonometric functions) 同 角 的 三 角 国 数 间 
的 几 种 基本 关系 . 从 三 角 函 数 的 定义 可 直接 得 出 各 
三 角 也 数 间 的 如 下 基本 关系 : 
1. 倒数 关系 : 
sinacsca =]; 
cosaseca = ]; 


tanacota = 1. 


2. HARA: 
sing 
tana = 
osa 
COS a 
cota : 
sina 
3. 平 方 关 系 : 


sin?a + cos?a = 1; 
1 + tan?a = sec‘a; 
1 + cot?a = csc’a, 
= FH A% BY SE JL fa] E X. (non- geometric defi- 
nition of trigonometric functions) 三角 学 术语 . 指 
不 依赖 于 几何 图 形 的 三 角 蚂 数 定 义 .三角 学 是 随 几 
何 学 的 发 展 而 出 现 的 ,三 角 也 数 最 初 是 作为 角 的 几 
何 性 质 而 定义 的 ,但 数学 的 进展 又 使 三 角落 数 逐步 
脱离 其 原来 作为 角 的 函数 的 定义 而 成 为 独立 的 实 变 
量 的 实 值 函数 , 而 且 三 角 函 数 性 质 的 进一步 挖掘 也 
可 使 其 脱离 最 初 的 几何 定义 . 


1. RJ VA FA EAE 5) TR AS 1] — £8 PRCBCIIS RK 
Fie FF ARKE AIEI BBB A A 9X BRB SS DU 2S e ORC 
分 析 》 中 的 “正弦 和 余弦 水 数 的 展开 式 ”). 

2. 三 角 函 数 还 可 以 抽象 地 用 公理 ( 即 规定 的 条 
件 ) 来 定义 . 例如 ,可 以 这 样 来 定义 :正弦 函数 *Cz) 和 
余弦 图 数 c(*) 是 实 变量 的 实 函 数 , 即 从 实数 集 到 实 
数 集 的 映射 ,并 具有 下 列 性 质 : 

1) SCzyy)= 一 CCZ)cGy) 十 SCZ)SCy). 

2) 对 任意 x € (0,0), 5(2)>0, H. s(x) =0. 

JA E PS AK PE Jo n] A RE TE S Hx BPS BB BC 
Ay B PE A LACE JA BE SS gi px [a] RO BUT ESS, c A 
并 能 推导 出 这 两 个 函数 分 别 等 于 熟知 的 正弦 函数 和 
A 5% PRR. 

锐角 三 角 函 数 (acute angle trigonometrical fun- 
ction) 一 类 重要 的 三 角 函 数 . 在 基本 三 角 图 数 中 ， 
将 自 变量 限制 在 锐角 时 . 历史 上 锐角 三 角 函 数 产 生 
于 解 直 角 三 角形 , 它 曾 被 定义 为 直角 三 角形 中 每 两 
条 边 的 比 ,并 称 该 比 为 三 角 
比 . d dE HL fB ACO«A 
«n/2) B] —34 E f£ RC A 
B [5] 23 — XL TE SE £X EA 
C, 得 RtAABC. it ZA, 
ZB, ZC 的 对 边 分 别 为 a， 
pc( 如 图 ), 把 依赖 于 角 4 的 下 述 不 同 的 比值 所 确 
定 的 函数 分 别称 为 : 


角 4 的 正弦 函数 = 


对 边 
RPA’ 


角 4 aK me 3 
对 边 
ann 
邻 边 
xh 
eun 
邻 边 ; 


角 4 tlic BOT. 


fA A 的 正切 函数 三 


角 A BOR UU ea = 


角 A 的 正 割 函数 一 


并 记 为 : 


. a b 
sn 人 4 一 ;cos4 一 一 ;tan A= 


CE AR 


M Joe EP ee mere tan A ,cot 4， 
sec A, csc 4 将 随 之 而 变化 ,它们 均 为 4 85) wR, BF 
称 为 锐角 A WS fara. 由 于 这 种 定义 联系 着 直角 
三 角形 ,因而 对 解 直 角 三 角形 比较 方便 . 

+ Oe f AY = A eg BL (trigonometric function of 
special angles) 三 角 学 的 基本 概念 之 一 . 指 常 用 的 
A ORR SR 8 BY = FA PRE. 常用 的 特殊 角 的 三 角 辑 


一 isecA 一 万 icscA 一 二 


数值 可 列 成 下 表 : 


此 表 的 读 法 是 ;对 sin,tan,sec, 角 a 按 左边 行 自 上 至 
下 读 ; 对 cos,cot,csc, 角 a 按 右边 行 自 下 往 上 读 . 

三 角 比 (trigonometric ratio) 三 角 学 的 基本 
概念 之 一 . 指 三 角 范 数 定 义 中 的 两 线段 的 数量 比 . XE 
义 锐角 三 角 郴 数 时 ,是 指 含 此 锐角 的 直角 三 角形 中 
FERAH Eb C UL B ff — f8 ER CO. 定义 任意 角 
— fB eR CINE E d P8 B ZI EFE — ADA, Bhi 
原点 到 这 点 的 距离 三 个 数量 中 任意 两 个 的 比 ( 参 见 
"FER BY = £8 PR”). 所 以 ,历史 上 三 角 一 数 曾 有 
三 角 比 之 称 . 

三 角 范 数 图 象 (Cgraph of trigonometric func- 
tions) JFK — ff PR C H. 三 角 学 的 基本 概念 之 
一 .平面 点 集 : 

D,= ((r,y) |czER,y=sinz}; 
D,= {(z,y)| 1ER, y=cos z}; 


D;={(x,y)| r€ 


k€Z,y-—tanzj; 
D,= (G,32|xz€ (kn, GT 1, 
REZ,y=cot zr}; 


T T 
= Iz€ AT 一 了 En 9 


REZ,y=secx}; 
={(z,y) |2€ (hx, (k+1)r), 
REZ, y=csc x} 


T T 
kn— RR 
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Sy Fl PRA IE SE ARK IEW) RUER, R E Pw RA 
AIA . SKA = f8 pa BA Be. 

= f eB HR £E (eurve of trigonometric func- 
tions) BJ" —£f8 PRAES] R”. 

= FRA RAIL (asymptote of graph of 
trigonometric function) DL," — £8 wR MAB”. 在 六 
^r SEAS = ffi PLC HB TE 9% pki a R 5% eH AY) A HZ 
有 渐 近 线 o AR ME ERE AB FF TE BT ER , 渐 近 线 
的 分 布 如 下 表 : 


y-secr 
y-csecr 


正弦 曲线 (sine curve) EA — ff et XC PL ESL RE 
之 一 . tHE SK PRX y — sin x E [X [8] C— 0o ,十 ce) 内 的 
图 象 ,如 图 所 示 . 


正弦 肾 数 及 其 图 象 有 如 下 性 质 : 

l. HRA iE XL dg C— oo, +0), RA 
[一 1,1 ,图 形 在 两 直线 y— —1 Al y—1 围 成 的 带 形 
区 域 ( 含 边 界 ) 内 加 左右 两 侧 周期 性 地 无 限 延 伸 . 

2. PRAT ARE: Ymax = l s Ymin = — 1. 

3. IE 3% PR ROE AF PHL FEL 2r 2 JAHR AY J) H R 
数 . 

4. 单调 性 :> 一 sinz 在 区 间 


T 
E 一 Š, 2km + >| (REZ) 
E 3 ek Be. TE [R] 
«X 3n 
E LL A EEZ) 


上 为 减 图 数 . 

余弦 曲线 (cosine curve) HAA RANA 
象 之 一 . TR GK BM y=cos x 在 区 间 ( 一 ce ,十 ce) 
内 的 图 象 ,如 图 所 示 . 


余弦 函数 及 其 图 象 有 如 下 性 质 : 
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1. 函数 的 定义 域 为 (一 ceo, 十 ce), 值 域 为 
[一 1,1j, 图 形 在 两 直线 y— —1 80 y—1 围 成 的 带 形 
区 域 ( 含 边界) 内 回 左 右 两 侧 周期 性 地 无 限 延 伸 . 

2. 函数 有 极 值 Ymax = 1» Ymir = — 1. 

3. RIZ PR RUER PBI» REA 27 A JAA EP] JA ER BS 
数 . 

4. 单调 性 ; y — cosa Æ K la) [ C25 — 1) m, 25x ] 
(REZ) EHE eg C YE XK RI kn, (2k +1) x] (REZ) 
ER, PRR. 

正切 曲线 (tangent curve) %5 — ff eR CP [A] 
R2—. TR IE V) PR C y= tan c Æ K [8] Cex — r/2, kr 
十 x/2)(kEZ) 内 的 图 象 ,如 图 所 示 . 


1E 9) eG C RC FL RA OR ER: 

1. PR A BJ E X d A kr — n/2, kn + 1/2) 
(REZ), ARAC o, +o), REER x — En 
一 r/2 和 z 一 Ar 十 r/2(REZI) 为 渐 近 线 , 曲 线 成 许多 
相同 形状 的 分 支 , 每 一 连续 区 间 内 的 一 个 分 支 都 在 
两 渐 近 线 之 间 回 上 下 无 限 延伸 . 

2. 正切 函数 在 定义 域内 无 极 值 . 

3. 正切 郴 数 是 奇 函 数 ,是 以 天 为 周期 的 周期 果 
A. 

4. FJ] E : FES 3 SE DC 8] P 35] 2 385 PR C. 

£ V dee (cotangent curve) ”基本 三 角 函 数 的 
图 象 之 一 . HAD RM y = cotx 在 区 间 
[kx,(k 十 1)x](kEZ) 内 的 图 象 ,如 图 所 示 . 


7 : 

! . 
-x O T p a 
余 切 函数 及 其 图 象 有 如 下 性 质 : 


1. PRCA RE. RO (em, (R41) 0) (REZ), ÉR 
HC o, +o), ABW BR x — kx 和 x 二 (kk 十 1)x 
(REZ) 为 渐 近 线 ,曲线 成 许多 相同 形状 的 分 支 ,每 
一 连续 区 间 内 的 一 个 分 支 都 在 两 渐 近 线 之 间 向 上 下 
无 限 延伸 . 

2. 余 切 熙 数 在 定义 域内 无 极 值 . 

3. 余 切 阻 数 是 奇 旺 数 , 是 以 7 为 周期 的 周期 滑 
T. 

4. BÉ E] HE : EA A E Be EE 8] A 35] 2 D RI R. 

Ei aA (secant curve) XEZK — ffs eR LJ Fr] 
象 之 一 . $E HRR y — sec FEF EX [H] C&x — 1/2, 
kx 十 x/2)(kEZ) 内 的 图 象 ,如 图 所 示 . 


y 


1 
_ 3T: Z O m 3n 
2 : 2: -11 2 2 
正 割 函数 及 其 图 象 有 如 下 性 质 : 


1. 函数 的 定义 域 为 (Er 一 /2,&r 十 r/2) (k 
EZ), Ei» C—oo,—1]U[1. +o), RJE VA x 二 kx 
+ x/2 € 2) Jj rii 2x. HH Be RE AA B TA] m 48 SB 
JF H c p] BHO YF Ze Ay xc. A BE 4r xc ABE PA T XT 2x; 
直线 y 王 1 或 > 三 一 1 所 围 成 的 半 开 区 域内 (包含 y 
=+] 的 边界 点 ) 向 上 或 向 下 无 限 延 伸 . 

2. 函数 有 极 值 : Ymax — 15min = 1. 

3. 正 割 函数 是 偶 函 数 ,是 以 27 23 JA BA E] JE H ERI 
E. 

4. 单调 性 : y —secx 在 L2&r,2&r 十 r/2) 和 (2&r 
2/2, (Gk-- Dx JG € 2) EJ&HE eC E | (25 — 12m, 
2&r 一 r/2) 和 (2&r 一 x/2,2&r |\(REZ) EDK A. 

余 割 曲线 (cosecant curve) HA — ff PR CJ 
图 象 之 一 . 指 余 割 函数 y=cscxr TEDXIB] Cer, (R+1) 
1) CE € Z VILIS E] 22. WAR. 

Se Hl PR Re RC FL ARES U FEE : 

1. 函数 的 定义 域 为 (&r,(& 十 1)x)(CREZ), 值 域 
为 (一 ceo, 一 1jUL1, 十 ce), 图 形 以 一 Ar(REZD) 为 
渐 近 线 , 曲线 是 形状 相同 而 相 邻 者 开口 反 回 的 许多 
分 文 , 且 每 一 分 文 都 在 两 渐 近 线 和 直线 y= 1 mk oy 
一 一 1 所 围 成 的 半 开 区 域内 (包含 y — tl 的 边界 点 ) 
向 上 或 向 下 无 限 延 伸 . 

2 PRN A IRAE : Vmax = ES s Ymin 77 l. 


3. RE eR AR AT PLC, ALL 2x 29 LER BE Jd A PRI 
ST. 

4. 单调 性 :y= 二 cscz 在 [2krx 一 nx/2,2kx) 和 (2kx， 
2kn c x/2]C(R € Z) E Æ W R Z, TE [ 2m + 0/2, 
(2b HIOA (2E +1) x, 2kx+3n/2|(REZ) ERM 
PRI BX. 

= fü m3 S FTE (boundedness of trigonome- 
tric function) — ff pki CI] E SER E Z2 —. 1E 5X PR 
BX A AR 5X, PR TE LE MAN AB E A HE RS CALO 
|sinz|<1 Fl |cos x | «C1 fH EX vr. . Br LL P3 ew BY E 
确 界 (最 大 值 ) 为 1, 下 确 界 (最 小 值 ) 为 一 1. 正 切 郴 
数 、 余 切 函 数 、 正 割 函 数 和 余 割 函数 在 其 定义 域内 都 

三 角 孙 数 的 奇偶 性 (parity of trigonometric fun- 
ction) 三角 函 数 的 重要 特征 之 一 . 正弦 函数 、 正 切 
PRIX . R U PR. AR E PR AD A ST R A, R SK PRI BM 1E 
e| PRI R AB A (FS PR BOC. 偶 函 数 的 图 象 是 关于 y 轴 对 称 
的 , 奇 图 数 的 图 象 是 关于 坐标 原点 中 心 对 称 的 .三 角 
商 数 的 上 述 特性 称 为 三 角 函 数 的 奇偶 性 . 

三 角 函 数 式 的 极 值 (extremum of trigonometric 
function expression) = ff RAW RAAB 
的 总 称 . 设 f(x) 为 三 角子 数 的 有 理 式 ,y= 二 f(x) 定 
MEK DEA xoE€D. 如 果 存 在 点 r 的 包含 于 
定义 域 DD 中 的 领域 (xo 一 6,zo 十 6), 对 这 个 邻 域 中 
任意 的 点 工 都 有 SOSS C) AS aSa), 
则 f Cr) PRA = FA BEBO, y — fF GO FE r= xo 处 的 极 
大 值 ( 或 极 小 值 ), 该 极 大 值 和 极 小 值 统 称 为 这 个 三 
ff PRR HY RA. OR = FA PRP MR ARS — ffi 
恒 等 变 形 .三 角 方 程 .三 角 不 等 式 有 关 , 还 常 与 代数 
中 的 二 次 函数 .二 次 方程 的 判别 式 .代数 不 等 式 的 有 
关 知 识 有 着 密切 的 联系 . 对 于 三 角 函 数 式 的 极 值 问 
题 ,通常 是 运用 三 角 恒 等 变换 ,使 自 变 量 只 含 在 正弦 
或 余弦 记号 之 下 ,然后 再 利用 正弦 或 余弦 晒 数 的 有 
界 性 , 即 可 求 得 极 值 . 在 六 个 基本 三 角 函 数 中 ,正切 
函数 和 余 切 函数 无 极 值 存在 ,其 余 四 个 基本 三 角 酌 
数 都 有 极 值 存 在 ,其 极 值 的 大 小 和 极 值 点 的 分 布 如 
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: = =—] 
IE 


= f LX BS TR X IÉ (maximum of trigono- 
metric function expression) DL" = ff MARR 
fü". 

三 角 函 数 式 的 极 小 值 (minimum of trigonomet- 
ric function expression) W“ — f mAh RC. 

= f8 WAY 5 yd TE (monotonicity of trigo- 
nometric function) = ff AA EP REZ. 六 
^F SEAS = f BR BEE EI XE C PELEAS E BH] PR 
但 它们 有 单调 区 间 , 而且 正 切 函 数 和 余 切 函数 在 其 
各 个 连续 区 间 内 都 是 单调 的 . IGN PREZ): 


单调 递增 区 间 | 单调 递减 区 间 


| 2-5. 2hr | Es kn + 5 | 
| (2k—1)x, 2kn | | 2kn, (2k +1)r | 


y=tan T | kn 一 ,kx+ 一 =] 
y=cot r 无 (&RTy, 有 rr 十 工 ) 
| 2x 2n T] 和 | 2kz 一 到 ,2hx | 和 


y=secx 


| 2kx-- Cb 1 | | k= Dx, 2k — | 


E | 2-0 Qe Dx] 和 LX 
ded | k+ Drs 2n Sn | | (aix , 2kn] 


= f8 dH X AY E RH CE C periodicity of trigo - 
nometric function) = ff RAYE em. 设 
F(x) ee Xp — AR M 上 的 函数 , 若 存 在 一 
非 零 和 常数 了 ,并 具有 下 列 性 质 : 

1. 对 于 任何 xEM, 有 x 土 TEM. 

2. 对 于 任何 xEM, 有 f(x 土 T)=f(x)， 
WW gk Fe) Fy 3 S8 M. 上 的 周期 图 数 ,并 称 上 述 性 质 
为 三 角 函 数 的 周期 性 , 非 零 常数 工 称 为 函数 (zx) 的 
周期 . 

函数 的 周期 往往 不 止 一 个 ,如 果 在 所 有 的 周期 
中 存在 一 个 最 小 正 数 7 SUID 称 为 函数 f(z) 的 最 
小 正 周 期 . 六 个 基本 三 角 函 数 在 其 定义 域内 都 是 周 
HH PRIX. TE 5% pRB. AR GK BREL. LE Hl) PRK. ARH) PK YY) 
最 小 正 周 期 为 2 5 Tfi 1E H eRe. RU BR BY c7] TE 
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周期 为 n. = ff eC] Jel A Ff A Ta — £8 PP) 3x 
小 正 周 期 . — ft 3 V. 1E 5% eR A. a 5K PRI BX. IE Hil) PRI 
RB PRECES AHA 2kn REZ; EW MM. AW PRI 
数 的 周期 为 er,EZ. 在 不 致 混 消 的 情况 下 ,习惯 上 
将 三 角 范 数 的 最 小 正 周期 简称 周期 (参见 本 卷 4 数 学 
分 析 》 中 的 “周期 图 数 ”). 若 jz) 表 示 基 本 三 角 郴 
数 ,那么 由 y 二 f(x) 的 图 象 求 得 y= 了 (nx) 的 图 象 
称 为 y= 二 f(x) 到 y= 二 fnr) (mn 这 0) 的 周期 变换 . 

三 角 孙 数 的 最 小 正 周期 (least positive period 
of trigonometricfunction) Jl“ = f pq 2 B J&] #8 
HE”, 

三 角 范 数 的 周期 变换 (periodic transformation 
JL, = fA e& 38 B] Js] 8] 


of trigonometric function) 


p » 
= ff A X AY E] HB (periodic of trigonometric 
function) “=i eR c Pj Js] ER PE". 


=F BRA Wi simplified formulas of 
trigonometric function) = ffi pki 2 Ji] 8H PE BJ — Fr 
应 用 . 用 于 简化 任意 象限 角 的 三 角 函 数 为 锐角 三 角 
函数 的 公式 . 指 把 角 一 a,90° 土 a,180° 土 a,270° 土 a， 
360" 一 a 各。360" 十 a(kEZ) 的 三 角 函 数 用 角 a 的 
三 角 函 数 表 示 的 公式 .诱导 公式 主要 用 于 求 任意 角 
的 三 角 函 数值 或 解 一 些 有 关 三 角 函 数 式 化 简 的 问题 
以 及 证 明 问 题 . 利用 诱导 公式 可 以 把 任意 象限 角 的 
三 角 函 数 化 成 锐角 三 角 函 数 . 三 角 旺 数 的 诱导 公式 


共 54 个 ,列表 如 下 : 
SC 


ru COS ga —-tana| —cota seca —csca 
90°— a 
C= a cosa | sina | cota | tana | csca | seca 
2 
90°+ a 
T cosa — sina | —cota | —tana| —csca seca 
— +a 
2 
180°— 
sina —cosa@a!—tana! —cota | —seca csc a 
《一 
E res 
uk m 
Re iod 
sina cosa tana cota seca csc a 


表 中 公式 ,可 用 统一 口诀 奇 变 偶 不 变 , 符 号 看 
象限 ”把 它们 全 部 记 住 . 也 就 是 90° 的 奇数 倍加 减 a 
的 三 角 函 数 , 变 成 w“ 角 的 相应 余 图 数 ;90" 的 偶数 倍 
加 减 “的 三 角 函 数 , 仍 为 “的 同名 畏 数 ,符号 是 把 o 
看 成 锐角 时 , 原 角 所 在 象限 的 符号 . 

= eA EA (zero points of trigonometric 
function) — ffi PAR RE ER I. TE 7x PEAS = FA R 
AH , 正 割 函数 与 余 割 函数 不 存在 零点 ,其 余 四 个 基 
本 三 角 函 数 都 有 零点 存在 ,零点 的 分 布 如 下 表 : 


kr (REZ) 
| 
ka (REZ) 


三 角 函 数值 的 符号 (sign of trigonometric func- 
tion value) 三 角 学 的 基本 概念 之 一 . 指 不 同 的 象 
限 角 及 轴 角 的 三 角 晴 数值 所 取 的 正 负 符号 .六 个 基 
本 三 角 函 数值 的 符号 ,由 角 的 终 边 在 直角 坐标 平面 
里 的 具体 位 置 确 定 , 可 分 以 下 两 种 情况 : 

1. 各 象限 角 的 三 角 函 数值 的 正 负 , 由 三 角 函 数 
的 定义 和 各 象限 内 点 的 坐标 的 正 负 可 知 , 正 弦 值 
(y/7) 与 余 割 值 (r/y) 对 于 第 一 、 二 象限 的 角 是 正 的 
(0y>0,r>0) ,而 对 于 第 三 \ 四 象限 的 角 是 负 的 (y< 
0,r2200 128 5E fL. (r/r) 5 IE EMA Cr/ DOSE -F 88 — . VU 
BR fS EIE D (020,72 000 ,而 对 于 第 二 、 三 象限 
的 角 是 负 的 (z<0,r>0); 正 切 值 C(y/z) 与 余 切 值 
(Cz/y) 对 于 第 一 、 三 象限 的 角 是 正 的 (z,y 同 号 ), 而 
对 于 第 二 .四 象限 的 角 是 负 的 (zy,y 8-90. 上述 三 角 
肾 数 值 在 每 个 象限 的 符号 如 下 图 所 示 : 


实数 的 公约 数 (common divisor of real num- 
bers) 公约 数 概念 的 推广 .在 研究 三 角 郴 数 的 周期 
性 时 ,党 会 遇 到 求 某 几 个 实数 的 公约 数 问题 ,因此 必 
须 将 公约 数 概 念 作 如 下 推广 : 设 a1,as,…,as 为 n 个 
不 全 为 零 的 实数 ,在 存在 非 零 实数 2 和 ?个 整数 ys 
hr Eus TB ai — Eb G=1,2, sn), MERK OW ay, 
5 » *** Un 的 公约 数 . 这 时 又 称 CI19C29 *** s 4, 是 可 公 度 
HJ. 当 a1,Qz，… san 可 公 度 时 ,把 它们 的 正 公 约 数 中 
最 大 的 数 , 称 为 a1 ;as;，,…,a, 的 最 大 公约 数 , 记 为 
san). 关于 实数 的 公约 数 有 下 列 四 条 性 质 ， 

1. 设 ai,as，… ,a 为 nn 个 不 全 为 零 的 实数 ,al， 
azs" Qn 存在 公约 数 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 a， 
aj€ {Ay 129° san} o 4 a; 70 时 ,ai/aj 都 是 有 理 数 . 

2. GERM aiaz tsan, 是 可 公 度 的 , 则 aisa, 
à, 的 最 大 公约 数 存 在 . 

3. Y aisar" san 为 nn 个 不 全 为 零 的 实数 , 乔 b 
为 它们 的 一 个 正 公 约 数 , 则 


la| (ail u la, | 


(a,,405,***,0,) — b ECCE. p fU ae? 


A.W asas tta An 个 不 全 为 零 的 实数 ,对 ? 
=1,2,°°° 42,4 a;—kb (Kk; € Z;,b0) . Æ |\kils lkl, 
T d |k, | 均 为 1,9] (a1,a5, 77 san) =b. 

实数 公约 数 的 性 质 (property of common divi- 
sor of real numbers)” 见 “实数 的 公约 数 ”. 

实数 的 公 们 数 (common multiple of real num- 
bers) 公 倍 数 概念 的 推广 .在 研究 三 角 函 数 的 周期 
性 时 ,常会 遇 到 求 某 几 个 实数 的 公 倍 数 问题 . 因此 ， 
必须 将 公 倍 数 的 概念 作 如 下 推广 : 设 ay ost a, 是 
一 组 全 不 为 零 的 实数 ,各 有 非 零 实数 4 及 整数 ki 
AR 使 得 4 一 Ra G=1,2.°,n), WR A 为 
aisat a, 的 公 倍数 ,所 有 正 公 倍 数 中 最 小 的 数 称 
为 a1 ,Qs，… san BI A B uasa sas] 
关于 实数 的 公 倍数 有 下 列 四 条 人 性质: 

Ln 个 全 不 为 零 的 实数 a1,as,，… a, 存在 最 小 
公 倍 数 的 充分 必要 条 件 是 这 ”个 实数 可 公 度 . 

2. n 个 全 不 为 零 的 实数 asaz, sa, 存在 最 小 
公 售 数 的 充分 必要 条 件 是 ;对 i1€ {1,2,…,n 一 1)， 
有 ai/a, AA BR. 

3. £r cl yay，… 
实数 , 则 


La, ;Q5,*** 2, | 


一 (a, QQn) M | 


Cy yas stt 


,an 为 n 个 可 公 度 的 全 不 为 零 的 


a, 
(a, 3», *** 1452 : 


a» a 
(4,,a5,**,a,)' (Ay Az y*** yy) | 
4. 3E n/m 41,2, *,72J& r A IE BJ BE 29 4 
A , Du] . 
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ny 7 n, | (n, n5 ,*** n.) 

= "ncaea) ld SS 
m, m; nm, [m; m; ,*** m, | 

2) ES n, X. E [ni 05,77 | 


Gn, ,.m;,,.m,) 


m, ms M, 

Se Hy ZS (ESL AY TER (property of common mul- 
tiple of real numbers) WM XA ATRL”. 

AT — fA ER BBY D 28 TR OY Ec 7] IE JE] A Cleat 
positive period of the sum,difference, product and 
quotient of two trigonometric functions) 求 两 个 
= ffi RC Bc /]N IE Ja SN 73 A. BS = FA BELICE A 
Ze AA. fed EY) Bie 7) TE Jed H fay RI BS = FA BELICE Bz) 
正 周期 .分 三 种 类 型 概述 如 下 : 

1. 两 个 正弦 型 函数 的 和 、 差 . 积 、 商 的 最 小 正 周 
期 : 

1) 大 函数 

F (2) =Ajsin(@,2 +9) + Asin lwr tHe) 

为 非常 值 的 周期 函数 , 则 
mE 


(参见 "实数 的 公 人 倍数” 是 函数 F Cz) 的 最 小 正 周 
期 . 


2) Æ PR BK 

F,Gr)-— A,sinCo,xd-9) * A,sin(e,r+@) 
为 非常 值 的 周期 函数 , 则 : 

(D Hla |z5 |o LESE, 


2m 2T 
E Toce, 一 A 
是 了 ,(zx) 的 最 小 正 周期 . 
D 当 |w|==|wl 时 ,有 ww 十 w= 二 0 或 wi 一 w= 
0, 无 论 哪 种 情况 ,x/|w | 都 是 函数 F:(z) 的 最 小 正 
周期 . 
3) er PRL 
F(t) = 


A,sin(e,r + p) 
A,sin(e,xr + A) 
2j 3E? (E A3 JE BA ee. UU ; 

(D M |o |Æ |w |B}, 


a 
wi + w, w, — c, 


JE EL F Cr) 9 fiz) IE JAA. 

D Hla |= |w | BE o m/ |w | 是 函数 F(x) 的 最 
小 正 周期 . 

2. 正弦 型 函数 与 正切 型 函数 的 和 、 差 \. 积 、 商 的 
最 小 正 周期 : 

IDEE ZI E 


Gi Cr)-— Aisin(wiz 9) +A,tan(a,rcr+@) 
为 周期 函数 , 则 
2m T 
Iis 


AE PAR G1(z) 的 最 小 正 周期 . 
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2) Fa PARK 
G;(xr)-— A,sinCGo,r-- 9) * A;tanGo,xd- 9) 
为 周期 函数 , 则 
2m m 
Een 


是 函数 C:(z) 的 最 小 正 周 期 . 
3) Æ PRK 
为 周期 函数 , 则 

BA 

WI W,» 

EA GS C BY Biz) TE Jad BA. 
4) E PRK 

I 

为 周期 函数 , 则 


是 函数 G4,(z) 的 最 小 正 周 期 . 

3. 两 个 正切 型 函数 的 和 、 差 . 积 、 商 的 最 小 正 周 
期 : 

D 者 函数 

H (x) — A;tanGoxd- 9) T- A;stan(os xd- 9) 
为 周期 函数 , 则 : 

D4 w — 095, A17 A259) — pkr tn 2 AA 
RE QRH o= —,À);— —4,9,— —94- kn - n/2 
(对 某 个 EZ) 时 , 则 x/C2 | co [D d eR (x) I] 
小 正 周期 . 

D 当 |w |=|w|,H i; AA: 不 满 
足 上 述 中 中 的 条 件 时 , 则 </ jw | EP Ce) B] 
小 正 周 期 . 4 | oi | Al eos | E, A [c/c m / o; | T PR BK 
Hi(zx) 的 最 小 正 周期 . 

2) 在 函数 

H,(2)=A,tan(w,2+¢,) + A;tan(Ge;r-d- 9) 
为 周期 函数 , 则 m | oi | 为 函数 五:(Cz) 的 最 小 正 周 
期 . 


3) dU PREX 
|—  A,tan(er + p) 
Bises A,tan(we,x + o) 
A Js BH er c, D 


x m 
rod 
Fy eR 互 :(z) 的 最 小 正 周 期 . 

两 个 三 角 函 数 和 差 积 商 的 周期 性 (periodicity 
of the sum,difference,product and quotient of two 
trigonometric functions) = ffi RK T JE BH PE RSH 
推广 . DURS BE TE 5% FY PR Be. AR GH AY PRI. TE B AN RI 
LZ HA! p RC PT Na BS) A 26 SER S fg B) 5] SPE at 


行 分 类 概述 : 
1. 两 个 正弦 型 函数 和 、 差 . 积 、 商 的 周期 性 . 设 
FG -— fix d- fi, 
a(R 


JT) 
Tix) 


F, (x) == 


zi TE PUR 
f(a) —A,sinGeixzd- 95 f:(x)= A;sin(ord- 9) 
E w/w, 为 有 理 数 , 则 函数 FCD 0 — 1,2, DAE 
周期 函数 , 且 L2r/w ,2x// os | (参见 “实数 的 公 倍 数 ”) 
是 它们 的 周期 .反之 , 符 图 数 Fi(x) (i 二 1,2,3) 为 周 
期 函数 , 则 w / w 为 有 理 数 . 
2. IE 5 W pai BX 5 E H) AY pw Be A. HE 
Gilad = filr) + f(a), 
GG FAD) Te) 


f.) 
DEUS 


只 、 商 的 周 


Tice) 
icc fax). 
者 在 函数 
万 (z) 王 4isin(wz 十 中) 与 f(r) = Aptan(a,r+@) 
中 ,w/w A A E Ar, M pK G; Cr) (i=1,2,3,4) dB 
是 周期 函数 , 且 [L2r/ow,r/ows] 是 它们 的 周期 .反之 ， 
Fr PRR G; (x) (i 二 1,2,3,4) 为 周期 函数 , 则 w/w 为 
有 理 数 . 
3. 两 个 正切 型 郴 数 的 和 , 差 、. 积 . 商 的 周期 性 . 设 
H,(x) — fi(x) o fin, 
HQ) = filr) fG), 
F(x) 
Say 


orm 


H (x) = 


zi TE PR 

fiGx)—Atan(Goixd-9)5 f;G)-— Atan lwr tp) 
中 ,w/w AA HA, MI) pK g H; (x) (一 1,2,3) 都 是 
周期 函数 , 且 [Lrxy/uwi,ry/ows*j 是 它们 的 周期 .反之 , 若 图 
B HG G=1,2,3) Jg Ja RR eR Be, M (0; / € 为 有 理 
T. 

有 限 个 正弦 型 函数 和 的 周期 性 (periodicity of 
finite sum of sine-type functions) = ff eR MAH 
性 概念 的 推广 . 对 有 限 个 正弦 型 函数 和 的 周期 性 有 
以 下 结论 : 设 


f(r) = > Asin (oz +e), 


式 中 Aso. 都 是 实数 ， A;,0#,40, H i25; H}, |o | 
z wj|G.j1.2, n) M] fc) SE E B8 ew PY FE 
必要 条 件 是 对 任意 的 1==1,2,…,n, 有 w/w 为 有 理 
数 , 且 当 f(zx) 为 周期 函数 时 ,其 最 小 正 周期 是 


E E di 


w w, ” C, 


有 限 个 正弦 型 函数 积 的 周期 性 (periodicity of 


finite product of sine-type functions) = ffi eR Ji] 
期 oom 对 有 限 个 正弦 型 函数 积 的 周期 性 
有 以 下 结论 : 设 


g(x)= || Asin(wr+¢), 
i=] 


式 中 A,.w;,@ER,A;,0;4AO G=1,2,,n), Wl RR 
g Gr) J JEH PRB) 76 23 4 EAR I IRE T= 1,20, 
n w/o A PROC. E poA SEOR TAT A, |o] A 
| w; | (1,] 二 1,2,…,n) 则 又 有 下 面 的 结 ie: 设 


g(x) = ][[4sin(wz + g) * BiCosaz + 221; 
i=] 


其 中 Ai, Bio; Qu €R. Ai, Bi,e;zO Ci=1,2,°°", 
n) , VU) PRB ig Ca 2 Js] BH PR BS a FE 53 4 BE OR AE FE MY i 
二 1,2,…,n, 有 c/o, 为 有 理 数 . 

有 限 个 正弦 型 项 数 乘 积 的 商 的 周期 性 (perio- 
dicity of quotient of finite product of sine-type 
functions) =f eK CIR] PAPE RE HE. 对 有 限 个 
正弦 型 函数 乘积 的 商 的 周期 性 有 以 下 结论 : 设 


I A;sin(w,z2 + 9) 
A(x) = Fe 
[I Asincoz + 9 , 


其 中 Ai co; q € RA c;70 G—1,2, m), WU eg 
AZz) 为 周期 函数 的 充分 必要 条 件 是 w/w 为 有 理 数 
(1—1,2,*,m). 

有 限 个 正切 型 函数 和 差 积 商 的 周期 性 (period- 
icity of the sum ,difference,product and quotient of 
tangent form functions) =A PA C FS] BH PE 8E 78: H 
推广 . 对 有 限 个 正切 型 函数 和 差 积 商 的 周期 性 有 以 
下 结论 


1. 设 f(x) = >) Ajtan(w2 + e), 
i= | 


其 中 A509 €R. As «350 G—1,2, n), Mfr) 
为 周期 图 数 的 充分 必要 条 件 是 c; / wy (P= 15.25%", 
n) AA HEX. 


2obt E = TT atancwz +e), 
二 1 


其 中 A;,9;,9 € R Ai, e;7500 — 1,2, n2 , W g(x) 
为 周期 函数 的 充分 必要 条 件 是 wi/wili=1,2,",n) 
为 有 理 数 . 


[| Atan(w;z + @) 

3. d A Cx) = ZE, 
[| Atanto;x + @) 
i=] 


其 中 Awp ER, As 0,40 Go1,2, m), Il 
h(z) 为 周期 函数 的 充分 必要 条 件 是 w/w i — 1,2, 
…,m) 为 有 理 数 . 
=A ARKE (construction method of 
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trigonometric function) 作 三 角 图 数 图 象 的 一 般 
方法 .在 平面 直角 坐标 系 中 ,常见 的 有 以 下 几 种 作 三 
AKR y= 二 f(x) 图 象 的 方法 : 

1. 描 点 法 . 亦 称 坐 标 法 .在 给 定 的 基本 三 角 函 数 
的 一 个 周期 区 间 内 , 目 小 到 大 取 目 变量 x 的 一 些 值 
(一 般 包括 零点 、 极 值 点 等 特殊 点 的 横 坐 标 ), 计 算出 
XE Iw. AY P RUB. 把 这 些 数 对 (Cz,y) 所 确定 的 点 用 一 
条 平滑 的 曲线 顺 次 连结 起 来 ,就 得 到 三 角 函 数 在 这 
个 周期 内 的 图 象 . 再 把 这 个 图 象 周期 地 延 拓 , 即 沿 x 
轴 平 移 到 整个 定义 域 上 去 ,就 得 到 该 三 角 函 数 的 全 
部 图 象 . 在 正弦 或 余弦 函数 的 情形 中 ,这 种 作 图 法 有 
一 个 特例 称 为 五 点 作 图 法 .为 了 简便 快速 地 画 出 这 
种 函数 一 个 周期 区 间 的 草图 ,可 把 从 x — 0 开始 的 
周期 四 等 份 , 取 五 个 分 点 (zy)G 一 1,2,…，,，5)( 即 
三 个 零点 和 两 个 极 值 点 ) 描 图 . 

2. 几何 作 图 法 . 亦 称 单 位 圆 法 . 在 平面 直角 坐标 
系 中 ,把 单位 圆 里 一 个 周期 内 取 的 各 角 的 三 角 函 数 
线 逐 一 平移 (或 旋转 与 平移 ), 使 其 与 横 轴 垂直 , 且 始 
端点 与 横 轴 上 相应 弧度 数 的 点 重合 . 然后 用 平滑 曲 
线 顺 次 连结 这 些 三 角 函 数 线 的 终端 ,就 得 到 基本 三 
角 函 数 一 个 周期 的 图 象 . 同样 能 得 到 该 三 角 函 数 的 
全 部 图 象 . 

3. 图 形变 换 法 .有 些 三 角 函 数 的 图 象 可 以 由 基 
本 三 角 函 数 图 象 通过 平移 和 伸缩 变换 而 得 到 . 如 正 
ax HY PRA y — Asin(wx+¢)(A>0,¢>0) fS] AR ay 
以 通过 对 y—sinz 的 图 象 进行 平移 、 伸 缩 等 变换 而 
得 到 . 

五 点 作 图 法 (construction method by five-poin- 
ts) JL," — ff PR FE EE S". 

TE 5% H £& AY f E E] (construction of sine curve) 
正弦 曲线 的 画 法 . 指 在 直角 坐标 系 中 作 正 弦 曲 线 , 即 
m 1E 5% PRX y= 二 sinz 的 图 象 .通常 有 以 下 两 种 画 法 : 

1. 描 点 法 . 亦 称 坐标 法 . 作 图 时 角 的 值 x 用 绝 
度 制 ,并 将 zx 和 函数 值 y 看 做 点 的 坐标 .xz AA y 
采用 同一 长 度 单位 ,zx 轴 的 一 个 单位 表示 1 弧度 ,y 
轴 的 一 个 单位 表示 1. 在 正弦 也 数 的 一 个 周期 区 间 
L0,21 ], BE z 的 一 些 值 , 计 算出 对 应 的 > 值 ,列表 
如 下 : 


然后 描 出 对 应 的 各 点 ,用 平滑 的 曲线 顺 次 连结 
起 来 ,就 得 到 正弦 曲线 从 z=0 到 2x 的 一 段 , 如 图 
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— ù 


所 示 . 根据 正 
5% BR BX AY Jel 
期 性 ,在 xz 等 
于 2m 到 4m, 
An 到 | 6T,***, 
或 0 到 一 27， 图 1 

ges 47,… 的 各 段 内 ,重复 描绘 从 0 到 2x 的 一 

段 ,就 得 到 任何 范围 内 的 正弦 曲线 ,如 图 2 所 示 . 


y 


图 2 
描 点 法 的 一 个 特例 是 五 点 作 图 法 . 用 于 简便 快速 地 
画 出 正弦 曲线 从 z=0 到 2r 的 草图 . 把 这 个 区 间 四 
等 份 , 容 易 求 得 五 个 分 点 的 zx 和 >y 值 ,由 此 得 出 正 
2 HH ee ER Hh (0,0), (x/2, 10, (2,0), (32/2, 
— 1), (2m, » 
0. 其 中 y= 
1 和 y= 二 一 1 
EREA, A 
外 三 个 y=0 
AE EA Sx 图 3 
轴 相 交 的 零点 .用 平滑 的 曲线 顺 次 把 这 五 个 点 连结 
起 来 ,就 得 出 正弦 曲线 在 区 间 [L0,2rxj 上 近似 的 一 段 ， 
如 图 3 所 示 . 

2. 几何 作 图 法 . 亦 称 单位 圆 法 .在 负 半 < 轴 上 
适当 位 置 取 一 点 O ,以 O 为 圆心 作 单 位 圆 与 z 轴 
相交 于 两 点 A AAs VA Ao 为 始点 ,任意 等 分 单位 
圆周 (图 4 中 是 12 等 份 ), 设 分 点 为 A;(i 二 0,1,2， 
…,12, 其 中 » Ag 与 ApH), 又 在 正 半 X AH FH 
B, {E |OB| —2x JF 5; (v Dl AAI 9 A RO OB 
等 份 . 过 各 分 点 作 cx 轴 的 垂 线 , 设 各 垂 线 与 过 单位 
ALAS a A 且 平 行 于 z 轴 的 直线 相交 于 点 a 
(2—05,1525*"$12; ai;5j B 重合 ). 用 平滑 的 曲线 顺 
次 将 a; 连结 起 来 ,就 得 到 正弦 曲线 从 x==0 到 Zn 的 
一 段 . 如 图 4 所 示 . 


余弦 曲线 的 作 图 (construction of cosine curve) 
余弦 曲线 的 画 法 . 指 在 直角 坐标 系 中 作 余 弦 曲 线 , 即 
H Ae 5% PRA y — cos x MAR. 通常 有 以 下 两 种 画 
法 : 


1. 描 点 法 . 亦 称 坐标 法 . 作 图 时 角 的 值 x FH UR 
度 制 ,并 将 x 和 函数 值 y 看 做 点 的 坐标 .x BICI y 轴 
采用 同一 长 度 单位 ,zx 轴 上 一 个 单位 表示 1 弧度 ,y 
轴 上 一 个 单位 表示 1. 在 余弦 了 清 数 的 一 个 周期 区 间 
[0,27], Rec 的 一 些 值 ,计算 出 对 应 的 y 值 ,列表 
如 下 : 


liz 
6 


然后 摘出 对 应 的 各 点 ,用 平滑 的 曲线 顺 次 连结 
起 来 ,就 得 到 正弦 曲线 从 x 二 0 到 2x 的 一 段 ,如 图 1 
所 示 . 


-1 


根据 余弦 函数 的 周期 性 ,在 zx 等 于 2r 到 4r,4rx 
到 6r,…, 或 者 0 到 一 2r, 一 2x 到 一 4r,… 的 各 段 内 ， 
重复 描绘 从 0 到 27 的 一 段 ,就 得 到 任何 范围 内 的 余 
ax WHER WE 2 所 示 . 


图 2 
2. 几何 作 图 法 . 亦 称 单位 圆 法 .在 负 半 x 轴 上 
适当 位 置 取 一 点 O01, 以 O1 为 圆心 作 单位 圆 与 zx 轴 
it O, MERA T P3 Ex A AA. UA 点 为 始点 ， 
任意 等 分 单位 圆周 (图 3 中 是 12 等 份 )， 


,12, 其 中 Ag 5 Ai; H 
合 ). NEEF x RHE BR C. fig [OC | = 21, 3E 53 
单位 圆 相 同 的 等 份 数 将 OC 等 分 . 过 各 分 点 作 z 轴 


设 分 点 为 A;(i=0,1,2; UPS 


WER , 设 各 垂 线 与 过 单位 圆 上 同 号 分 点 A 且 平 行 
于 工 轴 的 直线 相交 于 点 a;(i 二 0,1,2,…,12). 用 平 
滑 的 曲线 顺 次 将 a; 连结 起 来 ,就 得 到 余弦 曲线 从 x 
—0 到 2x 的 一 段 .如 图 3 所 示 ， 

正切 曲线 的 作 图 (construction of tangent cur- 
ve) 正切 曲线 的 画 法 . 指 在 直角 坐标 系 中 作 正 切 曲 
2%, Bll m 1E 7] pe x y>tanz 的 图 象 . 通常 有 以 下 两 
种 画 法 : 

1. 描 点 法 . 亦 称 坐标 法 . 作 图 时 角 的 值 x A 
度 制 ,并 将 x APR BE y 看 做 点 的 坐标 .xz 轴 和 y 轴 
采用 同一 长 度 单位 ,x 轴 的 一 个 单位 表示 1 弧度 ,y 
轴 的 一 个 单位 表示 1. 在 正切 函数 的 一 个 周期 区 间 
(一 r/2,r/2), 取 定 过 的 一 些 值 , 计 算 对 应 的 y 值 ， 
列表 如 下 : 


然后 描 出 对 应 的 各 
点 ,用 平滑 的 曲线 顺 次 
连结 起 来 ,就 得 到 正切 
曲线 从 c= — 1/2 到 /2 
最 小 正 周期 是 x. Hi 
的 这 段 曲 线 在 x {EL BE a 
x 时 重复 出 现 , 但 是 当 >~ 
二 kx 十 Xx/2(kEZ) 时 ,下 
切 函 数 不 存 在 .因此 , 正 
9] il £x A BUD AT BR x 
— kn 1/25 € Z) BÀ FF 
的 . 这 些 平行 线 是 正切 
曲线 的 渐 近 线 , 通 常 把 
这 些 渐 近 线 画 成 虚线 ,如 图 2 Bron. 

2. 几何 作 图 法 . 亦 称 单位 圆 法 ,在 负 半 x 轴 上 
适当 位 置 取 一 点 Oi. WO, 为 圆心 作 单 位 圆 ,在 点 Oi 
之 右 与 x 轴 交 于 点 4. 将 单位 圆 的 右 半圆 周 任意 偶 
数 等 分 (图 3 中 是 12 等 份 ). 过 各 个 分 点 作 图 的 半 
径 , 得 到 以 OA 为 公共 始 边 的 从 0 到 7/2 和 从 0 到 
一 x/2 的 各 个 角 . 设 各 角 的 终 边 的 延长 线 与 圆 Os 在 
点 4 处 的 切线 相交 于 点 Ti Ts BITS VT ,就 
得 到 各 角 的 正切 线 ATi, AT, AT , AT, 5°" 
再 按 与 右 半 单 位 圆 相 同 的 等 份 数 将 工 轴 上 的 区 间 
[一 r/2，,r/2 等 分 . 把 诸 正切 线 AT; 和 AT; (图 3 中 
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图 2 
i 二 1,2,…,5) 依 次 平移 ,使 点 4 与 x 轴 上 的 各 分 点 
重合 . 设 这 时 点 T: AT 的 位 置 是 点 Ae. 用 平 
滑 的 曲线 顺 次 将 和 ;连结 起 来 ,就 得 到 正切 曲线 
在 xz 二 一 x/2 8| x/2 之 间 的 一 段 . 如 图 3 Bron. 


HY 


FY] Hae AY EFA (construction of cotangent cur- 
ve) 余 切 曲线 的 画 法 . 指 在 直角 坐标 系 中 作 余 切 曲 
£k . Bl ME UJ PR y — cot x 的 图 象 .通常 有 以 下 两 
种 画 法 : 

1. 描 点 法 . 亦 称 坐标 法 . 作 图 时 角 的 值 x 用 弧度 
制 , 并 将 x 和 函数 值 y 看 做 点 的 坐标 . x 轴 和 y HARK 
用 同一 长 度 单 位 ,z 轴 的 一 个 单位 表示 1 弧度 ,y f 
的 一 个 单位 表示 1. 在 余 切 消 数 的 一 个 周期 区 间 0， 
T), PUE r 的 一 些 值 ,计算 对 应 的 y 值 ,列表 如 下 : 


然后 描 出 对 应 的 各 点 ,用 平滑 的 曲线 顺 次 连结 
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起 来 ,就 得 到 余 切 曲线 
M x0 到 7 的 一 段 , 如 
图 1 Brzn. 

R V] BR BC He ed 8 eR BK, 
其 最 小 正 周 期 是 x. 画 
出 的 这 段 曲线 在 工 值 每 
隔 x 时 重复 出 现 , 但 是 
当 zx 一 Ar( 人 REZ) 时 , 余 
3] e BU TE TE. 因此 , 余 
切 曲线 是 被 诸 平 行 线 x 
一 Ar (kEZ) 隔 开 的 . 这 
些 平行 线 是 余 切 曲线 的 
渐 近 线 , 通 常 把 这 些 浙 
近 线 画 成 虚线 ,如 图 2 
Brzn. 


2. 几何 作 图 法 . 亦 称 单位 圆 法 . 在 负 半 x 轴 上 
适当 位 置 取 一 点 O1. 以 O 为 圆心 作 单 位 圆 ,在 点 O, 
之 右 与 x 轴 交 于 点 4. 将 单位 圆 的 右 半圆 周 任意 偶 
数 等 分 (图 3 中 是 12 等 份 ). 


过 各 个 分 点 作 圆 的 半径 (或 半径 的 延长 线 ) 与 圆 在 点 
4 处 的 切线 交 于 点 4 (i 二 1,2,…,11), 再 按 与 右 半 
单位 圆 相 同 的 等 份 数 将 工 轴 的 区 间 [0,rj] 等 分 .zx 轴 
在 各 分 点 处 的 垂 线 与 过 4;(G 王 1,2,…,11) 平 行 于 > 
轴 的 直线 依次 相交 于 点 a0 1,2, 1D. 用 平滑 


的 曲线 顺 次 将 a; 连结 起 来 ,就 得 到 余 切 曲线 在 x =0 
到 之 间 的 一 段 . 如 图 3 所 示 . 

正弦 型 函数 (sine-type function) 实践 中 广泛 
y Rj ag — 25838 32 pg. 18 PRK y — Asin Cwrt 9) (其 
中 4,w,9p 均 为 常数 , 且 4>0,w>0). 这 里 4 称 为 振 
lli , co 称 为 圆 频率 或 角 频 率 ,2 称 为 初 相 位 或 初 相 角 . 
正弦 型 函数 y==Asin(wzx 十 9) 是 周期 函数 ,其 周期 为 
2n/w. 正弦 型 图 数 >= 王 4sin(wz 十 四 图 象 的 几何 画 法 
是 :在 横 轴 COz 上 任 取 一 点 C 为 圆心 ,4 为 半径 作 
,与 工 轴 相交 于 两 点 4。 和 A46. 以 A, 为 始点 ,任意 
等 分 此 圆 ( 图 中 是 12 等 份 ) , 设 分 点 为 A;(i 二 0,1,2， 
…,12), 其 中 A 5 AEA. £ x 588 ER OA’, 
一 一 Wo 然后 从 A’, 起 作 A’, =0,1,2,°,12), ftl 
4 A’ i4,= 1/60, 即 周 期 2n/w 的 1712: 过 A; 村 A’; 
分 别 与 x RU y 轴 平 行 的 直线 交 于 点 Pi, 连 结 P. 
各 点 成 光滑 曲线 , 即 得 y — Asin Cea d- 9) YE — A F8] HERI 
内 的 近似 图 象 . 正弦 型 函数 的 图 象 也 称 为 正弦 型 曲 
线 或 称 正弦 波 . 如 图 所 示 . 


正弦 型 曲线 还 可 由 正弦 曲线 y= 二 sinx 的 图 象 经 过 适 
当 的 横 同 和 纵向 的 伸缩 变换 及 横向 平移 变换 而 得 
到 ,许多 物理 现象 的 规律 可 以 用 正弦 型 消 数 表示 ,如 
质点 作 简 谐振 动 时 ,该 质点 相对 于 平衡 位 置 的 位 移 
y 与 时 间 t 的 关系 可 用 正弦 型 清 数 表示 . 罗 贝 瓦尔 
(Roberval,G. P. de) F 1634 年 在 研究 旋 轮 线 时 ,把 
正弦 型 曲线 y —asinCr/a) CR: P a 是 母 圆 的 半径 ) 
当做 旋 轮 线 的 伴侣 而 引入 数学 的 . 

正弦 型 曲线 (sine-type curve) 
s 

正弦 波 (sine wave)” 见 “正弦 型 曲线 ”. 

= f8 WR (table of trigonometric function) 
一 种 常用 的 数据 表 . 指 具有 定 间 隔 ( 角 度 )、 定 精确 度 
(函数 值 ) 的 某 一 组 锐角 三 角 孔 数值 表 的 统称 . 它 包 
括 正弦 、 余 弦 、 正 切 、 余 切 的 函数 表 . 一 般 常 用 的 有 五 
fr = ff pk a Ze (TRI BS 1 ;五 位 有 效 数字 ) 和 四 位 三 角 
函数 表 ( 四 位 有 效 数 字 ; 正 表 间 隔 6' ,结合 所 附 的 线 
性 内 插 表 可 达 间 隔 10. 为 满足 某 些 特殊 的 需要 ,还 
有 六 位 .七 位 、 八 位 等 三 角 隶 数 表 . 三 角 函 数 表 的 用 
途 是 ,利用 它 并 结合 运用 诱导 公式 可 以 求 出 任意 角 
的 一 定 精 确 度 的 三 角 函 数值 . 

三 角 郴 数 表 的 发 展 史 凝聚 着 众多 数学 家 的 心 
血 . 托 勤 密 (Ptolemy) 在 《天 文集 》 中 给 出 了 从 0° 到 


UL“ 1E 5% Œ PR 


90° [8] Ba (1/4)° 的 正弦 表 ( 相 当 于 间隔 15' BY TE 5X 
AO. Mi -e BLE CAbul-Wefa) TE 88 ik Z F AA Dio- 
phantus) 著 作 时 已 把 正切 函数 引进 三 角 学 ,他 以 间 
Ba Ay 15 的 正弦 表 和 正切 表 的 计算 而 闻名 . 15 世纪 
M-E S fH $& Ulugh Beg) 编 制 了 著名 的 间隔 为 1' 
的 ,精确 到 8 位 小 数 的 正弦 表 和 正切 表 . 欧洲 文艺 复 
兴 时 期 , 皮 蒂 斯 楚 斯 (Pitiscus ,B. ) 于 1596 年 后 着 手 
校正 、 完善 雷 蒂 库 斯 (Rhaeticus ,G.J. )W= ff eg 
表 . 经 过 长 期 不 懈 的 努力 ,于 1613 年 最 后 完成 重新 
出 版 . 此 表 间 隔 已 达 10”, 精 确 到 107. 纳 皮 尔 
(Napier , J. ) 在 《奇妙 的 对 数 规则 的 说 明 》 中 给 出 了 
间隔 1 的 正弦 对 数 表 ,不 久 他 又 在 《奇妙 对 数 规则 
的 结构 》 中 详细 阐述 了 对 数 计算 和 造 对 数 表 的 方法 . 
1620 4X] S (Gunter , E. ) 在 所 著 《 三 角 法 则 》 一 书 
中 首先 给 出 以 10 为 底 的 间隔 1 的 7 位 数 正弦 ,余弦 
对 数 表 , 从 而 使 三 角 学 中 的 数学 计算 大 为 简化 . 随 着 
电子 计算 机 的 出 现 和 使 用 ,利用 正弦 级 数 和 余弦 级 
数 , 现 已 可 以 制作 出 角度 间隔 极 小 . 精确 度 极 高 的 三 
角 消 数 表 , 同 时 三 角 函 数 表 的 用 途 已 被 电子 计算 器 
所 取代 . 

$a fl = FH s EX Fe B 3E ER ZK (Simpson for- 
mula for tabulation of trigonometric functions) 
2 itl] — £8 K R RAMAR. 该 公式 表示 如 下 : 

© l.sin(m+1)l0”—sin(m * 10”) —sin Cn « 10”) 
—sin Gn — 1210"— b sin Cm * 10”). 
. cos n 4- 1210" — cos Cn * 10”) —cos Cn * 10”) 
—cos (n — 1210" — £ cos m * 10”). 
KH m 为 自然 数 ， 
k = 0. 000000 002 350443 053 (55). 

利用 此 公式 ,可 以 逐个 求 出 10W BE fA TE 5X R 5K PR 
数 的 近似 值 . 用 此 公式 计算 正弦 .余弦 值 较为 麻烦 ， 
现 已 不 用 了 ,而 是 用 正弦 级 数 和 余弦 级 数 可 以 计算 
出 任意 角度 的 正弦 、 余 弦 函 数值 . 辛普森 (Simpson， 
T. ) 在 担任 教师 期 间 所 著 教 科 书 (三角) 中 给 出 此 公 
式 , 从 此 而 得 名 . 

= f eR A XT BR (logarithmic table of trigono- 
metric function) 一 种 常用 的 数据 表 . 指 具 有 一 定 
间隔 的 锐角 三 角 函 数值 的 常用 对 数值 表 . 如 正弦 对 
数 表 、 余 弦 对 数 表 、 正 切 对 数 表 、 余 切 对 数 表 , 常 见 有 
4 位 .5 位 (中 学 生 用 ) 和 6 一 10 位 (工程 和 科研 用 ) 的 
ZAKA A R. 由 于 正 弱 表 数 与 余弦 函数 ,正切 函 
数 与 余 切 函 数 在 [0",90?] 内 互 余 , 所 以 造 表 时 常 把 
正弦 对 数 和 余弦 对 数 造 人 同一 表 中 ,把 正切 对 数 和 
余 切 对 数 造 入 同一 表 中 . 因此 , 查 正 弦 函 数 和 正切 郴 
数 的 对 数 时 ,从 表 的 左边 自 上 往 下 查寻 ; 查 余 弦 函 数 
和 余 切 函数 的 对 数 时 ,从 表 的 右边 自 下 往 上 查寻 .内 
特 (Gunter, E. ) E YE 1620 年 发 表 的 《三 角 法 则 》 中 
给 出 第 一 张 相隔 1 的 七 位 数 正弦 对 数 和 正切 对 数 
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表 , 并 引入 余弦 和 余 切 概念 . 

= A AARM (apparent logarithm of tri- 
gonometric function) 三 角 学 术语 . Ra = AA ER ZI 
对 数 的 一 种 简便 法 则 . BD = A PE CHOSE A 10 的 
和 . 规定 三 角 函 数 的 表 对 数 是 为 了 避 开 三 角 函 数 的 
对 数 首 数 多 为 负 值 之 不 便 . 用 L Ra = FA PR CB E 
XT. LAK BI = £8 RY OT BBall n 

Lsin18°35’ = Igsin18°35' + 10 = 9.50298. 


三 角 式 的 变形 


= f$ s BBY ONE ZS HK Caddition formula of tri- 
gonometric function) 亦 称 加 法 定理 ,又 称 两 角 和 
差 的 三 角 函 数 公式 . 常 简称 和 角 公 式 . 它 是 求 两 角 和 
差 的 三 角 函 数 的 一 类 重要 公式 . 其 公式 如 下 : 


sinCad- B) —sinacos P-tcos asin f, (1) 

cos (a-E B) —cos acos f-Fsinasin f, (2) 
| tana-ttan 

tana P= canat me (3) 
. cotacot PF1 

人 (4) 


ARG) OA a. 8 Rat B 的 取 值 必须 使 等 式 
两 边 同 时 有 意义 , 即 只 能 在 使 等 式 两 边 都 有 意义 的 
正切 、 余 切 的 定义 域 的 交集 内 取 值 .和 角 公 式 是 重要 
的 基本 三 角 恒 等 式 , 通 常用 于 : 

1. 求 某 些 特殊 角 的 三 角 葡 数值. 

2. 化 简 茶 些 三 角 晴 数 式 . 

3. 证 明 某 些 三 角 便 等 式 . 

4. 已 知 某 两 角 的 三 角 函 数值 , 求 此 二 角 的 和 或 
差 的 三 角 函 数值 . 

和 角 公 式 是 三 角 学 中 古老 的 定理 , 古 希 腊 罗 德 
岛 的 走 帕 恰 斯 (Hipparchus，(R)) 就 已 经 知道 了 和 
差 角 公式 ,后 由 托 勒 密 (Ptolemy) 明 确 给 出 . 公元 
980 年 和 1150 年 左右 ,阿布 。 瓦 法 (Abul-Wefa) 和 
i pum €. Bhaskara I ) 也 都 分 别 独立 地 提出 
过 类 似 的 公式 . 约翰 第 一 ，。 伯 努 利 (Bernoulli ,Ja- 
hann 1 ) 给 出 了 两 角 和 差 的 全 体 三 角子 数 公 式 . 

加 法 定理 (addition theorem)  B[^— A eg ZA (HJ 
加 法 公式 ”. 

和 角 公 式 (trigonometric formula of sum of an- 
gles) 三 角 消 数 的 加 法 公式 的 简称 . 

= FH s LB BE XE Y SK (descending power for- 
mula of trigonometric function) = ff eg ZI Bj — 28 
重要 公式 . BUE 25 SARR eT Hs MET 
的 次 数 较 低 的 三 角 函 数 式 的 公式 ,统称 为 三 角 旺 数 
FA) FERE ZS SK. 此 公式 通常 是 用 于 对 三 角 旺 数 式 的 化 
简 、 求 值 和 证 明 等 问题 中 . 降 才 公式 实际 上 就 是 由 
正 、 余 弦 函 数 的 二 倍 角 、 三 倍 角 等 倍 角 公式 变形 而 
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JE fe FA) — f eR) BRE ZS AU P : 


ds sin'a (1 —cos 2a). 


2. cos’a= i (1 十 cos 2a). 


a sin'a + (3sin a— sin 3a). 


4. cos?a— = (3cosa+cos 3a). 


on 


i sina— + (cos 4a— 4cos 2a4- 3). 
6. cos a— 3 (cos 4a--4cos 2a4- 3). 


1 
s sina = 92-1 s 


n—l ^n 
ls GTP €5e0sC2n — 21) a zm] 
7 一 0 


1 "^ , Cr 
8. cos” a= am| 2 Cicos (2n — 2i a+ |, 


= A b» (一 1) C; sinC2n— 2: 4-122. 
i=0 


10. cos2 ”la 一 Ais 2 C,,.1cos (2n — 2i 3- 12a. 
(—0 


= f$ RMAF BZ X (ascending power for- 
mula of trigonometric function) 三 角 函 数 的 一 类 
重要 公式 . 即 把 一 类 三 角 函 数 式 表示 成 比 它们 的 次 
数 高 的 三 角 函 数 式 的 公式 的 统称 . 例如 ,三 角 肯 数 的 
倍 角 公式 都 是 升 寡 公式 . 
= Fe AYE AX (power formula of trigo- 
nometric function)  — ff PE CB] EE RE V 5j — ff 
PRI ACH Ft HE AS ALII BEER. 
= ø du GE B HE fax formula for trigono- 
metric function of multiple of a angle) =A% 
的 一 类 重要 公式 . 指 以 角 a HJ = FA PROCU n GE SE 
XO ffl na 的 三 角 函 数 的 公式 .常用 的 公式 是 : 
AAAA 
sin2a= 2sinacosa, 
cos 2a= 2cos’a — ] 
= cos?a 一 sin’a, 
2tana 


tan 24 一 ————-. 
1 — tan?a 


= RAZR 


sin 3a= 3sin a— Asin?a, 


(D 以 下 4 式 是 被 谢 克 昌 教 授 ( 山 西 大 学 师范 学 院 ) 发 现 并 
数学 通报 》1993 年 第 8 期 上 的 一 组 三 倍 角 的 三 角 函 数 公式 ,有 
三 角 函 数 的 求 值 .证 明和 化 简 等 运算 ， 
os = 4sinasin(60? — a)sin(60? + a) 


zx 


cos 3a = 4cosacos(60° 一 a)cos(60^ + a) 
tan 3a = tanatan(60? — a)tan(60? + a) 
cot 3a = cotacot(60* 一 a)cot (60° + a) 


cos 3a- 4cos?a— 3cos a, 
ea 3tana— tan?a 
an 3a-—-————————. 
]—3tan*a 
n 倍 角 公式 
Clsina cos" !a— C?sin?a cos" tate + 
pl EE: 
l (—1)7 sin"a (n 是 奇数 )， 
sinna=4 、 . e p B 
Clsina cos" !a— Cisin?a cos" ? a+... + 
n—2 M 
(一 1) 7 +n sin" ia cosa (n 是 偶数 ). 


cos"a— C?sin?a cos” 2a 十 … 十 


n—] > 
(—1)7 +n sin" !a cosa (n 是 奇数 )， 
COS na — n A2 A n— 2 
cos"a — C*sin*^a cos" a+... -+ 


(—1)? + sin'a (n 是 偶数 ). 
= RA BE HA HX (formula for trigono- 
metric function of half of a angle) =fA eR fg — 
类 重要 公式 . 指 以 角 o BY = fB BER IU SR EE AA 0/2 
H3 = ffi RORIS X s 


sin $ E li St 
cos 7 = |l OIM, 


S M 1 一 cosa _ sina 
2 sina 1 + cosa’ 
根 号 前 的 正 负 号 依 a/2 所 在 的 象限 而 定 . 
三 角 函 数 的 和 差 化 积 Cchange sum or differe- 
nce into product of trigonometric function) 三 角 
函数 的 一 类 重要 公式 . 指 一 些 三 角 函 数 的 和 或 差 可 
以 依 式 化 成 三 角 函 数 的 乘积 . 


sina + sin f = 2sin “= Feos STF 
cos a + cos f = 2eos $= cos «= É; 
cosa — cos f = 2sin id p B in E 
= FH AHER #0 & (change product into sum 


or difference of trigonometric function)  — ff PR 
的 一 类 重要 公式 . HR — 26 = FP FE A eh 
4t Bt = FA ER BAY Al ak Ze 


sinacos f) = + [sin (a + £) + sin(a — £5]; 
cos asin f = 5 [sina + £) — sin(e — P) || 
cos ecos fj = + (eos (a + 8) + cos(a — £) J; 


sinasin f = 5 [costa — p) — cos(a + f) . 


= Fi BAA BER X (universal substitution 
formula of trigonometric function) ZR$R = f8 PR 


的 万 能 置换 式 , 简 称 万 能 公式 . = FA a A — 25 R 


= fs X B8) SX 


AA. 指 将 角 o 的 六 种 基本 三 角 函 数 转化 为 tan a/2 
的 有 理 分 式 的 六 个 代 换 式 : 


a a 
2tan — l~ tan’ > 
sina= m cosa= Mx 
1 十 tan > 1 十 tan- > 
a a 
2tan ? 1—tan? > 
tana= a) cota— 
] — tan? y 2tan — 
a 
1 二 tan’ 1 二 tan’ 一 
a" e ; csca= i 
2 2 


TE ZS SX FE HR t=tanla/2), W= f8 RAAR 
简 成 以 i 为 变 元 的 代数 式 , 使 运算 更 易 进 行 . EZ 
式 在 有 关 三 角 消 数 式 的 化 简 、 证 明 、 求 值 . 解 三 角 不 
等 式 、 解 三 角 方程 .确定 值 域 和 微 积 分 中 都 有 广泛 的 
应 用 .对 三 角 阻 数 的 有 理 式 积分 进行 计算 时 ,总 可 以 
通过 此 类 公式 转化 为 有 理 式 积分 , 故 三 角 函 数 的 万 
能 代 换 式 , 常 简称 万 能 公式 . 

万 能 公式 (universal formula) 
能 代 换 式 的 简称 . 

三 角 恒 等 式 (trigonometric identity) 一 种 特 
殊 恒 等 式 . 即 只 含有 三 角 函 数 的 恒等式 .常见 的 同 角 
三 角 函 数 的 基本 关系 式 、 诱 导 公 式 、 和 差 角 公 式 \ 售 
AAR EAM RJ RE AX 8I 
差 化 积 与 积 化 和 差 公 式 以 及 万 能 代 换 公式 等 ,都 是 
三 角 恒 等 式 . 

= A tE% H E (proof of trigonometric i- 
dentity) 证 明 三 角 恒 等 式 的 一 般 方法 .对 三 角 恒 等 
式 的 左右 端 , 通 过 一 系列 的 恒 等 变形 ,推导 出 两 端 明 
显 相 等 , 称 为 三 角 恒 等 式 的 证 明 . 常用 的 证 法 如 下 : 

1. 综合 法 .恒等式 的 一 端 较 繁 ,而 另 一 端 较 简 ， 
由 较 繁 的 一 端 ,通过 某 些 恒 等 变 形 直 接 推 导出 另 一 
端 , 称 为 综合 法 . 

2. 分 析 法 .假设 给 出 的 三 角 恒 等 式 是 成 立 的 , 寻 
求 能 成 立 的 必要 条 件 , 逐 步 逆 推 , 直 推 至 与 已 知 条 件 
符合 (或 推 至 与 某 些 最 简 三 角 恒 等 式 相 符 ). 这 种 执 
果 索 因 的 探求 证 明 过 程 的 方法 称 为 分 析 法 . 

3. 分 析 .综合 法 . 对 命题 的 证 明 推导 过 程 用 分 析 
法 进行 思考 , 即 从 结论 出 发 反 推 至 已 知 条 件 , 称 为 执 
果 索 因 ; 然 后 用 综合 法 叙述 推理 过 程 , 称 为 由 因 寻 
果 . 这 样 兼用 二 者 之 长 ,完成 三 角 恒 等 式 的 证 明 , 称 
为 分 析 、 综 合法 . 

4. 同一 法 .恒等式 的 两 端 都 较 繁 时 , 常 将 两 端 都 
分 别 作 恒 等 变形 ,使 之 同时 等 于 第 三 式 , 从 而 证 得 命 
题 成 立 , 称 为 三 角 恒 等 式 证 明 的 同一 法 . 

5. 比较 法 (或 称 求 差 法 ). 欲 证 给 定式 的 左右 两 
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= ff ER CI] 7T 


端 相 等 ,只 需 证 明 它们 的 差 为 零 . 

6. 数学 归纳 法 . 凡 与 正 整数 ”有 关 的 三 角 恒 等 
式 , 常 用 此 法 证 明 ( 参 见 本 卷 4 初 等 代数 )》 中 的 “数学 
归纳 法 ”). 

7. 复数 法 . 利用 复数 的 性 质 也 可 以 证 明 某 些 三 
角 恒 等 式 . 

8. 数 形 结合 法 . 根据 命题 结构 的 特征 , 若 命 题 有 
着 明显 的 几何 意义 , 则 可 借助 于 图 形 ,用 数 形 结合 的 
方法 证 明 三 角 恒 等 式 . 

三 角 式 的 恒 等 变 形 (identical transformation of 
trigonometrical expression) 三 角 恒 等 变形 的 一 般 
方法 .将 原 三 角 盟 数 式 变 为 与 之 恒 等 的 其 他 三 角 函 
数 式 的 代 换 过 程 称 为 三 角 式 的 恒 等 变形 . 一 般 使 用 
TUR LÍÍBAX)S—f8X B BIS AX. — ff íS g 
HA EO, AZ S FAS BARS. 此 外 
还 要 用 到 代数 的 、 几 何 的 变换 技能 和 技巧 . 由 于 使 用 

公式 较 多 ,方法 灵活 多 变 , 常 需 几 种 方法 结合 使 
用 . 常用 的 方法 有 : 

1. 运 用 三 角 函 数 的 定义 . 

2. 减少 函数 种 类 . 

3. FA = fA eR E IF] A = ff eR C tk. 

4. 3-45 = fH HAS A = 18 ew A dL. 

5. 将 三 角 函 数 升 次 或 降 次 . 

6. 灵活 运用 各 种 三 角 公 式 及 其 变形 . 

7. 变 元 替换 ， 

8. 构造 函数 式 或 方程 . 

9. 325 Hj Bk iC BK A AY Se [BL RS. 

10. 引入 适当 的 辅助 函数 . 

11. 利用 万 能 公式 (参见 “万 能 公式 ”). 


R= 8E 


Ix. = f} A UI inverse trigonometric function) 
— 2847] ^5 PR C. d = fA eR BAY Be pa. 由 于 基本 三 角 
KAR A JF] RH HE. FT LA R = f eR C: eB. 这 种 
{BY Ix. — fA R ae FS : FOIE 5% PRK, c aR GX PRL 
PLIE H) PC. R H RK. AC E K PLC. RAR PRL, 
分 别 记 为 
Arcsin z,Arccos r,Arctan T£, 
Arccot x,Arcsec Z,Arccsc x. 
{A d , TE SZ pg P — A R R SEL PR EC. RG EE 
EE d fH E] ER. al DX [8]. E I d AS — f eR CRIT Be BR Xe, 
BRA IR = FA eg AC X SE ZIP c 3] eS c. 为 了 得 到 单 值 
XT R8 = ff ew ATF Ae DIS SCRI VE A EK BY 
使 每 个 区 间 内 的 每 个 有 定义 的 y 值 都 只 能 有 惟一 确 
XE HJ x (SM. 为 了 使 单 值 的 反 三 角 郴 数 所 确 
定 的 区 间 具 有 代表 性 , 常 遵循 如 下 条 件 : 
1. 为 了 保证 函数 与 自 变量 之 间 的 单 值 对 应 ,所 
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确定 的 区 间 必 须 具 有 单调 性 ， 

2. 函数 在 这 个 区 间 最 好 是 连续 的 (这 里 之 所 以 
说 最 好 ,是 因为 反正 割 和 反 余 割 函 数 是 间断 的 ). 

3. 为 了 使 研究 方便 ,党 要 求 所 选择 的 区 间 包 含 
0 到 x/2 的 角 . 

4. 所 确定 的 区 间 上 的 函数 值 域 应 与 正 函 数 的 定 
义 域 相同 . 这 样 确定 的 反 三 角 函 数 就 是 单 值 的 ,为 了 
5 Ei & (B&B — ff PEUBURR PCI] ,在 记 法 上 和 常 将 Arc 
"PR A wid A a, Øian% fe WY Jc EK BR Mid ON 
arcsin x. 现 将 反 三 角 函 数 的 定义 域 和 值 域 列表 如 下 : 


并 和 《一 co 十 co) y€ (0,70 


T 
ola 


y--arccotx 


UEL +) 


y--arcsec r 


«—arccsc.r 


表 中 所 列 单 值 的 各 反 三 角 函 数 被 限制 的 区 间 称 
为 各 反 三 角 函 数 的 主 值 区 间 , 各 反 三 角 函 数 在 主 值 
区 间 内 的 值 称 为 各 反 三 角 果 数 的 主 值 . 在 单 值 对 应 
意义 下 的 反 三 角 函 数 ,被 看 成 多 值 的 反 三 角 函 数 的 
EE. 多 值 的 反 三 角子 数 可 用 其 主 值 表示 如 下 : 

ArcsinZ 一 &r 十 (一 1) arcsinZ ,有 EZ， 

Arccos x= 2ka-tarccos x , RC Z, 

Arctan z—Rzx-d-arctan xb CZ, 

Arccot z— nz --arccot x, b&C Z, 

Arcsec x= 2kr-tarcsec x , EC Z, 

Arccsc r —kr-4- (—1)*areesez,kEZ. 

R= £8 RMA S. arcsinz,*,arcese <, E FJ Je. 
R38 — * HZ RI (Bernoulli, Daniel I )F 1729 4E A 
创 , Jc t br fs BH H (Lagrange, J.-L. ) 所 采纳 ,并 完善 
和 广泛 使 用 ,这 种 符号 通行 于 欧洲 大 陆 ( 包 括 苏联 ). 
但 英 、 美 却 用 另 一 种 记 法 ,分 别 以 sinir, sese ^x 
Be IK IE GK ove ee 反 余 割 , 这 是 赫 谢 尔 (Herschel,J. 下 . 
W.) 在 1813 年 开始 创 用 的 . 1950 年 以 前 中 国 亦 用 
此 记 法 ,1950 年 以 后 改 用 前 者 . 


U[1,T99) 


反 圆 函数 (inverse circular function) 即 “ 反 三 
f eR C". 
E IESA HW inverse sine function) Ez — ff eR 


数 之 一 . $8 1E SA ER EX y — sinz 在 闭 区 间 [ 一 x/2， 


1/2]. Bg ER X. 记 为 y =arcsin xz, IIL A y= 
sin lz. 它 表示 [一 r/2,r/2] 上 正弦 值 等 于 z 的 那个 
惟一 确定 的 角 , 即 sin(arcsin r) = x. HE MRE 
[—1.1],f& 3k dE [ — 1/2, 72 ]. 
FH + iE 5% BR XA dE BH DX gH] 
[一 x/2,x/2] 上 是 单调 连续 的 ， 
因此 ,反正 弦 函 数 是 存在 且 惟 
一 确定 的 . 引进 多 值 函 数 概念 
后 ,就 可 以 在 正弦 函数 的 整个 定 
义 域 (一 co ,十 ce) 上 来 考虑 它 的 
反 函 数 ,这 时 的 反正 弦 函 数 是 多 
值 的 , 记 为 y 二 Arcsinzx, 定 义 域 是 [一 1,1j, 值 域 是 
(一 co0, 十 oo0). 于 是 ,把 y —arcsinz(x€[—1.1]. 
y€L[—x/2.x/2 D RAR E5 RAYE. 而 把 y= 
Arcsinz =kn+(—1)aresine (x €[—1,1],y € 
(—0co, +00), k € Z) WS Be iE 5E RC Bo (A. 反正 
5k ER CE [ — 1.1) E PS PER RT p PCR] [— 0/2. x72 | 
上 的 正弦 曲线 作 关 于 直线 yo 的 对 称 变换 而 得 
到 . 如 图 所 示 . 

反 人 余弦 函数 (inverse cosine function) I — f 
函数 之 一 . 指 余弦 函数 y =cos rÆ A KELO, n] EK 
RRR. iB y =arccoszr, IRW N y=cos ‘xz. ER 
AO, x) KARAS r 的 那个 惟一 确定 的 角 , 即 
cos (arccosx) =<, Ke X. 3k d 
[一 1,1j, 值 域 是 [0,xj. ATR 
am PR R FE PH DECIR] LO.) E d 
调 连续 的 ,因此 , 反 余 弦 函 数 是 
存在 且 惟 一 确定 的 . 引进 多 值 
吴 数 概念 后 ,就 可 以 在 余弦 孙 
数 的 整个 定义 域 ( 一 co ,十 ce) 
上 来 考虑 它 的 反 函 数 , 这 时 的 
反 余弦 函数 是 多 值 的 , 记 为 y =Arccos x+, 定义 域 是 
[一 1,1], 值 域 是 (一 co ,十 ceo). 于 是 把 y =arccos x 
(rE€[—-1,1] ye L0, r DRA ERIZ ARI EE. 而 
把 y= Arccos x= 2kntarccosx (x€[—1,1],»y € 
(—0o, +00) REZ) ARRI PR BM AY HL. 反 余弦 
函数 y =arccos z 在 [一 1,1] 上 的 图 象 可 由 区 间 [0， 
xj] 上 的 余弦 曲线 作 关 于 直线 yo 的 对 称 变换 而 得 
到 . 如 图 所 示 ， 

F IE YJ BM (inverse tangent) x — f PR LE 
一 . TE IE UU PRÉ y =tan rÆ H [X [B] C— x/2, 1/2) P 
AY c PRÉC. 记 为 y =arctan rik y —tan x. ERA 
(一 x/2,x/2) 上 正切 值 等 于 x 的 那个 惟一 确定 的 角 ， 
Bl tan (arctan x)—z, A iE UJ ARH eM 3x d 
(— oo, +00) , [E BL EE C— 1/2, 0/2). 由 于 正切 函数 在 
开 区 间 ( 一 x/2,x/2) 中 是 单调 连续 的 ,因此 ,反正 切 
函数 是 存在 且 惟 一 确定 的 . 引进 多 值 函 数 概念 后 ,就 
可 以 在 正切 函数 的 整个 定义 域 (XER, 且 rz Er 


r/2,&EZ) 上 来 考虑 它 的 反 图 数 ,这 时 的 反正 切 琐 数 
是 多 值 的 , 记 为 y —Arctanz, E X BL (— oo, + 
oo) , 值 域 是 yER, yÆkn+r/2,kEZ. 于 是 ,把 d — 
arctanz (r€ (—00,+00), y € (— 1/2, 1/2) RH 
Ke 1E UJ e& XR EE, 而 把 y = Arctanz = kr + 
arctan r(rCR,yC€R, yAknt+n7/2,REZ)) RAK 
正切 函数 的 通 值 . 反 正切 函数 在 (一 c ,十 cc) 上 的 图 
象 可 由 区 间 ( 一 x/2,x/2) 上 的 正切 曲线 作 关 于 直线 y 
=x 的 对 称 变 换 而 得 到 . 如 图 所 示 . 


ELS) E nverse cotangent function) E 
= ff R. HARD HRM y — cot x TET [X [B] 
CO, r) FP BS he PRX. 记 为 y=arccotr 或 y 一 cot |x. 
' Rm COLO AR USF r 的 那个 惟一 确定 的 
ff, Bl cot Carccot x) =x, M s UJ) PR CJ EMRE 
(— oo, Fco) AEREO, r). 由 于 余 切 函数 在 开 区 间 
(0,7) 中 是 单调 连续 的 ,因此 , 反 余 切 函 数 是 存在 且 惟 
一 确定 的 . SLES (APR A. MA ER) PK 
的 整个 定义 域 C(zER, 且 x 了 关 kn,kEZ) 上 来 考虑 它 的 
反 函 数 , 这 时 的 反 余 切 函数 是 多 值 的 , 记 为 y= Arc- 
cot rs €E MRE (— 00, +00), (ARE y C Ro yÆknr,k 
EZ. 于 是 ,把 y 王 arccotz(zE (—, +œ), y € CO, 
nr) PARA PR CJ EB. f dE, y= Arccot x = kr 
十 arccot x(x€ R, y€R, y 天 &r ,REZ) 称 为 反 余 切 
函数 的 通 值 . 反 余 切 薄 数 在 (一 00 ,十 ce) 上 的 图 象 可 
由 区 间 (0,rx) 内 的 余 切 曲 线 作 关于 直线 y= 二 xz 的 对 
称 变换 而 得 到 . 如 图 所 示 . 


YA 


O T 


RE 2) B MX (inverse secant function) 5t — ff 
函数 之 一 . 48 IE RI PRÉC y — sec x TEIX 8I [ 0. x/2) U 
(x/2,x] EIS PROC. iA y — arcsec r EX y= sec™' 
x. 它 表 示 [0,x/2)U (G/2,x ] E EREZET r 的 那 
个 惟一 确定 的 角 , 即 sec (arcsec x) = x, LIE E PRR 
AY xg CE C— o, —1 JULI, +), MAREL, 2/2) 
U €(x/2, x ]. h F IE SI PR XX Æ KE Lo, 27/2) U 
(x/2.n | E A 38 v BER . FA, Be GE I PR CA TE TE 
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且 惟 一 确定 的 .引进 多 值 函数 概念 后 ,就 可 以 在 正 割 
函数 的 整个 定义 域 (zER, 且 z Ækr+r/2,k EZ) E 
来 考虑 它 的 反 函 数 , 这 时 的 反正 割 隔 数 是 多 值 的 , 记 
为 y 一 ArcsecZz, 定 义 域 是 (一 ,一 1JUL1 3-09), 
值 域 是 VER, yAkn+n/2,kEZ. 

于 是 ,把 y-—arcseez(z€ (—9oo5,—1]U[1. 4-09). y 
€ L0, 7/2) U (x/2, x D PRA Bt 1E Bl PK A. T 
把 y= Arcsec x = 2kx arcsec r (r € (—09,—1]U 
[1, +), y € Ro yÆkr+r/2,k € ZO PARE 8 BR 
数 的 通 值 . Be IE EE e CE CIR] C— 00,  1]U TL 1, + 
co) E fS Fr 2& nT gi DX JR] LO, 2/2) U (x/2, x ] E AY 1E 1 
曲线 作 关 于 直线 yoo 的 对 称 变 换 而 得 到 . 如 图 所 
m. 


I. s Ele AL nverse cosecant function) R= 
f8 PR A. JE A Hl BEC y-cscz TE IX [B] L — «/2, 
OU C0, 2/2 ] E RS BC ER X. 记 为 y — areesc c K y= 
esc iX. 它 表示 [一 x/2,0)U C0, x/2] ERAS TF 
r 的 那个 惟一 确定 的 角 , 即 cscCareese x2 =z, IR 
割 函 数 的 定义 域 是 (一 co ,一 1]UFL1, 十 ce), 值 域 是 
[一 x/2,0)U C0, x/2 ]. 由 于 余 割 函数 在 区 间 [ 一 x/ 
2,0)U (0,x/2] 上 是 单调 连续 的 ,因此 , 反 余 割 函数 
是 存在 且 惟 一 确定 的 . 引进 多 值 函 数 概念 后 ,就 可 以 
在 余 割 函数 的 整个 定义 域 (zER, 且 二 天 Rr,&EZ) 
ER BE B3 Be BR EC AT E] Be s E PEL A EY , 
记 为 y=Arcesez, Æ X. d C— 00, — 1])U[1, + 
oœ), ERE y € Ro yz kr REZ. 


于 是 ,把 y=arcese z(z€ (— co, —-1]UL1,+°),y 

€ [—2/2,0) U 00, x/2 D FR JS RAR Hl K Me E E, 

而 把 y=Arcese x—£&nx4- C— 1)'areese x (x€ (—oo, 

—1JUL1. +), y € Royse kn REZ) RA RRB BR 

数 的 通 值 . 反 余 割 函数 在 区 间 ( 一 ,一 1jULl, 十 
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co) 上 的 图 象 可 由 区 间 [ 一 x/2,0)U C0, x/2] E As 
割 曲 线 作 关于 直线 yo 的 对 称 变换 而 得 到 . 如 图 
所 示 . 

R= f BMA R graph of inverse trigono- 
metric function) 亦 称 反 三 角 图 数 曲 线 .反映 反 三 
角 函 数 变 化 规律 的 一 种 图 形 ,并 分 别称 为 反正 弦 、 反 
RIK AE RAW. 反正 割 、 反 余 割 函数 的 图 象 或 
曲线 . 对 单 值 定义 的 反 三 角 函 数 而 言 ,在 六 种 反 三 角 
函数 中 ,反正 弦 函 数 与 反 余 弦 函 数 的 图 象 不 存在 渐 
近 线 ,其余 四 种 反 三 角 函 数 图 象 都 有 渐 近 线 , 渐 近 线 
方程 列表 如 下 


LH 


R= fH A d £E curve of inverse trigono- 
metric function)  B[ ^f — ffBi RAR”. 

R= A e SE BRA LIE ZR (asymptote of graph 
TL f = FA eR IC 


of inverse trigonometric function) 
图 象 ”. 

R= BAA St (monotonicity of inverse 
trigonometric function) R = ff AA Er] 3& E ee 
之 一 . 系 指 单 值 定义 的 反 三 角 函 数 的 单调 性 . 六 种 反 
三 角 函 数 的 主 值 是 单调 的 . 具体 地 说 ,反正 弦 函 数 y 
—arcsin xz TE [XR] | — 1,1 ] E d& R cR SE ERR 
y=arccos x TE [X Rf] [ — 1.1] E Æ W P Rs IE UU BR 
数 y-arctanz 在 区 间 ( 一 co ,十 cp) 上 是 增 函 数 ; 反 
余 切 函数 y =arccot x 在 区 间 ( 一 co, 十 cc) 上 是 减 函 
数 ; 反 正 割 函数 y = arcsec x TE PCR] C— 99, — 1] xX 
[1, 十 se) 上 是 增 函 数 ; 反 余 割 函数 y=arcese x 在 区 
间 (一 ,一 1 或 L1, 十 cc) 上 是 减 函 数 . 

反 三 角 函 数 的 奇偶 性 (parity of inverse trigo- 
nometric function) R= ff PR CJ BERRIES —. 
AR TE PE MAR — A a E ER PE. 六 种 反 三 角 
P 8c HY Ay (BS PE GOP : BIE 5% RC. JI IE BRL BC I s 
Hl) eR AB He A wR, Be AR GK PAK. Ra pRB BIE 
2) BR BX E AE er SE (65 PA. 

R= Hwa SRE Cboundedness of inverse 
trigonometric function) R= ffl eR C E] ERE 
之 一 . FEE ZN AR = B R BY EPA TI f 
界 . EE A — A SF 7S A = £8 PRÉC 
在 各 自 的 定义 域 上 都 是 有 界 函 数 . 反 余 弦 图 数 、 反 余 
切 郴 数 和 反正 割 范 数 的 上 确 界 是 r, 下 确 界 是 0; 反 


IE 5% PAL ML. c 1E H eR R A c Ae E Pw OY E 88 OE 
r/2, 下 确 界 是 一 r/2. 

E = f A Hia A inflection point of inverse 
trigonometric function) B = ffi A% AY) E 3E Bp E 
之 一 . XI EXE MN = Fi KRAM E ,在 六 种 反 三 角 
函数 中 ,反正 制 了 水 数 与 反 余 荐 函数 都 不 存在 拐点 ,其 
余 四 种 反 三 角 函 数 都 存在 拐点 ,拐点 的 分 布 如 下 表 : 


R= BA AIA (general value of inverse 
trigonometric function) 三 角 学 的 基本 概念 
对 于 三 角 图 数 zx 二 fly), 在 允许 值 集合 里 任意 给 定 
一 个 z+ 值 ,在 R 上 都 有 无 穷 多 个 y 值 与 之 对 应 . 这 
里 y 值 的 集合 称 为 反 三 角 隶 数 的 通 值 . 反正 弦 、 反 余 
弦 、 反 正切 、 反 余 切 ,反正 割 、 反 余 荐 函数 的 通 值 分 别 
JH Arcsin z, Arccos z, Arctan z, Arccot z, Arcsec x, 
Arccsc x 表示 . 相对 于 反 三 角 函 数 的 通 值 , 则 把 arc- 
Sin z, arccos x, arctan T, arccot x, arcsec x, arccsc x 
称 为 反 三 角 图 数 的 主 值 , 主 值 所 在 的 区 间 称 为 反 三 
fA RRI EEKE GNL REAR). 

R= fh BRA EIE (principal value of inverse 
见 “ 反 三 角子 数 的 通 值 ”. 


trigonometric function) 


R= f8u k RI = (BE iB (principal value inter- - 


val of inverse trigonometric function) 见 “ 反 三 角 
函数 的 通 值 ”. 

= ARR — HIER inverse trigonometric 
operation of trigonometric function) 一 种 复合 运 


算 . 指 求 三 角 函 数 的 反 三 角子 数 . x BREAM 
数 主 值 区 间 内 的 角 时 ,根据 互 反 的 两 个 函数 复合 结 
果 等 于 自 变量 的 值 ,可 直接 得 出 下 列 三 角 函 数 的 反 
三 角 运 算 的 基本 公式 : 


l. arcsin(sinz)=2z [二 
Js 


2.arccos(cos r)— xr (OSTAT 


3. arctan(tan x)—x | = or 


4. arccot(cot z) — x (Oc xr«m). 
34 r AVR = fi Pw EK E PR OY. OR = 
fA pA BY c — ffe AX. 

5. Arcsin (sin z) — &x4- (—1)*arcsin (sin x) 


(REZ). 


6. Arccos (cos x) = 2kn-Earccos (cos x) 
(REZ). 
7. Arctan(tanz) —n--arctan(tan xr) 


Gres REZ). 
8. Arccot (cot x) =An+arccot (cot x) 
(xFkn,kREZ). 
Iz — ff AAH = Hie S (trigonometric opera- 


一 种 复合 


tion of inverse trigonometric function) 


运算 . TECK E ff b PC = fA pw. A Be = fi PRI 
BY x OC, A e] f = f BR C [8] BY dk AK DR S v] HI — ff 
盟 数 的 三 角 运 


E 算 公式 如 下 表 : 


sin(arcsinx) =x 


(—IsSrsl) 


sin(arccos x)= V 1l—2’? (— 1xzxr« 10) 


(—oo«r«.]-oo) 


sin (arctan x) = 


1+ zr’ 


(一 ceo< pec Ion) 


sin(arccot r) 一 


1 
v 14x 


cos(arcsinz)— v 1— rz? (—1lx<r<l1) 


cos (arccos x) =x (—1l<Sr<1) 


1 
V 142a 
py B 


Y 1+2? 


(—œ<r< doe) 


cos (arctanzr) = 


(—oo« r« oo) 


cos (arccot x) = 


x 


]«r«1) 


tan(arccos z) = EM fees 或 O<r<1) 


tan(arctanz)=27 (—oo«r«.4-oo) 


tan (arcsin z) = 


(10) 


re aay |e 
cot (arcsinz) = “ (-1<2<0 或 0<z 和 1) 
I 


- (—1<r<1) 


1 
tan (arccot x) = ps 


cot (arccos z) = 
—c 


1 
1 
cot Carctan z) = I (r750) 


cot (arccotz) =x (—co«r« oo) 


在 应 用 上 表 中 的 公式 时 ,应 特别 注意 公式 成 立 
的 条 件 ( 即 对 zx 取 值 范围 的 限制 ). 

R= RRM BRR KR (complementary rela- 
tion of inverse trigonometric functions) JRR = 
角子 数 的 第 一 类 关系 . 反 三 角 孙 数值 间 的 依存 关系 . 
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ji E] — E] EB EK SRR AA, SC 
正切 函数 与 反 余 切 函 数 之 和 保持 定 值 的 关系 , 称 为 


= GE€[-1,1]. 


l. arcsinz+arccos r= 

2; arctan z-Farccot r=- (xER). 

反 三 角 函 数 的 第 一 类 关系 (first class relation 
of inverse trigonometric functions) BJ“ = ff PR 
数 的 互 余 关系 ”. 

反 三 角 酒 数 的 互 表 关 系 (mutual representative 
relation of inverse trigonometric function) 亦 称 
反 三 角 函 数 的 第 二 类 关系 . 反 三 角 范 数值 间 的 依存 
关系 . 指 由 间 一 自 变 量 的 三 角 函 数值 之 间 的 关系 导 
tH BS Js — £8 BR CS [R] BA ARR. 此 关系 可 以 把 一 个 反 
— ff BBA A TOA F8] BIB CO Ic = f Pw. 
其 关系 如 下 : 


c 
].arcsin r-arctan 


(—Is rel 


2 


l ee pe (0S ps. I. 
arcsin r= 
—arccos /1l—2z’* (—lxr<0). 


Do 


Jg 
M 


arccot CO« xs 1^ 


arcsin x =< 


ow 


vVl— zr’ 


=n (=<). 


arccot 


x 
fe eee oa 
iom /1—2a? (0O<r<1), 
arccos r= 
m—arcsin /]—2’ (—lx<r<0). 
up 
c 


D 


. arccos r — arccot 


(-— Ie pe 1). 


on 


arctan 


o» 


, ar CCOS rt = 
Vv I= 


(co oO). 


(—1szir«0). 


z-larctan 


~J 


. arctan r=arcsin 


l+2’ 


arccos 


Oo 


. arctan r= 


— arccos 


af oe 
arccot 1 (TX >0), 
x 


eo 


.arctan 并 一 i 
arccot 一 一 TX (r«0). 
v 


(—oOó« r« 09), 


10. arccot x-—arccos 


e 
14a 
(a 0) , 


arcsin 


1 
Vlt’ 


T—arcsin 


ll.arccot r= 


(r«0). 


xê 
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arctan L CT x0), 
12. arccot z= 


X--arctan 二 Cope DÀ. 


R= f8 BAA BT 35 XK (second class rela- 
tion of inverse trigonometric functions) BI“ = 
角 函 数 的 互 表 关系 ” 

反 三 角 方程 (inverse trigonometric equation) 
一 类 特殊 方程 . 18 E Ix = fü AI SA TRAC 
We C— BR HE E R= fB | CS REO. I — f 
方程 多 数 不 能 用 初等 方法 求解 ,能 用 初等 方法 求解 
的 仅 限 于 一 些 简单 的 反 三 角 方程 . 其 解法 通常 是 将 
方程 两 边 同 取 某 一 三 角 范 数 ,使 之 化 成 代数 方程 来 
求解 . 由 于 反 三 角 函 数 有 值 域 的 限制 ,所 以 , 反 三 角 
方程 两 边 的 角 应 属 同 一 区 间 ,否则 这 样 的 反 三 角 方 
程 无 解 . 解 反 三 角 方程 时 ,在 方程 变形 的 过 程 中 , 寿 
使 用 了 非 间 解 变形 的 方法 ,就 有 可 能 增 根 或 失 根 ,所 
以 都 要 验 根 . 

R= fA ABE (solving process of inverse 
trigonometric equation) 解 反 三 角 方 程 的 一 般 方 
法 .任何 一 个 反 三 角 范 数 式 施 行 三 角 运 算 的 结果 都 
是 一 个 代数 式 , 所 以 解 反 三 角 方程 的 一 般 方法 是 将 
方程 两 边 施行 某 种 三 角 运 算 , 将 原 反 三 角 方程 化 为 
代数 方程 来 求解 .但 这 样 的 方程 变形 不 一 定 是 同 解 
变形 , 常 有 增 根 的 可 能 ,因而 , 解 反 三 角 方程 都 要 验 
AR. 对 一 些 特殊 形式 的 反 三 角 方程 , 亦 可 根据 其 特点 
采用 简便 可 行 的 特殊 解法 来 求解 .但 反 三 角 方程 不 
一 定 都 能 用 初等 方法 求解 . 现 将 能 用 初等 方法 求解 
的 反 三 角 方 程 的 解法 归纳 于 下 : 

1. 判断 方程 有 无 解 . 因为 反 三 角 函 数 有 值 域 的 
限制 , 解 方程 时 要 考查 方程 两 边 的 角 是 否 属于 则 一 
区 间 ,和 若 属 于 同一 区 间 , 则 方程 可 解 ; 奉 不 属于 同一 
[X [B] ,又 要 看 这 两 个 不 同 的 区 间 是 否 有 公共 部 分 CE 
有 , 则 应 在 公共 部 分 内 求解 , 铬 无, 则 可 判定 原 反 三 
角 方程 无 解 . 

2. 将 方程 两 端 施行 三 角 运 算 ,化 反 三 角 方 程 为 
代数 方程 来 求解 . 

3. 可 以 直接 化 成 最 简 反 三 角 方 程 者 , 按 最 简 反 
三 角 方程 直接 写 出 其 解 . 

4. 形 如 f[9(G2 ] — a C£ 为 代数 运算 或 三 角 运 
算 ,p(zx) 为 反 三 角 函 数 ) 的 反 三 角 方程 ,一 般 设 PCz) 
二 y, 使 原 方程 化 为 代数 方程 来 求解 . 

5. a fig (2), pa) J=0SF 为 代数 运算 ,g(x) 
与 olr) HER KR = A AZOK R =A DTE, 
g(ad=1/2— gr), HR EA 7Lr/2 一 PCz)， 
g(x) |=0, Bl Flea) ]=0 WBA. KAP 4 EP a 
=0 的 特例 ,于 是 可 按 第 4 法 求解 . 

R (B) x = f8 7j FE (simplest inverse trigono - 


metric equation) 含有 未 知 角 的 主 值 的 反 三 角 方 
TRE SO EA dB —jf8 r4 UN fe) =m (mn 
ER) 称 为 最 简 反 三 角 方 程 . 如 arcsinx —a,arccos x 


=a,arctanxr =—a,arccotr—a,arcsecr —a,arccsc T 
=a 都 是 最 简 反 三 角 方程 . 最 简 反 三 角 方程 的 解 列 
KUF: 


WE RIA 
a Ja 
es AR Wn te WEER | 程 的 解 集 


T 
O >$ O >$ 


arccos r=a [0,7 | 


reson | 
T 


arcsin.r—a 


arctan.r-—a 


i 


arcsec tT Sa 


arccsc Tt Sa 


R= 187; fz £B (system of inverse trigonometric 
equations) 一 种 特殊 方程 组 . 指 含 有 反 三 角 方 程 
的 方程 组 . 同时 满足 反 三 角 方程 组 中 每 个 方程 的 公 
共 解 , 称 为 反 三 角 方程 组 的 解 . 求解 反 三 角 方 程 组 的 
过 程 , 称 为 解 反 三 角 方程 组 . 

I —f87 Tz B EJ E (solution of inverse trigo- 
nometric equations) 见 “ 反 三 角 方 程 组 ” 

解 反 三 角 方 程 组 (Csolving the inverse trigono- 
metric equations) 见 “ 反 三 角 方 程 组 ” 

反 三 角 方 程 组 的 解法 (solving process of in- 
verse trigonometric equations) 解 反 三 角 方 程 组 
的 一 般 方法 . 对 于 能 用 初等 方法 求解 的 反 三 角 方程 
组 ,其 解法 常 是 将 方程 中 的 反 三 角 函 数 设 为 中 间 变 
元 ,把 原 方程 组 化 为 代数 方程 组 来 求解 . 


三 角 方 程 与 三 角 不 等 式 


三 角 方 程 与 三 角 不 等 式 

三 角 方 程 (trigonometric equation) 一 类 特殊 
方程 , 指 含 有 未 知 角 的 三 角 卫 数 的 等 式 . 

最 简 三 角 方 程 (simplest trigonometric equa- 

亦 称 基本 三 角 方 程 . 含有 未 知 角 的 基本 三 角 


tion) 


方程 . 若 F(x) EEA = fü PRL C2 =m(mER) 
称 为 最 简 三 角 方程 . 凡 能 用 初等 方法 求解 的 三 角 方 

一 般 都 可 以 通过 恒 等 变 换 或 代数 方法 归结 为 解 
一 个 或 几 个 这 样 的 最 简 三 角 方程 ,它们 的 解 集 的 交 
或 并 就 是 原 方 程 的 解 . 现 将 这 些 最 简 三 角 方程 的 解 
集 列表 如 下 : 


H T 的 R R 


Ly 
Y 


{x|2=kn+(—1)*arcsina, REZ} 


rir-—2kn-carccosa.,BC Z] 
(x|x-—kn--Farctana,£ € Z) 
(ri|r-knr-arccota,E € Z) 


{x|r=2kntarcseca,kE€Z} 


{2 |2=kat+ (—1)*arcesca,kEZ} 


A = f8 A FE (basic trigonometric equation) 
即 “ 最 简 三 角 方程 ”. 

” 纯 三 角 方 程 (pure trigonometric equation) — 
种 三 角 方 程 . 指 未 知 数 只 含 在 三 角 函 数 记号 下 的 三 
角 方 程 . 如 果 未 知 数 只 出 现在 同名 的 三 角子 数 记号 
下 ,这 样 的 纯 三 角 方 程 又 称 为 基本 纯 三 角 方程 . 

基本 纯 三 角 方 程 (basic pure trigonometric e- 
见 “ 纯 三 角 方 程 ” 

混合 三 角 方 程 (mixed trigonometric equation) 
一 种 三 角 方 程 . 指 未知 数 不 全 含 在 三 角 函 数 记 号 下 
的 方程 . 

= A FE AY BH (solution of trigonometric equa- 
tion) 三 角 方 程 的 基本 概念 之 一 . 在 求解 范围 内 适 
合 于 三 角 方 程 的 未 知 数值 的 集合 ( 称 为 三 角 方 程 的 
解 集 ) 的 简称 . 这 些 解 的 一 般 表 达 式 称 为 三 角 方程 的 
通 解 ,或 称 为 三 角 方 程 的 一 般 解 . 解 集中 的 每 一 个 解 
都 称 为 三 角 方程 的 特 解 . 

三 角 方 程 的 解 集 (solution set of trigonometric 
equation) DL" — £87; FE BRI RE". 

= f A 8 B2 38 BR (general solution of trigono- 
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quation) 


metric equation) 亦 称 三 角 方 程 的 一 般 解 , 见 “ 三 
角 方 程 的 解 ”， 

三 角 方 程 的 特 解 (particular solution of trigo- 
nometric equation) 见 “ 三 角 方 程 的 解 ” 

三 角 方 程 的 解法 (solving process of trigono- 
metric equation) 解 三 角 方 程 的 一 般 方法 . 除 能 用 
初等 方法 求解 的 三 角 方 程 外 ,一 般 无 固定 解法 . 通常 
对 三 角 方 程 作 恒 等 变形 或 采用 代数 方法 将 方程 化 为 
最 简 三 角 方程 来 解 . 常用 的 有 如 下 几 种 : 

1. 对 只 含 同 角 同 名 三 角 函 数 的 三 角 方程 ,可 先 
用 代数 方法 求 得 方程 中 三 角 函 数 的 值 再 解 .对 可 化 
成 此 种 方程 的 三 角 方 程 ,可 循 此 进行 . 

2. 转换 成 一 边 为 零 , 另 一 边 可 以 分 解 因 式 的 三 
ffi Fi RE. 

3. 对 形 如 

asin x + bcos r — cla 3&6 0,b 35 0) 
197; fe 5| AGH EUR. 9, 令 


COS Q = — 
/ q? JP 
b 
sin Ọ = Ss 
Va + b’ 


H va d- b^ 去 除 方程 两 端 ,将 其 化 为 


sin xcos¢-+ cos rsin 9 = - 
a? + 5b 


, € 
BD sin Cx — p) = Rap 


4. sin x fl cos x 的 n IX JF 1X 7j H, TE cos x zEO 
时 ,用 cos'e 去 除 各 项 而 化 为 tanz 的 方程 来 解 , 否 
则 用 sin “x 去 除 各 项 化 为 cot x 的 方程 来 解 . 

5. 用 万 能 公式 置换 方程 中 不 同 的 三 角 函 数 , 化 
AAG tan(z/2) 的 三 角 方程 来 解 . 

在 解 三 角 方程 的 过 程 中 ,由 于 其 变形 , 某 些 三 角 
师 数 表达 式 的 定义 域 可 能 发 生变 化 ,同时 又 有 些 三 
角 函 数 可 能 只 适用 于 特定 的 范围 ,因此 , 非 同 解 变形 
有 可 能 产生 增 根 或 失 根 ,必须 经 验 根 后 才能 确定 该 
三 角 方 程 的 解 .特别 是 可 能 失 根 的 变形 ,一 般 应 尽力 
避免 采用 . 无 法 避免 时 ,应 把 未 知 数 允 许 值 集合 中 漏 
掉 的 数值 ,代入 原 方程 检验 ,防止 失 根 . 

三 角 方 程 的 图 象 解法 (solving process of trigo- 
nometric equations by graph) 三 角 方 程 的 解法 之 
一 , 利用 三 角 孔 数 的 图 象 解 三 角 方 程 的 方法 . 即 把 三 
角 方程 变 成 f (x) 二 g(xz) 的 形式 ,在 同一 坐标 系 中 
做 出 y= 二 f(z) 和 y= 二 g(x) 的 图 象 ,这 两 个 图 象 的 交 
点 的 横 坐 标 就 是 所 求 方 程 的 解 (通常 为 解 的 近似 
值 ). 图 象 解 法 常用 于 解 混合 三 角 方程 . 虽然 所 求 的 
解 常 是 精确 度 不 够 高 的 近似 值 , 但 在 实际 应 用 中 ,对 
于 难于 用 初等 方法 求解 的 三 角 方程 ,这 种 图 象 解法 
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仍 是 很 有 用 的 . 

三 角 方 程 的 增 失 根 (extraneous root or loss 
root in solving trigonometric equation)  — f8 7; f£ 
的 基本 概念 之 一 . 指 解 三 角 方 程 过 程 中 出 现 的 增 根 
或 失 根 现象 及 造成 的 原因 . 由 于 非 同 解 变形 的 原因 ， 
在 解 方程 的 过 程 中 ,可 能 出 现 两 种 现象 : 

1. 适合 于 原 方程 的 某 些 解 被 遗失 , 称 这 种 现象 
为 原 方程 失 根 ,失去 的 解 称 为 原 方 程 的 失 根 . 

2. 出 现 只 适合 于 导出 方程 (变形 后 的 方程 ) 而 不 
适合 于 原 方 程 的 某 些 解 , 称 这 种 现象 为 原 方程 增 根 ， 
增添 的 解 称 为 原 方程 的 增 根 . 

增 根 和 失 根 现象 ,统称 为 增 失 根 . 解 各 种 方程 都 
可 能 出 现 增 失 根 现象 ,然而 解 三 角 方程 较 解 其 他 方 
程 增 失 根 更 为 普遍 . 增 失 根 常 有 以 下 原因 : 

1. 在 解 三 角 方 程 中 ,对 方程 两 边 实施 偶 次 乘 方 
( 开 偶 次 方 ) 运 算 , 原 方 程 可 能 出 现 增 ( 失 ) 根 . 

2. 在 解 三 角 方 程 中 ,用 含 未 知 数 的 三 角 函 数 式 
f(z) 除 ( 乘 ) 方 程 两 边 时 , 原 方程 可 能 出 现 失 ( 增 ) 
根 ,而 失去 (增添 ) 的 正 是 三 角 函 数 式 f(z) 二 0 的 全 
部 或 一 部 分 解 . 

3. 在 解 三 角 方 程 中 ,对 方程 中 的 三 角 函 数 式 作 
恒 等 变形 时 ,有 时 会 改变 方程 中 的 未 知 数 可 取 值 集 
A RES A SA) CT HK). WR UE RR RAR 
( 增 根 ), 而 失去 (增添 ) 的 解 正 是 被 缩小 (扩大 ) 的 那 
个 范围 内 的 某 些 未 知 数值 . 

4. 在 解 三 角 方 程 的 代 换 过 程 中 , 当 其 用 以 代 换 
的 三 角 函 数 或 三 角 函 数 式 在 某 象 限 内 项 数值 的 符号 
与 原 方程 中 相应 的 三 角 函 数 或 三 角 函 数 式 的 符号 不 
一 致 ,致使 产生 增 失 根 . 因此 在 解 三 角 方程 中 ,为 避 
免 增 失 根 ,力求 做 到 对 方程 实行 同 解 变形 . 且 对 方程 
作 变 形 中 ,要 事先 分 析 未 知 数 可 取 值 集合 的 变化 ,从 
而 把 握 增 失 根 的 可 能 性 . 一旦 增 失 根 ,随即 处 理 , 使 
增 根 和 蓟 除 , 失 根 复 得 . 

= f 7; A (system of trigonometric equa- 


一 种 特殊 方程 组 . 指 含 有 三 角 方程 的 方程 


tions ) 


组 . 例如 
cosx + cosy =a, 
sinz + siny = b 
rty=n/4, 

或 tanz + tany = l. 


= f8 7; FS BAY fit (solution of trigonometric e- 
quations)” 亦 称 三 角 方程 组 的 解 集 . 三 角 方程 的 基 
本 概念 之 一 . 指 同 时 满足 三 角 方 程 组 中 每 个 方程 的 
公共 解 , 即 每 个 方程 的 解 集 的 交集 ,就 称 为 该 三 角 方 
程 组 的 解 集 . 简称 三 角 方程 组 的 解 . 求 三 角 方程 组 的 
解 ( 集 ) 的 过 程 称 为 解 三 角 方程 组 . 

三 角 方 程 组 的 解 集 (solution set of trigono- 
即 “ 三 角 方程 组 的 解 ”. 


metric equations) 


三 角 方 程 组 的 解法 (solving process of trigono- 
metric equations) 解 三 角 方 程 组 的 一 般 方法 与 步 
Jk. 解 三 角 方 程 组 的 方法 与 解 代数 方程 组 的 方法 类 
似 , 其 基本 思路 是 : 消 元 降 次 和 把 初等 超越 方程 转换 
为 代数 方程 组 求解 ,具体 步骤 大 致 如 下 : 

1. 通过 代数 变换 或 三 角 变 换 , 进 行 方程 组 的 变 
JE ,化 为 只 含 一 个 未 知 数 的 最 简 三 角 方 程 . 

2. 解 最 简 三 角 方 程 , 并 将 其 解 代 和 人 三 角 方 程 组 
的 其 他 各 方程 , 求 出 能 满足 三 角 方 程 组 中 每 个 三 角 
方程 的 公共 解 . 

3. 对 三 角 方 程 组 的 解 进行 检验 , 弃 去 增 根 找 回 
失 根 , 大 所 给 三 角 方 程 组 中 含有 字母 系数 ,在 求 出 解 
后 ,还 需 进行 讨论 后 才能 确定 该 三 角 方 程 组 的 解 . 

三 角 方 程 的 异形 通 解 的 等 效 性 (equivalence of 
different form general solutions of trigonometric e- 
quations) 三 角 方 程 通 解 的 特性 . 对 同一 个 三 角 方 
程 , 因 采用 的 解法 不 同 ,或 因 表 示 通 解 的 方式 不 同 ， 
可 能 得 到 各 式 各 样 的 异形 通 解 .但 只 要 解法 正确 ,对 
增 失 根 又 已 给 出 妥善 处 理 , 那 么 这 些 异 形 通 解 是 相 
等 的 解 集 ,并 称 它们 是 等 效 的 ,而 且 是 可 以 统一 的 . 

三 角 不 等 式 (trigonometric inequality) 一 类 
特殊 不 等 式 . 指 含有 变 元 的 三 角 函 数 不 等 式 . 例如 : 

lL. cosa x 

2. sin x? 4-2sin z4- 1220. 
tan?r 
U»ÉS 
等 都 是 三 角 不 等 式 , 其 中 第 一 个 是 矛盾 不 等 式 ;第 二 
个 是 绝对 不 等 式 ; 第 三 个 是 条 件 不 等 式 . 满足 不 等 式 
的 角 的 取 值 范围 称 为 三 角 不 等 式 的 解 , 求 出 三 角 不 
等 式 的 全 部 解 的 过 程 称 为 解 三 角 不 等 式 . 

三 角 不 等 式 的 解 (solution of a trigonometric 
见 “三 角 不 等 式 ” 

解 三 角 不 等 式 (solving the trigonometric ine- 
quality)” 见 “三 角 不 等 式 ”. 

三 角 不 等 式 的 解法 《solving process of a trigo- 
nometric inequality) 解 三 角 不 等 式 的 一 般 方法 . 
化 为 若干 最 简 三 角 不 等 式 后 ,用 代 换 法 或 因 式 分 解 
法 求解 . 解 三 角 不 等 式 时 , 常 把 它们 化 为 若干 个 最 简 
三 角 不 等 式 来 求解 . 能 用 初等 方法 求解 的 限于 一 些 
特殊 类 型 的 三 角 不 等 式 , 其 解法 概述 如 下 : 

1. 代 换 法 . 如 果 所 给 的 是 关于 某 个 三 角 函 数 
f(z) 的 有 理 不 等 式 gLf(x)] 之 0, 则 可 用 代 换 AC 
二 t, 把 原 三 角 不 等 式 化 为 关于 zt 的 代数 不 等 式 pa) 
0, 由 此 解 得 t, 然 后 再 解 所 得 的 最 简 三 角 不 等 式 ， 
即 可 求 得 原 三 角 不 等 式 的 解 . 

2. 因 式 分 解法 . 根据 函数 的 连续 性 知 , 连 续 函 数 
px) A SE AAR Lis Tzs" » Xe» Dil] g(x) 在 由 任意 两 个 
FASB HB x; 5 xu G—1,2, 7: k-D PRA JT EX [R] 


3. sin zx tana-— 


inequality) 


三 角 方 程 与 三 角 不 等 式 


Cri» ci) ATES AE. 这 样 的 开 区 间 (zi,zit1) 称 为 
不 变 号 开 区 间 . Te Bri 8] — PANS fr) > OCR 
f Go) «00 0 = fB PRE fo) a RT ORR TA 
式 , 即 AG — fi GO fa GO f£ GO f£. GO MAT Wk 
过 讨论 各 个 因子 fiG@G=1.2. 1E — fü PRÉC 
f(z) 最 小 正 周期 的 区 间 上 所 建立 的 不 变 号 开 区 间 
的 正 负 情况 及 个 数 确定 三 角 不 等 式 OD > 0 CK 
f(z) 二 0) 的 解 . 

三 角 不 等 式 的 图 象 解法 (solving process of a 
trigonometric inequality by graph) 三 角 不 等 式 的 
解法 之 一 . 在 实际 问题 中 ,常会 遇 到 用 初等 方法 难于 
求解 的 三 角 不 等 式 . 有 时 可 用 代 换 法 把 不 等 式 化 为 
关于 两 变量 的 与 原 不 等 
式 等 价 的 混合 代数 组 ， 
通过 混合 代数 组 的 图 象 
来 求 三 角 不 等 式 的 解 . 
这 种 方法 称 为 三 角 不 等 
式 的 图 象 解法 . 如 果 所 
给 的 三 角 不 等 式 为 
flsin 0,cos 0) > 0, 则 
可 用 代 换 法 ,使 z==cos0,y 二 sin0, 把 不 等 式 化 为 关 
于 两 变量 z,y 的 与 原 不 等 式 等 价 的 混合 代数 组 

S(x,y) >0, 

z +y =l. 
混合 代数 组 的 解 , 在 图 象 中 表示 为 含 在 区 域 f(zx,y) 
> 0 内 的 单位 加 上 的 圆 弧 部 分 ,如 图 所 示 . 因此 ,在 
解 代数 不 等 式 时 ,只 要 先 通 过 上 述 图 象 确 定 与 它 等 
价 的 混合 组 的 解 的 大 致 范围 ,然后 再 求 出 曲线 
fy) — 0 和 圆周 a^ + y^ = 1 的 交点 的 坐标 ,就 可 
得 到 f(sin 0,cos 00250 的 解 . 

三 角 不 等 式 的 证 明 (proof of a trigonometric 
inequality) 证 明 三 角 不 等 式 的 一 般 方 法 . 根据 三 
角 函 数 的 单调 性 .在 一 定 区 间 内 符号 的 不 变性 ` 有 界 
性 以 及 不 等 式 的 性 质 等 ,通过 三 角 和 代数 的 恒 等 变 
换 , 证 得 三 角 不 等 式 的 成 立 , 称 为 三 角 不 等 式 的 证 
Bj. 三 角 不 等 式 的 证 明 方 法 是 多 种 多 样 的 .一般 说 
来 ,没有 固定 的 证 明 方 法 ,应 根据 每 个 已 给 不 等 式 的 
内 容 而 确定 证 明 的 途径 和 方法 . 常见 的 证 法 有 : 

1. 利用 基本 不 等 式 . 

2. 利用 三 角 函 数 的 性 质 . 

3. 用 比较 法 . 

4. 利用 数学 归纳 法 . 

最 简 三 角 不 等 式 (simplest trigonometric in- 
equality) 亦 称 基本 三 角 不 等 式 .含有 变 元 的 基本 
三 角 不 等 式 .大 So) RBA — AR. f(r) >m 
BY f Gr) «m Qn € FO BRA E fal = fB8 A S x. 

最 简 三 角 不 等 式 的 解 集 列 表 如 下 ( 表 中 REZ): 
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不 等 式 a 的 取 值 域 不 等 式 的 解 集 
2kr--arcsina « x « 
pes Vds HORUM 


SI 


(2b —1)r—arcsina « x «. 
2kr--arcsina 


| 
2krx—arccosa «xr. 
2bx--arccosa 


三 cs 


sin.r«a 


Q 


COS r>a —]1za-«l 


= 


aw 
2knu+arccosasx< 
(2k+1)x—arccosa 


kr--arctana « x« 
hr 十 了 
knx-+arctana 
kx--arccota« r« 
kx--arccota 

R= fA S$ X Cinverse trigonometric inequa- 
lity) 一 类 特殊 不 等 式 . aA CN R= A ER X 
不 等 式 . 满足 不 等 式 变 元 的 全 部 值 称 为 反 三 角 不 等 
式 的 解 , 求 出 反 三 角 不 等 式 的 全 部 解 的 过 程 称 为 解 
反 三 角 不 等 式 . 反 三 角 不 等 式 中 的 反 三 角 未 数 应 限 
制 为 反 三 角 函 数 的 主 值 . 

反 三 角 不 等 式 的 解 (solution of a inverse trigo- 
nometric inequality)” 见 “ 反 三 角 不 等 式 ”. 

解 反 三 角 不 等 式 (solving the inverse trigono- 
metric inequality) MW RZA TŞ”. 

最 简 反 三 角 不 等 式 (simplest inverse trigono- 
metric inequality) & A RA ffi KI E B c — f PR 
数 不 等 式 .在 jz) 是 主 值 反 三 角 函 数 , 则 om 
3X, f Gc) «m (mER) 称 为 最 简 反 三 角 不 等 式 . 

最 简 反 三 角 不 等 式 的 解 集 (solution set of the 
simplest inverse trigonometric inequality) 一 种 实 
数 集 . 指 最 简 反 三 角 不 等 式 的 全 体 解 组 成 的 集合 . 可 
分 两 种 情况 : 

1. 递增 反 三 角 函 数 不 等 式 的 解 集 如 下 表 所 示 : 

ZA 


cos Ta —1l«axl 


i 
— 


tanr>a 


tanr<a 


cotr>a R 


cotr<a R 


D 


EE 
T TX 
|m |< 


[—1,sinm) 


T 


oø | no | ø | 


o> | ø | o| ø 


OLMAK (—co,cotm) O<m<in 


反 三 角 不 等 式 的 解法 (solving process of inver- 

se trigonometric inequality) 解 反 三 角 不 等 式 的 一 
般 方 法 .通过 换 元 法 求解 与 其 同 解 的 不 等 式 组 , 即 得 
原来 反 三 角 不 等 式 的 解 . 解 反 三 角 不 等 式 , 必 须 注 意 
反 三 角 函 数 的 定义 域 和 值 域 , 常 用 换 元 法 求解 . 即 令 
PEARFA RZEKA Sa) =y FRR =A 
等 式 化 为 代数 有 理 不 等 式 oL AGO 12 0, FMS) 
的 值 域外 二 y 二 9,( 这 里 (91,9,) 为 (x) 的 值 域 区 间 ) 
组 成 与 原 不 等 式 同 解 的 不 等 式 组 

CLF Ga) | 0, 

On y= D. 
解 此 不 等 式 组 即 可 求 得 原 不 等 式 的 解 . 


解 三 角形 


三 角形 元 素 (elements of triangle) 


(cot m ,d- co) 


三 角 学 的 


基本 概念 之 一 . 三 角形 的 三 边 ( 或 它们 的 长 度 ) 和 三 
内 角 (或 它们 的 大 小 ) 以 及 由 它们 所 确定 的 几何 图 形 
(或 相应 的 几何 量 ) 统 称 三 角形 的 元 素 . 其 中 ,三 角形 
的 三 边 a,6b,c 及 三 内 角 A B,C 称 为 三 角形 的 基本 
元 素 . 除 此 之 外 的 三 角形 的 元 素 称 为 三 角形 的 非 基 
本 元 素 . 例如 ,三 角形 的 外 角 、 周 长 高、 中 线 、 角 平分 
线 及 外 接 圆 半径 、 内 切 圆 半径 、 旁 切 圆 半 径 , 三 角形 
的 面积 等 都 是 三 角形 的 非 基 本 元 素 ( 参 见 本 卷 《平面 
几何 中 的 “三 角形 ”). 

三 角形 基本 元 素 (basic elements of a trian- 
gle) ” 见 “ 三 角形 的 元 素 ”. 

三 角形 非 基 本 元 素 (nonbasic elements of a tri- 
angle) 见 “ 三 角形 的 元 素 ” 

三 角形 线性 元 素 (linear elements of a triangle) 
三 角 学 的 基本 概念 之 一 . 指 与 三 角形 有 关 的 线段 ,如 
三 角形 的 周 长 .高 .中 线 、 角 平分 线 . 外 接 圆 半径 、 内 
WAFER BU BL SE ES. 

三 角形 二 次 元 素 (elements of degree 2 of a tri- 
angle) 三 角 学 的 基本 概念 之 一 . 指 与 三 角形 有 关 
的 图 形 面 积 ,如 三 角形 的 面积 、 外 接 圆 的 面积 及 内 切 
圆 的 面积 所 

三 角形 线性 元 素 的 计算 公式 (computational 
formula of linear elements of a triangle) 三 角形 
有 关 线 段 的 计算 公式 . 计算 三 角形 的 周 长 .高 线 、 中 
线 、 角 平分 线 . 外 角 平 分 线 . 内 切 圆 半径 .外 接 圆 半 
径 、 旁 切 圆 半径 的 公式 统称 为 三 角形 线性 元 素 的 计 
BAK. Hab, All RA AABC 中 角 A4,B,C 的 
对 边 ,r 表示 三 角形 内 切 圆 的 半径 ,R 表示 三 角形 外 
接 圆 的 半径 ,s 表示 三 角形 周 长 之 半 (s 二 (a 十 6 十 c) 
/2) S nac EZ /NABC 的 面积 . 其 计算 公式 如 下 : 

LAK. 奉 三 角形 的 周 长 用 ! 表示 , 则 

l= 2s = 2R(sinA + sin B + sinC) 
“cos cos L. 

2. 高 线 长 . 若 三 角形 的 三 边 a,6,c 边 上 的 高 线 

长 分 别 用 Aa she sh. 表示 , 则 : 
ha —bsinC—csin B —2Rsin BsinC 


== s(s—a)(s—b)(s—c); 
2Rsin AsinC 


= 8R cos 


h, =csinA=asinC= 
=£ /G-aG-DG-O; 
h. =asinB=bsinA=2RsinBsinA 
== /G-2)G-BG-o. 
3. 中 线 长 . 若 三 角形 的 三 边 as bac EA PR 
长 分 别 用 ma mime 表示 , 则 : 
m,— VEFE a 


V b? + c? + 2bc cos A; 
/ 9c? 十 2a? == b? 
« c? + a + 2ac cos B, 


mM, 一 


2a? + 2b — c? 


= Va? + &? + 2ab cosC., 


4. 内角 平分 线 长 .大 三 角形 的 三 内 角 A,B,C 
的 角 平 分 线 长 分 别 用 to stus, RZA o M|: 
csin —— 2bc A 
Bec ble 2 
2 
3 OCD i 
id b+c : 
asinC 2ac B 


t, = 一 一 一 一 一 一 一 COS 


a+c 


mo 


mle mle mle wl EN 


t= 


COS 


a+c ? 


_ VM TF 
a Fo i 
5. 外 角 平 分 线 长 . 三 角 外 角 平 分 线 长 是 指 内 和 角 
对 边 的 延长 线 和 该 内 角 邻 接 的 外 角 平 分 线 的 交点 到 
该 内 角 顶 点 线段 的 长 . 当 无 交点 时 外 角 平 分 线 长 不 
存在 . 若 三 角形 的 角 A,B,C 的 外 角 平 分 线 长 分 别 
Hl tot ono 表示, 则 : 
, _ csinB 2bc 


lo BoC he cos S (BC); 
sin 
2 
s cone 5 = cos £ (B<C); 
sin 
2 
{= Ae = Iu cos 7 (CA); 
sin 一 一 一 
2 
inC 
Pu mE € = PAE eos S (C<A); 
sin 
po iA 22 cos 5 (A>B); 
sin 一 一 一 
2 
t= osm = pe. cos € CA« B). 
sin 5 


6. 内 切 圆 半径 . B= AE A DRAB er 表 
示 , 则 
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44 
E 
| 
3m 


asin Ban E 
r= (ia => MM: 


2 


co DATES Ln ee Me E 


5 2 TA 2 
— 4R sin Ssin sin L, 
7. 外 接 圆 半径 . A= FATE Yb BEAK EA R X 
示 , 则 
a abc 


R= - LI 
2snA 4 /s(s — a) s — D) s — c) 


— J ABE o ZO P ooo 
2sin Asin BsinC m A. B mon 
sin z sin 7 S 2 

8. 22 UJ A 2E £5. Zi; — f87E BJ — XJ a,b,c X1 E HJ 


劳 切 圆 半径 分 别 用 TasTosTe 表示 SUE 


a cos 2 os — 
"t 2 2 = D A ABC 
COS A ee 
2 
= ARsin 2 os COS = = stan —; 
bcos ae e 
p,— 2 2 — S A ABC 
COS Po 
Z 
= ARsin cos = cos 5 = stan i 
CCOS As B 
p rese = S AARC 
l cos ae 
2 


= 4Rsin P o ons D = stan SA 


2 2 2 z 
正弦 定理 (sine theorem) 关于 三 角形 边 角 关 
系 的 重要 定理 之 一 . 该 定理 断言 :在 一 个 三 角形 内 ， 
各 边 和 它 的 对 角 的 正弦 的 比 相 等 ,昌都 等 于 这 个 三 
角形 外 接 圆 的 直径 , 即 
a b C abc 
mud 1B anc oS 
式 中 a,b,c 分 别 是 人 A4BC 各 角 A,B,C 的 对 边 ,R 
JE AABC 外 接 圆 半径 ,S 是 人 A4BC 的 面积 ,这 个 结 
论 称 为 正弦 定理 . 
正弦 定理 早 在 公元 150 年 左右 ,已 被 托 勒 密 
(Ptolemy ) 所 知晓 . 10 世纪 ,阿布 。 瓦 法 (Abul- 
Wefa) 重 新 发 现 并 证 明 该 定理 ,随后 ,纳西 尔 ]。 图 
西 (Nasir al-Din, al-Tusi) F 1250 年 , 雷 格 蒙 塔 努 
斯 (Regiomontanus ,J. ) F 1464 年 左右 ,分 别 以 不 同 
形式 予以 前 述 . 阿 尔 。 比 鲁尼 (al-Biruni) 也 曾 给 出 
IE 3% E EE BJ — 1 uF BH. 
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三 角形 的 射影 定理 (projection theorem of a 
triangle) 简称 射影 定理 , 亦 称 第 一 余弦 定理 ,是 关 
于 三 角形 边 角 关 系 的 重要 和 定理 之 一 . 指 三 角形 的 任 
一 边 长 等 于 另 两 边 在 该 边 上 射影 的 和 .在 a,o,c 分 
别 表 示人 A4BC 中 角 A,B,C 的 对 边 , 则 三 角形 的 射 
影 定 理 可 表述 为 : 

a = bcosC + ccos b; 

b = ccos A + acosC; 

c = acos B + bcos A. 
由 于 上 面 三 式 都 联系 着 三 角形 内 角 的 余弦 ,所 以 称 
第 一 余弦 定理 ,而 把 通常 的 余弦 定理 称 为 第 二 余弦 
定理 . 

第 一 余弦 定理 (first cosine theorem) 
形 的 射影 定理 ”. 

余弦 定理 (cosine theorem) 亦 称 第 二 余弦 定 
理 . 关于 三 角形 边 角 关 系 的 重要 定理 之 一 . 该 定理 断 
言 : 三 角形 任 一 边 的 平方 等 于 其 他 两 边 平 方 和 减 去 
别 表 示人 4BC 中 A,B,C 的 对 边 , 则 余弦 定理 可 表 
RN: 


B[ ^ — fg 


aq? = b + c? — 2bccos A; 

b = a? + c? — 2accosB; 

c? = a? + b — 2abcosC. 
余弦 定理 还 可 以 用 以 下 形式 表达 : 


= b? + c? =~ a? 

cos A = — bh `’ 

2 2: 6. 2 

Cpe ee 
2ca 

u^ ee 

cos C = 2ab : 


余弦 定理 原 为 勾 股 定理 的 推广 ,是 把 直角 三 角 
形 中 各 边 平方 的 关系 推广 到 任意 三 角形 中 而 得 到 ， 
参见 本 卷 4 原 本 的 第 二 卷 . 阿 耶 波多 第 一 
(Aryabhata ,IJ) 的 书 中 已 载 有 此 定理 ;15 世纪 初 , 阿 
K+ 卡 西 (al-Kashi) 曾 给 出 余弦 定理 的 另 一 形式 ， 
4 一 (一 ccos4) + csin’A; 
b? = (c — acos BY + asin’B; 
c? = (a — bcosC)? + bsin'C. 
"B3 (Viete, F. ) 在 他 的 《标准 数学 ;一 书 中 收 有 现在 
形式 的 余弦 定理 . 
$8 — ok E JB (second cosine theorem) 
DA 
正切 定理 (tangent theorem) 关于 三 角形 边 角 
关系 的 重要 定理 之 一 . 该 定理 断言 :三 角形 任意 两 边 
的 差 与 和 之 比 ,等 于 它们 所 对 的 角 的 差 之 半 的 正切 
与 和 之 半 的 正切 的 比 . BI: 
a —b Es ES. 


Bl ^4 


— tan 


a+b 2 


— 2 fean SSS 
De 2 2 
E = tan 4 fuas A 
c T a 2 2 


AP a,b,c 是 八 ABC 中 角 A,B,C 的 对 边 . 这 个 定 
理 可 用 正弦 定理 与 和 差 化 积 公 式 推 出 . 13 世纪 , 纳 
T -° KIA (Nasir al-Din al-Tasi) 在 他 著 的 《 锐 
角 扇 形 之 书 》 中 证 明了 正切 定理 . 雷 格 蒙 塔 努 斯 
(Regiomontanus,J. ) 的 4《 论 一 般 三 角形 ;也 涉及 该 定 
FH. 16 H2, $4 (Viete, F. ) 在 他 的 《标准 数学 》 一 
书 中 ,收集 有 解 三 角形 的 公式 ,其 中 有 正切 定理 . 

余 切 定理 (cotangent theorem) 关于 三 角形 边 
角 关 系 的 重要 定理 之 一 .该 定理 断言 :三 角形 中 任 一 
角 的 余 切 ,等 于 该 角 邻 边 减 去 对 边 在 该 邻 边 上 的 射 
影 之 差 , 与 这 邻 边 上 的 高 之 比 . 即 : 

cot 4 一 pu 
asin B 
a — bcosC 
bsinC 
b — ccos A 
csinA 
SRB a,b,c 是 人 4BC RË A,B,C 的 对 边 . 

三 角形 的 半角 定理 (half angle theorem of a tri- 
angle) 亦 称 三 角形 的 半角 公式 .关于 三 角形 边 角 
关系 的 重要 定理 之 一 .在 人 4BC 中 ,以 as b.c 分 别 
表示 角 A,B,C 的 对 边 ,s 二 (a 十 6 十 c)/2,r 为 人 ABC 
的 内 切 圆 半径 .三 角形 的 半角 公式 如 下 : 

1. 半角 正弦 : 


hg BX ace. qs cM C. 
2 bc i 

. B (s — a)Cs — c) 

sin 二 二,/ 一 一 一 一 一 一 ， 

2 ac 

Ho ees (s— aq) — 5) 

S 7 mL ELO EE ] 


cot B— 


wa 


cotC= 


2. 半角 余弦 : 
PL Se, 
a bc : 
B s(s — b) 
COS 一 
2 ac 
os E E 
TE ab 
3. 半角 正切 : 
tán es 
2 s—a 
TN: GUN 
A ed 
ja ae 
uu dap cem 


式 中 
(s —a)(s — b)Cs — c) 


S 
运用 半角 公式 和 余弦 定理 容易 推出 正 、 余 弦 的 半角 
定理 . 

三 角形 的 半角 公式 (half angle formula of a tri- 
angle) ” 即 “ 三 角形 的 半角 定理 ”. 

莫 尔 韦 德 公式 (Mollweide's formula) 关于 三 
角形 边 角 关 系 的 一 组 公式 .在 人 A4BC 中 ,用 a,b,c 
分 别 表示 角 A,B,C 的 对 边 , 则 下 列 公 式 : 


r = 


à sin E feos 5, 
2 p" 
c—a . C— A B 
et 2 [cos > 
a — b . A— B C 

= sin [eos 5 


PARR BRAK. 此 公式 每 个 都 含有 三 角形 的 六 
个 基本 元 素 ,常用 它们 作 解 三 角形 的 验算 . 该 公式 由 
莫 尔 韦 德 (Mollweide,K. B. ) F 1808 年 发 表 在 他 的 
著作 中 , 故 以 此 得 名 . 其 实 , 牛 顿 (Newton,I. ) 早 在 
1707 年 发 表 的 《通用 算术 》 中 ,已 给 出 其 中 的 一 个 公 
式 . 随后 , 汉 。 奥 佩 尔 (Von Oppel) 的 《解析 三 角 学 》 
与 辛普森 (Simpson,T. ) 的 《三 角 》 中 都 早 有 此 公式 ， 

有 限 三 角 数 列 的 和 (sum of finite trigonometric 
progression) 通 项 为 三 角 图 数 的 特殊 数列 的 和 . E 
数列 4a,}) 的 前 项 和 记 为 


Dn = Duae adu cp Ep dus 


k=1 


且 该 数列 的 通 项 w = fA ew BK MU PK 
Ay n SA BR — FB BF AS AA. 要 求 数列 {a,} 的 和 , 乔 能 


找到 一 个 函数 PCR) ,使 得 a2 —FOGO--D—FGDXGC€ 
Z), 则 所 要 求 的 和 为 


a= a TOSA 


= _ (FQ) 一 下 (1)] 十 [LRCG3) —F(2)J+° 
+[(F(n+1)—FM)] 
= F(n+ 1) — FQ). 
上 述 关 于 求 有 限 项 数列 的 和 的 方法 , 称 为 差分 求 和 
法 , 亦 称 分 裂 通 项 求 和 法 ,或 折 项 ( 消 项 ) 法 .并 把 上 
面 通 项 公式 称 为 差分 , 常 记 为 
AF(k) = F(R+1) — FR). 
差分 求 和 法 (summation method of difference) 
见 “ 有 限 三 角 数 列 的 和 ?” 
4y Zi IL SK 075 (summation by splitting gen- 
eral terms) 见 “ 有 限 三 角 数 列 的 和 ?”. 
8R = FH 3X 3€ HEAR (continued product of finite 
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trigonometric expressions) 三 角 范 数 式 的 有 限 个 
因 式 之 积 . 若 Pi AZAR sU] m SAK pis Po? 
P3st**s Pn 的 积 


p "EZ 
称 为 有 限 三 角 式 连 乘积 .在 求 
IE 


时 , 若 能 先 对 因 式 pa (E — 1,2, 
化 为 Pi 4vea/ di , Jit 


nT ER. LE 


2485.0 0 Luo den Ios 
ID "ET qn ic 
上 述 求 有 限 三 角 式 连 乘 积 的 方法 , 称 为 约 分 求 有 限 


fi — f8 TÉ (solving a triangle) 
概念 之 一 .由 已 知 三 角形 的 某 些 元 素 出 发 确定 这 个 
三 角形 的 过 程 . 任何 三 角形 中 都 有 三 条 边 和 三 个 角 ， 
称 它们 为 三 角形 的 六 个 基本 元 素 . 通常 知道 了 其 中 
的 三 个 元 素 ( 其 中 至 少 有 一 个 是 边 ) ,就 可 以 求 出 其 
他 三 个 未 知 的 元 素 . 在 更 广 的 情形 下 ,只 要 已 知 的 元 
素 中 有 一 个 是 线性 元 素 ( 指 三 角形 的 边 或 中 线 、 高 等 
线段 ) ,也 可 以 确定 这 个 三 角形 . 解 三 角形 时 ,通常 还 
包括 求 出 该 三 角形 的 面积 . 很 多 较 复 杂 的 几何 图 形 
的 计算 问题 ,常常 通过 变化 后 可 归结 为 一 些 三 角形 
元 素 的 计算 . 此 外 ,在 测量 .物理 . 水利、 建筑. 军事 等 
工程 中 也 常 涉及 三 角形 的 解法 .所 以 , 解 三 角形 是 三 
角 学 科 中 的 重要 内 容 之 一 . 

直角 三 角形 的 解法 《solution of a rightangled 
triangle) 解 直 角 三 角形 的 一 般 方 法 .已 知 直 角 三 
角形 的 一 边 和 另 一 个 基本 元 素 , 求 得 其 他 各 元 素 的 
方法 .因为 直角 三 角形 有 一 个 角 是 直角 ,所 以 只 要 再 
知道 它 的 两 个 基本 元 素 ( 其 中 至 少 有 一 个 是 边 ) ,就 
可 以 求 出 其 他 的 元 素 . 因 此 ,直角 三 角形 的 解法 的 基 
本 情形 只 有 四 种 情况 : 

1. 已 知 斜 边 和 一 个 锐角 , 求 其 他 的 边 . 角 和 面 
积 . 

2. 已 知 一 直角 边 和 一 个 锐角 , 求 其 他 的 边 角 和 
面积 . 

3. 已 知 斜 边 和 一 直角 边 , 求 其 他 的 边 . 角 和 面 
积 . 

4. 已 知 两 条 直角 边 , 求 其 他 的 边 、 角 和 面积 . 

解 直 角 三 角形 是 个 古老 的 谋 题 ,在 公元 前 1850 
年 的 莫斯科 草 纸 书 中 ,就 记载 着 古 埃及 人 解 直角 三 
角形 的 问题 : 某 直 角 三 角形 的 一 个 直角 边 是 另 一 个 
直角 边 的 2. 5 倍 , 其 面积 为 20, 求 两 直角 边 的 长 . 中 
国 古 代 对 解 直角 三 角形 的 研究 和 应 用 也 较 早 《有 周 骨 
算 经 》 里 就 记载 着 公元 前 7 一 8 世纪 人 们 计算 地 面 某 
一 点 到 太阳 上 距离 的 方法 (如 图 ), 在 周 城 立 秆 高 SR 
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三 角 学 的 基本 | 


6 尺 2 寸 fe 


E De ~ B 
"s 200H 


(DF), EF il 3 55 K 6 ROC), X E H; 2000 
里 地 (B nor BERE S HAE CB6) ,同时 测 得 影 长 6 尺 
2 寸 (BA). 用 解 直 角 三 角形 的 方法 算出 周 城 到 日 下 
的 距离 是 


. 2000X60 
DE—^c5— go "9000008, 
太阳 离 地 面 的 高 
_ 2000 X 80 — 
EH = ~~ go = 8000008), 


然后 ,根据 勾 股 定理 算出 测量 者 到 太阳 的 距离 CH 
— 100000 8D. 当时 的 算法 虽然 已 用 到 三 角形 线段 
的 比 ,但 还 没有 三 角 函 数 的 概念 . 男 外 ,把 地 球 表面 
视 为 平面 也 是 使 计算 结果 误差 太 大 的 原因 、. 

斜 三 角形 (oblique triangle) IA 45 (SÉ Tfi JL 
何 ) 同 名 条 . 

斜 三 角形 的 解法 (Csolution of a oblique trian- 
gle) 解 斜 三 角形 的 一 般 方法 .已 知 斜 三 角形 的 一 
边 和 另外 两 个 元 素 , 即 可 求 得 其 他 各 元 素 的 方法 .在 
斜 三 角形 的 三 条 边 和 三 个 角 这 六 个 元 素 中 , 若 已 知 
三 个 (至 少 有 一 个 是 边 ), 即 可 求 出 其 余 三 个 和 面积 . 
因此 , 斜 三 角形 解法 的 基本 情形 只 有 四 种 情况 : 

1. 已 知 一 边 和 两 角 , 求 其 他 的 边 、 角 和 面积 . 

2. 已 知 两 边 和 夹 角 , 求 其 他 边 、 角 和 面积 . 

3. 已 知 三 边 , 求 三 个 角 和 面积 . 

4. 已 知 两 边 和 其 中 一 边 的 对 角 , 求 其 他 边 、 角 和 
面积 . 

对 于 解 斜 三 角形 的 非 基 本 情形 ,一 般 应 根据 具 
体 情 况 选 择 正 弦 定 理 . 余 弦 定 理 等 灵活 处 理 . 纳西 尔 
T * RIA (Nasir al-Din,al-Tusi) 在 他 的 《 论 四 边 形 》 
中 ,根据 实际 测量 的 经 验 系统 地 整理 了 前 人 解 斜 三 
角形 的 知识 . 


Rf TEE TRA 马 UB THF 杨 志 青 
杨 林 生 Bi qnc RCH 宣 立 新 
HFR Boom WA 

审 阅 马 Bj Hie RAM HHE Abia 


x 体 


立体 几何 (solid geometry) 亦 称 立 体 几 何 学 ， 
又 称 空间 几何 学 . 即 初等 几何 的 空间 部 分 .立体 几何 
是 建立 在 欧 几 里 得 公理 体系 基础 上 的 三 维 空间 几何 
学 , 故 又 称 为 三 维 欧 几 里 得 几何 学 ,简称 三 维 欧 氏 几 
何 .立体 几何 是 研究 空间 图 形 的 大 小 、 形 状 和 相互 位 
置 关系 等 几何 性 质 的 科学 . 

历史 上 较为 系统 地 阅 述 空间 图 形 的 几何 性 质 的 
著作 ,要 追溯 到 公元 前 三 百 多 年 , 欧 几 里 得 (Euclid) 
的 《几何 原本 》《 几 何 原本 》 从 第 11 卷 开始 阐述 立体 
几何 知识 , 它 定 义 了 立体 的 长 . 宽 、 高 ,直线 与 平面 的 
垂直 ,平面 与 平面 的 垂直 等 概念 ,并 癸 究 了 平面 元 素 
形成 立体 图 形 的 方式 和 立体 图 形 的 性 质 , 列 举 了 39 
条 定理 《几何 原本 》 的 第 12 卷 中 ,证 明了 关于 面积 
和 体积 的 18 个 定理 ,用 穷竭 法 求 出 了 一 些 特殊 曲线 
围 成 图 形 的 面积 与 曲面 围 成 立体 的 体积 《几何 原 
本 ) 第 13 卷 中 叙述 了 球 的 五 种 内 接 正 多 面体 的 作 图 
法 . 欧 几 里 得 把 几何 奠定 在 奉 干 基本 概念 和 公理 、 公 
设 的 基础 上 ,经 过 逻辑 推理 ,导出 一 系列 定理 . 这 种 
研究 方法 , 常 称 古典 公理 法 或 综合 法 .因此 ,经 典 的 
立体 几何 属于 综合 几何 的 范畴 . 对 欧 几 里 得 第 五 公 
设 是否 独 立 的 研究 导致 非 欧 几何 的 发 现 . 

非 欧 几何 的 创立 大 大 提高 了 公理 方法 的 信誉 ， 
接着 便 有 许多 数学 家 致力 于 公理 方法 的 研究 .例如 ， 
在 1871—1872 年 间 , 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 与 
戴 德 金 (Dedekind, (J. W. 9 R. ) 不 约 而 同 地 拟 成 了 
连续 公理 . 帕 施 (Pasch,M. ) 于 1882 年 拟 成 了 顺序 
公理 ,在 此 基础 上 ,和 希 尔 伯 特 (Hilbert , D. ) F 1899 
年 发 表 了 《几何 基础 》 完 善 了 几何 学 的 公理 化 方法 ， 
成 为 近代 公理 化 思想 的 经 典 著作 . 在 4 几何 基础 》 中 ， 
希 尔 伯 特 前 明了 近代 公理 法 的 基本 思想 ,提出 了 欧 
氏 几 何 学 的 一 套 完 整 的 公理 系统 ,并 且 讨 论 了 与 公 
理 系 统 有 关 的 许多 问题 . 这 样 《几何 原本 》 中 存在 的 
问题 得 到 了 解决 . 

近代 公理 法 的 基本 思想 是 : 先 提 出 几 个 不 予定 
义 的 基本 概念 和 若干 不 加 证 明 的 公理 ,而 这 些 基本 
概念 的 内 涵 则 由 这 些 公理 来 描述 和 约束 . 然后 从 这 
些 基 本 概念 和 公理 出 发 ,通过 逻辑 推理 ,导出 一 系列 
结论 ,同时 又 可 以 定义 新 的 概念 ,并 得 到 新 的 结论 ， 
这 些 就 构成 一 个 学 科 的 全 部 内 容 . 在 4 几何 基础 ;一 
书 中 , 希 尔 伯 特 公理 系统 包括 六 个 基本 概念 (点 、 直 
线 . 平 面 为 基本 元 素 , 属 于 、 介 于 、 合 同 于 为 基本 关 
系 ) 和 五 组 20 条 公理 ,与 该 书 差不多 同时 , 皮 耶 里 
(Pieri, M. ) 则 采用 了 点 与 运动 等 作为 基本 概念 . 


JL 何 


1904 年 , 维 布 伦 (Veblen,O. ) 把 点 和 序 作 为 不 定义 
概念 ,建立 起 另 一 公理 系统 . 他 证 明了 他 的 每 一 条 公 
理 都 是 独立 于 其 他 公理 的 ,而 且 还 建立 了 另外 一 条 
性 质 一 一 范畴 性 ,把 几何 公理 的 完备 性 研究 推进 了 
= 

现在 所 说 的 立体 几何 ,就 是 指 的 以 希 尔 伯 特 公 
理 系统 为 基础 ,研究 空间 图 形 的 形状 \ 大 小 .位 置 关 
系 等 性 质 的 数学 演绎 体系 . 这 个 理论 体系 中 的 主要 
内 容 是 :点 .直线 .平面 的 位 置 关系 ;各 种 空间 角 ( 蜡 
面 直线 所 成 的 角 直线 与 平面 的 夹 角 、 二 面 角 、 多 面 
角 等 ) 的 性 质 ; 各 种 简单 几何 体 ( 多 面体 .旋转 体 、 曲 
面体 等 ?的 性 质 ;空间 图 形 的 几何 变换 (合同 .相似 、 
反 演 等 ); 几何 体 的 体积 和 表面 积 ;以 及 空间 的 作 图 
和 轨迹 问题 等 . 

立体 几何 学 (solid geometry) 即 “ 立 体 几 何 ” 

空间 几何 学 (space geometry) 即 “ 立 体 几 
何 ”. 
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空间 几何 的 基本 概念 (basic concept of space 
geometry) ”空间 几何 公理 系统 中 不 加 定义 的 概念 . 
在 不 同 的 几何 公理 系统 中 ,选用 的 基本 概念 可 能 是 
不 同 的 .例如 ,在 希 尔 伯 特 (Hibert,D. ) 的 公理 系统 
中 选用 的 点 .直线 .平面 .属于 、 介 于 、 合 同 于 等 作为 
基本 概念 ;在 伯 克 霍 夫 (Birkhoff ,G.D. > 的 公理 系统 
中 选用 点 、 直 线 、 两 点 间 的 距离 、 三 个 有 序 点 形成 的 
角 等 作为 基本 概念 ;而 布 户 门 塔 尔 (Blumenthal,L. 
O. ) 在 1961 年 出 版 的 《现代 观点 几何 学 中 给 出 的 
欧 几 里 得 几何 公理 系统 仅 包 括 六 条 公理 和 集合 、 元 
素 、 属 于 、 点 、 距 离 这 几 个 基本 概念 .上 述 几 种 概念 均 
受 相关 的 几何 公理 制约 ,通常 把 这 些 概念 称 为 立体 
几何 的 基本 概念 或 原始 概念 (参见 《高 等 几何 ) 中 的 
“ 希 尔 伯 特 公理 系统 ”). 

平面 (plane) ”几何 学 中 不 予定 义 的 原始 概念 
之 一 . 可 通过 平静 的 水 面 、. 光 亮 的 镜面 .桌面 等 形象 ， 
加 以 科学 地 抽象 而 得 到 平面 的 概念 . 在 几何 中 ,把 平 
面 理解 为 可 以 无 限 延展 的 面 . 通常 用 带 一 个 大 写字 
母 或 一 个 小 写 希 腊 字 母 的 平行 四 边 形 表 示 平 面 . 读 
作 平 面 M, 平 面 a. Fa < 等 .平面 有 下 列 基本 性 质 : 

1. 如 果 一 条 直线 上 的 两 点 在 一 个 平面 内 ,那么 
这 直线 上 所 有 的 点 都 在 这 个 平面 内 . 

2. 如 果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ,那么 它们 相交 
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于 经 过 这 点 的 一 条 直线 . 

3. 不 在 一 条 直线 上 的 三 点 确定 一 个 平面 . 

半 平 面 (half plane) 立体 几何 的 基本 概念 之 
—. 一 条 直线 将 平面 分 为 两 部 分 ,其 中 的 每 一 部 分 均 
称 为 半 和 平面 .例如 , 若 a 是 平面 a 上 的 一 条 直线 , 则 
将 a 上 不 属于 a 的 点 按 以 下 性 质 分 为 两 个 集合 : 连 
结 同一 个 集合 的 两 点 的 线段 不 与 a 相交 ,连结 不 同 
集合 的 两 点 的 线段 必 与 a 相交 . 这 两 个 集合 都 称 为 
SEA. 直线 a 称 为 这 两 个 半 平 面 的 边界 或 边缘 . 包 
含 边 界 的 半 平 面 称 为 财 半 平面 ,不 包含 边界 的 半 平 
面 称 为 开 半 平面 . 

半 平 面 的 边界 (boundary of half plane? J 
ER. 

半 平 面 的 边缘 (boundary of half plane) Bp 
“ 半 平 面 的 边界 ” 

闭 半 平面 (close half plane) 

开 半 平面 (open half plane) 见 “ 半 平面 ”. 

几何 体 (geometric solid) 亦 称 立体 . 立体 几何 
的 基本 概念 之 一 . 几何 体 概 念 产生 于 人 们 对 客观 世 
界 中 各 种 物体 的 数学 抽象 . 当 人 们 只 考虑 物体 的 形 
状 . 大 小 \ 位 置 关 系 等 数学 性 质 , 而 不 考虑 它 的 物理 
的 .化 学 的 .生物 的 .社会 的 等 属性 时 ,就 获得 几何 体 
的 概念 .在 几何 学 中 ,人 们 把 者 干 几何 面 (平面 或 曲 
面 ) 所 国 成 的 有 限 形体 称 为 几何 体 , 围 成 几何 体 的 面 
称 为 几何 体 的 界面 或 表面 ,不 同 界面 的 交 线 称 为 几 
何 体 的 棱 线 ,不同 棱 线 的 交点 称 为 几何 体 的 顶点 . 几 
何 体 也 可 看 成 空间 中 若干 几何 面 分 割 出 来 的 有 限 空 
间 区 域 . 立体 几何 首先 研究 的 是 一 些 较 简单 的 几何 
体 的 几何 性 质 ,如 多 面体 、 旋 转 体 以 及 它们 的 组 合体 
a. 

WH (solid) Bl“ JL fup s". 

几何 体 的 界面 (interface of geometric solid) 
见 “ 几 何 体 ”. 

JU fi] IE B3 f$ £& Cedge line of geometric solid) 
见 “ 几 何 体 ”. 

几何 体 的 顶点 (vertex of geometric solid) J) 
“几何 体 ”. 

几何 体 的 截面 (section of a solid) 与 几何 体 
有 关 的 一 种 平面 图 形 , 即 一 个 平面 与 一 几何 体 相 交 
所 得 的 平面 图 形 . 


见 “ 半 平面 ” 


一 种 特殊 的 截面 , 指 在 


中 截面 (midsection) 
有 两 平行 底面 (其 中 一 面 或 两 面 可 以 退化 为 点 或 线 
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图 1 三 棱柱 的 中 截面 图 2 球 的 中 截面 
段 ) 而 其 余 面 夹 在 两 平行 底面 之 间 的 有 限 几 何 体 中 ， 
平行 于 底面 且 与 两 底面 等 距 的 截面 .图 1、 图 2 给 
两 例 几 何 体 的 中 截面 的 图 形 . 

平面 体 (solid bounded by planes) 几何体 的 
一 种 . dE ROM e e PR. 如 果 一 个 空间 几何 体 纯 系 若干 
平面 块 围 成 , 则 称 为 平面 体 . 棱柱、 棱锥 , 校 台 、 拟 柱 
体 等 都 是 平面 体 . 

H m (surface solid) 几何 体 的 一 种 . 如 果 一 
个 空间 几何 体 的 表面 至 少 有 一 部 分 不 是 平面 ,而 是 
曲面 , 则 称 它 为 曲面 体 . 圆柱 .圆锥 、 圆 台 LER ERR AS 
都 是 曲面 体 . 

几何 空间 (geometric space) 简称 空间 .立体 
几何 的 基本 概念 之 一 . 指 物质 存在 的 广 延性 . 几何 空 
间 的 概念 原 是 人 类 对 自己 的 生存 范围 的 认识 在 大 脑 
中 的 反映 . 几何 学 在 研究 客观 事物 的 形状 、 大 小 、 相 
互 位 置 关 系 时 ,紧密 地 联系 着 对 空间 的 本 质 的 认识 ， 
逐渐 形成 了 空间 的 概念 . 通常 意义 下 的 几何 空间 是 
指 欧 几 里 得 三 维 空间 ,也 就 是 人 们 的 直觉 所 感受 到 
的 立体 空间 . 希 尔 伯 特 公理 系统 奠定 了 欧 几 里 得 几 
何 空 间 的 逻辑 基础 ,使 之 成 为 严格 的 数学 研究 的 对 
象 (参见 本 卷 《 高 等 几何 ) 中 的 “ 希 尔 伯 特 公 理 系 
统 ”). 随 着 人 类 认识 的 发 展 ,空间 这 一 概念 的 含义 也 
在 不 断 变 化 .两 千 多 年 来 ,对 欧 几 里 得 第 五 公设 独立 
性 的 研究 导致 了 非 欧 几何 的 发 现 ,而 在 爱 因 斯 坦 相 
对 论 的 理论 创建 中 非 欧 几何 所 发 挥 的 巨大 作用 又 反 
过 来 深化 了 对 空间 的 认识 . 现代 数学 中 研究 着 各 种 
各 样 的 空间 ,如 仿 射 空间 、 射 影 空 间 、 度 量 空间 、 拓 扑 
空间 等 ,它们 分 别 是 具有 某 种 数学 结构 的 集合 . 

半空 间 (semi-space) 亦 称 半 宇 .立体 几何 的 
基本 概念 之 一 . 指 一 个 平面 把 空间 中 不 在 该 平面 上 
的 点 分 成 两 部 分 ,每 一 部 分 都 称 为 半空 间 . 该 平面 称 
为 半空 间 的 界面 . 

半 宇 (semi-space)” 即 “半空 间 ”. 

半空 间 的 界面 (interface of half space) 
空间 ”. 

空间 图 形 (space figure) 亦 称 立体 图 形 . 一 种 
几何 图 形 . 指 空间 中 点 的 非 空 集合 图 形 .空间 图 形 可 
分 为 平面 的 和 非 平 面 的 两 类 . 如 果 图 形 的 所 有 点 在 
同一 个 平面 内 , 它 是 空间 的 平面 图 形 ;如 果 所 有 的 点 
不 共 面 , 它 是 非 平 面 图 形 . 

立体 图 形 (solid figure) ” 即 空间 图 形 .一 种 几 
何 图 形 . 但 人 们 和 常 在 狭义 下 使 用 立体 图 形 的 概念 , 即 


见 “ 半 


认为 构成 立体 图 形 的 点 不 同 在 一 个 平面 内 (参见 “ 空 
la] FZ”). 


空间 点 的 轨迹 (locus of points in space) 立体 
几何 的 基本 概念 之 一 .空间 中 适合 一 定 条 件 的 点 的 


集合 , 称 为 适合 该 条 件 的 点 的 轨迹 . 

空间 点 的 基本 轨迹 (fundamental locus of po- 
立体 几何 的 基本 概念 之 一 . 在 研究 
空间 点 的 轨迹 时 ,经 常用 到 的 一 些 轨迹 ,它们 是 研究 
其 他 轨迹 的 基础 ,一 般 称 为 空间 点 的 基本 轨迹 .空间 
点 的 基本 轨迹 常 指 如 下 几 种 . 

1. 与 一 定点 有 定 距 离 的 动 点 轨迹 是 以 定点 为 球 
心 , 定 距离 为 半径 的 球面 . 

2. 与 一 定 直 线 有 定 距 离 的 动 点 轨迹 是 以 定 直 线 
为 轴 , 定 距离 为 准 线 圆 半径 的 圆柱 面 . 

3. 与 一 定 平 面 有 定 距 离 的 动 点 轨迹 是 位 于 定 平 
面 两 侧 , 且 与 定 平面 有 已 知 点 离 的 两 个 平行 平面 . 

4. 距离 两 个 定点 等 远 的 动 点 轨迹 ,是 连结 两 定 
点 的 线段 的 垂直 平分 面 ( 亦 称 中 垂 面 )， 

5. 距 两 条 平行 直线 等 远 的 动 点 轨迹 ,是 这 两 直 
NEA Bx A9 PE A. 

6. 距 两 条 相交 直线 等 远 的 动 点 轨迹 是 过 交点 且 
与 相交 直线 所 在 平面 垂直 的 两 个 互相 垂直 的 平面 ， 
而 且 平 分 两 已 知 直线 间 的 角 . 

7. 距 两 平行 平面 等 远 的 动 点 轨迹 ,是 与 它们 平 
行 且 与 之 等 距 的 一 个 平面 . 

8. 距 两 个 相交 平面 等 远 的 动 点 轨迹 ,是 两 个 互 
相 垂 直 的 平面 .它们 是 两 个 相交 平面 构成 的 二 面 角 


ints in space) 


的 角 平 分 面 . 

除 空间 点 的 基本 轨迹 外 ,常见 的 空间 点 的 轨迹 
XH: 

1. 与 一 定 线段 的 两 端点 张 直角 的 点 的 轨迹 是 以 
这 定 线 段 为 直径 的 球面 . 


2. 到 两 定点 的 距离 之 比 为 定 值 (不 等 于 1) 的 点 
的 轨迹 是 一 个 球面 . AA RA ASB JAFA, 
B 的 距离 之 比 为 定 比 天 (天 0, 开 夭 1), 则 轨迹 球面 
的 中 心 在 直线 AB 上 .分 4B 为 定 比 KK 的 内 分 点 与 
分 AB 为 定 比 一 K 的 外 分 点 是 球面 一 直径 的 两 端点 . 

3. 到 两 定点 距离 的 平方 差 为 定 值 的 点 的 轨迹 ， 
是 一 个 垂直 于 两 定点 连 线 的 平面 . 

4. 到 两 定点 距离 的 平方 和 为 定 值 的 点 的 轨迹 ， 
如 果 存 在 而 且 不 退缩 为 一 点 的 话 , 是 以 两 定点 间 线 
段 的 中 点 为 中 心 的 球面 . | 

5. FE EL Al — fA E f Dt js SE BJ AMS. Is EE 
直 于 已 知 三 角形 所 在 平面 且 通 过 它 的 外 接 圆 圆心 的 
直线 . 

6. 到 已 知 三 角形 各 顶点 的 距离 与 三 已 知 线 段 成 
比例 的 点 的 轨迹 ,如 果 存 在 且 不 退缩 为 一 点 的 话 , 是 
一 个 圆 或 一 直线 . 
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7. 距 三 个 交 于 一 点 的 平面 等 远 的 点 的 轨迹 是 通 
过 这 一 点 的 四 条 直线 . 
迹 是 四 条 直线 

9. 关于 两 不 同心 的 球 的 帘 相 等 的 点 的 轨迹 ,是 
垂直 于 两 球 的 连 心 线 的 一 个 平面 ( 称 为 两 球 的 等 医 
面 或 根 面 ). 

10. 关于 球 心 不 共 线 的 三 球 等 寡 的 点 的 轨迹 ,是 
一 条 直线 , 它 是 每 两 已 知 球 的 等 寡 面 的 交 线 . 

空间 直线 的 轨迹 (locus of lines in space) W 


体 几 何 的 基本 概念 之 一 . 空间 中 适合 一 定 条 件 的 直 
线 的 集合 , 称 为 适合 该 条 件 的 直线 的 轨迹 . 


空间 直线 的 基本 轨迹 (fundamental locus of 
lines in space) ”立体 几何 的 基本 概念 之 一 . 在 人 研究 
各 空间 直线 的 轨迹 时 ,经销 用 到 一 些 轨迹 . 它们 是 研 
究 其 他 轨迹 的 基础 ,一 般 称 为 空间 直线 的 基本 轨迹 . 
空间 直线 的 基本 轨迹 和 常 指 下 面 几 种 : 

1. 过 定 直 线 外 定点 且 与 定 直 线 共 面 的 动 直线 的 
轨迹 ,是 定 直 线 与 定点 所 确定 的 平面 . 

2. 与 两 条 异 面 直线 中 的 一 条 相交 且 与 另 一 条 和 平 
行 的 空间 动 直 线 的 轨迹 ,是 过 前 直线 且 与 后 直线 平 
行 的 平面 ， 

3. 过 定 平面 外 定点 且 与 定 平 面 平行 的 空 
线 的 轨迹 ,是 过 定点 且 与 定 平面 平行 的 平面 . 

除 空间 直线 的 基本 轨迹 外 ,常见 的 空间 直线 轨 
迹 还 有 : 

”1. 通 过 一 定点 且 垂 直 于 定 直线 的 直线 的 轨迹 是 
一 个 平面 

2. 与 一 定 直 线 相 交 且 垂直 于 定 平面 的 直线 的 轨 
迹 是 一 个 平面 . 

3. 切 球 于 同一 点 的 所 有 切线 的 轨迹 ,是 在 该 点 
与 球 相 切 的 平面 . 

4. 通过 两 相交 直线 的 交点 , 且 与 这 两 直线 构成 
等 角 的 直线 的 轨迹 ,由 两 个 互相 垂直 的 平面 组 成 ,这 
两 个 平面 垂直 平分 两 相交 直线 的 夹 角 . 

5. 通过 定 直线 7 上 一 定点 O, 且 与 这 直线 构成 
定 角 (二 x/2) 的 直线 的 轨迹 ,是 以 O 为 顶点 ?为 轴 、 
2 倍 定 角 为 锥 顶 角 的 圆锥 面 . 

6. 平 行 于 给 定 直线 1, 并 且 到 /的 距离 等 于 定 值 
r 的 直线 的 轨迹 ,是 以 71 为 轴 、r 为 准 圆 半径 的 圆柱 
面 . 

7. 切 圆锥 面 于 定点 ( 非 顶 点 ) 的 所 有 切线 的 轨 
迹 , 是 圆锥 面 在 这 点 的 切 平面 . 

8. 切 圆 柱 面 于 定点 的 所 有 切线 的 轨迹 ,是 圆柱 
面 在 这 点 的 切 平面 . 

9. 过 球 外 一 点 引 球 的 切线 的 轨迹 是 一 个 圆锥 
面 , 它 以 已 知 点 为 顶点 ,已 知 点 与 球 心 连 线 为 轴 ，, 各 
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10. 平行 于 和 定 直 线 的 球 切 线 的 轨迹 是 一 个 圆柱 
面 , 它 以 过 球 心 且 平行 于 定 直 线 的 直线 为 轴 , 各 切 点 
组 成 的 球面 大 圆 为 准 线 . 

空间 几何 作 图 公法 (postulate of construction 
of space geometry) 完成 空间 几何 作 图 的 基本 法 
则 . 即 几 种 常用 的 简单 性 作 图 的 总 称 . 完成 一 个 空间 
几何 作 图 ,是 指 能 把 问题 归结 为 有 限 次 作 如 下 几 个 
认可 的 简单 作 图 : 

1. 任意 取 一 点 ,一 直线 ,一 平面 . 

2. 过 不 共 线 的 三 点 作 平 面 . 

3. 在 已 知 平面 内 的 尺 规 作 图 . 

4. 作 两 相交 平面 的 交 线 . 

上 述 四 条 称 为 空间 几何 作 图 公法 . 如 果 一 个 作 
图 题 不 能 归结 为 有 限 次 地 运用 作 图 公法 来 完成 作 
图 , 则 称 该 作 图 题 为 作 图 不 能 问题 . 这 与 符合 条 件 的 
图 形 不 存在 是 两 回 事 . 

空间 中 点 与 点 间 的 位 置 关系 (Positional rela- 
tion between two points in space) 立体 几何 的 重 
要 概念 之 一 . 描述 空间 两 点 位 置 关 系 的 特征 量 是 两 
点 间 的 距离 .两 点 重合 时 ,距离 为 零 ; 两 点 不 重合 时 ， 
距离 为 正 实数 . 空间 中 任意 三 点 都 共 面 . 空间 中 存在 
不 共 面 的 四 点 . 给 定 平面 上 四 点 A B,C, D, wA N 
个 不 全 为 零 的 数 a,b,c,d, 对 该 平面 上 任意 点 M, 当 
4 十 0 十 c 十 Cd 一 0 时 ,av,， MA? +b. MB? +c. MC? 4 
d * MD* 为 常数 . 

给 定 空 间 中 的 五 点 4,B,C,D, 瑟 ,总 有 不 全 为 
零 的 数 a,5,c,d,e, 对 空间 中 任意 点 M, 当 a 十 b 十 c 
t+dte=0W,a+-MA’+6-MB’+ec-MC’+d- 
MD? +e+ ME? 为 常数 . 

若 A4,B,C 三 点 不 共 线 ,它们 之 间 的 距离 分 别 
A BC=a,CA=b,AB=c,0A=2z,OB=y,0C=z, 
则 点 O 在 平面 4BC 上 的 充分 必要 条 件 是 

0: se^ BF x^ 7d 
C^ xs Xu ser c 
b a 0 de 1 

z 0 1 
1 l d I. 0 

45 zs 8] PAS a A B.C. D.O 间 的 距离 分 别 为 
BC -—a,CA-—b,AB-—c,DA-—a,DB-—f,DC-—Y,OA 
— r,0B— y,OC —z,OD-u 时, 则 必 有 关系 
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立体 几何 的 重 


between points and lines in space) 


要 概念 之 一 . 指 空间 的 一 点 与 一 条 直线 间 有 且 仅 有 
下 列 两 种 位 置 关 系 之 一 : 


1. 点 在 直线 上 或 说 直线 通过 点 . 

2. 点 不 在 直线 上 或 说 直线 不 通过 点 . 

描述 点 与 直线 位 置 关系 的 特征 量 是 点 到 直线 的 
距离 . 当 点 在 直线 上 时 ,点 到 直线 的 距离 为 零 ; 当 点 
不 在 直线 上 时 ,点 到 直线 的 距离 为 正 实数 . 

点 到 直线 的 距离 (distance between a point and 
a line)” 见 “空间 点 与 直线 的 位 置 关系 ”及 本 卷 《 空 
间 解 析 几 何 》 同 名 条 . 

空间 点 与 平面 的 位 置 关 系 (positional relation 
between points and planes in space) 立体 几何 的 
重要 概念 之 一 . 指 空间 中 的 一 点 与 一 平面 间 有 且 仅 
有 下 列 两 种 位 置 关系 之 一 : 


2. 点 不 在 平面 上 或 说 平面 不 通过 点 . 

描述 点 与 平面 的 位 置 关系 的 特征 量 是 点 到 平面 
的 距离 . 当 点 在 平面 上 时 ,点 到 平面 的 距离 为 零 ; 当 
点 不 在 平面 上 时 ,点 到 平面 的 距离 为 正 实数 . 

点 到 平面 的 距离 (distance from a point to a 
plane) 刻画 点 和 平面 间 的 度量 关系 的 一 个 量 . 从 
平面 外 一 点 作 这 个 平面 的 垂 线 ,这 个 点 和 垂 足 间 的 
线段 称 为 这 点 到 平面 的 垂 线段 , 它 的 长 度 称 为 点 到 
平面 的 距离 , 亦 称 为 点 到 平面 的 垂 线 长 . 点 到 平面 的 
距离 是 该 点 与 平面 内 的 点 连 线 长 度 的 最 小 值 .平面 
内 的 点 到 此 平面 的 距离 为 零 ( 参 见 本 卷 ( 空 间 解 析 几 
何 ) 同 名 条 ). 

点 到 平面 的 垂 线段 (perpendicular segment from 
a point to a plane) ” 见 “ 点 到 平面 的 距离 ”. 

点 到 平面 的 垂 线 长 (perpendicular length from 
a point to a plane)” 即 “点 到 平面 的 距离 ”. 

点 到 平面 的 比例 距离 中 心 (center of propor- 
tional distance between a point and a plane) Lt 
分 点 概念 的 推广 . 如 果 CI1yC2， ”9 Cn 是 n 个 不 全 为 零 
的 实数 , 且 ài ta: d t: a,750, 4 A5, 7, A, 是 空 
间 中 的 7 个 点 ,它们 到 定 平 面 a 的 距离 分 别 为 di, 
d; d, M, 分 A, A, 为 定 比 


a2 AM, 
a, M.A,’ 

M; 分 MA; 为 定 比 
a3 MM, 


a | M, 45M, 

|» M, aA, ’ 

则 称 M, HAA A35 A5, tA, 在 系数 G1s025*** 3d, 
影响 下 的 比例 距离 中 心 . M,_1 到 平面 a WBA 


es ad, 十 ad + *** + a.d, 
4 十 ac 十 十 CC， ’ 

FEA Áis 4:，…，4， 处 分 别 赋予 平行 力 C19CL29 » 
a, 当 诸 平行 力 的 合力 不 为 零 时 ,比例 距离 中 心 就 是 
该 组 平行 力 的 合力 中 心 . 

空间 两 直线 的 位 置 关 系 (positional relation of 
two straight lines in space) 立体 几何 的 重要 概念 
之 一 . 指 空间 两 直线 的 相关 位 置 . 空间 不 重合 的 两 直 
线 , 可 能 相交 ,平行 或 异 面 . 两 相交 直线 或 两 平行 直 
线 都 是 共 面 直线 . 两 异 面 直线 不 共 面 .平行 直线 可 讨 
论 它们 之 间 的 距离 ,相交 直线 可 讨论 它们 的 交角 , 蜡 
面 直线 可 讨论 它们 所 成 的 角 和 有 异 面 直线 间 的 距离 
(参见 本 卷 4 空 间 解 析 几 何 》 同 名 条 ). 

相交 (intersection) 几何 学 的 基本 概念 之 一 . 
在 平面 几何 和 立体 几何 中 , 线 和 线 、 线 和 面 、 面 和 面 
的 一 种 相互 位 置 关系 . 当 线 和 线 有 一 个 公共 点 AA 
面 有 一 个 公共 点 , 面 和 面 有 一 条 公共 线 时 ,就 称 这 些 
线 和 线 、 线 和 面 \ 面 和 面相 交 于 其 公共 点 ( 线 ), 它们 
的 公共 点 称 为 交点 ,公共 线 称 为 交 线 . 平 面 几何 中 最 
常用 到 直线 和 直线 相交 于 一 点 ,直线 和 圆 、 圆 和 圆 相 
交 于 两 点 . 立体 几何 中 除 以 上 者 外 ,还 常用 到 直线 和 
平面 相交 于 一 点 ,直线 和 球面 相交 于 两 点 ,平面 和 平 
面相 交 于 一 直线 ,平面 和 球面 .球面 和 球面 相交 于 一 
^ El. 必须 注意 相交 与 相 切 的 区 别 . 


交点 (intersecting point)” 见 “相交 ”. 

交 线 (intersecting line) ” 见 “ 相 交 ”. 

dj (concurrent) WARE MILD) [8] 4 
条 . 

HEE (collinear) 立体 几何 的 基本 概念 之 一 . 


平面 上 或 空间 中 若干 几何 元 素 共 有 的 与 直线 的 结合 
KA. 若干 点 共 线 是 说 它们 同属 于 一 条 直线 GS TF 
面 共 线 是 说 它们 同时 通过 一 条 直线 ,车 干 点 与 若干 
平面 共 线 是 说 它们 中 的 平面 共 线 且 所 指点 都 在 这 条 
直线 上 . | 

共 面 (coplanar) 立体 几何 的 基本 概念 之 一 . 
空间 的 若干 个 几何 图 形 , 如 果 它 们 的 点 都 在 同一 平 
面 上 , 则 称 它 们 共 面 . 空间 中 任何 三 点 都 共 面 ,它们 
所 在 的 面 就 是 它们 所 确定 的 平面 .两 直线 只 有 在 相 
交 或 平行 时 才 共 面 . 空间 中 一 点 与 一 条 直线 一 定 共 
面 , 当 点 不 在 直线 上 时 ,它们 所 在 的 面 是 该 点 与 直线 
上 的 不 同 两 点 所 确定 的 平面 . 共 面 的 几何 图 形 一 定 
都 是 平面 图 形 . 

点 在 平面 上 的 正 射 影 (orthogonal projection 
from a point to a plane) 满足 特定 条 件 的 一 个 点 . 
过 平面 外 一 点 回 平面 引 垂 线 , 阜 足 称 为 这 点 在 这 个 
平面 上 的 正 射 影 , 常 简称 射影 .平面 内 的 点 在 此 平面 
上 的 正 射影 就 是 它 本 身 .平面 称 为 射影 面 , 垂 线 称 为 
投射 线 . 


立体 几何 的 基础 知识 


点 在 平面 上 的 平行 射影 (parallel projection from 
a point to a plane) ” 亦 称 点 在 平面 上 的 平行 投影 . 
在 给 定 射 影 方 铝 的 条 件 下 ,与 点 和 平面 有 关 的 满足 
特定 条 件 的 一 个 点 . 给 定 平面 a 及 与 a 相交 的 直线 
l, 过 点 A TE FT ¥ L 的 直线 , 交 平 面 a FR 4 ， 则 点 
4 ' 称 为 点 44 沿 方向 7! 在 平面 c 上 的 平行 射影 . 直线 / 
的 方 回 称 为 投影 方向 ,直线 44 称 为 点 4 的 投影 
Zk ,平面 o 称 为 射影 面 . 点 在 平面 上 的 正 射 影 是 点 在 
平面 上 的 平行 射影 当 Z Le 时 的 特殊 情况 . 

点 在 平面 上 的 平行 投影 (parallel projection from 
a point to a plane) 即 “ 点 在 平面 上 的 平行 射影 ”. 

投射 方向 (projecting direction) 见 “ 点 在 平面 
上 的 平行 射影 "及 本 卷 人 4 平面 几何 》 同 名 条 ， 

投射 线 (projecting line) 见 “ 点 在 平面 上 的 正 
射影 ”及 “点 在 平面 上 的 平行 射影 ” 

射影 面 (plane of projection) 见 “ 点 在 平面 上 
的 正 射影 "及 “点 在 平面 上 的 平行 射影 ” 

异 面 直线 (logic difference surface lines) Jf 
称 交 错 直 线 、 相 左 直线 MAER. 满足 特定 条 件 的 
两 条 直线 . 不同 在 任何 一 个 平面 内 的 两 条 直线 称 为 
异 面 直线 . 画 异 面 直线 时 ,为 了 显示 出 它们 不 共 面 的 
特征 ,可 用 辅助 平面 来 衬托 (如 图 1. 图 2). 


| PA NS 
e» 
图 1 图 2 

交错 直线 (alternating lines) ” 即 “ 异 面 直线 ”. 

相左 直线 (different lines) ” 即 “ 异 面 直线 ”. 

ta St Ze (skew lines) ”有 即 “ 异 面 直线 ”. 

异 面 直线 所 成 的 角 (angle between skew lines) 
亦 称 异 面 直 线 交 又 角 . 刻画 异 面 直线 相关 位 置 的 一 
个 数 . 分别 平行 于 两 条 异 面 直线 的 两 相交 直线 所 成 
的 角 称 为 异 面 直线 所 成 的 角 . 如 果 两 条 蜡 面 直线 所 
成 的 角 是 直角 , 则 称 这 两 条 蜡 面 直线 互相 垂直 (参见 
本 卷 4 空 间 解 析 几 何 》 中 的 “空间 两 直线 的 夹 角 ”)， 

& HB & By 2 3€ £k (common perpendicular of 
skew lines) ”刻画 异 面 直线 相关 位 置 的 一 条 直线 . 
和 两 条 异 面 直线 都 垂直 相交 的 直线 称 为 两 条 异 面 直 
线 的 公 垂 线 .两 条 异 面 直线 有 一 条 且 只 有 一 条 公 垂 
线 . 两 异 面 直线 的 公 垂 线 
上 ,两 垂 足 之 间 的 部 分 , 称 
为 两 条 异 面 直线 的 公 垂 线 
Br. 公 垂 线段 的 长 度 是 分 别 


在 两 条 蜡 面 直线 上 的 两 点 
间 踢 离 中 的 最 小 者 ,因此 将 它 称 为 两 条 异 面 直线 间 
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wz 体 几 du 


的 距离 ( 见 图 ). 

异 面 直线 间 的 距离 (distance between skew 
lines) 见 “ 异 面 直 线 的 公 垂 线 ? 及 本 卷 4《 空 间 解 析 几 
何 》 同 名 条 . 

异 面 直线 的 方向 平面 (directional plane of skew 
lines) 刻画 蜡 面 直线 相关 位 置 的 平面 .同时 平行 于 
两 条 异 面 直 线 的 平面 称 为 异 面 直 线 的 方向 平面 . 

射线 从 (ray bundle) 一 种 空间 图 形 . 空间 中 ， 
从 同一 点 出 发 的 全 体 射 线 的 集合 称 为 射线 从 . 这 点 
称 为 丛 心 .以 O 点 为 丛 心 的 射线 从 称 为 射线 丛 O. 
若 认为 射线 包括 端点 ,那么 射线 从 OO 即 是 以 O 为 中 
心 的 中 心 直 线 从 . 和 否认 为 射线 不 包括 端点 ,那么 射线 
从 O 连同 点 O 就 是 以 O 为 中 心 的 中 心 直 线 从 ， 

Mù (center of bundle) W STAM”. 

直线 从 (bundle of straight lines) ZR Ey Et £X 
把 .一 种 空间 图 形 . 空间 中 通过 同一 个 点 或 平行 于 同 
一 条 直线 的 全 体 直线 的 集合 称 为 直线 从 . 从 中 直线 
共 点 时 ,此 从 称 为 中 心 直 线 从 ,此 点 称 为 中 心 直 线 从 
的 中 心 . 从 中 直线 平行 时 ,此 从 称 为 平行 直线 从 . 平 
行 直 线 从 无 中 心 或 说 中 心 在 无 穷 远 处 (参见 本 着 《 空 
则 解析 几何 中 的 “直线 把 ”). 

中 心 直 线 从 (central bundle of straight lines) 
见 “ 直 线 从 ”. | 

直线 从 的 中 心 (center of straight lines bundle) 
见 “ 直 线 从 ”. 


平行 直线 从 (parallel lines bundle) — JL ^ Et ££ 
Ke. 
丛 内 图 形 (figure in the bundle) 一 种 空间 图 


形 . 对 于 中 心 直 线 从 O, 如 果 在 空间 图 形 EER 
异 于 从 心 O 的 点 A AHA OA 上 的 所 有 点 都 在 下 
上 , 则 图 形 下 称 为 从 O 内 图 形 .中心 直 线 从 的 从 内 
图 形 如 :过 从 心 O 的 直线 .平面 ; 棱 过 丛 心 O 的 二 面 
角 ; 顶点 在 丛 心 ON HA. AES. 属于 丛 O 的 从 
内 图 形 的 集合 与 以 O 为 球 心 的 球面 图 形 的 集合 ,可 
建立 一 一 对 应 , 即 一 个 从 内 图 形 对 应 于 它 与 球面 相 
截 、 截 出 的 球面 图 形 . 例如 ,与 上 列 从 内 图 形 相 对 应 
的 球面 图 形 是 :直径 两 端点 .大圆 .球面 二 角形 、 球 面 
BUG /) AS. 对 于 平行 直线 处 ,具备 下 述 性 质 的 
空间 图 形 F 称 为 丛 内 图 形 : 在 下 上 任 取 一 点 A. EE 
线 4 如 平行 于 丛 内 直线 , 则 4838 上 所 有 点 都 在 下 
内 .平行 直线 从 的 从 内 图 形 如 :平行 于 从 内 直线 的 直 
线 或 平面 , 核 平行 于 从 内 直线 的 二 面 角 , 母 线 平行 于 
从 内 直线 的 圆柱 面 等 . 

空间 三 线 平行 定理 (theorem of three parallel 
lines in space) 立体 几何 的 基本 定理 之 一 . Wn SR PS 
条 直线 分 别 与 第 三 条 直线 平行 , 则 这 两 条 直线 也 互 
相 平 行 . 这 一 定理 反映 空间 中 彼此 不 同 的 直线 平行 
关系 的 传递 性 . 

Z2 


zs B] 3E 17 fH EH (theorem of parallel angles in 
space) 立体 几何 的 基本 和 定理 之 一 . 对 于 空间 两 个 
不 相同 的 角 , 如 果 它 们 的 两 组 对 应 边 分 别 平行 , 则 这 
两 个 角 相 等 或 互补 . 当 角 的 两 组 对 应 边 同 时 同 向 或 
同时 反 向 时 ,两 角 相 等 . 当 两 组 对 应 边 一 组 同 向 一 组 
反 回 时 ,两 角 互 补 . 

直线 与 平面 的 位 置 关 系 (positional relation be- 
tween a line and a plane) 立体 几何 的 重要 概念 之 
一 .空间 中 的 一 条 直线 与 一 个 平面 有 且 仅 有 下 列 三 


Mq «v | 


1. 直线 在 平面 内 或 说 平面 通过 直线 . 

2. 直线 与 平面 平行 或 说 平面 与 直线 平行 . 

3. 直线 与 平面 相交 或 说 平面 与 直线 相交 . 

确定 直线 与 平面 是 平行 ,相交 或 直线 在 平面 内 
的 方法 ,是 看 直线 与 平面 是 否 没 有 、 仅 有 一 个 或 有 两 
个 公共 点 . 描述 直线 与 平面 的 位 置 关系 的 特征 量 是 
直线 与 平面 的 距离 与 交角 . 当 直 线 与 平面 平行 时 ,用 
BASH HIER. BS fi vb ,而 交角 为 零 . 当 直 线 与 平面 
相交 时 ,用 直线 与 平面 的 交角 描述 ,而 距离 为 零 . 当 
直线 在 平面 内 时 ,直线 到 平面 的 距离 与 直线 和 平面 
的 交角 都 是 零 ( 参 见 本 卷 《空间 解析 几何 ) 同 名 条 ). 

直线 在 平面 内 (straight line in a plane) J 
“直线 与 平面 的 位 置 关系 ”. 

直线 和 平面 平行 (parallelism between a line 
and a plane) 见 “ 直 线 与 平面 的 位 置 关 系 ” 


直线 和 平面 相交 (intersection between a line 
and a plane) ” 见 “ 直 线 与 平面 的 位 置 关 系 ”. 

直线 和 平面 垂直 (perpendicular between a line 
and a plane) 空间 直线 和 和 平面 的 一 种 位 置 关 系 . 如 
果 一 条 直线 垂直 于 一 个 平面 / 
内 的 任何 一 条 直线 , 则 称 这 
条 直线 和 这 个 平面 互相 垂 = 
B. 直线 称 为 平面 的 垂 线 , 平 S 
面 称 为 直线 的 垂 面 . 直线 和 
平面 的 交点 称 为 垂 足 . 直线 / 垂直 于 平面 w, 记 为 
/| ua, 读 作 直线 /垂直 于 平面 a. 

平面 的 垂 线 (perpendicular line of a plane) 
见 “ 直 线 和 平面 垂直 ”. 

直线 的 垂 面 (perpendicular plane of a straight 
line)” 见 “直线 和 平面 垂直 ”. 

Æ Æ (foot of a perpendicular line) 
HER”. 

直线 和 平面 垂直 的 判定 (decision of perpendic- 


见 “ 直 线 和 


ular between a line anda plane) 判定 直线 与 平面 
垂直 的 几 个 充分 条 件 . 下 列 条 件 每 一 个 都 可 判定 直 
线 和 平面 垂直 : 

l. 直线 垂直 于 平面 上 的 两 条 相交 直线 . 

2. 直线 与 一 条 垂直 于 平面 的 直线 平行 . 


a b a 
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3. 直线 是 同 垂直 于 第 三 个 平面 的 两 个 平面 的 交 
线 . 
4. 直线 上 两 点 在 平面 上 的 正 射影 重合 . 


a 
A 
Ay 


\a 


5. 直线 垂直 于 与 这 个 平面 平行 的 另 一 个 平面 

6. 直线 在 垂直 于 这 个 平面 的 平面 上 ,而 且 垂直 
于 这 两 个 平面 的 交 线 . 

直线 和 平面 垂直 的 性 质 (property of perpen- 
dicular between a line and a plane) 直线 与 平面 垂 
直 的 几 个 必要 条 件 . 直线 和 和 平面 垂直 的 主要 性 质 有 : 

1. 垂直 于 同一 个 平面 的 两 条 直线 平行 . 

2. 垂直 于 一 个 平面 的 直线 垂直 于 这 个 平面 内 的 
任何 直线 . 

3. 垂直 于 一 条 直线 的 平面 包含 垂直 于 该 直线 的 
直线 或 与 它 平 行 . 


a 


b 
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4. 过 一 点 只 能 作 已 知 平面 的 一 条 垂 线 . 

5. 过 一 点 只 能 作 已 知 直 线 的 一 个 垂 面 . 

直线 与 平面 斜 交 (oblique intersection between 
a line and a plane) 空间 直线 和 平面 的 一 种 位 置 关 
系 .一 条 直线 和 一 个 平面 相交 ,但 不 和 这 个 平面 垂 
直 , 则 这 条 直线 称 为 这 个 平面 的 斜 线 . 斜 线 和 平面 的 
交点 称 为 斜 线 足 ,简称 斜 足 . 

平面 的 斜 线 (Coblique lines of a plane) 
线 与 平面 斜 交 ”. 

#1 £k IE (foot of an oblique line) 
MRH”. 

$ E Coot of an oblique line) 和 斜 线 足 的 简称 . 

直线 和 平面 平行 的 判定 (decision of parallelism 


见 “ 直 


见 “ 直 线 与 平 
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between a line anda plane) 判定 直线 与 平面 平行 
的 几 个 充分 条 件 . 下列 条 件 每 一 个 都 可 判定 直线 和 
平面 平行 : 

1. 直线 平行 于 平面 上 的 一 条 直线 . 

2. 过 直线 上 两 点 做 到 平面 上 的 平行 斜 线 的 斜 线 
段 长 度 相 等 . 

3. 直线 上 两 点 到 平面 的 距离 相等 上 且 不 为 零 . 

4. 过 直线 的 平面 与 已 知 平面 相交 的 交 线 与 这 直 
线 平行 . 

5. 过 直线 能 作 与 已 知 平面 平行 的 平面 . 

直线 和 平面 平行 的 性 质 (property of paral- 
lelism between a line and a plane) 直线 与 平面 平 
行 的 几 个 必要 条 件 . 直线 和 平面 平行 的 主要 性 质 有 : 

1. 直线 上 的 点 到 平面 的 距离 相等 . 

2. 直线 上 的 点 到 平面 上 的 平行 斜 线段 长 度 相 
等 . 

3. 过 直线 能 作 与 已 知 平面 平行 的 平面 . 

4. 过 平面 上 的 点 作 直 线 的 平行 线 必 在 此 平面 
XE 

5. 直线 上 的 线段 在 平面 上 的 正 投影 和 和 斜 投影 的 
长 度 都 等 于 原 线 段 的 长 度 . 

6. 过 直线 的 平面 与 已 知 平面 相交 的 交 线 与 这 直 
线 平行 . 

相交 直线 夹 角 的 平分 面 (bisection plane of an 
angle between two intersecting lines) 满足 特定 条 
件 的 平面 . 即 经 过 两 相交 直线 
夹 角 的 平分 线 , 且 与 这 两 直线 
所 在 平面 垂直 的 平面 (如 图 ). 
相交 直线 夹 角 平分 面 上 的 点 ， 
到 两 直线 等 距离 . 反之 ,在 空 
间 中 与 两 相交 直线 等 距离 的 
点 的 轨迹 是 这 两 直线 夹 角 的 
两 个 平分 面 . 

£k Ez AY BE BOSE 4} IE] (perpendicular bisection 
plane of a line segment) 简 
称 线段 的 中 垂 面 . 满足 特定 条 
件 的 平面 . 即 过 一 条 线段 的 中 


点 ,并 且 和 这 条 线段 垂直 的 平 4 NE 
面 . 线段 的 垂直 平分 面 是 空间 
到 线段 的 两 个 端点 距离 相等 
的 点 的 轨迹 . 

oe E& AY rh Æ ff] (perpendicular bisection plane 
ofa line segment) 线段 的 垂直 平分 面 的 简称 ， 


直线 到 平面 的 距离 (distance between a line and 
a plane) 立体 几何 的 重要 概念 之 一 . 指 直 线 上 的 
点 与 平面 上 的 点 之 间 的 距离 的 最 小 者 . 根据 空间 直 
线 和 平面 的 位 置 关系 ,分 两 种 情形 : 
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图 1 图 2 
1. 如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 平行 ,这 条 直线 上 
任意 一 点 到 平面 的 距离 ,都 是 这 条 直线 到 平面 的 距 
离 ( 如 图 1). 

2. 如 果 直 线 和 平面 相交 或 者 直线 在 平面 内 , 直 
线 到 平面 的 距离 为 零 ( 如 图 2). 

直线 在 平面 上 的 正 射影 (orthogonal projection 
from a line to a plane) 相对 于 一 条 直线 和 一 个 平 
面 的 一 条 特殊 直线 或 一 个 点 . 即 直线 上 不 同 的 两 点 


A B I l 


| A 
"m BD 
Iam ie S JPE 
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在 平面 上 的 正 射 影 所 确定 的 直线 . 正 射 影 常 简称 射 
影 . 当 直 线 垂 直 于 平面 时 ,直线 在 平面 上 的 射影 退缩 
为 一 个 点 . 当 直 线 在 平面 上 时 ,射影 就 是 它 自 身 . 
线段 在 平面 上 的 正 射影 (orthogonal projection 
from a line segment to a plane) 相对 于 一 个 线段 
和 一 个 平面 一 条 特殊 的 线段 或 一 个 点 .线段 的 两 端 
点 在 平面 上 的 正 射影 所 连结 成 的 线段 称 为 线段 在 平 


7 A CB?) 


面 上 的 正 射影 . 如 果 线 段 AB 与 平面 < 平行 ,4' 是 
AB 在 平面 a 上 的 正 射 影 , 则 A'B' — AB. 如 果 线 段 
AB 或 它 的 延长 线 与 平面 a 和 斜 交 , 则 A'B’ <A B,. 
如 果 线 段 A.B, 垂直 于 平面 a, WA Ez A,B, 在 平面 
上 的 射影 为 一 点 . 如 果 线 段 AB 和 平面 的 交角 为 v» 
BAR AB 在 平面 内 的 正 射影 为 A'B' WA 

A'B' = ABcos 9, 

E ££ W #2 84 T (projecting plane of a straight 
line) 相对 于 一 条 直线 或 
投影 面 的 一 个 特殊 平面 . 当 
直线 不 与 平面 垂直 时 ,从 直 
线 上 各 点 向 平面 (投影 面 ) 
所 作 的 垂 线 (投射 线 ) 在 同 
一 平面 内 ,该 平面 称 为 已 知 
直线 问 已 知 平面 的 投射 面 . 

图 形 在 平面 上 的 正 射 影 (orthogonal projection 
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from a figure to a plane) 相对 于 一 个 图 形 的 一 个 


特定 的 平面 图 形 . 即 一 个 图 形 上 的 各 点 在 平面 a 上 
的 正 射影 所 组 成 的 图 形 . 平 面 图 形 在 一 个 平面 上 的 
正 射影 是 一 个 平面 图 形 .空间 图 形 在 平面 上 的 正 射 
影 也 是 平面 图 形 . 

图 形 在 平面 上 的 平行 射影 (parallel projection 
from a figure to a plane) 相对 于 一 个 图 形 的 一 个 


特定 的 平面 图 形 . 即 一 个 图 形 上 各 点 向 同一 平面 的 
同 向 平行 射影 所 组 成 的 图 形 . 平面 图 形 在 平面 上 的 
平行 射影 是 一 个 平面 图 形 . 空间 图 形 在 平面 上 的 平 
行 射影 也 是 平面 图 形 . 

面积 射影 定理 (projection theorem of an area) 
立体 几何 的 重要 定理 之 一 . 指 计 算 投 影 图 形 面积 的 
定理 . 对 于 面积 为 S 的 平面 图 形 , 如 果 它 所 在 平面 a 
与 平面 8 的 夹 角 为 p.M 


1. 它 在 8 内 的 正 投影 图 形 的 面积 为 Scos e. 

2. 当 投 射线 与 a B 垂直 , 且 与 的 夹 角 为 y 
时 , 它 在 S 内 的 倾斜 投影 图 形 的 面积 

Ssin(¢g + J) 
sind : 

B f8 81 X5 XE JE (projection theorem of a right 
angle to a plane) 立体 几何 的 重要 定理 之 一 . 一 直 
角 在 平面 上 的 ( 正 ) 射 影 为 直角 的 充分 必要 条 件 是 : 
原 直 角 至 少 有 一 边 平 行 于 该 平面 或 在 该 平面 内 且 另 


一 边 不 与 平面 垂直 . 
斜 线 长 定理 (theorem of the length of an obli- 


que line) 立体 几何 的 重要 定理 之 一 . 从 平面 外 一 
点 回 这 个 平面 所 引 的 垂 线段 P 
和 和 斜 线段 中 : 


1. 射影 相等 的 两 条 斜 线 
段 相等 . 

2. 射影 不 等 的 两 条 和 斜 线 
段 中 ,射影 较 长 的 斜 线段 较 
长 . 


3. 垂 线段 比 任何 一 条 和 斜 线段 都 短 . 
射影 长 定理 (theorem of length of segment pro- 
jection) 立体 几何 的 重要 
定理 之 一 . 从 平面 外 一 点 向 
这 个 平面 所 引 的 垂 线段 和 和 斜 
线段 中 : 

1. 相等 的 斜 线 段 的 射影 
2. 不 相等 的 两 条 斜 线段 中 , 斜 线 段 长 的 射影 较 


长 . 
例如 ,过 平面 a 外 一 点 书 引 平面 的 垂 线段 PO 
与 斜 线段 P4,PB,PC. 如 PB=PC, 则 OB=OC; 如 
P4>PB, 则 4>OB. 
直线 与 平面 的 交角 (angle between a straight 
line and a plane) 立体 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 与 
平面 斜 交 的 直线 和 它 在 平面 上 的 正 射 影 所 夹 的 锐 
角 . 与 平面 垂直 的 直线 和 平面 的 交角 是 直角 ;与 平面 
平行 或 在 平面 内 的 直线 与 平面 的 交角 是 0" 的 角 . 直 
线 和 平面 的 交角 0 的 范围 是 0 0x90" C LU Ro 
HEH”). 


Bx /J\ fA EI (theorem of the minimal angle) 


立体 几何 的 重要 定理 
之 一 . 与 平面 斜 交 的 直 

线 与 它 在 该 平面 内 的 ZA ? 
射影 的 夹 角 不 大 于 直 O d 


线 与 平面 内 其 他 直线 : 
的 夹 角 . 图 中 直线 a 在 
平面 xc 上 的 射影 是 OB,a 与 0B 的 夹 朋 是 ,2 是 平 
面 c 上 的 任何 一 条 直线 , 则 < 与 5 的 夹 角 不 小 于 9， 
所 以 9 是 a 与 平面 上任 一 直线 的 最 小 角 . 
=Æ% E (theorem of three perpendiculars) 
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立体 几何 的 重要 定理 之 一 .平面 内 的 一 条 直线 ,如果 
和 这 个 平面 的 一 条 和 斜 线 

的 射影 垂直 ,那么 它 也 和 

这 条 和 斜 线 垂直 . 三 垂 线 定 

理 通过 平面 斜 线 的 射影 

与 平面 内 一 直线 的 垂直 » 
关系 来 判定 斜 线 与 平面 | 3 
内 一 条 直线 垂直 ,由 于 定 T | X 
理 中 涉及 三 条 与 平面 内 

已 知 直 线 有 垂直 关系 的 

直线 (如 图 ,P4 |a,PB la,4B51a), 故 称 为 三 垂 线 - 
定理 . 

= Æ EHH UE FE (converse of the theorem 
of three perpendiculars) 立体 几何 的 重要 定理 之 
一 .平面 内 的 一 条 直线 ,如果 和 这 个 平面 的 一 条 和 斜 线 
垂直 ,那么 它 也 和 这 条 斜 线 的 射影 垂直 ， 

平面 的 最 小 倾斜 线 Cminimal oblique line of the 
plane) +X} FEA B9 
一 条 有 特定 位 置 的 直线 . 
如 平面 < 与 铅 垂 线 相 交 ， 
WERE a 上 的 射影 直线 
与 铅 垂 线 的 夹 角 , 比 a 上 
其 他 直线 与 铅 垂 线 的 夹 角 
都 小 ,这 条 射影 直线 称 为 
ak WR) MAA. 这 里 
F5 fel at Fe HX ETH ERI. 图 中 AB 为 铅 垂 线 ， 
与 平面 a Ar B,AB 在 a 上 的 射影 为 BO,BCCa, 
WAABO</ZABC,BO 是 平面 a 上 的 最 小 倾斜 线 ， 

平面 的 最 大 倾斜 线 (maximal oblique line of 
the plane) 相对 于 水 平 
面 有 特定 位 置 的 直线 . 平 
面 a 与 水 平面 相交 ,a 上 
垂直 于 交 线 的 直线 与 水 平 
面 夹 角 大 于 a 上 其 他 直线 
与 水 平面 的 夹 角 , 它 称 为 
平面 a 上 的 最 大 倾斜 线 . 这 里 的 倾斜 是 相对 于 水 平 
面 而 言 的 . 

两 平面 的 位 置 关 系 (positional relation between 
two planes) ”立体 几何 的 重要 概念 之 一 . 两 个 平面 
具有 下 列 三 种 位 置 关 系 ， 

1. 两 平面 重合 ,它们 在 空间 占有 完全 相同 的 位 
置 . 

2. 两 平面 相交 . 

3. 两 平面 平行 . 

两 平面 平行 时 ,它们 无 公共 点 . 两 平面 相交 时 ， 
它们 有 惟一 的 一 条 公共 直线 . 两 平面 重合 时 ,它们 有 
不 在 同一 直线 上 的 三 个 公共 点 . 两 平面 位 置 关 系 与 
两 平面 的 交角 的 关系 是 ; 当 两 平面 平行 或 重合 时 , 交 
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角 a==0; 当 两 平面 相交 时 ,交角 Oan (BWA SE 
《空间 解析 几何 》 同 名 条 ). 

三 平面 的 位 置 关 系 (positional relation of three 
planes) 立体 几何 的 重要 概念 之 一 .空间 中 的 三 个 
平面 下列 八 种 位 置 关 系 : 

、 LETS. 


DZO 


1. 三 个 平面 重合 . 
2. 两 个 平面 重合 ， 
3. 两 个 平面 重合 ,第 三 个 平面 与 它们 相交 于 同 


=PF HS EMEG 


一 直线 . 

4. 三 个 平面 彼此 平行 . 

5. 两 个 平面 平行 ,第 三 个 平面 与 它们 相交 . 

6. 三 平面 两 两 相交 ,三 条 交 线 平行 

7. 三 平面 两 两 相交 ,三 条 交 线 重合 . 

8. 三 平面 两 两 相交 ,三 条 交 线 共 扣 

三 平面 两 两 相交 时 ,三 条 交 线 平行 、 重 合 或 共 点 
可 由 其 中 任 两 条 交 线 平行 .重合 或 相交 惟一 决定 ， 

两 两 相交 的 三 个 平面 的 交 线 性 质 (property of 
intersection lines of three pairwisely intersecting 
planes) 见 “ 三 平面 的 位 置 关系 ” 

平面 对 空间 的 分 割 (cutting space by plane) 
关于 平面 划分 空间 的 一 个 结论 . 若干 平面 把 空间 分 
割 为 任意 两 部 分 都 无 公共 点 的 寿 干 部 分 , 称 为 这 些 
平面 对 空间 的 分 割 . 设 个 平面 将 三 维 空间 至 多 可 
4t BI Dn) #4}, D1) =2,D(2) =4,D(3) =8 
可 以 直接 得 出 ,可 以 推导 出 的 一 般 结论 是 


DG) — GE 4-29 —D 


一 C, 十 C, 十 C 十 C,(2 之 3)， 
平行 平面 定理 (theorem of parallel planes ) 
立体 几何 的 重要 定理 之 一 . 如 果 一 个 平面 与 两 个 平 
行 平 面 同 时 相交 , 则 在 形成 的 三 面 八角 几何 图 形 中 : 
1. 同位 二 面 角 相等 ,如 图 中 的 7 -a-a =7'-b-p'. 
2. 内 错 二 面 角 相等 ,如 图 中 的 a -a-Y — 8-b-Y'. 
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3. 外 错 二 面 角 相 等 ,如 
图 中 的 a! -a-7' = B-b-Y. N 

4. 同 劳 内 二 面 角 互补 ， à 
如 图 中 的 a'-a-Y 和 B-b-Y' 8. Teor 
" "m 

.maa-maun. LLS 
如 图 中 的 a-a-X' 和 B-b-Y E p 
Ah. 

平行 平面 截 直 线 定 理 (theorem of cutting the 
line by parallel planes) Y. 
体 几何 的 重要 定理 之 一 . 如 果 
, a, 是 一 组 平行 平 
面 , 直 线 a.b 都 与 它们 相交 ， 
其 交点 分 别 为 Ay, A,,… ,A, 
与 B, :Bs 7 ，B,( 如 图 ), 则 对 
任何 i,j,k,LE (1,2,…… 
AjkAl A 


Q1: Qo eee 


n) st 


AA, A,A, 
BB, BB 

两 平面 平行 (parallelism between two planes) 
两 平面 间 的 一 种 位 置 关系 .如 果 两 个 平面 没有 公共 
点 , 则 称 这 两 个 平面 有 平行 位 置 关系 ,简称 两 平面 相 
互 平行 ,一 个 平面 称 为 男 一 个 平面 的 平行 平面 . 

两 平面 平行 的 判定 (decision of parallelism be- 
tween two planes) 判定 两 平面 平行 的 几 个 充分 条 
ft. 下 列 条 件 每 一 个 都 可 判定 两 平面 平行 : 

1. 一 个 平面 内 有 


LET LEP LT 
Nana M2 Bn a 


3. 都 平行 于 第 三 


个 平面 . b 
TT AA 

两 条 相交 直线 分 别 与 

Se EA Vig 


相交 直线 平行 . 

两 平行 平面 的 性 质 (property of two parallel 
planes) 平面 平行 的 几 个 必要 条 件 . 两 平行 平面 的 
主要 性 质 有 : 

1 它们 和 第 三 个 平面 的 交 线 平行 . 

2. 垂直 于 一 个 平面 的 直线 也 垂直 于 另 一 个 平 
É. 

3. 和 其 中 一 个 平面 相交 的 直线 必 和 另 一 个 平面 
相交 . 

4. 第 三 个 平面 和 其 中 一 个 平面 相交 (或 平行 )， 
必 和 另 一 平面 也 相交 (或 平行 ). 

5. 其 中 一 个 平面 上 的 任何 一 条 直线 都 平行 于 另 


一 个 平面 

6. 夹 在 它们 间 且 与 它们 相交 的 平行 线段 相等 ; 
公 垂 线段 的 长 相等 . 

两 平行 平面 的 公 重 线 (common perpendicular 
of two parallel planes) 刻画 两 平行 平面 相关 位 置 
的 直线 . 和 两 个 平行 平面 垂直 的 直线 称 为 这 两 个 平 
行 平面 的 公 垂 线 . 过 空间 任何 一 点 ,都 可 作 两 平行 平 
面 的 一 条 公 垂 线 . 

两 平行 平面 的 公 重 线段 (Common perpendicu- 
lar segment of two parallel planes) 刻画 两 平行 平 
面相 关 位 置 的 线段 . 8 POE TOF rh I0 zs EE ER 
两 平行 平面 间 的 线段 . 

两 平行 平面 间 的 距离 (distance between two 
parallel planes) 刻画 两 平行 平面 相关 位 置 的 一 个 
数量 . 两 平行 平面 的 公 垂 线段 的 长 度 称 为 这 两 平行 
平面 间 的 距离 . 它 是 分 别 在 两 平行 平面 上 的 两 点 间 
的 距离 的 最 小 者 . 

两 平面 相交 (intersection between two planes) 


两 平面 间 的 一 种 位 置 关系 . 如 果 两 个 平面 只 有 一 条 


公共 直线 ,就 说 这 两 个 平面 有 相交 位 置 关系 ,简称 两 
平面 相交 . 这 两 个 平面 称 为 相交 平面 ,而 这 条 公共 直 
线 称 为 这 两 个 平面 的 交 线 . 

相交 平面 (intersecting planes) 
a. 

3E mE BY 35 & (intersection line of planes) Wl, 
“两 平面 相交 ”. 

两 HW 3E B (perpendicular between two pla- 
nes) ”两 平面 间 的 一 种 位 置 关 系 . ATF IELTRAE Sr 
所 成 的 二 面 角 是 直 二 面 角 , 则 称 这 两 个 平面 互相 垂 
E. 其 中 任 一 个 平面 称 为 另 一 个 平面 的 垂直 平面 . 

垂直 平面 (perpendicular plane) JL“ PYF H Æ 
H- 

两 平面 垂直 的 判定 (decision of perpendicular 
between two planes) 判定 两 平面 垂直 的 几 个 充分 
条 件 . 下 列 条 件 每 一 个 都 可 判定 两 个 平面 互相 垂直 ， 

1. 一 个 平面 经 过 另 一 个 平面 的 一 条 垂 线 . 

2. 与 一 个 平面 平行 的 平面 或 直线 与 男 一 个 平面 
垂直 . 

3. 与 一 个 平面 垂直 的 平面 或 直线 与 另 一 个 平面 
平行 . 

4. 一 个 平面 上 不 共 线 的 三 点 ,在 为 一 4E TRLE 
的 正 射 影 共 线 . 

两 垂直 平面 的 性 质 (property of two perpendic- 
ular planes) 两 平面 垂直 的 几 个 必要 条 件 . 两 垂直 
平面 的 主要 性 质 有 : 

1. 一 个 平面 上 垂直 于 交 线 的 直线 也 垂直 于 另 一 
个 平面 . | 

2. 从 一 个 平面 上 任 一 点 到 另 一 个 平面 的 垂 线 必 


见 “两 平面 相 


立体 几何 的 基础 知识 


在 前 一 个 平面 上 . 

3. 垂直 于 一 个 平面 的 平面 与 男 一 个 平面 的 交 线 
也 垂直 于 前 一 个 平面 . 

平面 束 (pencil of planes) 
足 某 一 条 件 的 平面 的 集合 
称 为 平面 束 . 指 如 下 两 种 
平面 集合 : 

1. 由 所 有 彼此 平行 的 
平面 组 成 的 集合 称 为 平行 
平面 束 . 

2. 由 相交 于 同一 条 直 
线 的 所 有 平面 组 成 的 集合 
称 为 共 线 平面 束 或 相交 平 
面 束 ,这 条 直线 称 为 共 线 平面 束 的 轴 ( 如 图 )( 参 见 本 
卷 《 空 间 解 析 几 何 ) 同 名 条 ). 

平行 平面 束 (pencil of parallel planes) 
面 束 ”. 

R FR (pencil of collinear planes) 
Wi". 

3E TÉ] ROBY HH (axis of a pencil of collineation 
planes) UFR”. 

相交 平面 束 (pencil of intersecting planes) Bp 
“ 共 线 平面 束 ”. 

”平面 把 (bundle of planes) ” 亦 称 平面 从 .一 种 
空间 图 形 . 过 空间 一 定点 的 所 有 平面 组 成 的 集合 称 
为 平面 把 . 这 个 定点 称 为 平面 把 的 中 心 . 另 一 种 平面 
把 是 平行 于 同一 条 直线 (或 说 此 直线 的 方向 ) 的 全 体 
平面 的 集合 . 在 把 方向 看 做 它 所 指 的 无 穷 远 点 后 ,不 
妨 认为 这 种 平面 把 是 通过 同一 个 无 穷 点 的 全 体 平面 
的 集合 (参见 本 卷 《 空 间 解 析 几 何 》 同 名 条 ). 

平面 从 (planes bundle) 即 “ 平 面 把 ” 

平面 把 的 中 心 (center of bundle of planes) J 
“平面 把 ” 

空间 折线 (space broken line) 一 种 空间 图 形 . 
依次 首尾 相 接 的 者 干线 段 组 成 的 空间 图 形 称 为 空间 
折线 . 组 成 空间 折线 的 各 线段 ,可 以 不 共 面 (参见 本 
卷 《 平 面 几何 中 的 “折线 ”). 

封闭 空间 折线 (closed broken line in space) 
一 种 特殊 的 空间 折线 、 指 首尾 端点 重合 的 空间 折线 
(参见 本 卷 4 平 面 几何 》 中 的 “封闭 折线 ”). 

空间 折线 的 锁 线 (lock line of space broken 
line) 与 空间 折线 有 关 的 一 种 线段 (参见 本 卷 ( 平 
面 几何 》 中 的 “ 锁 线 ”). 

空间 多 边 形 (space polygon) 亦 称 换 多 边 形 . 

一 种 空间 图 形 . 常 指 各 边 不 共 面 的 多 边 形 ( 参 见 本 卷 


一 种 空间 图 形 . 满 


MM 


见 “ 平 


见 “ 平 


《平面 几何 ) 中 的 “多 边 形 ”). 


1R Z ih TÉ (twist polygon) 
空间 四 边 形 (space ipt 


[zs ZS B] BWI”. 


亦 称 偏 斜 四 
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边 形 .空间 多 边 形 的 一 种 . 即 各 边 不 在 同一 平面 内 的 
四 边 形 . 若 封 闭 折 线 ABCD 为 空间 四 边 形 , 则 点 A, 
B,C,D 不 在 同一 平面 内 , 称 为 空间 四 边 形 的 顶点 . 
AB,BC,CD, DA 称 为 它 的 边 :其 中 AB, BC; BC, 
CDiCD,DA; DA, AB 是 它 的 四 对 邻 边 ; AB, CD; 
BC,DA, 是 它 的 两 对 对 边 ( 如 图 1). AC 与 BD RA 
它 的 对 角 线 .连结 对 边 中 点 的 线段 称 为 它 的 双 中 位 
线 . 设 P,Q,R,S 分 别 是 AB, BC,CD,DA 的 中 点 ， 
则 PR,QS 是 空间 四 边 形 的 两 条 双 中 位 线 ( 如 图 2). 


A 
B C 
图 1 
空间 四 边 形 有 下 列 性 质 : 


1. 连结 两 对 两 邻 边 中 点 的 线段 互相 平行 且 相 
等 ,昌都 等 于 与 之 平行 的 对 角 线 的 一 半 . 如 图 2, 即 
PQ- SR AC, QR- PSL— BD, 
因此 ,四 边 中 点 组 成 一 个 平行 四 边 形 . 从 而 知 空间 四 
边 形 的 两 条 双 中 位 线 (PR 与 QS) 相交 且 互相 平分 . 
2. 由 于 每 三 条 依次 相 邻 的 边 的 中 点 都 不 在 同一 
直线 上 . 是 三 角形 的 顶点 ,可 知 一 条 双 中 位 线 的 长 小 


于 两 对 角 线 的 和 的 一 半 ，, 即 
PR<PQ+QR=4(AC+BD), 


QS<QR+RS=+(AC+BD). 


3. zr PAISES ZH TH EL. DU] A PER BT 
成 的 平行 四 边 形 为 矩形 . 

4. 取 四 边 形 的 ABCD 的 边 AB. BC,CD,DA 的 
中 心 P.,Q.R,S 与 对 角 线 AC, BD 的 中 点 U,V ,得 
到 它 的 两 个 平面 PVRU 与 QUSV ,第 一 个 面 是 与 对 
边 BC,D4 平行 的 ,第 二 个 面 是 与 对 边 AB,CD XE 
行 的 .人 们 把 平行 于 空间 四 边 形 一 对 对 边 的 平面 称 
为 空间 四 边 形 的 方向 平面 . 任 一 空间 四 边 形 有 两 组 
方向 平面 ,每 组 中 的 平面 相互 平行 ， 

5. 者 空间 四 边 形 中 ,对 边 中 点 的 连 线 垂直 且 乎 
分 对 边 时 (如 图 2 中 的 PR 或 QS), 则 称 其 为 等 腰 偏 
斜 梯形 ,上 且 这 对 对 边 中 点 的 连 线 称 为 等 腰 偏 斜 梯形 
的 对 称 轴 . 

fa ft P3 32 Fe (skew quadrilateral) 
边 形 ” 

空间 四 边 形 的 方向 平面 (directional plane of a 
space quadrilateral) 与 空间 四 边 形 相交 的 一 组 平 
TÉ]. 平行 于 空间 四 边 形 的 一 组 对 边 的 平面 称 为 空间 
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即 “ 空 间 四 


四 边 形 的 方向 平面 . 空间 四 边 形 有 两 组 方向 平面 ,每 
组 中 的 平面 相互 平行 (参见 “空间 四 边 形 ”)， 

空间 四 边 形 的 双 中 位 线 (Cbimedian of a space 
quadrilateral) 与 空间 边 形 相关 的 一 种 线段 . 连结 
空间 四 边 形 对 边 中 点 的 线段 . 两 条 双 中 位 线 相交 并 
且 互 相 平 分 ,每 条 双 中 位 线 的 长 小 于 两 对 角 线 和 之 
半 ( 参 见 “ 空 间 四 边 形 ”). 

Se RE 1 JE (isosceles skew trapezoid) 空 
间 四 边 形 的 一 种 .一 个 空间 四 边 形 ,如 果 存 在 一 条 直 
线 同 时 垂直 平分 其 一 组 对 边 , 则 称 其 为 等 腰 偶 斜 梯 
JE. 而 这 条 直线 是 它 的 对 称 轴 . 从 形状 上 看 ,等 腰 偏 
斜 梯形 像 是 一 个 被 扭曲 了 的 等 腰 梯形 (参见 “空间 四 
ne”). 

等 腰 偏 斜 梯形 的 轴线 (the axis of an isosceles 
skew trapezoid) 见 “ 空 间 四 边 形 ” 和 “等 腰 偏 斜 梯 
形 ”. 

有 向 平面 (directed plane) 一 种 规定 了 方向 的 
平面 . 给 平面 的 垂 线 规定 一 个 正 
[3] E my BY Br E ZK BY IE [8] AB 
指 回 平 面 的 同 侧 , 这 种 规定 了 垂 
线 正 向 的 平面 称 为 有 向 平面 (如 
图 ). 一 个 有 向 平面 有 两 个 方向 . 

如 指定 平面 连同 它 的 垂 线 方 向 为 

平面 的 正 向 ,那么 平面 连同 它 的 垂 线 的 负 向 为 平面 
的 负 向 .两 个 平面 平行 或 重合 时 ,它们 有 共同 的 垂 
线 , 这 时 称 这 两 个 平面 共 向 . 两 个 平面 相交 时 有 不 同 
的 方向 ,不 共和 疝 . 

有 向 角 (directed angle) 
名 条 . 


见 本 卷 (平面 三 角 ) 同 


= 间 角 


二 面 角 (dihedral angle) PRR HÆ. 立体 几 
何 研究 的 基本 图 形 . 即 有 公共 边缘 的 两 个 半 平 面 所 组 
成 的 图 形 ( 如 图 ). 这 公共 边缘 称 
为 二 面 角 的 棱 , 每 个 半 平 面 称 为 ”4 
二 面 角 的 面 . 以 半 平 面 < 和 为 
面 ,以 直线 /或 AB ARN — Ti 
角 记 为 二 面 角 -/-8 或 二 面 角 a- ' 
AB-8. 如 果 二 面 角 的 两 个 面 在 同 
一 平面 内 , 且 分 居 棱 的 两 侧 ( 或 B 
同 侧 ) , 则 称 它 为 平 二 面 角 ( 或 零 
二 面 角 ). 通常 二 面 角 不 包括 这 
两 种 特殊 情况 . 在 二 面 角 的 两 个 面 上 分 别 任 取 一 点 ， 
以 它们 为 端点 的 线段 的 内 点 称 为 二 面 角 的 内 点 ,内 扣 
的 集合 称 为 二 面 角 的 内 部 . 二 面 角 将 空间 划分 成 两 部 
分 ,二 面 角 的 内 部 是 凸 域 , 二 面 角 的 外 部 是 世 域 . 


二 面 形 (dihedral angle) 即 “ 二 面 角 ?” 

3E — fH (flat dihedral angle) — JL," — pi fj". 
$ — A fA (zero dihedral angle) “WA”. 
二 面 角 的 内 点 (interior points of dihedral an- 


gle) JL" Ai”. 
二 面 角 的 内 部 (interior of dihedral angle) J 
« — nhi fü » 


XT Bs — IBI fA (vertically opposite dihedral angle) 
亦 称 对 顶 二 面 角 . 两 个 位 置 相关 的 二 面 角 . 一 个 二 面 
角 和 反面 伸展 这 个 二 面 角 的 两 个 面 所 成 的 二 面 角 ， 
称 为 对 校 二 面 角 . 

对 顶 二 面 角 (vertically opposite dihedral angle) 
a xt B= TA” 

of  — i fA (adjacent dihedral angle) 亦 称 邻 
二 面 角 . 两 个 位 置 相关 的 二 面 角 . 指 两 个 二 面 角 有 公 
共 的 棱 和 一 个 公共 面 , 且 两 二 面 角 的 内 部 分 别处 于 
公共 面 的 两 侧 . 两 个 二 面 角 邻接 , 当 且 仅 当 它们 有 成 
邻 角 的 平面 角 . 

邻 二 面 角 (adjacent dihedral angle) 
二 面 角 ”. 

二 面 角 的 和 (sum of dihedral angles) 
知 二 面 角 大 小 有 关 的 二 面 角 . 

如 果 二 面 角 a-L-8 和 B-L-Y 是 
邻接 二 面 角 , 则 二 面 角 a-1-Y 
称 为 二 面 角 a-L-8 与 8-L-Y 的 
和 (如 图 ). 如 果 二 面 角 a-1- 5 
与 8-L-Y 的 和 为 a-L-Y , W) ERZ 
面 角 a-1-B 是 二 面 角 o-1-Y 与 
B-I-Y B9 35 d ER m B-l-7 
是 二 面 角 a-L-Y Fal PWR. 

— T f8 B3 Z5 (difference of dihedral angles) W 
“二 面 角 的 和 ”. 

二 面 角 的 相等 (equality of dihedral angles) 
GLAS OF HULA) PR“ RUB B E. 

二 面 角 的 平面 角 (plane angle of a dihedral an- 
gle) 亦 称 二 面 角 的 示 度 角 . 与 
一 个 二 面 角 有 特殊 位 置 关 系 的 
平面 角 . 指 过 二 面 角 棱 上 任意 一 
点 ,在 两 个 面 内 垂直 于 棱 的 两 条 
射线 所 成 的 角 . 二 面 角 的 平面 角 
的 大 小 与 它 的 顶点 在 棱 上 的 位 
置 无 关 . 两 个 二 面 角 相等 的 充分 
必要 条 件 是 它们 的 平面 角 相 等 . 
所 以 二 面 角 的 大 小 可 用 它 的 平 
面 角 的 大 小 来 度量 .平面 角 是 锐角 、 直 角 、 钝 角 的 二 
面 角 分 别称 为 锐 二 面 角 . 直 二 面 角 、 钝 二 面 角 . 

— Bf ln fH (plane angle of a dihedral an- 
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空 间 角 

gle) ” 即 “ 二 面 角 的 平面 角 ”. 

锐 二 面 角 (acute dihedral angle) W“ KHAR 
平面 角 ”. 

钝 二 面 角 (obtuse dihedral angle) — JL," — rii ff 
的 平面 角 ”. 

直 二 面 角 (right dihedral angle) W“ KHAK 
平面 角 ”. 


$31 A f (oblique dihedral angle) 
角 的 统称 . 即 锐 二 面 角 与 钝 二 面 角 的 统称 . 

余 二 面 角 (complementary dihedral angle) W 
个 数量 相关 的 二 面 角 . 平面 角 互 余 的 两 个 二 面 角 . 其 
中 任 一 个 二 面 角 称 为 另 一 个 二 面 角 的 余 二 面 角 . 

补 二 面 角 (supplementary dihedral angle) 两 
个 数量 相关 的 二 面 角 . 指 平面 角 互 补 的 两 个 二 面 角 . 
其 中 任 一 个 二 面 角 都 称 为 男 一 个 二 面 角 的 补 二 面 
用 

邻 补 二 面 角 (supplementary adjacent dihedral 
angle) ”两 个 位 置 相关 的 二 面 角 . 指 既 相 邻 又 互补 
的 两 个 二 面 角 . 

二 面 角 的 平分 面 (bisecting plane of dihedral 
angle) 满足 特定 条 件 的 平面 . 即 过 二 面 角 的 棱 和 
它 的 平面 角 的 平分 线 的 半 平 面 . 它 将 这 个 二 面 角 分 
为 两 个 相等 的 二 面 角 ,平分 面 上 的 点 到 二 面 角 的 两 
个 面 的 距离 相等 . | 

三 面 角 (trihedral angle) ” 亦 称 三 面 形 . 立体 几 
何 研究 的 基本 图 形 . 它 是 由 具有 公共 端点 的 不 共 面 的 
三 条 射线 ,以 及 任 两 条 射线 所 成 的 角 的 内 部 构成 的 空 


一 类 二 面 


间 图 形 . 公共 端点 称 为 三 面 角 的 顶点 ,射线 称 为 三 面 
角 的 棱 , 两 棱 所 夹 的 平面 部 分 ( 角 ) 称 为 三 面 角 的 面 
(A). 过 每 一 条 校 的 两 个 面 所 成 的 二 面 角 称 为 三 面 角 
的 二 面 角 . 三 条 楼 V4,VB,VC 所 成 的 三 面 角 记 为 
V-ABC. 三 面 角 的 任 一 面 角 小 于 其 他 两 个 面 角 之 和 |， 


三 面 角 的 三 个 二 面 角 的 和 必 大 于 两 个 直角 而 小 于 六 


个 直角 . 若 以 顶点 了 为 球 心 
作 单 位 球面 , 它 与 三 面 角 相 
交 得 一 球面 三 角形 4BC( 如 
图 ). 该 球面 三 角形 的 边 ( 大 
圆 劣 弧 ) 长 与 相应 面 角 的 弧 
度 大 小 相等 ,球面 三 角形 的 
内 角 与 相应 二 面 角 的 大 小 也 
相等 . 因此 ,三 面 角 中 ,有 关 面 角 、 二 面 角 的 关系 与 球 
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面 三 角形 的 边 角 关 系 可 以 相互 转化 . 例如 ,球面 三 角 
形 的 任 一 边 小 于 其 他 两 边 之 和 . 球面 三 角形 的 三 个 内 
角 之 和 大 于 x 而 小 于 2x. HRA BER MEL 
线形 心 线 、 等 倾 线 、 轴 线 、 劳 轴 等 ) 分 别 对 应 于 球面 三 
角形 的 巧合 点 (如 重心 .重心 .外 心 . 内 心 、 劳 心 等 ). 一 
般 地 ,多 面 角 与 球面 多 边 形 有 着 极 密切 的 关系 . 

三 面 角 的 主要 性 质 有 : 

1. 三 面 角 的 任何 一 个 面 角 小 于 为 外 两 个 面 角 的 
和 ,而 大 于 另外 两 个 面 角 的 差 . 

2. 三 面 角 的 三 个 面 角 之 和 小 于 360°. 

3. 三 面 角 的 三 个 二 面 角 之 和 大 于 180* 而 小 于 
3X 180"; 

4. 三 面 角 中 ,如 果 有 两 个 二 面 角 相 等 , 则 它们 所 
对 的 面 角 也 相等 .反之 亦 然 . 

5. 三 面 角 中 ,不 相等 的 二 面 角 所 对 的 面 角 不 相 
等 ,日 较 大 的 二 面 角 所 对 的 面 角 较 大 .反之 亦 然 . 

6. 三 面 角 必 有 一 组 显著 线 (参见 “三 面 角 的 显著 
A 

三 面 形 (trihedral angle) 即 “ 三 面 角 ?” 

= HATA A (vertex of trihedral angles) 见 
“三面 角 ” 

=H fH AY (edge of trihedral angles) 见 “ 三 
面 角 ”. | 
三 面 角 的 面 ( 角 ) (face (angle) of trihedral ang- 
les)” 见 “三 面 角 ”. 

三 面 角 的 二 面 角 (dihedral angles of trihedral 


angles)” 见 “三 面 角 ”. 
三 面 角 的 性 质 (property of trihedral angles) 
见 “ 三 面 角 2 


三 面 角 的 余弦 定理 (cosine theorem of a trihe- 
dral angle) 三 面 角 的 著名 定理 . 三 面 角 的 一 个 面 
角 的 余弦 ,等 于 其 余 两 个 面 角 的 余弦 之 积 加 上 这 两 
个 面 角 的 正弦 与 这 两 个 面 角 所 夹 的 二 面 角 的 余弦 的 


连 乘积 . 设 三 个 面 角 的 度量 分 别 为 a,8,7, 后 两 个 面 


角 所 夹 的 二 面 角 的 度量 为 4, 则 
cosa = cos P cos Y + sinBsin?cosA. 
此 定理 实 即 球面 三 角形 的 余弦 定理 (参见 “三 面 角 ” 
和 本 卷 《 球 面 几何 ) 中 的 “球面 三 角形 的 余弦 定理 ”). 
三 面 角 的 正弦 定理 (sine theorem of a trihedral 
angle) 三 面 角 的 著名 定理 . 三 面 角 的 三 个 面 角 的 
IE 9E 5j ENA B] — I IMA B IE 9A X, EG f]. 设 三 
mA V-ABC 的 三 个 面 角 分 别 为 abs YER ATH 
二 面 角 分 别 为 A4,B,C, 则 
sna  sinB _ sin7 
sinA  sinB sinC' 
此 定理 实 即 球面 三 角形 的 正弦 定理 (参见 “三 面 角 ” 
和 本 卷 《 球 面 几 何 ) 中 的 “球面 三 角形 的 正弦 定理 ”). 
三 面 角 的 显著 线 (remarkable line of a trihedral 
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angle) 与 三 面 角 有 特定 位 置 的 几 种 直线 . 三 面 角 
的 轴线 、 形 心 线 、 垂 心 线 、 等 倾 线 统称 为 三 面 角 的 显 
著 线 . 

= mn fH Hj 3€ Di (orthocentric line of a trihe- 
dral angle?) 三 面 角 的 显 
著 线 之 一 . 过 三 面 角 的 每 条 
校 分 别 作 与 对 面 垂 直 的 平 
定 交 于 同一 直线 ,这 条 直线 
称 为 三 面 角 的 垂 心 线 ( 如 
图 ). 

三 面 角 的 形 心 线 
( centroid line of a V 
trihedral angle) = Hf 
的 显著 线 之 一 . 三 面 角 的 AC 


分 线 确定 一 个 平面 ,这 样 B 
的 三 个 平面 共 线 ,该 直线 
称 为 三 面 角 的 形 心 线 ( 如 图 ). 

三 面 角 的 等 倾 线 (isocline of a trihedral angle) 
三 面 角 的 显著 线 之 一 . 三 V 
面 角 的 三 个 面 角 的 垂直 平 
分 面 共 线 , 该 直线 称 为 三 
面 角 的 等 倾 线 ( 如 图 ). 三 
面 角 的 等 倾 线 与 三 面 角 的 
三 条 校 构 成 相等 的 角 , 且 
等 倾 线 上 的 点 到 三 面 角 的 
三 条 校 跑 离 相等 . 显然 ,三 
TE £8 OE BR BR Ly fh Sr dl 
线 上 . 

三 面 角 的 旁 轴 (paraxial of a trihedral angle) 
三 面 角 的 显 着 线 之 一 . 三 
面 角 的 一 个 二 面 角 的 平分 
面 与 另外 两 个 二 面 角 的 邻 
补 二 面 角 的 平分 面 共 线 ， 
这 条 直线 称 为 三 面 角 的 旁 ^ 
轴 ( 如 图 ). = m f8 m os d 
有 三 条 ,它们 是 三 面 角 劳 
切 圆 锥 的 轴线 . 三 面 角 的 
ERER LD T 2 FH E. 

三 面 角 的 轴线 (axis of a trihedral angle) = 
面 角 的 显著 线 之 一 . 三 面 角 的 三 个 二 面 角 的 平分 面 共 
线 ,这 条 直线 称 为 该 三 面 角 的 轴线 . 三 面 角 轴线 上 的 
点 到 三 面 的 呀 离 相 等 . 三 面 角 的 轴线 就 是 三 面 角 内 切 
圆锥 面 的 轴线 . 三 面 角 的 内 切 球 球 心 位 于 该 轴线 上 . 

三 面 角 的 内 部 (interior of a trihedral angle) 
三 面 角 的 重要 概念 . 三 面 角 把 空间 划分 成 两 个 区 域 ， 


一 个 凸 区 域 , 一 个 冲 区 域 , 凸 区域 称 为 三 面 角 的 内 
部 , 凹 区 域 称 为 三 面 角 的 外 部 . 

三 面 角 的 外 部 (exterior of a trihedral angle) 
见 “ 三 面 角 的 内 部 ” 

$ BE = A fA (isosceles trihedral angle) 一 种 
特殊 的 三 面 角 .有 两 个 面 角 相 等 的 三 面 角 称 为 等 腰 
三 面 角 . 三 面 角 的 相等 的 两 个 面 角 所 对 的 二 面 角 也 
相等 . 反之 亦 真 . 

直 三 面 角 (rectangular trihedral angle) 一 种 
特殊 的 三 面 角 . 三 面 角 的 二 面 角 有 直角 时 , 按 直 二 面 
角 是 一 个 、 两 个 或 三 个 ,分 别称 为 单 直 三 面 角 、 双 直 
三 面 角 和 三 直 三 面 角 . 通常 三 直 三 面 角 简称 直 三 面 
角 . 直 三 面 角 的 三 个 面 角 也 都 是 直角 . 直 三 面 角 从 以 
顶点 为 球 心 的 球面 截 下 的 球面 三 角形 的 三 个 内 角 都 
是 直角 ,其 面积 是 球面 面积 的 八 分 之 一 (参见 “ 直 多 
fA”). 

X E — WA (birectangular trihedral angle) 
一 种 特殊 的 三 面 角 . 指 恰 有 两 个 二 面 角 是 直 二 面 角 
的 三 面 角 . 双 直 三 面 角 有 两 个 
面 角 为 直角 ,两 直角 楼 的 夹 角 C 
不 是 直角 ,但 与 另 一 校 的 夹 角 
都 是 直角 . 双 直 三 面 角 的 判定 
定理 : 恰 有 两 个 面 角 是 直角 的 ” 

三 面 角 是 双 直 三 面 角 . 双 直 三 = 
面 角 的 直 二 面 角 所 对 的 面 角 是 
直角 . 

单 直 三 面 角 (monorectangular trihedral angle) 
一 种 特殊 的 三 面 角 . 只 有 一 个 二 面 角 是 直 二 面 角 的 
三 面 角 . 其 中 : 直 二 面 角 所 对 的 面 角 , 称 为 该 三 面 角 
的 斜面 角 , 其 余 两 个 面 角 称 为 它 的 矩 面 角 . 直 二 面 角 
的 棱 称 为 它 的 直角 棱 . 过 直角 棱 上 任意 一 点 作 该 棱 
的 垂 面 若 与 三 面 角 相 截 , 则 截 口 图 形 是 一 个 直角 三 
角形 . | 

= pH fü Bj # mi fa (inclined angle of a trihedral 
angle) Wi“ RA — f] 48 ". 

三 面 角 的 矩 面 角 (moment face angle of a trihe- 
dral angle) 见 “ 单 直 三 面 角 ?” 

单 直 三 面 角 相等 的 判定 (decision of the equali- 
ty of monorectangular trihedral angles) 判定 两 个 
单 直 三 面 角 相等 的 几 个 充分 条 件 . 下列 条 件 每 一 个 
都 可 判定 两 个 单 直 三 面 角 相 等 : 

1. 有 一 个 非 直 二 面 角 对 应 相等 ,它们 所 对 的 矩 
面 角 也 对 应 相等 ,并 且 两 个 斜面 角 同 为 锐角 或 同 为 
钝 角 . 

2. 斜面 角 和 一 个 和 矩 面 角 分 别 对 应 相等 . 

3. 一 个 非 直 二 面 角 和 和 斜面 角 分 别 对 应 相等 ( 参 
见 “ 单 直 三 面 角 ”). 


有 向 三 面 角 (directed trihedral angle) 确定 了 
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方向 的 三 面 角 . 即 规定 了 三 条 棱 的 一 种 顺序 的 三 面 
角 . 三 面 角 的 三 条 校 有 两 种 不 同 的 循环 顺序 :有 向 三 
面 角 规定 其 中 一 种 为 正 向 , 另 一 种 为 负 向 .从 三 面 角 
的 顶点 向 各 棱 所 指 的 方向 看 ,三 条 棱 的 两 种 顺序 相 
当 于 顺 时 针 或 逆 时 针 方向 .两 个 有 回 三 面 角 在 三 条 
校 的 正面 同 为 顺 时 针 ( 或 同 为 逆 时 针 ) 方 向 时 称 为 同 
向 三 面 角 ,否则 ( 即 一 为 顺 时 针 方 向 另 一 为 逆 时 针 方 
向 时 ) 称 为 反 回 三 面 角 . 

同 向 三 面 角 (synclastic trihedral angle) 见 
“有 向 三 面 角 ”. 

R i = A f (oppositely directed trihedral an- 
gle) 见 “ 有 向 三 面 角 ” 

三 面 角 的 相等 (equality of trihedral angles) 
经 过 合同 变换 重合 的 两 个 三 面 角 之 间 的 关系 (参见 
本 卷 《 平 面 几何 ) 中 的 “图 形 的 全 等 ”). 

三 面 角 相 等 的 判定 (decision of equality of tri- 
hedral angles) 判定 两 个 三 面 角 相 等 的 几 个 充分 
条 件 . 下 列 条 件 每 一 个 都 可 判定 两 个 三 面 角 相 等 : 

. 三 个 面 角 对 应 相等 . 
. 三 个 二 面 角 对 应 相等 . 
. 两 个 面 角 和 所 夹 的 二 面 角 对 应 相等 . 

4. 两 个 二 面 角 和 所 夹 的 面 角 对 应 相等 . 

5. 相互 对 称 . 

三 面 角 的 全 等 (congruence of trihedral angles) 
见 本 着 《平面 几何 ) 中 的 “图 形 的 全 等 ”. 

补 三 面 角 (supplementary trihedral angle) Jf 
称 极 三 面 角 . 与 一 个 三 S 
面 角 有 关 的 三 面 角 . 从 SENS 
三 面 角 S-4BC 的 顶点 di 
S 作 三 条 射线 SA’, | 
SB' ,SC' 分 别 垂 直 于 平 ^4 
ii BSC,CSA,ASB,F 
4} Gl] 5 SA,SB,SC 在 
各 相应 平面 的 同 侧 , 则 三 面 角 S-A'B'C' HR A S- 
ABC 的 补 三 面 角 . 这 时 S-ABC 也 是 S-4'B'C' 的 补 
三 面 角 (如 图 ). 一 个 三 面 角 的 每 个 面 角 (或 二 面 角 ) 
与 它 的 补 三面 角 的 对 应 二 面 角 (或 面 角 ) 互 补 . 

极 三 面 角 (polar trihedral angle) 即 “ 补 三 面 
f". 

€ fH f8 (polyhedral 
angle) JR fR xr Hs £8. 立 
体 几 何 研 究 的 基本 图 形 . 
由 大 二 条 具有 公共 端点 的 
不 共 面 的 有 序 射 线 SA, 
SB,SC,…,SL VR AaB 
射线 所 成 的 角 一 4SB， 
Z BSC, +, ZLSA (约定 


Ww N ee 
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都 小 于 平角 ) 的 内 部 构成 的 立体 图 形 称 为 多 面 角 . ic 
A S-AB LOIRE). 公共 端点 称 为 多 面 角 的 顶点 ， 
射线 SA,SB,…,SL RRA Z thi £8 B3 Bé LR D PAL Be ET 
夹 的 角 称 为 多 面 角 的 面 角 , 相 邻 两 棱 间 的 平面 部 分 
称 为 多 面 角 的 面 , 不 相 邻 的 棱 间 的 平面 部 分 称 为 多 
面 角 的 对 角 面 , 相 邻 两 个 面 所 成 的 二 面 角 称 为 多 面 
角 的 二 面 角 , 又 称 为 多 面 角 的 棱角 . ES ARTE PRU. n 
面 ,就 称 它 是 nn MA. n 面 角 有 nn Aten 个 面 ,n 个 
二 面 角 . 

多 面 角 的 顶点 《vertex of polyhedral angles) 
见 “ 多 面 角 ”. 

多 面 角 的 棱 (edge of polyhedral angles) Ji 
“多 面 角 ”. 

多 面 角 的 面 (face of polyhedral angles) Ji 
“多 面 角 ”. 

多 面 角 的 面 角 (face angle of a polyhedral ang- 
le) ” 见 “ 多 面 角 ”. 

多 面 角 的 二 面 角 (dihedral angle of a polyhe- 
dral angle) ” 见 “ 多 面 角 ”. 

多 面 角 的 棱角 (edge angle of a polyhedral an- 
gle) 见 “ 多 面 角 ?” 

多 面 角 的 对 角 面 (face of opposite angles of a 
polyhedral angle) 见 “ 多 面 角 ?” | 

fa) 2 & TE] fü (simple polyhedral angle) 一 种 
A IE fa. 指 满足 下 列 条 件 的 多 面 角 : 

1. 多 面 角 的 任意 两 个 面 角 的 内 部 无 公共 点 . 

2. 多 面 角 的 任何 一 条 校 不 在 多 面 角 的 一 个 面 角 
的 内 部 . 

3. 多 面 角 的 任 两 条 棱 不 重合 . 

简单 多 面 角 把 空间 分 成 两 个 部 分 . 如 果 将 简单 
多 面 角 的 项 点 放 在 球 心 , 则 各 面 与 球面 的 交 线 是 球 
面 上 一 些 大 圆 劣 弧 首 尾 相 接 的 封闭 球面 折线 , 且 把 
球面 分 成 两 个 不 同 的 部 分 .不 是 简单 多 面 角 的 多 面 
角 称 为 复杂 多 面 角 或 星 形 多 面 角 . 

复杂 多 面 角 (complex polyhedral angle) Jil 
“简单 多 面 角 ”. 

星 形 多 面 角 (star polyhedral angle) 
多 面 角 ”. 

简单 多 面 角 的 内 部 (interior of simple polyhe- 
dral angle) 有关 多 面 角 的 重要 概念 . 一 个 简单 多 
面 角 把 空间 分 为 无 公共 点 的 两 个 部 分 ,如 指定 其 中 
一 个 部 分 为 多 面 角 的 内 部 ,那么 男 一 部 分 就 称 为 多 
面 角 的 外 部 . 凸 多 面 角 总 是 指定 被 划分 出 的 是 区 域 
为 其 内 部 . 

简单 多 面 角 的 外 部 (exterior of simple polyhe- 
dral angle) ” 见 “ 人 简单 多 面 角 的 内 部 ”. 

i£ iE fa (convex polyhedral angle) 一 种 多 
面 角 . 将 多 面 角 的 任何 一 个 面 伸 展 成 为 平面 ,如 果 其 
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他 各 面 都 在 这 个 平面 的 同 侧 , 则 称 该 多 面 角 为 凸 多 
面 角 . 过 凸 多 面 角 外 部 任何 一 点 可 以 作 一 个 平面 ,使 
ZHAN MARES EAA. 凸 多 面 角 有 如 
下 人 性质: 

1. 所 有 面 角 的 和 小 于 360°. 

2. 任何 一 个 面 角 小 于 其 余 面 角 的 和 . 

3. P n 面 角 的 所 有 二 面 角 的 和 大 于 (nn 一 2)。 
180° 而 小 于 nn* 180°. 

4. 用 一 不 过 多 面 角 顶点, 且 与 各 棱 相 交 的 平面 
RO n 面 角 , 得 到 一 个 凸 n 边 形 . 

凸 多 面 角 的 内 部 (interior of a convex polyhe- 
dral angle) 凸 多 面 角 的 重要 概念 . 凸 多 面 角 把 空 
闻 分 成 两 个 区 域 ,其 中 一 个 是 凸 区 域 ,一 个 是 凹 区 
域 . 凸 区 域 称 为 该 凸 多 面 角 的 内 部 , 凹 区 域 称 为 这 个 
凸 多 面 角 的 外 部 . 凸 多 面 角 的 不 同 面 上 的 任意 两 点 
连 成 的 线段 的 内 点 总 在 凸 多 面 角 的 内 部 . 

凸 多 面 角 的 外 部 (exterior of a convex polyhe- 
dral angle) 见 “ 凸 多 面 角 的 内 部 ” 

正 多 面 角 (regular polyhedral angle) 一 种 特 
殊 的 多 面 角 . 指 所 有 面 角 相 等 ,所 有 二 面 角 也 相等 的 
凸 多 面 角 . 

四 多 面 角 (concave polyhedral angle) 
殊 的 多 面 角 . 指 不 是 凸 多 面 
角 的 简单 多 面 角 . 凸 多面 角 
可 以 用 一 些 对 角 面 划分 为 奉 
干 个 凸 三 面 角 , 这 些 同 三面 
角 的 内 部 与 所 作对 角 面 的 内 
点 构成 止 多 面 角 的 内 部 . 如 
图 中 的 多 面 角 是 一 个 四 五 面 
fg. 

B g Hf (right polyhedral angle) ARRAS 
面体 角 . 一 种 特殊 的 多 面 角 . 指 以 多 面 角 的 顶点 为 球 
心 作 单位 球面 ,如 果 多 面 角 在 单位 球面 上 截 出 的 部 
分 (球面 多 面 形 ) 的 面积 等 于 全 球面 面积 的 八 分 之 一 
(Bll r/2), 则 称 该 多 面 角 为 直 多 面 角 . 

直 多 面体 角 (right polyhedral angle) 
面 角 ”. | 

$i 2 El fl (acute polyhedral angle) 一 种 特殊 
的 多 面 角 . 指 以 多 面 角 的 顶点 为 球 心 作 单 位 球面 ,如 
果 多 面 角 在 单位 球面 上 截 出 的 部 分 (球面 多 边 形 ) 的 
面积 小 于 全 球面 面积 的 八 分 之 一 (Cr/2), 则 称 该 多 面 
角 为 锐 多 面 角 . 

钝 多 面 角 (obtuse polyhedral angle) 一 种 特 
殊 多 面 角 . 以 多 面 角 的 顶点 为 球 心 作 单位 球面 ,如 果 
多 面 角 在 单位 球面 上 截 出 的 部 分 (球面 多 边 形 ) 的 面 
积 大 于 全 球面 面积 的 八 分 之 一 (Cr/2), 则 称 该 多 面 角 
为 钝 多 面 角 . 

多 面 角 的 相等 (equality of polyhedral angles) 


一 种 特 


即 “ 直 多 


多 面 角 间 的 一 种 等 价 关 系 . 指 经 过 合同 变换 后 重合 
的 多 面 角 之 间 的 关系 (参见 本 卷 4 平 面 几 何 》 中 的 “图 
形 的 全 等 ”). 

多 面 角 的 全 等 (congruence of polyhedral an- 
gles) 多面 角 间 的 一 种 等 价 关 系 . 即 只 经 过 平移 和 
旋转 就 重合 的 多 面 角 间 的 关系 (参见 本 卷 4 平 面 几 
何 》? 中 的 "图形 的 全 等 ”). 

对 顶 多 面 角 (vertically opposite polyhedral an- 
gles) ”两 个 特殊 相关 的 多 面 角 . 指 具 有 公共 顶点 且 
关于 顶点 成 中 心 对 称 的 两 个 多 面 角 . 它们 反 向 相等 . 

对 称 多 面 角 (symmetric polyhedral angles) 
两 个 特殊 相关 的 多 面 角 . 互 为 中 心 对 称 \ 轴 对 称 、 镜 


图 1 两 中 心 对 称 三 面 角 图 2 两 轴 对 称 三 面 角 
面 对 称 的 多 面 角 的 统称 . 两 多 面 角 中 ,如 果 一 个 是 为 
一 个 的 中 心 对 称 图 形 、 轴 对 称 图 形 、 镜 面 对 称 图 形 ， 
则 分 别称 它们 是 互 为 中 心 对 称 、 轴 对 称 、 镜 面 对 称 的 
多 面 角 ,或 者 分 别 说 一 个 多 面 角 是 为 一 个 多 面 角 的 
中 心 对 称 、 轴 对 称 、 镜 面 对 称 多 面 角 ,统称 一 个 是 田 
一 个 的 对 称 多 面 角 . 成 轴 对 称 的 两 个 多 面 角 , 可 以 通 
过 空间 绕 轴 旋转 使 一 
个 与 另 一 个 重合 . 而 
成 镜面 对 称 或 中 心 对 
RAIATEA A 
要 除 平移 和 旋转 外 再 
作 一 次 镜面 反射 才能 
f—4553—T5E 
合 .因此 ,对 称 的 两 个 
多 面 角 总 是 相等 的 . 
其 中 ,只 有 轴 对 称 多 面 角 才 是 同 癌 相等 的 . 

中 心 对 称 多 面 角 (polyhedral angle of central 
symmetry) JLX ERS m”. 

轴 对 称 多 面 角 (polyhedral angle of axial sym- 
metry) 见 “ 对 称 多 面 角 ” 

镜面 对 称 多 面 角 (polyhedral angle of mirror 
见 “ 对 称 多 面 角 ”. 

对 顶 四 面 角 (vertically opposite tetrahedral) 
见 “ 对 称 多 面 角 ”. 

Xj Ju = m f (vertically opposite trihedral an- 
gles)” 见 “对 称 多 面 角 ”. 


图 3 两 镜面 对 称 三 面 角 


plane symmetry) 


多 m 体 


多 面体 (polyhedron) 一 种 空间 图 形 . 由 若干 
个 平面 多 边 形 围 成 的 封闭 几何 体 称 为 多 面体 . 这 些 
多 边 形 称 为 多 面体 的 面 ,两 个 面 的 公共 边 称 为 多 面 
体 的 棱 ,多 边 形 的 顶点 也 称 为 多 面体 的 顶点 ,多 边 形 
的 角 称 为 多 面体 的 面 角 , 从 每 个 顶点 出 发 的 所 有 的 
面 和 校 组 成 的 多 面 角 称 为 多 面体 的 多 面 角 或 体 角 ， 
两 相交 面 所 夹 二 面 角 称 为 多 面体 的 二 面 角 ,它们 也 
是 多 面体 的 多 面 角 的 二 面 角 . 一 个 多 面体 至 少 有 四 
个 面 ,多 面体 按照 它 的 面 数 4,5,6,…,n 分 别称 为 四 
面体 ,五 面体 ,六 面体 ……n 面体 (nEN,n 宇 4). 

多 面体 的 面 (face of a polyhedron) 见 “ 多 面 
ik". 

多 面体 的 棱 (edge of a polyhedron) 见 “ 多 面 
pk". 
多 面体 的 顶点 (vertex of a polyhedron) Jil) 
“多 面体 ” 

多 面体 的 多 面 角 (polyhedral angle of a polyhe- 
dron)” 见 “多 面体 ”. 

多 面体 的 体 角 (body angles of a polyhedron) 
见 “ 多 面体 ”. 

多 面 面 (polyhedral face) 一 种 空间 图 形 . 如 果 
有 限 个 平面 多 边 形 组 成 的 空间 图 形 满足 下 列 条 件 : 

1. 其 中 任 一 多 边 形 的 任何 一 边 ,或 者 只 是 这 个 
多 边 形 的 边 ,或 者 是 与 男 一 多 边 形 的 公共 边 . 

2. 设 A.B 分 别 是 其 中 任意 两 个 多 边 形 的 不 重 
合 的 顶点 , 则 必 存 在 连结 A.B 的 折线 ,使 它 的 每 条 
线段 都 是 某 一 已 知 多 边 形 的 一 条 边 的 空间 图 形 称 为 
多 面 面 . 


多 面 面 的 不 同 面 可 以 在 同一 平面 上 ,也 可 以 在 
不 同 平面 上 . 在 同一 平面 上 的 面 可 能 部 分 重合 ,也 可 
SE GR ER. 在 不 同 平面 上 的 面 ,可 能 相 穿 插 ,也 可 能 
不 相 穿 插 . 作成 多 面 面 的 每 一 个 多 边 形 都 称 为 多 面 
面 的 面 , 面 的 顶点 称 为 多 面 面 的 项 点 , 面 的 边 称 为 多 
面 面 的 棱 , 当 棱 是 两 个 面 的 交 线 时 为 内 棱 , 当 棱 只 是 
一 个 面 的 边 时 , 称 为 界 棱 、 外 校 或 目 由 校 . 多 面 面 的 
所 有 界 棱 组 成 一 条 或 多 条 空间 折线 , 称 为 多 面 面 的 
边缘 或 周 界 . 一 个 多 面 面 不 一 定 有 边缘 ,例如 ,多 面 
体 的 表面 就 是 无 边缘 的 多 面 面 . 
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多 面 面 的 面 (face of polyhedral faces) 
面 面 ”. 

多 面 面 的 顶点 (vertex of polyhedral faces) M 
“多 面 面 ”. 

多 面 面 的 楼 (edges of polyhedral faces) Jil 
"Aii". 

2 m Bi HJ P5 interior edges of polyhedral 
faces) R^ A EU. 

多 面 面 的 自由 棱 (free edges of polyhedral fa- 
ces) 亦 称 多 面 面 的 界 棱 或 外 校 . 见 “多 面 面 ”. 

多 面 面 的 边缘 (edges of polyhedral faces) JR 
称 为 多 面 面 的 周 界 . 见 “ 多 面 面 ”. 

简单 多 面体 (simple polyhedron) 一 种 多 面 
体 . 表面 经 过 连续 变形 ,可 变形 为 球面 的 多 面体 . 因 
此 ,简单 多 面体 与 球面 同 肛 . 凸 多 面体 是 简单 多 面 
体 , 但 简单 多 面体 不 一 定 是 凸 多 面体 (参见 “多 面体 
的 欧 拉 公式 ”). 

简单 多 面体 的 若 尔 当 定理 (Jordan theorem of a 
simple polyhedron) 关于 简单 多 面体 的 一 个 定理 . 
该 定理 断言 :每 一 个 简单 多 面体 的 表面 分 空间 为 两 
个 无 公共 点 的 区 域 . 

简单 多 面体 的 内 部 Cinterior of a simple poly- 
hedron) ”有关 多 面体 的 重要 概念 . 简单 多 面体 的 表 
面 把 空间 划分 为 两 个 区 域 , 其 中 ,能 包含 一 直线 的 区 
域 称 为 简单 多 面体 的 外 部 , 另 一 区 域 称 为 简单 多 面 
体 的 内 部 . | 

简单 多 面体 的 外 部 (exterior of a simple poly- 
hedron) 见 “ 简 单 多 面体 的 内 部 ”. 

施 勒 革 尔 多 面体 图 (Schlegel polyhedron graph) 
一 种 特殊 的 平面 展开 图 . 剥 去 多 面体 的 一 个 面 ,将 剩 
下 的 多 面 面 延 展开 ,并 连续 地 摊 开 在 一 个 平面 上 ,这 
样 得 到 的 平面 展开 图 称 为 施 勒 草 尔 多 面体 图 . di 
革 尔 多 面体 图 可 用 来 证 明 简单 多 面体 的 欧 拉 定理 . 

多 面体 的 角 隅 (corner of a polyhedron) 有 即 多 
面体 的 顶点 (参见 “多 面体 ”). 

多 面体 的 面 角 (plane angle of a polyhedron) 
有 关 多 面体 的 重要 概念 . 多 面体 的 各 多 面 角 的 面 角 
称 为 多 面体 的 面 角 . 多 面体 面 角 数 是 它 棱 数 的 二 倍 ， 
因此 ,多 面体 的 面 角 数 是 偶数 . 若 相 交 在 多 面体 的 每 
一 个 顶点 的 校 数 都 是 五 , 它 的 项 点数 是 了 , 则 多 面体 
的 面 角 数 天 = 王 EVY. 大 多 面体 所 有 的 面 都 是 由 边 数 为 
nnEN n= B5 E XE ZH. RA P.M ew 
体 的 面 角 数 K —nF. ERES E. F 的 多 面体 
的 各 面 角 和 为 2CE — Fm. 

多 面体 的 二 面 角 (dihedral angle of a polyhe- 
dron)” 见 “多 面体 ”. 

多 面体 的 对 角 线 (diagonal line of a polyhe- 
与 多 面体 有 关 的 一 条 线段 . 指 连结 多 面体 的 


见 “ 多 


dron) 


234 


不 在 同一 个 面 上 的 两 个 顶点 的 线段 .四 面体 没有 对 
角 线 . 

多 面体 的 对 角 面 (diagonal face of a polyhe- 
一 种 平面 图 形 . 指 不 在 多 面体 同一 个 面 上 的 


A G 
C 


dron) 


三 顶点 所 决定 的 平面 ,被 多 面体 割 出 的 平面 图 形 . 凸 
多 面体 的 对 角 面 是 平面 凸 多 边 形 , 但 它 的 顶点 不 一 
定 都 是 多 面体 的 顶点 .如 图 中 七 面体 的 对 角 面 
BDDi. 回 多 面体 的 一 个 对 角 面 可 能 由 一 个 或 多 个 
平面 图 形 组 成 . 

多 面体 的 欧 拉 示 性 数 (Euler characteristic nu- 
mber of a polyhedron) 表示 多 面体 各 元 素 间 的 关 
系 的 一 个 常数 . 设 多 面体 的 顶点 数 为 了, 校 数 为 五 ， 
man FW X=V—E+F 称 为 多 面体 的 欧 拉 示 性 
数 或 欧 拉 特 征 . 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 必 为 偶数 .简单 
多 面体 的 欧 拉 示 性 数 为 2. 简单 多 面 面 的 欧 拉 示 性 
数 为 1. 一 个 多 面体 可 以 通过 连续 变形 变 成 男 一 多 
面体 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 欧 拉 示 性 数 相 同 . 

多 面体 的 欧 拉 公式 (Euler formula of a polyhe- 
dron) ” 亦 称 简 单 多 面体 的 欧 拉 定理 . 关于 多 面体 的 
一 个 著名 定理 . 设 多 面体 的 项 点 数 为 V, 棱 数 为 区， 
面 数 为 , 则 X= 二 V 一 十 F 称 为 多 面体 的 示 性 数 . 简 
单 多 面体 的 示 性 数 为 2, 即 V 一 Ek 十 二 2. 在 每 个 简 
单 多 面体 中 , 顶点 数 耿 ` 面 数 刁 、 棱 数 五 满足 不 等 式 : 
3V S2E,3F 2K. EMH (Euler, L. ) F 1750 年 
公开 发 表 , 并 于 1751 年 对 该 公式 给 出 了 证 明 . 这 个 
定理 也 是 拓扑 学 中 一 个 重要 定理 , 故 又 名 欧 拉 的 拓 
扑 学 定理 ,尽管 欧 拉 当时 并 未 意识 到 这 点 . 在 欧 拉 之 
前 笛 卡 儿 (Descartes,R. )Æ 1639 年 已 经 知道 了 这 
个 定理 ,但 未 发 表 . 1675 F, Ai JE HK (Leibniz, G. 
W. ) 从 笛 卡 儿 未 发 表 的 手稿 中 也 得 知 这 个 定理 . 
1811 年 , 柯 西 (Cauchy,A.-L. ) 给 出 这 定理 的 另 一 
证 明 . 其 思路 是 先 控 去 凸 多 面体 的 一 个 面 , 然 后 把 它 
延展 “ 摊 ? 在 一 平面 上 成 一 平面 网 络 , 只 要 证 它 满 足 
V—E+F=1 BIG). 再 把 网 络 内 每 个 多 边 形 添加 对 
角 线 构成 三 角形 网 络 ,显然 划分 后 的 V 一 EF 十 fF 的 
值 不 变 , 逐 个 拿 掉 三 角形 ,V 一 E 十 F 的 值 也 不 变 , 最 
后 只 剩 下 一 个 三 角形 ,证 实 了 V 一 E 十 f= 二 3 一 3 十 1 
=1. 定理 获 证 (如 图 ). 


简单 多 面体 的 欧 拉 定理 (Euler theorem of a 
simple polyhedron) 即 “ 多 面体 的 欧 拉 公式 ” 

多 面体 的 亏 格 (genus of a polyhedron) 表示 
多 面体 特点 的 一 个 常数 .若是 多 面体 的 欧 拉 示 性 
数 , 则 整数 g= 二 1 一 (zx/2) 称 为 多 面体 的 亏 格 . 它 表示 
多 面体 上 “ 洞 ”" 的 个 数 ,简单 多 面体 的 亏 格 g — O0. BI 
它 是 无 调和 的 . 

多 面体 的 面 的 顶点 法 线 (vertex normal of the 
face of a polyhedron) 与 多 面体 有 关 的 一 组 射线 . 
指 过 多 面体 某 面 的 顶点 ,向 多 面体 外 部 引 该 面 的 垂 
直射 线 . 

多 面体 的 截面 (sec- 
tion of a polyhedron) 
一 种 平面 图 形 . 指 一 
平面 和 多 面体 相交 ,所 
截 得 的 平面 图 形 . 如 图 
中 的 A4'B'C' 是 四 面体 
V-ABC 与 平面 c 相交 
而 得 到 的 截面 , 四边形 
PQRS 是 一 个 平面 与 四 
面体 V-ABC 相交 而 得 到 的 另 一 截面 . 

凸 多 面体 (convex polyhedron) ” 亦 称 欧 拉 多 面 
体 .一 种 简单 多 面体 . 即 整个 多 面体 都 在 其 任何 一 
面 所 在 平面 同 侧 的 多 面体 . 凸 多 面体 的 任何 一 个 面 
延展 都 不 会 通过 它 的 内 部 . 凸 多 面体 内 部 或 界面 上 
任何 两 点 所 连 的 线段 都 在 凸 多 面体 内 或 界面 上 . 一 
个 多 面体 是 凸 多 面体 的 充分 必要 条 件 是 它 的 每 个 多 
面 角 是 凸 多 面 角 . 凸 多 面体 是 简单 多 面体 ,不 是 凸 多 
面体 的 简单 多 面体 称 止 多 面体 . 

凸 多 面体 的 主要 性 质 有 : 

1. 凸 多 面体 的 面 必 为 凸 多 边 形 . 

2. 凸 多 面体 的 多 面 角 必 为 凸 多 面 角 ， 

3. 直线 与 凸 多 面体 的 面 的 交点 ,最 多 只 有 两 个 
(直线 段 在 多 面体 的 面 内 的 情形 除外 ). 

欧 拉 多 面体 (Euler polyhedron) 
体 ”. 

H £ m f& (concave polyhedron) 
Ek". 

凸 多 面体 的 性 质 (property of convex polyhe- 
dron) JW“ mK”. 

凸 多 面体 的 极点 (pole of a convex polyhedron) 
即 凸 多 面体 的 顶点 . 见 “ 多 面体 ”. 

对 偶 多 面体 (dual polyhedrons) 满足 特定 条 
件 的 两 个 多 面体 . 如 果 两 个 多 面体 的 棱 数 相同 , 且 其 
中 任 一 个 多 面体 的 顶点 数 ,. 面 数 分 别 是 另 一 个 多 面 
体 的 面 数 、 顶 点数 ,那么 这 两 个 多 面体 称 为 对 侦 多 面 
体 . 如 正六 面体 和 正八 面体 , 正 十 二 面体 和 正二 十 面 
体 分 别 是 对 偶 多 面体 ;正四 面体 和 它 目 身 是 对 偶 多 
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” 相 邻 的 多 面体 : 


面体 . 

相 邻 多 面体 (adjacent — 
殊 关 系 的 多 面体 . 满足 下 
述 条 件 的 两 个 多 面体 称 为 


两 个 有 特 


1. 至 少 有 一 个 面 或 一 ” 
个 面 的 部 分 公用 . 

2. 任 一 多 面体 的 内 部 
在 男 一 多 面体 的 外 部 . 

相 邻 多 面体 的 和 (sum of adjacent polyhedrons) 
相 邻 多 面体 的 一 种 合成 . 即 由 相 邻 多 面体 导出 的 一 个 
多 面体 . 两 个 相 邻 多 面体 , 吻 除 其 所 有 的 公共 点 后 ,所 
形成 的 第 三 个 多 面体 , 称 为 两 个 相 邻 多 面体 的 和 . 例 
如 ,图 中 所 示 的 多 面体 可 看 做 五 面体 V-ABCD 及 六 
面体 ABCDA'B'C'D' WA. 

四 面体 (tetrahedron) 亦 称 三 棱锥 . 一 种 简单 
多 面体 . 指 空间 两 两 相交 旦 不 共 线 的 四 个 平面 在 空 
间 割 出 的 封闭 多 面体 . 它 有 四 个 面 、 四 个 顶点 .六 条 
R .四 个 三 面 角 .六 个 二 面 角 与 十 二 个 面 角 . At 
TAA A,B,C,D. 则 可 记 为 四 面体 ABCD, 4B im 
以 A 为 项 点 的 三 棱锥 时 ,也 可 记 为 三 棱锥 A-BCD. 
四 面体 的 每 个 顶点 都 有 惟一 的 不 通过 它 的 面 , 称 为 
该 顶点 的 对 面 , 原 顶点 称 这 个 面 的 对 顶点 .在 四 面体 
的 六 条 校 中 ,没有 公共 端点 的 两 条 称 为 对 棱 . 四 面体 
A = ONT BE. 且 对 棱 的 中 点 连结 的 线段 (三 条 ) 彼 此 
平分 于 同一 点 即 四 面体 的 重心 , 亦 称 四 面体 的 形 心 . 
四 面体 的 四 个 顶点 与 所 对 面 ( 三 角形 ) 的 重心 连 线 
(四 条 线段 ) 必 相交 于 同一 点 , 即 四 面体 的 重心 . AE 
四 面体 的 四 个 顶点 处 各 置 重量 相同 的 质心 , 则 这 个 
质点 系 的 质心 就 在 该 四 面体 的 重心 处 .或 者 当 四 面 
体 由 均匀 物质 构成 时 , 它 的 质心 就 在 四 面体 的 重心 
处 .四 面体 的 重心 平分 四 面体 的 每 一 双 对 校 中 点 连 
线 . 连结 四 面体 的 顶点 与 所 对 面 的 重心 的 线段 ,被 四 
面体 的 重心 内 分 为 3 : 1( 从 顶点 量 起 ). 过 四 面体 的 
每 双 对 棱 作 一 对 平行 平面 ,这 三 对 平行 平面 围 成 一 
个 平行 六 面体 , 即 为 原 四 面体 的 外 接 平行 六 面体 ,四 
面体 的 棱 都 是 其 外 接 平 行 六 面体 的 面 (平行 四 边 形 ) 
上 的 对 角 线 .四 面体 的 重心 平分 其 外 接 平行 六 面体 

一 条 对 角 线 . 除 重心 性 质 外 ,四 面体 还 有 如 下 的 
TE ER: 

1. 四 面体 的 每 一 条 棱 与 其 对 棱 的 中 点 确定 一 
平面 ,这 样 的 六 个 平面 共 点 . 

2. 四 面体 外 接 平行 六 面体 的 各 校 分 别 平行 且 等 
于 四 面体 中 连结 各 对 校 中 点 的 线段 . 

3. 四 面体 的 六 条 校 的 六 个 中 垂 面 共 点 ,这 点 是 
四 面体 外 接 球 的 中 心 . 每 个 四 面体 有 惟一 的 外 接 球 . 

三 棱锥 (triangular pyramid) — B[ pu pi o ". 

四 面体 的 对 面 (opposite face of a tetrahedron) 
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见 “ 四 面体 ”. 

四 面体 的 对 顶点 (opposite vertex of a tetrahe- 
dron) 见 “ 四 面体 ” 

四 面体 的 对 棱 (Copposite edge of a tetrahedron) 
见 “ 四 面体 

四 面体 的 重心 (barycenter of a tetrahedron) 
见 “四 面体 ” 

四 面体 的 形 心 (barycenter of a tetrahedron) 
见 “四 面体 ” 

四 面体 的 外 接 平 行 六 面体 (circumscribed par- 
ellelepiped of a tetrahedron) 见 “ 四 面体 ” 

四 面体 的 性 质 (property of a tetrahedron) J) 
“四 面体 ”. 

四 面体 的 高 线 (altitude of a tetrahedron) W 
面体 的 重要 线段 之 一 . 由 四 面体 的 每 个 顶点 到 所 对 
面 引 垂 线 , 称 为 四 面体 的 高 线 , 由 顶点 到 垂 足 的 线 
B , 称 为 四 面体 的 高 ,该 顶点 所 以 的 面 称 为 与 该 高 线 
相应 的 底 . 四 面体 的 高 线 的 性 质 是 : 

1. 两 顶点 引出 的 高 线 相 交 的 充分 必要 条 件 是 连 
结 这 两 顶点 的 校 与 其 对 棱 牌 直 . 

2. 若 两 个 顶点 所 引 的 高 线 相 交 , 则 由 其 余 两 个 
顶点 所 引 的 高 线 也 相交 . 

3. 若 四 面体 有 两 对 季 直 的 对 校 , 则 第 三 双 对 校 
也 垂直 . 此 时 四 面体 的 四 条 高 线 交 于 一 点 . 称 为 四 面 
体 的 垂 心 . 

4. 右 四 面体 的 一 双 对 校 垂 百 . 则 连结 其 他 两 双 
对 校 中 点 的 二 线段 相等 . 

5. 垂 心 四 面体 中 ,连结 三 双 对 棱 的 中 点 的 三 条 
线段 相等 . 

6. 正三 棱锥 是 垂 心 四 面体 . 其 外 接 平行 六 面体 
是 蔡 面 体 , 即 各 面 均 是 相等 莹 形 的 六 面体 . 

面体 高 线 的 性 质 (property of altitude of a 
tetrahedron) J“ mA ez”. 

四 面体 的 度量 公式 (metric formulas of a tetra- 
hedron) 四 面体 基本 几何 量 的 计算 公式 . 指 计算 四 
面体 的 体积 .面积 内 二 面 角 和 顶点 角 的 一 组 公式 . 
设 四 面体 PoP1PsP; 的 校长 pi 二 |1PiPj| ,体积 为 V， 
顶点 P. 所 对 的 面 f; 的 面积 为 S;, 面 fi 与 f; 所 夹 的 
AMARA, j) (i,j 二 0,1,2,3,i 关 让, 则 有 下 
列 计算 公式 : 

(PRI R erie. Port eae: 
hv | PoP eRe Rohr PER 
PINOPISWquPLEPEIQS APF 
式 中 
PoP, » PoP j= po * pwcos LP,PoP, 


1 
= > (Pa de po UU 0). 


zB Qoi =X s Qo = y » P03 — Z s P23 =A 031765 0157€, 
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则 
27 rè +y — ce? r? +z — h 
v= r +y — e? 2y? ypz? — a’? " 
过 +z? 一 已 ? y +z? —a? 2g? 
Rp 
1 
V=75 V 91 十 qd? 十 93 一 4. 


称 它 为 六 校 求 积 公式 ,其 中 
qi = (ar) (b +0 t y Haz — a? = 2"); 
Gy = (By (e^ 4b a? ae ea boys 
g,- Cz) (0 + oy E= 
g= (abe) a2 aye)? ee Chem) Faery. 


2r? tye? 
a r!-z—p y? +z? 一 C 
2,6085024,3)— 168,5; ; 
3. 射影 定理 : 


So = S,cos(0,1) + S,cos(0,2) + Sscos (0,3), 

Sı = S,cos(0,1) + S,cos(1,2) + S;cos(1,3), 

S, = Socos (0,2) + S,cos(1,2) + Sacos (2,3), 

$4, = Socos 《0,3) + Sicos 《1,3) + S,cos(2,3). 
A. 余弦 定理 : 

S, = Si +S, + S$; — 2S1S2c0s(1,2) 

= sCOS Ziay ZO CO CT 
5. 正 弦 定 理 I: 
So DE _ SS; 
sin/P, sn/P, sin/Z] P, 
S3  — 25,5,5,5, 


 sin/P, GVP " 
式 中 sin/ P, 
1 -—608(0142)* = costi.3) 1 
= —cos(1,2? 1 —cos(2,3? 9 
=cos(1,3) —cos<Zy3) 1 
余 此 类 推 ,这 里 了 人 PP 称 为 四 面体 的 顶点 角 . 
正弦 和 定理 I 
So = S; En S5 EAR SE = 2R? 
sinz P, sin P, sin/P, sin/ p; i 
式 中 
1 1 1 
sin? / P, 9 


a= (sin? ~P,OP;)/2 1S, j3, 0S k3, i jA 
k). Rl O 分 别 是 外 接 球 的 半径 和 球 心 . 

等 面 四 面体 (isohedral tetrahedron) 亦 称 等 
腰 四 面体 . 一 种 特殊 的 四 面体 . 它 是 每 条 棱 与 其 对 校 
总 相等 的 四 面体 . 它 的 四 个 面 是 全 等 的 锐角 三 角形 . 
S77 TR x Ab E HA ZA AEA. 它 可 以 由 锐角 三 
角形 沿 着 它 的 三 条 中 位 线 折 全 而 得 到 . 等 面 四 面体 
的 外 接 平行 六 面体 是 长 方 体 . 等 面 四 面体 的 对 棱 中 


点 连 线 是 这 对 楼 的 公 垂 线段 , 且 三 条 公 垂 线段 互相 
Ha FIM. 三 组 对 楼 的 长 分 别 为 a,b,c 的 等 
面 四 面体 的 体积 计算 公式 为 
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AP w= GI +6 +07) /2, 表面积 计 算 公 式 为 
S=4JSp(p—a)(p—b)(p—c), 

式 中 p=(at+b+c)/2. Bj h—12V/S— ARE > 

的 4 È. 外 接 球 半径 RSV 2 Va*--6 3 c*)/4. 四 

个 面 的 面积 (或 周 长 ) 皆 相等 的 四 面体 是 等 面 四 面 

体 . 内 切 球 与 外 接 球 同心 的 四 面体 必 为 等 面 四 面体 . 

等 腰 四 面体 (isosceles tetrahedron) BI“ 
四 面体 ”. 

Æ ò FO HK Corthocentric tetrahedron) 一 种 
EPA E] PU T A. 6 A OT pz E AA HE) P TRI A ON 
EP p qi A ux E Az PU iid He. 垂 心 四 面体 的 四 条 高 线 
Vo TH AE T — £3 ROR ROA ED VU TÉ IS BA] EE. E 
面体 的 一 个 特例 是 有 一 个 三 面 角 是 三 直 三 面 角 的 四 
面体 , 称 为 三 直角 四 面体 . 它 的 垂 心 就 是 三 直 三 面 角 
的 顶点 .正四 面体 也 是 垂 心 四 面体 的 特例 , 它 的 重心 
就 是 正四 面体 的 重心 .只 有 垂 心 四 面体 才 有 牌 心 .一 
般 的 四 面体 未 必 存 在 垂 心 . 

正 交 四 面体 (orthogonal tetrahedron) 
心 四 面体 ”. 

四 面体 的 重心 (orthocenter of tetrahedron) 
见 “ 垂 心 四 面体 ”. 

三 直角 四 面体 (trirectangular tetrahedron) 
JL" 3E DO”. 

3i ii^ PU TE] E AY Ex br ék (Euler line of an ortho- 
重心 四 面体 的 重要 直线 . 对 
于 一 个 垂 心 四 面体 , 它 的 外 接 球 心 0, 重心 C, 第 一 
型 十 二 点 球 心 Os ES 妃 , 按 照 这 个 顺序 共 线 ,此 直 
线 称 为 该 垂 心 四 面体 的 欧 拉 线 . 在 欧 拉 线 上 ,这 四 点 
彼此 间 的 距离 之 比 为 0G : GO, : OLH = 3: 12 2. 

重心 四 面体 的 第 一 型 十 二 点 球 (twelve point 
sphere of the first form of an orthocentric tetrahe- 
dron) 甜心 四 面体 的 重 
要 性 质 之 一 . FEED OO 
体 中 ,四 个 面 的 重心 ,四 个 
高 的 垂 足 ( 即 面 的 垂 心 )， 
以 及 按 1:2 之 比 自 四 面 
体 的 垂 心 向 各 顶点 所 连 线 
段 的 分 点 , 同 在 一 个 球 上 
( 即 共 球 ), 此 球 称 为 这 垂 
心 四 面体 的 第 一 型 十 二 点 球 ， 

3E it» PU TE f H9 $8 — 8 -- — dx X (twelve point 


sphere of the second form of an orthocentric tetra- 


Bl “FE 


centric tetrahedron) 


多 EH 体 


hedron) # DURAN x SE TE JR. — . EEDA 
AHWSR LAXRN— pa, E Ji Be EA] P3 B TR PALA] PS 
Be ey AY) ZS SEE FE Ct, Je XE P 2 3E ZI 3E E). 六 个 
这 样 的 点 及 六 棱 的 中 点 必 共 球 , 此 球 称 为 垂 心 四 面 


体 的 第 二 型 十 二 点 球 . 如 图 ,在 垂 心 四 面体 S-ABC 
中 ,因为 4B | SC, A, ÆRA ABS 和 ABC 在 
BAB 上 的 公共 垂 足 ( 因 AB] ¥ AM SHC). 同样 
H,,H;,H,,H;,H, Zal BC,AC,SA,SB,SC 各 
校 上 相 邻 两 面 的 公共 垂 足 . 又 M,,M.,M;,M,,Ms;; 
Ms 分 别 为 4B,BC,AC,SA,SB,SC ARH HPA, 
WW HZ; 和 M 4G=1,2,…,6) 到 球 心 O 的 距离 相等 ,所 
以 球 O 就 是 这 个 垂 心 四 面体 S-ABC 的 第 二 型 十 二 
FARK. 

四 面体 的 内 切 球 及 旁 切 球 的 个 数 定理 (in- 
scribed sphere of tetrahedron and theorem of es- 
cribde sphere numbers of tetrahedron) 计算 四 面 
体 的 内 切 球 及 旁 切 球 的 个 数 的 一 种 方法 ,四 面体 的 
内 外 二 面 角 的 十 二 个 平分 面 \ 每 三 个 相交 于 一 条 直 
线 , 共 有 十 六 条 交 线 (每 个 平面 内 有 四 条 交 线 ), 在 一 
般 情况 下 ,这 十 二 个 平面 每 六 个 共 点 ,通过 八 点 ,在 
特殊 情况 下 ,这 样 的 点 数 为 五 或 六 或 七 ,因此 ,四 面 
体 有 一 个 内 切 球 与 七 个 旁 切 球 ,但 特殊 情况 下 旁 切 
球 的 个 数 可 能 是 四 或 五 或 六 个 . 

有 向 四 面体 (directed tetrahedron) 一 种 特殊 
的 四 面体 . 指 给 定 了 四 个 顶点 的 顺序 的 四 面体 . 例 
如 ,对 四 面体 ABCD 规定 4 为 第 一 顶点 ,B 为 第 二 
顶点 ,C 为 第 三 顶点 ,DD 为 第 四 顶点 , 则 它 是 一 个 有 
向 四 面体 , 记 为 :四 面体 4BCD. 对 于 有 向 四 面体 
ABCD, 当 三 面 角 A-BCD 定 为 正 向 时 , 称 它 为 正 向 
四 面体 ; 当 三 面 角 4-BCD 定 为 负 向 时 , 称 它 为 负 疝 
四 面体 . 

正 向 四 面体 (positive direction tetrahedron ) 
见 “ 有 向 四 面体 ” 

负 向 四 面体 (negative direction tetrahedron) 
见 “ 有 向 四 面体 ”. 

同 向 四 面体 (synclastic tetrahedron) 一 种 特 
殊 四 面体 . 指 对 应 三 面 角 同 向 的 两 个 有 向 四 面体 . 各 
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两 个 有 回 A' B' CD 所 对 应 的 三 面 角 
4-BCD,4 -BC DT7 同 向 , 则 称 这 两 个 有 向 四 面体 同 
向 ,简称 它们 是 同 向 四 面体 ,否则 称 为 反 回 四 面体 . 
如 两 个 四 面体 4BCDD 与 4 B'C' D 同 向 , 则 任意 两 个 
对 应 的 三 面 角 也 同 向 , 即 三 面 角 8B-4CD 与 
B'-A'C'D' ,C-ADB45C'-A'D' B' 等同 向 . 而 方向 相 
Be ES PS 1 PG F , wi — m £825 IJ. 

反 向 四 面体 (oppositely directed tetrahedron) 
见 “ 同 向 四 面体 ”. 

五 面体 (pentahedron) 一 种 简单 多 面体 . 即 恰 
有 五 个 面 的 多 面体 . 只 有 五 
i B5 8E A DE. RA E 
面 的 台 体 是 三 棱 台 ,只 有 五 
面 的 柱 体 有 三 个 侧面 .五 面 
体 不 可 能 有 三 个 面相 互 平 
行 ,也 不 可 能 有 两 对 平行 的 
面 . 存在 凹 五 面体 如 图 . 

六 面体 (hexahedron) 一 种 简单 多 面体 . 即 恰 


C’ B' 

有 六 个 面 的 多 面体 .只 有 六 面 的 锥 体 是 五 棱锥 ,只 有 
六 面 的 台 体 是 四 校 台 ,只 有 六 面 的 柱 体 是 四 棱柱 . 立 
方 体 是 有 六 个 面 的 正 多 面体 . 

正 多 面体 (regular polyhedron) 亦 称 柏拉图 
立体 . 一 种 简单 多 面体 . 它 是 各 面 全 等 的 正 多 边 形 和 
各 多 面 角 相 等 的 正 多 面 角 的 凸 多 面体 . 正 多 面体 有 
且 只 有 五 种 .用 正三 角形 做 面 的 ,有 正四 面体 .正八 
面体 和 正二 十 面体 ;用 正方 形 做 面 的 ,有 正六 面体 
( 即 正方 体 或 立方 体 ); 用 正 五 边 形 做 面 的 ,有 正 十 二 
面体 ( 见 图 ). 正 多 面体 的 主要 性 质 有 : 

1. 正 多 面体 的 各 条 棱 相 等 ,各 个 面 角 相 等 ,各 个 
二 面 角 相等 . 

2. 过 各 面 中 心 所 作 的 各 面 的 垂 线 都 相交 于 一 
点 ,这 点 称 为 正 多 面体 的 中 心 ， 

3. 正 多 面体 的 中 心 到 各 顶点 PRS. aR 
的 距离 相等 ,到 各 面 的 距离 也 相等 . 

4. 任何 正 多 面体 都 有 一 个 外 接 球 、 一 个 内 切 球 
和 一 个 切 校 球 ( 和 各 校 相 切 于 中 点 的 球 ), 这 三 个 球 
同 以 正 多 面体 中 心 为 球 心 . 

5. 过 正 多 面体 内 任 一 点 到 各 面 所 引 垂 线段 之 和 
为 一 常数 . 
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正四 面体 正八 面体 正二 十 面体 


正六 面体 正 十 二 面体 
eK A a 的 正 多 面体 的 各 几何 量 列 在 下 表 中 : 


前 5 世纪 和 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 就 发 现 了 正 多 


面体 . 关于 正 多 面体 的 数学 论述 起 源 于 欧 几 里 得 
(Euclid) 的 《几何 原本 》 第 8 卷 . 此 书 的 第 一 个 附注 
指出 ;该 书 “ 将 处 理 所 谓 柏 拉 图 体 . 这 个 命名 是 不 正 
确 的 ,因为 其 中 三 个 (正四 面体 、 六 面体 、 八 面体 ) 应 
归功 于 毕 氏 学 派 , 而 十 二 面体 和 二 十 面体 则 应 归功 
于 泰 特 托 斯 (Theaetetus). ”对 于 所 有 五 种 正 多 面体 
的 描述 是 柏拉图 (Plato) 给 出 的 ,在 其 《 蒂 迈 欧 篇 》 
中 ,他 讲 到 如 何 把 正三 角形 、 正 方形 和 正 五 边 形 放 到 
一 起 来 构造 这 些 立 体 的 模型 . FA P rn B5 R x3 IX 
(Timaeus) EE [C 2E UK , HEA. EEH BEES] UJ 
问 意大利 时 遇见 过 此 人 . XE TE EE B E EK 
将 四 种 容易 作 的 正 多 面体 (正四 面体 、 六 面体 、 八 面 
体 和 二 十 面体 ) 与 恩 波 多 克 尔 (Enbodokel) 的 四 个 
原始 元 素 ( 火 . 土 、 气 、 水 ) 联 系 在 一 起 . 他 把 后 发 现 的 
正 十 二 面体 与 包罗 万 象 的 宇宙 联系 在 一 起 . KES 
面体 又 称 柏拉图 正 多 面体 . 正 多 面体 不 多 于 五 种 ,可 
证 明 如 下 :由 简单 多 面体 的 欧 拉 公 式 下 十 下 一 2 一 五 
(其 中 了 OA BUR GC. FE. 为 面 数 ,五 为 校 数 ) ,如 设 正 多 
面体 的 面 是 ” 边 形 , 一 个 顶点 处 的 面 角 数 为 m , DU] 
nF=2E,mV =2E, FÆ 
ZE | 2E — 


" mn ETZ 


E E23 的 条 件 下 , 求 出 m,n BY RAB n,n, E) 
EA PE :ee 2951295 Ge 
30) ,它们 分 别 对 应 于 正四 面体 ,正八 面体 ,正二 十 面 
体 , 正 六 面体 与 正 十 二 面体 . 这 五 种 正 多 面体 的 存在 
性 ,可 通过 作 图 来 解决 ,也 可 通过 计算 验证 . 在 空间 
直角 坐标 系 中 ,可 取 定 正 多 面体 的 顶点 坐标 如 下 : 正 
四 面体 (1,1,1),(1, 一 1, 一 1),( 一 1,1, 一 1),( 一 1， 
一 1,1); 正 六 面体 ( 士 1, 士 1, 士 1); 正 八 面体 ( 士 1,0， 
0), (0, 士 1,0), (0,0,; 土 1); 正 十 二 面体 (十 a， 
土 1,0), (0, 士 a, 士 1),( 士 1,0, 士 a); 正 二 十 面体 
( 士 1, 士 a2,0),(0, 士 1, 士 a2),( 士 a2,0, 士 1),( 士 a， 


+a, +a). RP a ARS. BM a= (V5 十 1)/2. 

柏拉图 立体 (Platonic solids) 即 “ 正 多 面体 ”. 

正 多 面体 的 中 心 (centre of a regular polyhe- 
dron)” 见 “ 正 多 面体 ”. 

JE Ed mi ff (regular tetrahedron) W “E£ M 
体 ”. 
等 边 四 面体 (equilateral tetrahedron) J “JE 
四 面体 ”. 

TEAK (cube) 亦 称 立 方 体 .一 种 正 多 面体 . 即 
棱 长 相等 的 长 方 体 . 亦 即 正六 面体 (参见 “ 正 多 面 
体 ”). 正方 体 除 具有 长 方 体 的 性 质 外 ,还 具有 如 下 性 
Js : 

1. 六 个 面 是 全 等 的 正方 形 . 


多 iuum ff 


2. 对 角 线 的 长 是 一 条 楼 长 的 v 3 倍 ;对 角 线 交 
于 一 点 , 且 互 相 平 分 ,这 点 
是 正方 体 的 中 心 . 

3. 六 个 对 角 面 是 全 等 
的 矩形 . X] f8 iii CBD BY 
对 角 线 与 原 立方 体 对 角 线 
重合 ,每 个 对 角 面 截 原 正 
方 体 成 相等 两 部 分 . 

4. 以 各 面 中 心 作为 顶 
点 的 多 面体 是 正八 面体 . 如 图 PQR, S, T.U 分别 
是 正方 体 AC, 的 六 个 面 的 中 心 , 八 面体 7T-PQRS-U 
为 正八 面体 . 

5. 过 中 心 的 平面 截 正方 体 成 两 个 相等 部 分 . 

6. 连结 正方 体 两 相对 面 ( 正 方形 ) 中 心 的 线段 平 
THF FHH Eme. 

7. 从 一 个 顶点 出 发 的 对 角 线 和 三 条 棱 的 另 三 个 
问 点 所 确定 的 平面 相交 ,其 交点 分 这 条 对 角 线 为 
1:2. 

8. 正方 体 的 对 角 线 与 它 的 面 中 的 对 角 线 ,或 者 
具有 公共 端点 ,或 者 是 互相 异 面 且 垂直 . 

WARK (cube) 即 “ 正 方 体 ” 

正六 面体 (regular hexahedron) 

正八 面体 (regular 
octahedron) 一 种 正 多 
面体 . 即 以 正八 面体 各 面 
中 心 作 为 顶点 的 多 面体 是 
正方 体 . 如 图 ,正八 面体 
S,-PQRS-S, 的 各 面 中 心 
是 正方 体 ABCD- 
ABCD, 的 顶点 (参见 
“ 正 多 面体 ”). 

正二 十 面体 (regular icosahedron) 一 种 正 多 
面体 . 指 由 二 十 个 全 等 的 正三 角形 所 围 成 的 一 个 多 
面体 (参见 “ 正 多 面体 ”). 正 多 面体 的 具体 作法 如 下 : 


BN “正方 体 ” 


图 1 图 ? 

作 三 根 两 两 垂直 的 ,互相 平分 于 点 O 的 ,长 度 

都 是 2a 的 线段 XX',YY' ,2Z2' ,分 线段 a 为 中 外 比 ， 

取 较 大 的 一 段 为 2, 即 满足 a :56 二 b : (a—b). b> a 

一 b. 过 XX' 的 两 端点 作 线 段 AB 与 4'B', 使 AB, 
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A'B,YY' 同 向 平行 , 有 AX=XB=A'X'=X'B'=6 
(如 图 1); 过 YY' 的 两 端点 作 线 段 CD 与 C'D', 使 
CD,C'D' ,ZZ' 同 向 平行 , E CY=YD=C'Y'=Y'D' 
= b; Ñ ZZ' 的 两 端点 作 线 段 EF 与 EF', 使 EF， 
E'F' ,XX' 同 向 平行 , HEZ=ZF=E'Z' =Z F' =b, 
则 A4,B,C,D,E,F,A',B',C',D',E',F', 即 正二 十 
面体 的 顶点 ,连结 4B,AE,AC,AD,AFKE’',BD' , BC, 
BE, BE',CA',CD,CE,CF, DA’, DF', DE', EC’, 
EF ,FC',FB',FA',A'B',A'F', B'C',B'D',B'F', 
C'D',D'F',D'E',E'F'. Way AR = T 2& Pe HJ d 
都 是 22, 例 如 ,在 图 2 中 ,根据 对 称 性 ,4 五 一 4 匹 = 
BE=BE',AC=AD,EC=E'D;i% E, 是 EE' 与 OX 
的 交点 ,4A。 是 44' 与 OY 的 交点 ,Co EC HER EW 
正 射 影 , 则 B'C/ EY, AAXE,, AAEE, AAAY 5 
AAYC,AYOE,, ACCE 都 是 直角 三 角形 ,其 中 


V AE? -- EE! — A AX? 4- XE? + E,E? 
/ b^ E Xa-— b) -Fa' 
v 2 (a? = ab 十 b? 


VAY? + YC? = 4 AA? + AY? + YC’ 
a^ + (a — bP FE 
wv2(a — ab + 6’), 


= VCC + Ck? = NYE + Cok” 


= N YO? + OE} + C,E? 

is Vau m 

= /2(a — ab +6), 

由 于 a:5—b: (a—b),ala—b) =b ,a’—ab= 
b°, 所 以 V2(a®@—ab+6") = V2 + 20 = 26, RA AB 
= AE = AC— EC=CD=AD=AE'=E' D=BE= 
BE! = 26, Fr WE H. 

正 十 二 面体 (regular 
dodecahedron) 一 种 正 多 面 
体 以 正二 十 面体 每 个 面 的 中 
心 为 顶点 的 正 多 面体 就 是 一 
个 正 十 二 面体 .因此 ,做 出 正 
二 十 面体 也 就 能 做 出 正 十 二 
面体 (参见 “ 正 多 面体 ”). 

对 侦 正 多 面体 (dual regular polyhedrons) Jf 
PRHE S I8] P. 满足 特定 条 件 的 两 个 正 多 面体 . 如 
果 两 个 正 多 面体 的 棱 数 相等 ,并 且 其 中 一 个 的 顶点 
数 恰 好 等 于 另 一 个 的 面 数 , 则 称 这 两 个 正 多 面体 是 
互 为 对 偶 正 多 面体 ,其 中 每 一 个 多 面体 都 称 为 另 一 
个 的 对 偶 正 多 面体 . 在 五 种 正 多 面体 中 ,正四 面体 是 
它 自 己 的 对 偶 正 多 面体 ;正八 面体 与 立方 体 互 为 对 
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偶 正 多 面体 ; 正 十 二 面体 与 正二 十 面体 互 为 对 偶 正 
多 面体 . 以 一 个 正 多 面体 的 各 面 的 中 心 为 项 点 的 正 
多 面体 ,是 它 的 一 个 对 偶 正 多 面体 . 

+ 45 TF & H4 (conjugate regular polyhedrons) 
即 “ 对 偶 正 多 面体 ” 

多 面体 的 外 接 球 (circumscribed sphere of a 
polyhedron) 满足 特定 条 件 的 一 个 球 .一 个 多 面体 
的 所 有 顶点 奉 都 在 同一 个 球面 上 , 则 这 个 球 称 为 该 
多 面体 的 外 接 球 , 多 面体 称 为 这 个 球 的 内 接 多 面体 . 
正 多 面体 的 外 接 球 一 定 存在 , 且 球 心 是 该 正 多 面体 
的 中 心 . 

球 的 内 接 多 面体 (inscribed polyhedron of a 
sphere) ” 见 “ 多 面体 的 外 接 球 ”. 

多 面体 的 切 棱 球 (tangential edge sphere of a 
polyhedron) 满足 特定 条 件 的 一 个 球 . 如 果 一 个 球 
与 多 面体 的 各 条 棱 都 相 切 , 则 这 个 球 称 为 该 多 面体 
的 切 棱 球 . 正 多 面体 一 定 有 切 棱 球 , 且 在 正 多 面体 的 
A BED ea Ab SRA. REKA a 的 正 多 面体 的 外 接 
球 、 切 棱 球 和 内 切 球 的 半径 列表 如 下 : 


多 面体 的 内 切 球 (inscribed sphere of a polyhe- 
dron) 满足 特定 条 件 的 一 个 球 . 如 果 一 个 球 与 简单 
多 面体 的 各 面 或 其 延展 部 分 都 相 切 , 且 此 球 在 多 面 
体 的 内 部 , 则 称 这 个 球 为 此 多 面体 的 内 切 球 .多 面体 
称 为 这 个 球 的 外 切 多 面体 . 正 多 面体 的 内 切 球 均 存 
在 . 正 多 面体 内 任意 点 到 各 面 上 距离 之 和 为 常数 
3FV/S. 这 里 下 为 多 面体 的 面 数 ,S 为 表面 积 ,V 为 
体积 . 故 正 多 面体 内 切 球 半径 为 3V/S. 

球 的 外 切 多 面体 (circumscribed polyhedron of 
a sphere) 见 “ 多 面体 的 内 切 球 ” 

多 面体 的 旁 切 球 (escribed sphere of a polyhe- 
dron) 满足 特定 条 件 的 一 个 球 . 如 果 存 在 一 个 球 与 
简单 多 面体 的 各 个 面 或 其 延展 部 分 都 相 切 ,但 此 球 
不 在 多 面体 内 部 , 则 该 球 称 为 此 多 面体 的 劳 切 球 . 

正 多 面体 表面 的 平展 图 (plane expansion gra- 
一 种 平面 


ph of surface of a regular polyhedron ) 


Aw. 指正 多 面体 的 各 面 展 开 在 一 平面 上 . 正 多 面体 
的 面 都 是 全 等 的 多 边 形 ,它们 的 表面 平展 图 如 图 1 
至 图 5 所 示 . 


AN HE 


Al 正四 面体 展开 图 图 2 正六 面体 展开 图 
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图 3 正八 面体 展开 图 图 4 正二 十 面体 展开 图 


AS 正 十 二 面体 展开 图 
半 正 多 面体 (semiregular polyhedron) 一 类 
特殊 的 多 面体 . 等 角 半 正 多 面体 和 等 面 半 正 多 面体 
的 统称 
等 角 半 正 多 面体 (equiangular semiregular 


polyhedron) ” 亦 称 阿 基 米 德 多 面体 . 一 种 特殊 的 多 


面体 . 指 所 有 多 面 角 都 相等 , 且 各 个 面 是 边 数 不 全 相 
同 的 正 多 边 形 的 多 面体 . 等 角 半 正 多 面体 的 多 面 角 
最 多 有 五 个 面 . 侧面 是 正方 形 的 正 n BEE ES AK 
IE ww 十 2) 面 体 . X. SERIE. n 面体 (x 二 6 或 8,12 或 
20) 各 楼 的 中 点 作为 顶点 所 成 的 多 面体 也 是 等 角 半 
正 多 面体 ,分 别称 为 立方 八 面体 或 中 央 晶 体 ( 由 六 个 
正方 形 和 八 个 正三 角形 围 成 的 ) 和 十 二 兼 二 十 面体 
(由 十 二 个 正 五 边 形 和 二 十 个 正三 角形 围 成 的 ). 
阿 基 米 德 多 面体 (Archimedean polyhedron) 


即 “等 角 半 正 多 面体 ”. 

立方 八 面体 (cuboctahedron) 见 “ 等 角 半 正 多 
面体 ”. 

FH X central crystal)” 即 立方 八 面 体 . 见 
“等 角 半 正 多 面体 ”. 


等 面 半 正 多 面体 (isohedral semiregular poly- 
hedron) 一 种 特殊 的 多 面体 . 指 各 个 面 都 相等 日 各 


多 面 体 


Nu. d 
正 多 面 角 的 多 面体 . 等 面 半 正 
多 面体 的 面 最 多 有 五 个 边 . 例 
如 ,公共 底 对 称 的 两 个 正 ” 校 
锥 所 构成 的 2n 面体 就 是 等 面 
半 正 多 面体 . 又 如 过 正方 体 的 
各 棱 分 别 作 与 各 面 成 45" 角 的 
平面 ,所 围 成 的 多 面体 称 为 十 
二 菱 面 体 ( 有 十 二 个 相等 的 萎 
形 面 ,六 个 正四 面 角 和 八 个 正 
三 面 角 ), 也 是 等 面 半 正 多 面体 . 

+Z # mi f (rhombic dodecahedron) 
面 半 正 多 面体 ” 

斜 方 十 二 面体 (rhombic dodecahedron) M, 
“等 面 半 正 多 面体 ” 

等 面 多 面体 (isohedral polyhedron) 一 种 简单 
多 面体 .各 面 彼 此 全 等 的 多 面体 . 正 多 面体 和 等 面 半 
正 多 面体 都 是 等 面 多 面体 . 

等 角 多 面体 (equiangular polyhedron) 一 种 
简单 多 面体 . 各 多 面 角 相等 , 且 各 面 都 是 等 角 多 边 形 
的 多 面体 . 这 里 等 角 和 多边形 可 能 是 正 多 边 形 也 可 能 
是 等 角 半 正 多 边 形 . 例如 ,矩形 是 等 角 半 正四 边 形 . 


见 “ 等 


长 方 体 是 等 角 多 面体 . 
三 八 面体 (trioctahedron ) aa eae 
体 . 以 八 面 体 的 各 面 为 底面 ,向 体外 各 作 一 个 三 侧枝 


相等 的 三 棱锥 而 得 的 几何 体 , 它 是 一 Pain T 
四 面体 . 三 八 面 体 的 二 十 四 个 面 均 系 等 腰 三 角形 . 4 
三 八 面体 是 以 正八 面体 各 面 为 底 , 向 体外 各 作 一 个 
正四 面体 形成 时 , 则 三 八 面体 各 面 均 为 全 等 的 正三 
角形 . 

五 角 十 二 面体 (pentagonal dodecahedron) — 
种 特殊 的 多 面体 . 即 由 十 二 个 五 角形 面 围 成 的 多 面 
体 . 当 五 角形 面 是 正 五 边 形 时 ,五 角 十 二 面体 就 是 正 
十 二 面体 . 

IE Æ f (regular star body) 一 种 特殊 的 正 多 
面体 . 以 正 n 面体 各 面 为 底 , 向 外 作 正 棱锥 ,使 这 些 
iz ^E E] Mh SAR SH IE — 8E OR BAIN AE 
[U] Z& A, WERE AE 角 ) 星 体 . 这 类 正 星体 有 四 
种 ,它们 分 别 是 如 图 1 至 图 4 所 示 的 正六 角 星 体 、 正 
八角 星体 (各 有 24 个 面 ) 和 正 十 二 角 星 体 、 正 二 十 角 
星体 (各 有 60 个 面 ). 
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图 3 图 4 

2 H ik AY oh Æ R (convex star of a polyhedron) 
一 种 与 已 知 多 面体 相关 的 多 面体 . 多 面体 上 ,以 一 个 
顶点 为 公共 顶点 的 各 面 组 成 的 多 面体 , 称 为 该 多 面 
体 在 该 项 点 处 的 星 形 . 这 个 顶点 是 星 形 的 顶点 . 当 该 
星 形 在 顶点 处 的 多 面 角 是 凸 多 面 角 时 , 称 这 个 星 形 
为 多 面体 的 凸 星 形 . 

多 面体 的 星 形 (star of a polyhedron) 
面体 的 凸 星 形 ” 

ttm (cylindrical surface) 
几何 ) 中 的 “ 柱 面 ”. 

棱柱 面 (prismatic surface) 柱 面 的 一 种 . FRE 
线 是 平面 折线 的 柱 面 . 通过 该 折线 顶点 的 母线 称 为 
校 柱 面 的 棱 , 相 邻 校 之 间 的 部 分 称 为 棱柱 面 的 面 . 

棱柱 面 的 棱 (edge of a prismatic surface) Jil 
LTD 

棱柱 面 的 面 (face of a prismatic surface) J 
“棱柱 面 ” 

柱 体 (cylinder) 简称 柱 .一 种 特殊 的 多 面体 . 
指 有 封闭 准 线 的 柱 面 被 不 平行 于 母线 的 两 个 平行 平 
面 所 截 得 的 封闭 几何 体 . 平 行 截面 称 为 柱 的 底面 , 简 
称 底 . 两 底 间 的 柱 面部 分 称 为 侧面 ,两 底面 间 的 距离 
称 为 柱 面 的 高 , 柱 面 母线 被 截 得 的 线段 称 为 柱 的 母 
线 . 依据 底面 封闭 曲线 的 形状 , 柱 体 有 不 同 的 分 类 ， 
如 有 棱柱 、 圆 柱 、 椭 圆柱 、 己 形 柱 等 . 

柱 Ccylinder) 柱 体 的 简称 . 

柱 的 底面 (base of a cylinder) TW, EK". 

tt AY Mi lateral face of a cylinder) W “4E 
ik". 

柱 的 高 (height of a cylinder) 
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见 多 


JL AS 3$ Cx [8] AE BT 


见 “ 柱 体 ”. 


柱 的 母线 (generating line of a cylinder) J 
“ 柱 体 ”. 

截 柱 体 (truncated cylinder) 一 种 与 柱 体 有 关 
的 几何 体 . 用 一 个 与 柱 体 所 有 母线 都 相交 的 平面 去 
截 柱 体 ,所 得 的 两 个 几何 体 都 称 为 原 柱 体 的 截 柱 体 . 
当 截 面 平行 于 底面 时 , 截 柱 体 亦 是 柱 体 . 当 截 面 不 平 
行 于 底面 时 , 截 柱 体 称 为 斜 截 柱 体 . 通常 把 斜 截 柱 体 
称 为 截 柱 体 . 

斜 截 柱 体 (truncated cylinder) 即 “ 和 截 柱 体 ” 

柱 的 直 截 面 (right section of a cylinder) 一 种 
与 柱 体 有 关 的 截面 .用 垂直 于 柱 的 母线 的 平面 去 截 
柱 体 ,如 果 截 面 与 柱 的 所 有 母线 (或 侧 棱 ?都 相交 , 那 
么 截 线 所 围 成 的 平面 图 形 , 称 为 柱 的 直 截 面 . 

直 柱 (right cylinder) 一 种 特殊 的 柱 体 . 两 底面 
与 母线 垂直 的 柱 体 称 为 直 柱 体 ,简称 直 柱 . 直 柱 的 高 
等 于 母线 之 长 ,并 且 侧 面 在 底面 的 正 射 影 就 是 围 成 底 
面 的 封闭 曲线 . 

$1 (oblique cylinder) 一 种 特殊 的 柱 体 . 母 
线 与 底面 不 垂直 的 柱 体 称 为 斜 柱 体 ,简称 斜 柱 . 如 果 
斜 柱 的 母线 长 为 a, 母 线 与 底面 夹 角 为 0, 则 和 斜 柱 的 
高 h=asiné. 


棱柱 (prism)〉 亦 称 角 柱 . 一 种 特殊 的 柱 体 . E 
是 底面 为 平面 多 边 形 的 柱 体 . 依 E 
底面 为 三 角形 、 四 边 形 、 五 边 形 
et n WE WIES REA BEER 


Be FE. UO RR RE EEG n 校 
RE. Be E A MU A OF 13 9H xS 
JE. 相 邻 平行 四 边 形 的 公共 边 称 
为 棱柱 的 侧 棱 . 这 些 侧 棱 都 是 棱 
柱 的 母线 . 棱柱 可 用 标明 顶点 的 字母 表示 ,如 图 中 的 
五 棱柱 记 为 4BCDE-A’B'C'D'FE'. 也 可 用 它 的 一 条 
对 角 线 的 两 端 字 母 来 表示 ,又 可 记 为 校 柱 AC’. 

棱柱 的 主要 性 质 有 : 

1. f S TH S. 

2. 侧面 都 是 平行 四 边 形 . 

3. 两 底面 以 及 平行 于 底面 的 截面 是 对 应 边 互 相 
平行 的 全 等 多 边 形 (参见 “棱柱 的 对 角 面 >. 

角 柱 (prism)〉 Bl “BREE”. 

棱柱 的 侧 棱 (lateral edge of a prism) 


见 “ 棱 
往 ” 
棱柱 的 性 质 (property of a prism) JL “REE”. 
棱柱 的 对 角 面 (diagonal plane of a prism) — 
种 与 棱柱 有 关 的 截面 .棱柱 中 经 过 不 相 邻 的 任意 两 
条 侧 校 的 截面 称 为 棱柱 的 对 角 面 .四 核 以 上 的 校 柱 
有 对 角 面 .对 角 面 都 是 平行 四 边 形 . EE HT RI TR 
均 在 棱柱 的 内 部 , 凹 棱柱 总 存在 不 在 或 不 全 在 内 部 
的 对 角 面 . 棱柱 作为 多 面体 还 有 另外 一 类 对 角 面 , 它 
们 是 不 在 棱柱 的 同一 个 面 上 的 三 个 顶点 确定 的 截 


面 .但 是 通常 约定 棱柱 的 对 角 面 不 包括 这 类 对 角 面 . 

棱柱 的 直 截 面 (right section of a prism) 一 种 
与 楼 柱 有 关 的 直 截 面 . © e 
直 于 校 柱 的 侧 校 且 和 所 | 
有 的 侧 校 都 相交 的 截面 ， 
同一 棱柱 的 各 个 直 截 面 
是 全 等 的 多 边 形 ,其 边 数 
与 侧 棱 数 相 等 . 如 图 中 ， A 
截面 ABCD | BB’, FF 
5 Hf BL Ml Be A 3S. Gp e 
WW ABCD 是 楼 柱 
ABCD-A'B'C'D' 的 直 截 面 .但 是 四 边 形 ABCD: 
不 是 这 棱柱 的 直 截 面 . 一 个 棱柱 不 一 定 有 直 截 面 . 

B HER (right prism) 一 种 特殊 的 棱柱 . 指 侧 
棱 和 底面 垂直 的 棱柱 . 直 校 柱 的 主要 性 质 有 x 

1. 侧 棱 与 高 相等 . 

2. 侧面 都 是 矩形 . 

3. 对 角 面 都 是 矩形 . 

IE #@# (regular prism) 一 种 特殊 的 棱柱 . 指 
底面 是 正 多 边 形 的 直 校 柱 . 正 棱柱 的 主要 性 质 有 : 

1. 两 底面 是 全 等 的 正 多 边 形 . 

2. 侧面 是 全 等 的 矩形 . 

3. 两 底面 中 心 的 连 线 垂 直 于 底面 .中 国 古 算 书 
EAE IE VUE RE FR 2 7j ER. 

HÆ (fang bao lie) 正四 棱柱 的 中 国 古 称 . 

正 棱 柱 的 轴 (axis of a regular prism) 一 种 与 
正 棱 柱 有 关 的 直线 或 线段 . 指正 棱柱 的 两 底面 正 多 
边 形 中 心 的 连 线 . 正 棱 柱 是 镜面 自 对 称 几 何 体 , 它 有 
几 个 与 棱 平 行 的 对 称 镜 面 , 正 棱柱 的 轴 就 是 这 些 对 
称 镜 面 的 交 线 ， 

正 棱 柱 的 轴 向 截面 (axial section of a regular 
prism) 一 种 与 正 校 柱 有 关 的 截面 .通过 正 校 柱 的 
轴 的 截面 , 称 为 此 正 校 柱 的 轴 向 截面 或 轴 截 面 . 正 棱 
柱 的 轴 截 面 都 是 矩形 . 

斜 棱柱 Coblique prism) 
侧 校 不 和 底面 垂直 的 校 柱 ， 

斜 截 棱柱 (truncated prism) 一 种 与 斜 棱柱 有 
关 的 多 面体 . 用 不 平行 于 校 柱 底面 的 平面 截 棱 柱 , 如 
平面 和 各 侧 棱 都 相交 且 交 点 不 是 顶点 ,所 截 得 校 柱 
的 每 一 部 分 ,都 称 为 原 棱 柱 的 斜 截 校 柱 体 . 简称 斜 截 
PEE. 

平行 六 面体 (parallelepiped) 一 种 简单 的 棱柱 
体 . 指 底 面 是 平行 四 边 形 的 棱柱 (如 图 1). 平行 六 
体 的 主要 性 质 有 : 

1. 平行 六 面体 的 六 个 面 都 是 平行 四 边 形 . 

2. 相对 的 两 个 面 互相 平行 且 全 等 . 

3. 对 角 面 是 平行 四 边 形 . 

4. 四 条 对 角 线 相交 于 一 点 且 在 这 点 互相 平分 . 


一 种 特殊 的 棱柱 . 指 


多 E dH 


侧 棱 与 底面 垂直 的 平行 六 面体 称 为 直 平行 六 面 
体 , 否 则 称 为 斜 平 行 六 面体 . 上、 下 底面 为 矩形 的 直 
平行 六 面体 称 为 长 方 体 或 矩 体 . 各 面 是 全 等 的 萎 形 
的 平行 六 面体 称 为 莹 面体 (如 图 2), 也 称 为 斜 方 六 
面体 . 


图 1 

直 平 行 六 面体 (right parallelepiped) 
六 面体 

斜 平行 六 面体 (oblique parallelepiped) 
行 六 面体 ” 

# H tk (rhombohedron) ” 见 “ 平 行 六 面体 ”. 

和 斜 方 六 面体 (rhombic hexahedron) — B["25 M 
体 ” 

长 方 体 (cuboid ) 

1E f$ (cuboid) 即 “ 长 方 体 ” 

iG (qian du) 中 国 古 算 书 上 对 底面 为 直角 
三 角形 的 正三 棱柱 的 称呼 ,是 一 种 特殊 的 枫 体 . 用 对 
角 面 截 长 方 体 可 得 到 两 个 青 堵 . 

黄金 长 方 体 (golden cuboid) 
体 . 指 长 . 宽 、 高 之 比 为 p: 1 
: 1/92, 的 长 方 体 , 这 里 为 黄 
金 比 9 一 (CV 5 +1)/2,8R S 


上 oo 
25 1 26v 5 1) 


见 “ 平 行 


见 “ 平 


见 “ 平 行 六 面体 ”. 


一 种 特殊 的 长 方 
1.618- 


Reis 黄金 长 方 体 图 
宽 为 单位 长 的 黄金 长 方 体 
的 表面 积 ， 
255 os EN 
$47—2/9*1-4-1 o'? s 49. 


而 它 的 外 接 球 表面 积 为 Su 4n. 故 S4: S4 —9: m. 

BR (bie nao) 一 种 特殊 的 四 面体 . 在 中 国 古 
Sh ae 4BC-A'B'C' 用 平面 A4C'B' 分 成 两 部 
分 ,其 中 各 面 皆 为 直角 三 角形 的 四 面体 4A'B'C', 称 
为 警 且 ; 另 一 部 分 是 底 为 长 方形 ,一 棱 与 底 垂 直 的 四 
棱锥 A-BB'C'C , 称 为 阳 马 (如 图 ). 刘 徽 在 4 九 章 算术 


注 ) 中 指出 多 面体 体积 理论 的 关键 是 确定 阳 马 和 鉴 


鹏 的 体积 ,因为 任 一 多 面体 可 以 分 割 成 有 限 个 四 面 
体 ,而 任 一 四 面体 可 以 分 割 成 六 个 鉴 胜 . 刘 币 说:“ 雅 
fe VT D Ft PA SR M3 Se, PS. DL 3 m 
EE 25 fj — . SiR. ASR. ”这 就 是 说 , 斜 解 
17: P4338] Dp 1- 5E ERE. 斜 解 一 竹 墙 (如 图 ), 所 得 阳 马 
TUE SS BS TIRE. EU TE DJ 2 : 1, 三 棱锥 的 体积 V4ppe 
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wz d 几 fu 


= V ageco X. Vacca = V pasc. 因 此 阳 g, A-BB'C'C 
的 体积 为 abc/3,% S AA’ BIC 的 体积 为 abc/6. 


UM -3 


BE B (yang ma) 


$m (conical surface) J, c( 2 [B] ft Er JL fn] A 


名 条 ， 

锥 面 的 导线 (directrix of a conical surface) 即 
“ 锥 面 的 准 线 ”. 

锥 体 (cone) 一 种 特殊 的 几何 体 . 指 被 不 过 锥 


面 顶点 且 与 所 有 母线 相交 的 平面 截 得 的 封闭 几何 
体 . 简称 锥 . 截 口 面 是 锥 体 的 底面 , 锥 面 上 位 于 项 点 
和 底面 间 的 部 分 称 为 锥 体 的 全 侧面 , 锥 面 母 线 在 锥 
顶 与 底面 间 的 部 分 称 为 锥 体 的 母线 . 锥 面 的 项 点 也 
是 锥 体 的 顶点 ,顶点 到 底面 的 垂 线段 称 为 锥 体 的 高 . 
通常 用 表示 锥 顶点 的 字母 和 表示 锥 底 的 字母 来 表示 
锥 体 . 

#E(cone) 锥 体 的 简称 . 

锥 体 的 底面 (base ofa cone) 见 “ 锥 体 ” 

锥 体 的 全 侧面 (total lateral of a cone) 
ik". 

锥 体 的 母线 (generating line of a cone) 


JL" SE 


JL" 
ik". 
锥 体 的 顶点 (vertex of a cone) WV," E p". 
锥 体 的 高 (height of a cone)  W,"dE pk". 
& Sf (truncated cone) 一 种 与 锥 体 有 关 的 
多 面体 . 指 由 平面 截 锥 体 
而 得 的 另 一 个 锥 体 . 锥 体 
被 不 过 顶点 且 与 锥 体 母 线 
都 相交 的 平面 所 截 , 留 下 
的 在 截面 和 底面 间 的 锥 体 
部 分 称 为 截 锥 体 ,简称 截 
HE. 图 中 表示 锥 体 V- 
ABCD 被 平面 8 Br. Fr 
得 截 锥 体 为 ABCD-A'B'C' D. 

截 锥 (truncated cone) ek E PE BS fap er. 

直 锥 (right cone) 一 种 特殊 的 锥 体 . 如 果 锥 体 
的 底面 是 中 心 对 称 图 形 , 锥 体 的 高 线 过 底面 对 称 中 
心 , 则 称 锥 体 为 直 锥 . 不 是 直 锥 的 锥 体 都 称 为 斜 锥 . 
Bt BE JR AN BML JU] HE a, AN A E. 
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#1 9— (oblique cone) JL“ A HE”. 

不 规则 锥 (irregular cone) BI“ RHE”. 

不 等 锥 (unequal cone) BI RHE”. 

第 一 型 截 锥 体 (truncated cone of the first type) 
亦 称 台 体 . 一 种 与 锥 体 有 关 的 多 面体 . 用 不 过 锥 面 项 
点 的 两 平行 平面 去 截 锥 面 ,如 果 项 点 位 于 两 平面 的 
同 侧 , 截 口 平面 图 形 与 锥 面 围 成 的 封闭 几何 体 , 称 为 
第 一 型 截 锥 体 . 

第 二 型 截 锥 体 (truncated cone of the second 
type) 一 种 与 锥 体 有 关 的 多 面体 . 用 不 过 锥 面 项 点 
的 两 平行 平面 去 截 锥 面 , 如 果 顶 点 位 于 两 平行 平面 
之 间 , 截 口 平 面 图形 与 锥 面 转 成 的 封闭 几何 体 , 称 为 
第 二 型 截 锥 体 . 

棱锥 (pyramid) ” 亦 称 角 锥 .一 种 特殊 的 锥 体 . 
底面 是 多 边 形 的 锥 体 . 棱锥 除 一 个 面 是 多 边 形 外 ,其 
余 各 面 是 具有 公共 顶点 的 三 角形 . 棱锥 的 底面 以 外 的 
其 余 各 面 称 为 棱锥 的 侧面 , 相 邻 侧面 的 公共 边 称 为 棱 
锥 的 侧 棱 . 顶点 到 侧面 三 角形 底 边 上 的 高 称 为 棱锥 的 
斜 高 . 过 不 相 邻 两 条 侧 棱 的 截面 称 为 对 角 面 . BEE HK 
底面 为 三 角形 四边形 .五 边 形 …… 而 分 别称 为 三 楼 
锥 .四 校 锥 ,五 棱锥 …… 三 棱锥 就 是 四 面体 . 棱锥 具有 
下 列 主 要 性 质 : 

1. 棱锥 的 各 个 对 角 面 都 是 三 角形 , 它 的 一 边 是 
底面 的 对 角 线 . 

2. 平行 于 底面 的 截面 和 底面 相似 ,截面 和 底面 
的 面积 之 比 等 于 对 应 线段 的 平方 之 比 . 

3. 棱锥 的 侧 棱 、 高 和 任意 连结 顶点 和 底面 上 点 
的 线段 被 平行 于 底面 的 截面 分 为 成 比例 的 线段 . 

4. 与 底面 平行 的 截面 分 棱锥 所 得 小 楼 锥 和 原 校 
锥 的 体积 之 比 等 于 对 应 线段 的 立方 之 比 . 

角 锥 (pyramid) Bil “PERE”. 

棱锥 的 侧面 (lateral face of a pyramid) 
HE”, 

棱锥 的 侧 棱 (lateral edge of a pyramid) W 
"ag". 

t $E AY xJ ff TT (diagonal plane of a pyramid) 
pg. 

棱锥 的 斜 高 (slant height of a pyramid) W 
Mee". 

IE ## (regular pyramid) J #KIE fA HE. 一 种 
特殊 的 棱锥 . 底面 是 正 多 边 形 , 且 顶 点 在 底面 的 正 射 
影 是 底面 正 多 边 形 的 中 心 的 棱锥 . 正 棱锥 的 顶点 与 
底面 中 心 的 连 线 称 为 它 的 轴 . 正 棱锥 是 镜面 目 对 称 
的 , 它 的 轴 是 诸 对 称 镜面 的 交 线 . 不 是 正 校 锥 的 棱锥 
BRA RY S. 

IE Bé 8E B9) ERMA : 

1. 各 侧面 都 是 全 等 的 等 腰 三 角形 . 

2. 各 对 角 面 是 等 腰 三 角形 . 


V Bi 


3. & (D pe ED TH SE. AL TUE EEE TATE 8) SD AR 
面 多 边 形 外 接 圆 的 半径 ,并 平分 底面 多 边 形 的 一 个 
内 角 . 

4. 各 和 斜 高 都 相等 , 且 斜 高 在 底面 上 的 射影 是 底面 
多 边 形 内 切 圆 的 半径 ,并 垂直 平分 底面 多 边 形 的 一 条 
边 . 

5. 各 侧面 与 底面 所 组 成 的 二 面 角 都 相等 . 

6. 各 侧 棱 与 底面 的 夹 角 都 相等 . 

7. 相 邻 两 个 侧面 所 组 成 的 二 面 角 都 相等 . 

8. 正 棱锥 顶点 处 的 多 面 角 是 正 多 面 角 . 

IE HE $E RJ E FR (property of a regular pyramid) 
WERE”. 

Ef E (regular pyramid) 即 “ 正 棱锥 ” 

斜 棱锥 (oblique pyramid) Jl “iE RE RE”. 

H (square cone) IRAR AAI. 一 种 棱锥 体 . 
底面 为 正方 形 的 四 棱锥 . 中 国 上 古称 . 

方 角 体 (fang jiao ti)” 即 “ 方 锥 ”. 

正 棱 锥 的 轴 (axis of a regular pyramid) 一 条 
与 正 棱锥 有 关 的 直线 或 线段 . 指正 棱锥 的 顶点 与 底 
面 中 心 的 连 线 . 正 棱锥 是 镜面 自 对 称 几 何 体 , 它 的 轴 
是 请 对 称 镜面 的 公共 线 . 

正 棱锥 的 轴 截 面 (axial section of a regular py- 
ramid) 一 种 与 正 棱锥 有 关 的 截面 . TOL IE BR EE 
的 轴 的 截面 . 

双 棱 锥 (bipyramid) 一 种 特殊 的 多 面体 . 由 两 
个 具有 公共 底面 , 且 顶 点 分 别 在 公共 底面 的 两 侧 的 
棱锥 组 成 的 多 面体 . 

正 双 棱锥 (regular bipyramid) 一 种 特殊 的 双 
Bete. 由 两 个 有 公共 底面 ,顶点 分 别 在 公共 底面 的 两 
侧 , 且 相等 的 正 棱锥 组 成 的 多 面体 . 

台 体 (frustum) JRE ERER. 一 种 与 校 
锥 体 有 关 的 多 面体 . 用 不 过 锥 体 顶 点 且 平 行 于 锥 体 
底面 的 平面 截 去 锥 体 的 锥 尖 部 分 得 到 的 几何 体 . 截 
面 和 原 锥 底 称 为 台 体 的 两 底面 .通常 将 大 的 底面 称 
为 下 底面 ,小 的 底面 称 为 上 底面 ,被 截 锥 体 全 侧面 余 
下 的 部 分 称 为 台 体 的 全 侧面 . 两 底面 间 的 距离 称 为 
台 体 的 高 . 台 体 可 以 用 表示 两 个 平 截 口 面 的 字母 来 
表示 . 

$E& (frustum) 即 “ 台 体 ”. 

平 截 锥 (frustum) 即 “ 台 体 ”. 

台 体 的 两 底面 (two bases of a frustum) J 
“ 台 体 ” 

台 体 的 全 侧面 (total lateral face of a frustum) 
见 “ 台 体 ” 

台 体 的 高 (height of a frustum) 见 “ 台 体 ”. 

% G(prismoid) IAA EKERI E. 一 种 
特殊 的 台 体 . 即 被 截 锥 体 是 棱锥 的 台 体 (参见 “ 台 
E”). 棱 台 底面 的 边 是 棱 台 的 底 棱 . 棱锥 被 截 时 , 侧 


多 面 体 


面 余 下 的 梯形 称 为 棱 台 的 侧面 , 相 邻 侧面 的 交 线 称 
为 侧 校 . 棱 台 侧面 梯形 的 高 都 称 为 校 人 台 的 斜 高 ,一 般 
情况 下 各 和 斜 高 不 等 .由 三 棱锥 、 四 棱锥 ……? 棱锥 (2 
宇 3,n EN) 截 得 的 棱 台 分 别称 为 三 楼台 、 四 校 台 
en n BE. BB FRE AY PSUE IE BY T0. ex 5E BE RS Bl 
如 ,五 棱 台 记 为 棱 台 ABCDE-A'B'C'D'E' ,或 简 记 
HRE AC. 

棱 台 的 主要 性 质 有 : 

1. 两 个 底面 是 相似 多 边 形 . 

2. 各 侧 棱 的 延长 线 交 于 一 点 . 

3. 侧面 都 是 梯形 . 

4. 对 角 面 是 梯形 . 

5. 与 棱 台 底面 平行 的 截面 是 和 底面 相似 的 多 边 


= 


角 台 (prismoid) RRRS”. 
平 截 棱锥 (frustum of a pyramid) BPR E”. 
校 台 的 底 棱 人 base edge of a prismoid) W“ 


棱 台 的 侧面 (lateral face of a prismoid) M 
"S. 
BE & AY Ml t lateral edge of a prismoid) W 
“楼 台 ” 
GAY HB (slant height of a prismoid) J 
“楼 台 ” 
Es S h tE JA property of a prismoid) 


Zn” 
A 


LUE 


IEf& & (regular prismoid) 一 种 特殊 的 棱 台 . 
由 正 校 锥 截 得 的 棱 台 . 正 棱 台 的 两 底面 是 两 个 相似 
正 多 边 形 ,侧面 是 全 等 的 等 腰 梯 形 . 中 国 古 算 书 上 把 
IE VUE & PR 292; 5 9X 77 &. 

IE BE & B EE PE : 

1. 正 棱 人 台 的 两 底面 以 及 平行 于 底面 的 截面 是 相 
似 正 多 边 形 . 

2. 各 侧 棱 都 相等 ， 

3. 侧面 是 全 等 的 等 腰 梯 形 . 

4. 斜 高 都 相等 . 

5. 对 角 面 是 等 腰 梯 形 . 

6. 两 底面 中 心 的 连 线 垂直 于 底面 . 

7. 各 侧 棱 和 底面 所 成 的 角 相 等 . 

8. 各 侧面 和 底面 所 成 的 二 面 角 相 等 . 

AF (Cang ting) 正四 校 台 的 中 国 古 称 . 见 “ 正 
HS. 

3j & (fang tai) 
ga". 

TE & B9 ERR (property of a regular prismoid) 
见 “ 正 棱 台 ”. 

正 棱 台 的 轴 (axis of a regular prismoid) 一 条 
与 正 校 台 有 关 的 直线 或 线段 . 指正 棱 台 的 两 底 中 心 
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正四 棱 合 的 中 国 古 称 . 见 “ 正 


ER. 正 棱 台 是 一 种 面 对 称 几 何 体 , 它 的 轴 是 对 称 面 
的 交 线 . 
IE "€ & AY 558 E TE (axial section of a regular 


prismoid) “与 正 楼 台 有 关 的 截面 . 通过 正 楼 台 的 轴 
的 截面 . 

H & (oblique prismoid) 一 种 特殊 的 台 体 . 
指 由 斜 棱锥 截 得 的 棱 台 ， 

拟 柱 体 (quasi-prism) ”一 种 特殊 的 多 面体 . 指 
所 有 顶点 都 在 两 个 平行 D 
平面 内 的 多 面体 . 拟 柱 体 /~ 
在 这 两 个 平行 平面 内 的 
面 称 为 该 拟 柱 体 的 底面 ， 
其 余 各 面 称 为 拟 柱 体 的 4 
侧面 . 拟 柱 体 的 侧面 可 以 P. y 2 


是 三 角形 、 梯 形 或 平行 四 
边 形 . 侧面 的 公共 边 称 为 侧 棱 , 两 底面 的 边 称 为 底 
棱 ,两 底面 间 的 距离 称 为 拟 柱 体 的 高 .经 过 高 的 中 
点 , 且 与 两 底面 平行 的 截面 称 为 拟 柱 体 的 中 截面 . 各 
设 两 底面 的 面积 为 $,S ,中 截面 的 面积 为 ,yo, 高 为 
hh, 则 拟 柱 体 的 体积 计算 公式 为 
_ AGS + AS, +S’) 
a CONDE 

EEE SHE 、 校 台 是 特殊 的 拟 柱 体 . 

拟 柱 体 的 底面 (base of a quasi-prism ) 
PEK”. 

拟 柱 体 的 侧面 (lateral face of a quasi-prism) 
见 “ 拟 柱 体 ”. 

拟 柱 体 的 侧 棱 (lateral edge of a quasi-prism ) 
WU FUEL”. 

拟 柱 体 的 底 棱 (lase edge of a quasi-prism) 见 
“ 拟 柱 体 ” 

拟 柱 体 的 高 (the height of a quasi-prism) J 
“ 拟 柱 体 ”. 

拟 柱 体 的 中 截面 (the middle section of a quasi- 
prism) 见 “ 拟 柱 体 ” 

Bü 4K (wedge solid) 
个 三 棱柱 ( 直 三 校 柱 或 
斜 三 棱柱 ) 用 一 个 与 三 
棱 相 区 的 截面 ( 直 截 面 
或 斜 截面 ) 去 截 开 ,所 得 
的 几何 体 称 为 棉 体 . 它 C | a D 
ft — FED EEA, FOG 
为 梯形 或 平行 四 边 形 , 上 底面 是 与 下 上 底面 的 平行 边 
平行 的 线段 . 图 中 男 出 了 模 体 AB-CDEF. 中 国 古 算 
书 4 九 章 算 术 》 中 给 出 了 当 AE 面 垂直 于 CE 面 时 被 
称 为 效 除 的 体积 计算 公式 为 


V— (atb+oAl, 


V 


见 “ 拟 


一 种 特殊 的 拟 柱 体 . 将 一 
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长 方 台 (cuboid frustum) 一 种 特殊 的 拟 柱 体 . 
两 底面 都 是 矩形 的 拟 柱 体 称 为 长 方 台 . 中国 古 称 刍 
HAM 、 冥 谷 , 并 在 《 九 章 算术 》 中 给 出 它 的 体积 计 
算 公 式 为 
V = La 0b + Qc + ad. 


这 个 公式 是 拟 柱 体 体积 公式 的 特例 . 

劈 锥 曲面 (conoid) 曲面 的 一 种 . 给 定 直 线 a， 
平面 入 内 的 曲线 C , 平 
ii M.H a/ N.a fll M 
相交 , 则 满足 下 述 条 件 
的 动 直线 的 轨迹 称 为 
臂 锥 曲面 (如 图 ): 

1. 动 直 线 平行 于 
XEM. — 

2. 动 直线 与 直线 as, 曲线 C 均 相 交 . 
其 中 , 定 直线 a、 定 曲线 C, 定 平面 M 分 别称 为 辟 锥 
曲面 的 导 问 直线 、 导 问 曲线 、 导 问 平 面 . 动 直线 称 为 
臂 锥 曲面 的 母线 . 辟 锥 曲面 被 导 问 直线 分 成 的 两 部 
分 , 称 为 臂 锥 曲面 的 两 叶 ( 图 中 只 画 出 劈 锥 曲面 的 一 
叶 ); 辟 锥 曲面 的 每 一 叶 , 称 为 半壁 锥 曲面 . 

劈 锥 曲面 的 导向 直线 (guide line of a conoid) 
见 “ 臂 锥 曲面 ”. 

忱 锥 曲面 的 导向 曲线 (guide curve of a conoid) 
TL“ BERE h a”. 

劈 锥 曲面 的 导向 平面 (guide plane of a conoid) 
见 “ 臂 锥 曲面 ”. 

劈 锥 曲面 的 母线 (generating line of a conoid) 
见 “ 臂 锥 曲面 ”. 

半壁 锥 曲面 (half conoid)” 见 “ 臂 锥 曲面 ”. 

圆 劈 锥 曲面 (circular conoid) 一 种 特殊 的 臂 
锥 曲面 . 指导 回 曲线 是 一 个 圆 的 臂 锥 曲面 . 圆 臂 锥 曲 
面 的 导 回 曲线 称 为 导 回 圆 . 

导向 圆 (guide circular) 见 “ 圆 臂 锥 曲面 ”. 

劈 锥 (conoid solid) 一 种 特殊 的 拟 柱 体 . 指导 
向 曲线 封闭 的 臂 锥 曲面 ,被 平行 于 其 导 回 直线 的 平 
面 所 截 得 的 封闭 立体 . M p N 
其 中 :截面 称 为 劈 锥 的 
底面 ; 导 癌 直线 交 于 臂 
锥 的 线段 , 称 为 臂 锥 的 
顶 棱 ; 顶 棱 和 底面 间 的 A 
kB ES. BR OA SF FE AY S C 
辟 锥 曲面 的 母线 ( 直 B 
线 ) 夹 在 臂 锥 的 顶 校 、 底 面 间 的 线段 , 称 为 臂 锥 的 母 
线 ; 劈 锥 曲面 夹 在 臂 锥 的 顶 棱 .底面 间 的 部 分 , 称 为 
劈 锥 的 侧面 .底面 是 圆 的 劈 锥 称 为 圆 劈 锥 . 图 中 臂 锥 
MN-ABCD 的 底面 是 平行 四 边 形 ABCD;MN 为 顶 
BRIMH | ii ABCD,H 为 垂 足 ,M 石 为 臂 锥 的 高 


线 , 其 长 度 为 辟 锥 体 的 高 ;MA,PB 等 均 是 臂 锥 的 母 
线 . 曲面 MABP,PBCN,NCDP,PDAM 都 是 辟 锥 
的 侧面 . 

B: $ H Jk H (base of a conoid solid) 
Bk". 

BF $E AY JU] # (vertex edge of a conoid solid) 
VM I ^ 

BF S AY m3 (height of a conoid solid) 


Di, 4 py 


Jy, “BF 
B". 
BE $ HI BE k (generating line of a conoid solid) 
[A T 

B£ ££ 64) Mill TH] (lateral face of a conoid solid) Jl 
Ls 

AE $ (circular conoid) ” 见 “ 臂 锥 ”. 

Xit BE HE (vertically opposite conoid) 一 种 特 
殊 的 臂 锥 . 导向 曲线 封闭 的 劈 锥 曲面 和 满足 下 述 条 
件 的 两 平行 平面 所 围 成 的 封闭 立体 , 称 为 对 校 劈 锥 : 

1. 两 平行 平面 与 劈 锥 曲面 的 导向 直线 平行 , 且 
与 所 有 的 母线 均 相 交 . 

2. 导向 直线 位 于 两 平行 平面 之 间 . 

两 平行 平面 上 对 棱 臂 锥 的 面 称 为 它 的 底面 . 两 
个 底面 都 是 圆 的 对 棱 臂 锥 称 为 对 校 圆 劈 锥 . 

xj HE B] BF FE (vertically opposite circular co- 
noid) — FRR AY [B] BF dE (Ss DL Xp Ee 8$ HE”). RT BR 
[Ba] 8 f a) Tot EI JER E AS EP. BS HS 


me 转 体 


旋转 体 (revolution solid) 一 种 特殊 的 几何 
体 . 指 封闭 的 旋转 面 围 成 的 几何 体 . 此 时 ,旋转 面 的 
轴 也 称 为 旋转 体 的 轴 . 圆柱 、 圆 锥 . 圆 台 、 球 等 都 是 旋 
转 体 . 

旋转 面 (surface of revolution) 
解析 几何 ) 中 的 “旋转 曲面 ”. 


见 本 卷 《空间 


旋转 体 的 轴 (Caxis of a rotation solid) Jl “fe 
EE. 
圆柱 面 (circular cylindrical surface) — ZR ER E 


转 柱 面 或 回转 柱 面 . 柱 面 的 一 种 . 如 果 柱 面 有 一 条 准 
线 是 圆 , 且 柱 面 母线 方向 又 不 与 该 圆 所 在 平面 平行 ， 
则 此 柱 面 为 圆柱 面 . 母线 与 准 线 圆 所 在 平面 垂直 的 
圆柱 面 称 为 直 圆 柱 面 . 母线 不 与 准 线 圆 所 在 平面 牌 
直 的 圆柱 面 称 为 斜 圆柱 面 . 与 斜 圆柱 面 母 线 垂直 的 
平面 截 口 是 椭圆 ,因此 和 斜 圆柱 面 亦 称 为 椭圆 柱 面 . 通 
常 所 说 的 圆柱 面 指 直 圆柱 面 .圆柱 面 可 以 看 成 由 一 
直线 绕 与 其 平行 的 定 直线 旋转 所 形成 的 旋转 面 . 这 
条 定 直 线 称 为 直 圆 柱 面 的 轴 或 旋转 轴 . 圆柱 面 是 空 
间 中 与 已 知 定 直 线 有 定 距离 的 点 的 轨迹 ,也 是 与 已 


知 定 直 线 平 行 且 有 定 距 离 的 直线 的 轨迹 . 

旋转 柱 面 (cylinder of revolution) 
Tl”. 

直 圆 柱 面 (right circular cylindrical surface) 
见 “ 圆 柱 面 ”. 

斜 圆柱 面 (oblique circular cylindrical surface) 
见 “圆柱 面 ”. 

椭圆 柱 面 (elliptical cylindrical surface) Ji 
“圆柱 面 . 

圆柱 面 的 切线 (tangent line of a circular cylin- 
drical surface) 一 条 与 圆柱 面 有 关 的 直线 .与 圆柱 
面 有 惟一 公共 点 或 整个 在 圆柱 面 上 的 直线 , 称 为 圆 
柱 面 的 切线 . 切线 上 属于 圆柱 面 的 点 称 为 切 点 . 圆柱 
面 上 任何 一 点 处 的 切线 的 轨迹 是 过 切 点 的 柱 面 母线 
的 一 个 平面 (过 切 点 的 母线 除外 ), 过 圆柱 面 的 任何 
一 条 切线 作 平 面 与 柱 面相 截 , 则 该 切线 与 截 口 曲线 
〈 圆 或 梢 圆 或 直线 ) 相 切 . 

圆柱 面 的 切面 (tangent plane of a circular cy- 
lindrical surface) 一 种 与 圆柱 面 有 关 的 平面 .圆柱 
面 上 任何 一 点 处 的 切线 的 轨迹 是 一 个 平面 ,该 平面 
称 为 圆柱 面 的 切面 . 圆柱 面 的 每 一 切面 与 柱 面 有 一 
条 公共 直线 , 它 是 柱 面 的 一 条 母线 . 

圆柱 (circular cylinder) ”一 种 特殊 的 柱 体 .由 
一 个 矩形 绕 其 一 边 旋 转 一 周 而 成 的 几何 体 称 为 直 圆 
柱 或 正 圆柱 ,简称 圆柱 . 旋转 轴 称 为 圆柱 的 轴 , 它 是 
圆柱 两 底 中 心 的 连 线 . 矩形 中 垂直 于 轴 的 边 旋转 而 
成 的 圆 面 称 为 圆柱 的 底面 ;两 个 底面 间 的 距离 是 加 
柱 的 高 ;矩形 中 平行 于 轴 的 边 旋转 而 成 的 圆柱 面 称 
为 圆柱 的 侧面 ;该 边 在 侧面 各 个 位 置 上 的 直线 段 都 
称 为 圆柱 的 母线 . 圆柱 用 表示 它 
的 轴 的 字母 来 表示 ,如 图 中 圆柱 
记 为 圆柱 OO; 还 可 用 分 别 在 两 
底 上 ,但 不 是 同一 母线 的 两 个 端 
点 的 字母 表示 ,如 圆柱 AB’. 圆柱 
可 以 用 两 个 相互 平行 且 垂 直 于 圆 
柱 面 母线 的 平面 去 截 圆 柱 面 而 得 
到 . 

圆柱 的 主要 性 质 是 : 

1. 圆柱 的 两 个 底面 是 相等 的 圆 ,它们 所 在 的 平 
面 平 行 ， 

2. 圆 柱 的 母线 互相 平行 , 且 都 等 于 圆柱 的 高 ,都 
垂直 于 圆柱 的 两 个 底面 . 

3. 圆柱 的 轴 过 两 底面 的 圆心 ,并 且 垂 直 于 两 底 
面 , 它 的 长 等 于 圆柱 的 高 . 

4. 圆柱 的 轴 截 面 是 一 个 矩形 , 它 的 一 组 对 边 是 
圆柱 的 两 条 母线 , 另 一 组 对 边 是 圆柱 底面 圆 的 直径 . 

5. 平行 于 底面 的 截面 是 与 底面 相等 的 圆 . 
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即 “ 圆 柱 


x 4 几 fu 


6. 圆柱 的 侧面 可 以 展开 在 一 个 平面 上 . 

A M (right circular cylinder) J “FH”. 

正 圆 柱 (Cregular circular cylinder) “RFE”. 

圆柱 的 轴 (axis of a circular cylinder) “J 
HE”. 
圆柱 的 底面 人 base of a circular cylinder) Jl 

圆柱 的 高 (height of a circular cylinder) Ji 
“圆柱 ”. 

圆柱 的 侧面 (lateral face of a circular cylinder) 
见 “ 圆 柱 ”. 

圆柱 的 母线 (generating line of a circular cylin- 
der)” 见 “圆柱 ”. 

圆柱 的 性 质 (property of a circular cylinder) 
见 “圆柱 ” 

$ [B] E Coblique circular cylinder) 一 种 特殊 
的 柱 体 . 即 底面 是 圆 的 斜 柱 , 称 为 斜 圆柱 . 斜 圆柱 也 
是 斜 圆柱 面 与 两 个 平行 于 准 线 圆 的 平面 围 成 的 几何 
体 . 

圆柱 的 轴 截 面 (axial section of a circular cylin- 
der) 一 种 与 圆柱 有 关 的 截面 . 用 一 个 过 圆柱 的 轴 
的 平面 去 截 圆 柱 所 得 的 截面 .圆柱 的 轴 截 面 是 相等 
HJAEJE. | 

等 边 圆柱 (equilateral circular cylinder) 一 种 
特殊 的 圆柱 . 轴 截 面 为 正方 形 的 圆柱 称 为 等 边 圆柱 . 

E Al (truncated circular cylinder) 一 种 
与 圆柱 有 关 的 柱 体 . 用 与 圆柱 所 有 母线 都 相交 而 不 
平行 于 圆柱 底面 的 平面 去 截 圆柱 ,所 得 的 两 个 几何 
体 都 称 为 斜 截 圆柱 . 

空心 圆柱 (hollow circular cylinder) 
的 一 种 . 给 定 一 个 和 矩形 以 及 一 
条 在 和 矩形 平面 上 的 与 矩形 不 
相交 而 平行 于 矩形 一 边 的 直 
线 , 和 矩形 绕 该 直线 旋转 一 周 生 
成 的 几何 体 . 空心 圆柱 的 上 下 
底面 是 相等 的 圆 环 , 内 外 侧面 
均 是 圆柱 面 .两 底面 间 的 距离 
是 空心 圆柱 的 高 (如 图 ). 44 
心 圆柱 底面 的 外 圆 半径 为 R， 
内 圆 半 径 为 x, 高 为 h, 则 它 的 
表面 积 计算 公式 为 

5g = 2n(R +r)R 一 了 十 六 )， 
体积 计算 公式 为 
V = xnCR? — r’* dh. 

共 轴 圆柱 (coaxial cylinders) 两 个 特殊 相关 
的 圆柱 . 指 轴线 重合 的 圆柱 .两 圆柱 共 轴 时 ,可 能 两 
RETIER ,一 底 合 合 而 男 一 底 不 辣 合 、 两 底 均 不 
Be. 

248 


旋转 体 


H He [BE (conjugate cylinders) 两 个 特殊 相 
关 的 圆柱 . T8 REP 21 31] Z6 HH P B 321 ee FR] PA D 
RE. 其 中 一 个 圆柱 的 底面 半径 I SET RC E B 
柱 的 高 、 底 面 半径 (如 图 ). 


圆锥 面 (circular cone) 一 种 特殊 的 锥 面 . 指 准 
线 是 一 个 圆 的 锥 面 . 顶点 在 该 准 线 所 在 平面 上 的 正 
射影 是 准 线 圆 的 中 心 时 ,圆锥 面 称 为 正 圆锥 面 或 直 
圆锥 面 ,否则 称 为 斜 圆锥 面 . 顶点 把 圆锥 面 分 为 两 
叶 . 通常 所 说 的 圆锥 面 指正 圆锥 面 . 圆锥 面 也 是 动 直 
线 绕 与 之 相交 的 定 直 线 旋 转 时 动 直线 的 轨迹 , 故 圆 
锥 面 亦 称 为 旋转 锥 面 . 这 里 定 直 线 称 为 圆锥 面 的 轴 . 
动 直 线 称 为 圆锥 面 的 母线 . 与 轴 垂 直 的 平面 与 圆锥 
面 的 交 线 都 是 圆 . 


直 圆 锥 面 (right circular cone) JL“ Reem”. 

IE BI $E m (regular circular cone) — JX, ^ [Bi] 4 
n. 

# Al $ m (oblique circular cone) Ji “ i] 4È 
m”. 

旋转 锥 面 (revolution conical surface) BP“ 
锥 面 ”. 

$ DAY 4H (axis of circular cone) Jl“ [E] gE 
m. 

Sf mu By & 2 (generating line of circular 
cone) Jl“ E m”. 


A $E ri] AY V] £& (tangent line of a circular cone) 
一 条 与 圆锥 面 有 关 的 直线 . 不 过 圆锥 面 的 顶点 , 且 与 
圆锥 面 有 惟一 公共 点 的 直线 ,或 整个 在 圆锥 面 上 的 
直线 , 称 为 圆锥 面 的 切线 . 切线 上 属于 圆锥 面 的 点 称 
为 圆锥 面 与 直线 的 切 点 . 圆锥 面 上 , 除 项 点 外 的 任何 
一 点 处 的 切线 的 轨迹 是 一 个 平面 . 过 圆锥 面 的 任何 
一 切线 作 平面 截 锥 面 , 则 该 切线 与 截 口 曲线 ( 圆 、 椭 
圆 .抛物 线 、 双 曲线 或 直线 ) 相 切 . 

锥 面 的 切面 (tangent plane of a circular 
cone) 一 种 与 圆锥 面 有 关 的 平面 . 与 圆锥 面 只 有 一 
条 公共 直线 的 平面 .圆锥 面 上 , 除 顶 点 外 ,任何 一 点 
处 的 切线 的 轨迹 是 一 个 平面 ,这 平面 称 为 圆锥 面 的 
切面 .圆锥 面 上 任何 一 点 处 的 切面 过 锥 项 . 圆锥 面 的 
每 一 个 切面 与 锥 面 有 一 公共 直线 , 它 是 锥 面 的 一 条 
母线 . 

斜 圆锥 的 逆 平 行 截 口 (anti-parallel section of a 


oblique circular cone) 一 条 与 斜 圆锥 有 关 的 封闭 
曲线 . 斜 圆 锥 的 与 底 不 平行 的 圆 截 口 , 称 为 斜 圆 锥 的 
底面 圆 的 逆 平 行 截 口 . 斜 圆锥 有 一 系列 逆 平 行 截 口 . 
以 锥 顶 S 为 极 , 任 作 一 反 演 球 与 斜 圆锥 侧 相 交 , 锥 
底面 关于 此 球 的 反 演 图 形 就 是 一 个 逆 平行 截 口 . 如 
果 作 锥 底 圆 与 锥 顶 确定 的 球面 3, 则 3 的 反 演 图 形 
是 道 平行 截 口 所 在 的 平面 , 它 平 行 于 的 过 S 的 切 
平面 a, 因 此 任何 两 逆 平 行 截 口 面 是 彼此 平行 的 ( 参 
见 “ 反 演变 换 ”). 

立体 角 (solid angle) 一 种 与 立体 有 关 的 简单 
闭 曲 线 或 封闭 折线 . 指 以 锥 顶 为 球 心 的 单位 球 截 锥 
面 得 到 的 曲线 . 如 果 用 中 心 位 于 锥 面 顶 点 的 单位 球 
面 去 截 锥 面 之 一 叶 , 所 得 截 线 是 一 简单 用 曲线 ,那么 
锥 面 的 这 一 叶 称 为 立体 角 , 锥 面 的 顶点 称 为 立体 角 
的 顶点 . 多 面 角 是 立体 角 的 特殊 情况 .立体 角 的 大 小 
可 以 用 中 心 在 立体 角 的 顶点 的 单位 球面 被 立体 角 截 
下 的 球面 积 的 大 小 来 度量 . 单位 为 球面 度 .一 单位 球 
面 共 有 4r 球面 度 . 当 立 体 角 截 下 单位 球 的 面积 为 S 

立体 角 的 顶点 (vertex of a solid angle) 
体 角 ”. 

圆锥 (circular cone) 一 种 特殊 的 锥 体 . 如 果 用 
不 经 过 圆锥 面 的 顶点 而 垂直 于 圆锥 面 的 轴 的 一 个 平 
面 去 截 圆锥 面 的 一 叶 ， 
那么 截面 和 圆锥 面 所 围 
成 的 封闭 几何 体 称 为 直 
圆锥 或 正 圆锥 ,简称 圆 
锥 (如 图 ). 截 口 圆 是 圆 
锥 的 底面 . 锥 面 被 截 下 
的 部 分 是 圆锥 的 侧面 . 
圆锥 也 可 以 由 一 个 直角 
三 角形 绕 着 它 的 一 条 直角 边 旋 转 一 周 而 成 . 用 平面 
去 截 圆锥 面 的 一 叶 而 得 圆锥 时 ,圆锥 面 的 轴 也 称 为 
圆锥 的 轴 , 它 过 锥 顶 与 底面 圆心 . 锥 顶 与 底面 圆心 的 
连 线段 是 圆锥 的 高 线 , 高 线 的 长 称 为 圆锥 的 高 . 圆锥 
面 的 母线 被 截 下 的 线段 称 为 圆锥 的 母线 ,圆锥 母线 
长 都 相等 , 它 也 是 圆锥 的 斜 高 . 圆锥 可 以 用 它 的 顶点 
以 及 它 底 面 上 的 三 个 点 的 字母 来 表示 ,如 图 中 的 圆 
锥 可 以 记 为 圆锥 V-ABC. 

圆锥 的 主要 性 质 是 : 

1. 圆 锥 的 底面 是 圆 . 

2. 圆锥 的 轴 垂 直 于 底面 , 垂 足 是 底面 圆 的 圆心 . 

3. 圆锥 的 母线 都 相等 ,它们 和 轴 的 夹 角 也 都 相 
等 . 

4. 圆锥 的 轴 截 面 是 一 个 等 腰 三 角形 , 它 的 两 腰 
是 圆锥 的 两 条 母线 , 底 边 是 圆锥 底面 圆 的 直径. 

5. 经 过 圆锥 的 顶点 与 底面 相交 的 截面 是 一 个 等 
腰 三 角形 , 它 的 两 腰 是 圆锥 的 两 条 母线 , 底 边 是 圆锥 
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底面 圆 的 弦 . 

6. 平行 于 圆锥 
的 底面 ,但 不 过 顶点 
的 截面 是 一 个 圆 , 截 
面 面 积 和 底面 面积 
的 比 等 于 从 顶点 到 
截面 和 从 顶点 到 底 
面 距离 平方 的 比 ,所 截 得 的 小 圆锥 和 原 圆锥 的 体积 
之 比 等 于 对 应 线段 的 立方 之 比 . 

7. 圆锥 的 高 .母线 和 和 母线 在 底面 上 的 射影 组 成 
一 直角 三 角形 . 

8. 圆锥 的 顶点 、 底 面 圆 中心 、 内 切 球 中 心 与 外 接 
球 中 心 共 线 . 

直 圆 锥 (right circular cone) 即 “ 圆 锥 ”. 

正 圆锥 (regular circular cone) 即 “ 圆 锥 ” 

圆锥 的 底面 (base of a circular cone) WW, [Bi] 
H”. 

圆锥 的 侧面 (lateral face of a circular cone) 
见 “ 圆 锥 ”. 

圆锥 的 轴 (axis of a circular cone) ” 见 “ 圆 锥 ”. 

圆锥 的 高 (height of a circular cone) Jl“ 


HE”. 
圆锥 的 母线 (generating line of a circular cone) 
wk 

圆锥 的 斜 高 (slant height of a circular cone) 
1“ gm. 

圆锥 的 性 质 (property of a circular cone) J 
“圆锥 ”. 

斜 圆 锥 (oblique circular cone) 一 种 特殊 的 圆 
锥 . 斜 圆锥 面 被 平行 于 准 线 圆 面 而 不 过 顶点 的 平面 
截 下 的 封闭 几何 体 . 斜 圆锥 的 底面 是 圆 ,顶点 与 底面 
圆心 的 连 线 不 垂直 于 底面 . 

圆锥 的 截面 (section of a circular cone) JL fh 
与 圆锥 有 关 的 截面 . 指 用 平面 与 圆锥 相 截 所 得 的 几 
何 图 形 .圆锥 的 截面 有 : 

1. 用 垂直 于 圆锥 的 高 线 而 不 过 圆锥 的 顶点 的 平 
面 去 截 圆锥 得 到 的 截面 是 一 个 圆 . 截面 圆 半径 和 底 
面 圆 半径 的 比 ,等 于 从 顶点 到 截面 和 从 顶点 到 底面 
的 距离 之 比 . 

2. 用 经 过 圆锥 的 顶点 ,并 且 和 圆锥 的 底面 相交 
的 平面 去 截 圆 锥 得 到 的 截面 是 一 个 等 腰 三 角形 , 它 
的 两 腰 是 圆锥 的 两 条 母线 , 底 边 是 底面 圆 的 弦 . 

3. 用 不 过 圆锥 顶点 ,与 圆锥 轴线 的 交角 小 于 圆 
锥 半 顶 角 的 平面 去 截 圆 锥 得 到 的 截面 是 双 曲 线 马 
JE , 写 形 的 弦 是 圆锥 底面 圆 的 弦 . 

4. 用 不 过 圆锥 顶点 ,与 圆锥 轴线 的 交角 等 于 圆 
锥 半 顶 角 的 平面 去 截 圆锥 得 到 的 截面 是 抛物 线 马 
JÉ ,号 形 的 纺 是 圆锥 底面 圆 的 弦 ， 
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5. 用 不 过 圆锥 的 顶点 ,与 圆锥 轴线 的 交角 大 于 
圆锥 半 顶 角 的 平面 去 截 圆锥 得 到 的 截面 是 椭圆 ( 截 
HS5SHEAN AR RMAC SPH KER EE 
底面 圆 的 弦 ， 

圆锥 的 轴 截 面 (axial section of a circular cone) 
一 种 与 圆锥 轴 有 关 的 截面 .用 一 个 过 圆锥 的 轴 的 平 
面 去 截 圆锥 ,所 得 的 截 口 三 角形 称 为 圆锥 的 轴 截 面 ， 
也 称 为 圆锥 的 子午 三 角形 .圆锥 的 轴 和 截面 都 是 全 等 
的 等 腰 三 角形 ,它们 的 两 腊 是 圆锥 的 母线 , 底 边 是 底 
面 圆 的 直径 ， 

圆锥 的 子午 三 角形 (meridian-triangle of a cir- 
cular cone) ” 即 “ 圆 锥 的 轴 截 面 ”. 

圆锥 的 顶 角 (vertical angle of a circular cone) 
一 种 与 圆锥 轴 截 面 有 关 的 角 . 指 圆 锥 的 轴 截 面 的 顶 
角 , 即 轴 截 面 上 两 条 母线 间 的 夹 角 . 轴 与 母线 的 夹 角 
称 为 圆锥 的 半 顶 角 . 顶 角 为 直角 、 锐 角 、 钝 角 的 圆锥 
分 别称 为 直角 圆锥 .锐角 圆锥 Bt fa a. 

圆锥 半 顶 角 (halfi vertical angle of a circular co- 
ne)” 见 “圆锥 的 项 角 ”. 


直角 圆锥 (rectangular cone) 见 “ 圆 锥 的 项 
角 ” 

锐角 圆锥 (acute circular cone) AL“ RANT 
fa”. 

钝 角 圆 锥 (Cobtuse circular cone) J“ RANT 
fa". 


等 边 圆 锥 (equilateral circular cone) 一 种 特 
殊 的 圆锥 . 轴 截 面 为 正三 角形 的 圆锥 称 为 等 边 圆锥 . 
R8 o. 

XY TR E] $& (vertically opposite circular cone) 
一 个 圆锥 形 的 几何 体 . 用 垂直 于 圆锥 面 的 轴 的 两 个 
平面 去 截 圆锥 面 , 如 果 圆 锥 顶点 位 于 此 两 平行 平面 
之 间 , 两 截 口 圆 面 与 锥 面 围 成 的 封闭 几何 体 称 为 对 
项 圆锥 . 对 项 圆锥 是 特殊 的 第 二 型 截 锥 . 

it Hp [Bl FE (conjugate circular cone) 一 对 特殊 
相关 的 圆锥 . 分 别 以 直角 三 角形 两 条 直角 边 为 轴 而 
旋转 所 得 的 两 个 圆锥 ,其 中 每 一 个 圆锥 称 为 另 一 个 
圆锥 的 共 恩 圆锥 . 一 个 圆锥 的 底面 半径 .高 分 别 等 于 
其 共 斩 圆 锥 的 高 .底面 半径 . P8 [| ESE EY FE E 
条 件 为 项 角 和 为 x, 且 母线 长 相等 . 

截 圆锥 体 (truncated circular cone) “一 种 与 圆 
锥 有 关 的 几何 体 . 由 平面 截 圆 锥 所 得 的 几何 体 . 用 与 
所 有 母线 均 相 交 且 不 与 底面 相交 的 平面 截 去 圆锥 的 
锥 尖 部 分 ,所 余 封 闭 几 何 体 称 为 截 圆 锥 体 . 截 圆锥 体 
分 为 平 截 圆锥 体 和 和 斜 截 圆锥 体 . 

斜 截 圆锥 体 (truncated circular cone) 一 种 截 
圆锥 体 . 用 与 所 有 母线 均 相 交 , 且 不 与 底面 平行 和 相 
交 的 平面 截 去 圆锥 的 锥 尖 部 分 ,余下 的 封闭 几何 体 
称 为 斜 截 圆 锥 . 
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平 截 圆锥 体 (truncated circular cone) Bf" 


ERE 
[um | e 


[8] & (frustum of a cone) JRR ER & REER 
圆锥 体 . 一 种 特殊 的 台 体 . 中 国 古 算 书 称 圆 亭 .由 平 
行 于 圆锥 底面 的 平面 截 去 圆锥 上 部 小 圆锥 后 留 下 的 
几何 体 . 截面 和 圆锥 的 底面 称 为 
圆 台 的 上 .下 底面 ,圆锥 的 轴 、 母 
线 和 侧面 的 留 下 部 分 称 为 圆 台 
的 轴 、 母 线 和 侧面 , 轴 长 称 为 贺 
台 的 高 . 圆 台 也 是 直角 梯形 (如 
图 中 的 梯形 O;O;B;B1) 2$ — H 
角 边 旋转 一 周 而 生 成 的 几何 体 . 
图 中 Oi, 00; 分 别 为 圆 台 的 上 底 、 下 底 , AA, 
BiB, 等 为 圆 台 的 母线 ,线段 01.0; 的 长 为 圆 台 的 高 . 

圆 台 的 主要 性 质 是 : 

1. 圆 台 的 两 个 底面 都 是 圆 , 它 们 所 在 的 平面 平 


2. 平行 于 底面 的 截面 都 是 圆 . 

3. 圆 台 的 母线 都 相等 ,它们 延长 相交 于 轴 上 同 
一 点 . 
4. 圆 台 的 轴 过 两 个 底面 的 圆心 ,并 且 垂 直 于 两 
底面 ,连结 两 底面 圆心 的 线段 的 长 等 于 圆 台 的 高 . 

5. 圆 台 的 轴 截 面 是 等 腰 梯 形 , 它 的 两 腰 是 圆 台 
的 两 条 母线 , 它 的 上 .下 底 分 别 是 圆 台 的 上 .下 底面 
圆 的 直径 . 

6. 圆 台 的 高 、 一 条 母线 和 经 过 这 条 母线 两 个 端 
点 的 上 .下 底面 半径 组 成 一 个 直角 梯形 . 

正 圆 台 (regular frustum of a cone) 


ia’ 
HO . 


BJ ^ [Bi 


圆 亭 (yuan ting) 中 国 上 古称 . LAR”. 
A & BJ IE TH] (base of a frustum of a cone) J, 


“RG” 


圆 台 的 轴 (Caxis of a frustum of a cone) J“ [Ei] 
Za” 
ri . 

& 88 ££ (generating line of a frustum of a 
cone) “AG”. 


圆 台 的 侧面 (lateral of a frustum of a cone) 
Lag”. 

台 的 高 (height of a frustum of a cone) Jl 
"Bag. 

台 的 性 质 property of a frustum of a cones) 
见 “ 圆 台 ”. 

台 的 轴 截 面 (axial section of a frustum of a 
cone) 一 种 与 圆 台 的 轴 有 关 的 截面 . 用 一 个 过 圆 台 
轴 的 平面 截 圆 台所 得 的 截面 . 圆 台 的 轴 截 面 是 彼此 
全 等 的 等 腰 梯 形 ,其 腰 是 圆 台 的 母线 ,其 上 .下 底 是 
圆 台 底 面 圆 的 直径 ,其 高 等 于 圆 台 的 高 . 

圆 台 的 中 截面 (midsection of a frustum of a 


cone) 一 种 与 贺 台 有 关 的 特殊 截面 . 平行 于 圆 台 的 
两 底面 且 经 过 圆 台 高 线 的 中 点 的 截面 . 圆 台 的 中 截 
面 是 以 高 线 的 中 点 为 圆心 的 圆 , 它 的 半径 是 圆 台 两 
底面 半径 和 的 一 半 . 它 的 面积 Sy 与 两 底面 面积 Si， 
SARRAN 


WE 
球 


球面 (spherical surface) 
空间 中 与 一 定点 的 距离 等 于 
定 长 的 点 的 轨迹 . 这 个 定点 
称 为 球 的 中 心 ,简称 球 心 , 定 
长 称 为 球 的 半径 .球面 上 两 
点 所 连 直 线段 称 为 弦 , 通 过 
球 心 的 弦 称 为 直径 ,同一 直 
径 的 两 个 端点 称 为 球面 上 的 
对 径 点 .球面 把 空间 的 点 分 割 成 三 部 分 ,与 球 心 的 距 
离 小 于 半径 的 点 , 称 为 球 的 内 点 ,所 有 内 点 的 集合 组 
成 球 的 内 部 . 与 球 心 的 距离 大 于 半径 的 点 , 称 为 球 的 
外 点 ,所 有 外 点 的 集合 组 成 球 的 外 部 . 与 球 心 的 距离 
等 于 半径 的 点 , 称 为 球面 点 ,所 有 球面 点 的 集合 组 成 
球面 ,球面 是 其 内 部 和 外 部 的 界限 .球面 也 是 旋转 
面 , 如 果 将 半圆 周 绕 其 直径 旋转 一 周 , 则 半圆 弧 的 轨 
迹 是 球面 , 称 半圆 张 为 球面 的 母线 .球面 的 任何 平面 
截 口 都 是 圆 ,过 球 心 的 平面 截 口 称 为 球 的 大 圆 . 不 过 
球 心 的 平面 截 口 称 为 球 的 小 圆 . 在 空间 直角 坐标 系 
中 , 球 心 为 点 (a,b,c) 半 径 为 R 的 球面 的 方程 是 

ee Cy De a eae. 
即 球 的 中 心 , 见 “ 球 


一 种 重要 的 曲面 . 指 


球 心 (center of a sphere) 
É”. 

PKA Æ 42 (radius of a sphere) Jl “EK”. 

BK A) 7% (diameter of a sphere) 见 “ 球 面 ” 

球 的 内 点 (interior point of a sphere) Ji "Ek 
H”. 

球 的 外 点 (exterior point of a sphere) 
面 ” 

球面 点 (spherical point) J “EK”. 

球面 的 母线 (generating line of a spherical) 
见 “ 球 面 ”. 

pk m A B] (spherical great circle) 一 条 与 球面 
有 关 的 封闭 曲线 . 指 球面 和 通过 球 心 的 平面 的 交 线 ， 
球面 大 圆 的 中 心 在 球 心 ,半径 等 于 球 半 径 . BRK UR 
具有 如 下 性 质 : 

1. 经 过 球面 上 不 是 同一 直径 端点 的 两 个 点 ,有 
且 只 有 一 个 大 圆 . 

2. 同 球 的 两 个 大 圆 必 相 交 于 一 双 对 径 点 . 


风 “ 球 


3. 同 球 的 大 圆 此 相等 ， 

4. 球 的 任 一 大 圆 都 平分 这 个 球面 . 

5. 球面 上 连结 两 点 ( 非 对 径 点 ) 的 线 中 ,大 圆 劣 
弧 最 短 . 

球 的 径 面 (diameter plane of a sphere) 一 种 
圆 面 . 指 通过 球 心 的 截面 圆 . 球 的 任 一 径 面 都 是 球 的 
大 圆 面 ,也 是 球 的 对 称 平面 . 

球面 小 圆 (spherical small circle) 一 条 与 球面 
有 关 的 封闭 曲线 . 指 球面 和 不 通过 球 心 的 平面 的 交 
线 . 球面 小 圆 圆心 与 球 心 的 连 线 ,垂直 于 球 的 小 圆 
面 . 在 半径 为 R 的 球面 中 ,圆心 距 球 心 为 d 的 球面 
小 圆 的 半径 为 

r= /R*—d'!, 

球面 的 平行 圆 (spherical parallel circle) 一 对 
与 球 有 关 的 闭 曲 线 . 用 一 组 平行 平面 截 球 面 ,各 截 口 
圆 称 为 球面 的 平行 圆 ，. 

半球 面 (semi-spherical surface) 一 种 与 球 有 
关 的 曲面 .球面 被 其 大 圆 分 成 两 部 分 ,每 一 部 分 都 称 
为 半球 面 . 

球 冠 (spherical crown) 一 种 与 球 有 关 的 曲 
面 . 用 平面 与 球面 相 截 ,将 球面 分 成 两 部 分 ,每 一 部 
分 都 称 为 一 个 球 冠 . 当 平面 过 球面 中 心 时 ,所 得 的 两 
个 球 冠 均 是 半球 面 . 

球 冠 的 高 (height of a spherical crown) 一 条 
与 球 冠 有 关 的 线段 . 用 平面 去 截 球 得 到 球 冠 时 ,平面 
亦 将 垂直 于 平面 的 球面 直径 截 成 两 条 线段 ,这 两 条 线 
段 分 别 是 两 个 相应 球 冠 的 高 线 , 球 冠 高 线 的 长 度 称 为 
球 冠 的 高 . 球 觅 的 高 是 球 冠 面 上 到 球 冠 底面 路 离 最 远 
的 点 到 球 冠 底面 的 垂 线段 的 长 度 . 球 半 径 为 R 的 球 
冠 ,如 果 底 面 半 径 为 >(0<r 委 民 ) ,其 高 

h—R + 4R—r., 
当 R<h<2R 时 ,公式 取 “ 十 "号 , 当 0<h<R 时 公式 
取 “ 一 ”号 . 

球 冠 的 底面 (base of a spherical crown) 一 种 
与 球 完 有 关 的 平面 图 形 . 圆 到 用 平面 去 截 球面 ,得 到 
球 冠 时 ,平面 与 球面 的 截 口 面 称 为 球 冠 的 底面 . 

球 带 (spherical zone) 球面 的 特殊 部 分 . 指 球 
面 夹 在 两 个 平行 截面 之 间 的 部 分 . 两 个 平行 截面 称 
为 球 带 的 底面 , 球 冠 可 看 成 两 个 平行 平面 中 的 一 个 
与 球面 相 切 时 的 球 带 . 

球 带 的 高 (height of a spherical zone) 一 条 与 
球 带 有 关 的 线段 . 球 带 的 两 个 底面 的 公 垂 线段 称 为 
球 带 的 高 . 它 可 以 从 连结 球 带 的 两 底面 圆 的 圆心 得 


p= [V —n- VR 


Zol 


立体 几何 


或 h=N Ri —ri- Ri—r;. 

Ek AK (chord of a sphere) 一 条 与 球面 有 关 
的 线段 . 指 作 为 连结 球面 上 两 点 的 线段 . 球 的 弦 的 主 
要 性 质 有 : 

1. 弦 的 中 垂 面 过 球 心 , 且 与 球面 交 线 为 大 圆 . 

2. 球 的 过 已 知 弦 的 截 口 圆 中 ,以 过 球 心 的 圆 最 
大 ,以 垂直 于 已 知 弦 的 中 点 与 球 心 连 线 的 圆 为 最 小 . 

3. 相等 的 弦 与 球 心 的 距离 相等 ,上 且 与 球 心 距离 
较 远 的 弦 较 短 . | 

4. HERD ER EAE T XE KB 9A I] E128 Ji — 7 53 Jr 
球 同心 以 定 长 为 半径 的 球面 . 

AX) OBR AY 3 (power of a point with respect 
to a sphere) 刻画 点 关于 球面 位 置 关系 的 一 个 常 
量 . 由 空间 一 点 向 球 作 诸 割 线 ,那么 在 每 一 割 线 上 从 
该 点 起 到 与 球面 相交 的 两 点 止 的 两 有 向 线段 之 积 
— HE XS ERMA 
X ANT ACER BY AE. 如 
图 ,点 M 为 空间 一 已 
知 点 ,从 点 M SI ER O 
的 任意 两 条 割 线 ,分 别 
与 球面 相交 于 点 A, A’ 
ALB, B' WW MA* MA'—MB* MB'=k,k 就 是 点 
M 对 于 球 O WE &—d' —n RP d 是 点 M 到 球 心 
O 的 距离 ,r 是 球 半 径 . 当 点 M 在 球 内 时 ,线段 MA 
和 MA' 反 向 ,这 时 有 <0, 点 M 称 为 负 宪 点 ; 当 点 M 


在 球 外 时 ,线段 MA 和 MA4' 同 向 ,这 时 二 0,; 点 MM 


称 为 正 瞄 点 ; 当 点 MM 在 球面 上 时 ,MA 二 0, 这 时 = 
0. BR TR] de IE AE A f FEL oP RR. 当 点 M TERR P 
时 ,& 王 切线 长 (从 点 M 到 切 点 的 距离 ) 的 平方 . 对 一 
个 球 的 宪 相 等 的 点 的 轨迹 是 一 个 与 原 球 同心 的 球 
面 . 4 AIEN CHEARR; 4ARARH CATR 
KA; HRAFN, CORRES. 

Xk AY IE SF Hà (positive power point of a sphere) 
DU" AT ERA FR”. 

EK AY fA Fs m (negative power point of a sphere) 
JL" AR PER BY FE”. 

K5 BAW (contact between a sphere and a 
line) 球 与 直线 的 一 种 特殊 位 置 关 系 . 当 球 与 直线 只 
有 一 个 公共 点 时 , 球 与 直线 的 位 置 关系 称 为 相 切 . 这 
直线 称 为 球 的 切线 ,公共 点 称 为 切 点 . 球 与 直线 相 切 
的 充分 必要 条 件 是 球 心 到 直线 的 距离 等 于 球 半 径 . 过 
球面 上 一 定点 可 作 球 的 无 数 条 切线 ,这 些 切线 的 轨迹 
是 一 个 平面 , 它 是 球 的 切 平面 . 

球 的 切线 (tangent line of a sphere) 
HAHH”. 

Ek t) £& AY ME it (property of tangent line of a 
与 球 的 切线 有 关 的 几 个 结论 . 球 切 线 的 主 
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sphere) 
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要 性 质 是 : 

1. 球 的 切线 和 经 过 切 点 的 球 的 半径 垂直 . 

2. 经 过 球面 上 一 点 的 切线 有 无 数 条 ,这 些 切 线 
都 在 经 过 这 点 的 切 平 面 内 . 

3. 过 球 外 任何 一 点 可 以 作 球 面 的 无 数 条 切线 ,这 
些 切线 的 轨迹 是 球 的 外 切 圆 锥 面 ,该 圆锥 面 与 球 的 交 
线 是 一 个 球面 圆 ,其 中 心 在 圆锥 的 轴 上 , 轴 过 球 心 . 

4. 过 球 外 一 点 了 作 球 的 切线 PT BRIA PB, 
BA GRAF A.B 两 点 , 则 PT^—PA * PB. 

5. 过 球 外 一 点 作 
球 的 任意 两 条 切线 , 它 
们 与 此 点 到 球 心 连 线 
的 夹 角 相等 . 

6. 如 球 半 径 为 R， 
球 外 一 点 P 到 球 的 切 
线 长 为 1， 过 球 心 O 和 
A P 的 直线 OP 与 球面 相交 于 直径 4B, 则 球面 上 
的 点 与 P 的 最 小 距离 为 PA 二 VR 十 六 一 R. RAKE 
离 为 PB== VR 十 fF 十 R( 如 图 ). 

7. 空间 中 ,过 动 点 卫 作 半 径 为 R 的 球 的 切线 ， 
切线 长 为 定 值 1 时 ,点 P 的 轨迹 是 一 个 球面 , 它 与 原 
球 同心 ,半径 为 VR? +e. 

球 与 直线 相 离 (separation between a sphere 
and a line) 球 与 直线 的 一 种 特殊 位 置 关 系 . 当 球 
面 与 直线 没有 公共 点 时 , 球 与 直线 的 位 置 关 系 称 为 
相 离 . 球 与 直线 相 离 的 充分 必要 条 件 是 球 心 到 直线 
的 距离 大 于 球 半 径 . 

Kk 5 Ei ££ 4H 35 (intersection between a sphere 
and a line) JMR EZX TH 3. 球 与 直线 的 一 种 
特殊 位 置 关系 . 球面 与 直线 有 两 个 公共 点 时 ,这 个 球 
与 此 直线 的 位 置 关 系 称 为 相交 . 与 球 相 交 的 直线 称 
为 球 的 割 线 . 公共 点 称 为 交点 . 球 与 直线 相交 的 充分 
必要 条 件 是 球 心 到 直线 的 距离 小 于 球 半径 . 

Xk 5 E 2 48 BI (secant between a sphere and a 
line) 有 即 “ 球 与 直线 相交 ”. 

Xk AY € £& (secant line of a sphere) 
线 相交 ”. 

球面 与 直线 的 交角 (intersection angle between 
a spherical and a line) ”刻画 球面 与 直线 的 相互 关 
系 的 一 个 角 . 阁 一 直线 与 球面 相交 ,球面 在 两 个 交点 
处 的 切 平面 与 直线 的 交角 称 为 球面 与 直线 的 交角 . 
直线 与 球面 相 切 时 交角 为 零 . 直线 与 球面 相 离 时 无 
交角 . 

球 与 平面 相交 (intersection between a sphere 
and a plane) 球 与 平面 的 一 种 特殊 位 置 关系 . 当 球 
与 平面 至 少 有 两 个 公共 点 时 , 球 与 平面 的 位 置 关 系 
称 为 相交 ,这 个 平面 称 为 球 的 割 平面 或 截 平面 . 球 与 


见 “ 球 与 直 


平面 相交 时 , 交 线 是 一 个 球面 大 圆 或 小 圆 . 球 与 平面 
相交 的 充分 必要 条 件 是 球 心 到 平面 的 距离 小 于 球 半 
径 .平面 与 球面 相交 ,平面 过 球 心 时 , 截 口 为 球 的 大 
圆 ,否则 截 口 为 小 圆 . 

球 的 割 平面 (secant plane of a sphere) 
与 平面 相交 ”. | 

Xk AY & IBI (cross section of a sphere) 一 种 特 
殊 的 截面 . 指 用 一 个 平面 截 一 个 球 所 得 的 截面 圆 , 如 
图 . 球 截面 的 性 质 有 : 

1. 球 心 和 截面 小 
圆心 的 连 线 垂直 于 
截面 . 

2. 球 心 到 截面 的 
距离 4 与 球 的 半径 R 
及 截面 圆 半径 r 的 关 
系 式 为 r 二 VR 一 di. 当 d= 二 0 时 ,r+ 一 R, 截 面 经 过 球 
A ,球面 被 截 得 的 圆 最 大 ,是 球面 大 圆 ; 当 d — R 时 ， 
-二 0, 截面 圆 退 缩 成 截 平面 与 球 的 惟一 公共 点 . 

3. 与 球 心 距离 相等 的 截面 所 截 得 的 圆 相等 . 

4. 与 球 心 距离 不 等 的 截面 截 得 的 圆 不 等 ,距离 
球 心 较 近 的 截面 所 截 得 的 圆 较 大 . 

球 与 平面 相 切 (contact between a sphere and a 
plane) ” 球 与 平面 的 一 种 特殊 位 置 关 系 . 球 与 平面 
有 且 仅 有 一 个 公共 点 
时 , 球 与 平面 的 位 置 关 
A. 这 平面 称 为 球 的 切 
平面 ,公共 点 称 为 切 
点 , 球 与 平面 相 切 的 充 
分 必要 条 件 是 平面 到 
球 心 的 距离 等 于 球 半 
径 .图 中 ,半径 为 ”的 球 O 与 平面 a 相 切 于 点 PM 
平面 o 到 球 心 O 的 距离 PO=r,P 为 切 点 ,a 为 球 的 
切 平面 . 

球 切 面 的 性 质 (property of tangent plane of a 
与 球 的 切面 有 关 的 几 个 结论 . 球 切 面 的 主 
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sphere) 
要 性 质 是 : 

1. 切面 垂直 于 过 切 点 的 球 半 径 . 

2. 过 球面 上 一 点 只 可 以 作 球 面 的 一 个 切面 . 

3. 过 球面 外 一 点 已 可 以 作 球 面 的 无 数 个 切面 ， 
每 个 切面 上 有 球面 的 过 P 点 的 惟一 切线 ,并 且 这 些 
切面 的 包 络 是 一 个 圆锥 面 . 

4. 切面 上 过 切 点 的 任何 直线 都 是 球 的 切线 . 

5. 切面 是 球 的 过 切 点 的 切线 轨迹 . 

球 切 面 的 判定 定理 (decision theorem of tan- 
判定 球 与 平面 相 切 的 由 
个 充分 条 件 . 满足 下 列 条 件 的 平面 都 是 球 的 切面 : 

1. 过 球 半径 的 外 端点 且 垂 二 于 该 半径 . 


gent plane of a sphere ) 


2. 与 球 心 的 距离 等 于 球 半径 . 

3. 由 球面 上 任何 一 点 处 的 两 相交 球 切线 确定 . 

4. Bg ER FU — AER 

3k -5 3ETHTH S (separation between a sphere and 
a plane) ” 球 与 平面 的 一 种 特殊 位 置 关系 . 球 与 平 
面 无 公共 点 时 , 球 与 平面 的 位 置 关 系 . 球 与 平面 相 离 
的 充分 必要 条 件 是 球 心 到 平面 的 距离 大 于 球 半径 . 

球 与 平面 的 交角 (intersection angle between a 
sphere and a plane) ”刻画 球面 与 平面 的 相互 关系 . 
一 种 二 面 角 . 当 球 面 与 平面 x 相交 时 ,过 交 截 圆 上 任 
— A BJ ERU) p] 2: 5j x 的 交角 4a 为 常 值 ,a 称 为 球 与 
平面 7 的 夹 角 . 知 球 与 平面 相 切 , 则 说 球面 与 平面 的 
交角 为 零 . 当 球 与 平面 相 离 时 , 球 与 平面 无 交角 . 当 
平面 与 球面 相交 时 ,如 球 半 径 为 R, 平 面 到 球 心 的 距 
离 为 a, 则 平面 与 球面 的 交角 为 


d 
a = arccos 4. 


R 

PA PK 48 VY) (contact between two spheres) 两 
球 间 的 一 种 特殊 位 置 关系 . 指 两 球 有 惟一 的 公共 点 
的 位 置 关系 . 这 时 ,如 果 一 球 在 男 一 球 的 内 部 , 则 称 
为 两 球 内 切 . 如 果 一 球 在 男 一 球 的 外 部 , 则 称 为 两 球 
外 切 . 若 两 球 的 半径 分 别 为 Ror CR SERO BH 
d ,两 球 内 切 的 充分 必要 条 件 是 d — R—r.WIERAMUJ 
的 充分 必要 条 件 是 d — R+r. 当 两 球 半径 相等 时 ,不 
可 能 内 切 . 相 切 两 球 的 球 心 与 切 点 共 线 . 
M EK A JJ (interior contact between two sph- 

JL" AER FAD”. 
两 球 外 切 (exterior contact between two sph- 
见 “ 两 球 相 切 ” 

两 球 相 离 separation between two spheres) 
两 球 间 的 一 种 特殊 位 置 关 系 . 指 两 球 没有 公共 点 的 
位 置 关系 . 此 时 ,大 一 个 球 在 另 一 个 球 的 内 部 , 则 称 
Ay BIER PIS ,又 称 两 球 内 含 . 若 一 个 球 在 另 一 个 球 的 
外 部 , 则 称 为 两 球 外 离 . 奉 两 球 的 半径 分 别 为 Rr 
(KK 之 7), 球 心 距 为 4, 两 球 内 离 的 充分 必要 条 件 是 4 
二 R 一 +, 两 球 外 离 的 充分 必要 条 件 是 d>R+r. 当 
两 球 半径 相等 时 ,两 球 不 能 内 离 . 

PA Ek AW E interior separation between two sp- 
heres) 见 “ 两 球 相 离 ”. 

两 球 内 含 (inclusion between two spheres) 即 
“PIER A BS”. 

PR EK Sh BS (exterior separation between two sp- 
见 “ 两 球 相 离 ”. 

同心 球 (concentric spheres) 
种 特殊 情形 . 指 有 同一 球 心 的 球 . 

两 球 相 交 (intersection between two spheres) 
两 球 间 的 一 种 特殊 位 置 关 系 . 指 不 重合 的 两 球面 至 
少 有 两 个 公共 点 的 位 置 关系 . 这 时 交集 是 一 个 圆周 ， 
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eres) 


eres ) 


heres ) 


两 球面 相 离 的 一 


该 圆周 所 在 平面 垂直 于 两 球 的 连 心 线 , 且 圆心 在 两 

球 的 连 心 线 上 . 如 两 球 半径 分 别 为 RR 与 r(R 之 7), 球 

心 距 为 4, 则 两 球 相交 的 充分 必要 条 件 为 
R—r«d«R-r. 

两 球面 的 交角 (angle between two intersecting 
spheres) 刻画 两 球面 相互 关系 的 一 种 二 面 角 . 相 
交 两 球 交点 处 两 球 切面 的 交角 . 如 果 两 球面 相交 , 则 
在 各 交点 处 两 球 两 个 切面 的 夹 角 都 相等 ,这 个 夹 角 
就 称 为 两 球面 的 交角 . 两 球面 的 交角 等 于 通过 交点 
的 两 条 半径 的 夹 角 或 其 补 角 . 当 两 球 的 交角 是 直角 
时 ,就 称 两 球 正 交 . 两 球 正 交 的 充分 必要 条 件 是 通过 
一 个 交点 的 两 条 半径 互相 垂直 . 

两 球 正 交 (orthogonality between two spheres) 
见 “ 两 球面 的 交角 ”. 

两 球 的 根 面 (radical plane of two spheres) Jf 
称 两 球 的 等 医 面 . 一 种 与 两 球 有 特殊 的 平面 . 对 于 不 
同心 的 两 球 有 相等 寡 的 点 的 轨迹 是 垂直 于 两 球 连 心 
线 的 一 个 平面 , 称 为 两 球 的 根 面 . 过 两 球 的 连 心 线 任 
作 一 个 平面 与 两 球 和 根 面 相交 , 则 两 交 线 大 圆 的 根 
轴 就 是 所 作 平 面 与 根 面 的 交 线 . 由 平面 几何 可 知 ( 参 
见 “ 根 轴 ”) : 

1. 两 球 相 切 时 ,过 切 点 的 公 切 面 是 两 球 的 根 面 . 

2. 两 球 相 交 时 , 交 线 圆 所 在 的 平面 是 两 球 的 根 
面 . 

3. 两 球 外 离 时 , 根 面 和 连 心 线 的 交点 与 连 心 线 
中 点 的 距离 为 (Ri 一 R,)/2p, 且 靠近 大 球 一 侧 . 这 里 
R 是 较 大 球 半 径 ,R; 是 较 小 球 半 径 ,p ARE DARK 
上 度 .特别 当 Ri 二 R, 时 , 根 面 就 是 连 心 线 的 中 垂 面 . 


4. 两 球 内 离 时 , 根 面 与 两 球 连 心 线 交 于 两 球 外 ， 
且 在 两 球面 距离 较 近 的 一 侧 , 交 点 到 小 球 球 心 的 距 
离 为 


2p 2 
5. 两 球 外 离 时 ,两 球 的 与 连 心 线 共 面 的 公 切 线 
段 被 根 面 平分 . 
6. 过 两 球根 面 上 的 任何 一 点 了 作 两 球 的 割 线 
PA, B, 与 PA;B;, 切 线 PT, 与 PT,( 如 图 ), 则 
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PA,*PB,—PA;* PB 

A Ek AY & mH (idempotent plane of two sph- 
eres) BD“ PURR AY AR THT”. 

两 球 的 极限 点 (limit point of two spheres) 5E 
两 球 相 离 有 特殊 关系 的 点 . 指 相 离 两 球 其 连 心 线 上 
的 两 个 定点 . 奉 两 球 相 离 , 则 凡 与 这 两 球 同 时 正 交 的 
球 均 通 过 两 球 的 连 心 线 上 的 两 定点 ,这 两 定点 都 称 
为 两 球 的 极限 点 . 

= dk AS & Ed idempotent axis of three sphe- 
res) ” 亦 称 三 球 的 根 轴 . 刻画 三 球 位 置 关系 的 一 条 
直线 . 对 于 球 心 不 共 线 的 三 个 球 的 寡 相 等 的 点 的 轨 
迹 是 一 条 直线 MAZARE. 球 心 不 共 线 的 
三 球 中 任何 两 个 都 有 一 个 根 面 , 这 样 的 三 个 根 面 必 
共 线 ,这 直线 就 是 三 球 的 根 轴 . 三 球 的 根 轴 垂 直 于 三 
球 中 心 所 确定 的 平面 . 

= BR AY AR A (radical axis of three spheres) Bp 
“= BR IY) Ar FE RH”. 

四 球 的 根 心 (radical center of four spheres) 
亦 称 四 球 的 等 攻心 .关于 四 个 球 有 相等 者 的 点 . 球 心 
不 共 面 的 四 球 有 且 仅 有 一 点 对 这 四 个 球 的 寡 相 等 ， 
这 一 点 称 为 这 四 个 球 的 根 心 . 球 心 不 共 面 的 四 球 中 
每 三 个 有 一 根 轴 ,这 样 的 根 轴 一 共有 四 根 , 它 们 共 


fat ,这 点 就 是 四 球 的 根 心 . 图 中 四 球 Qj 107 107 5 O, 
的 球 心 不 共 面 . 球 Oi ,O; 与 O; 的 根 轴 为 l,» BR O,, 
O; 5j O, HIRA L,R O;,,.0, 5 O, 的 根 轴 为 2，, 球 
O,.O, 与 O; BS FH ls. o 与 4 相交 于 点 了 P， 
P 是 四 球 的 根 心 . 显然 ,过 四 球根 心 作 以 四 球 中 心 为 
顶点 的 四 面体 各 面 的 垂 线 就 分 别 得 到 4 ly ls Ly. 

PO Bk BY SE €» (idempotent center of four sphe- 
res) ”有 即 “四 球 的 根 心 ”. 

A Ek BJ ZS UJ] £& (common tangent line of two 
spheres) 有关 两 球 位 置 关 系 的 一 种 直线 . 一 直线 与 
两 球 同时 相 切 时 ,该 直线 称 为 两 球 的 公 切 线 . 两 球 内 
含 时 无 公 切 线 . 两 球 内 切 时 ,外 公 切 平面 上 过 切 点 的 
任何 直线 都 是 这 两 球 的 公 切 线 . 如 果 一 球面 上 存在 点 
A 不 在 另 一 球面 上 ,过 4 作 该 球 的 切面 , 当 切 面 与 另 
一 球 相 切 、 相 交 或 相 离 时 ,过 A 点 有 一 条 、 两 条 外 公 


切线 或 无 公 切 线 . 在 过 4 点 的 公 切 线 惟一 的 情况 下 ， 
公 切 线 与 两 球 连 心 线 共 面 . 

两 球 的 公 切 面 (common tangent plane of two 
spheres) 有关 两 球 位 置 关 系 的 一 种 平面 . 与 两 球 
都 相 切 的 平面 称 为 两 球 的 公 切 面 . 如 果 两 球 在 公 切 
面 的 同 侧 , 则 该 公 切 面 称 为 外 公 切 面 . 如 果 两 球 在 公 
切面 的 两 侧 , 则 该 公 切 面 称 为 内 公 切 面 . 两 球 的 某 个 
公 切 面 如 果 与 两 球 切 于 不 同 两 点 , 则 两 切 点 的 连 线 
是 两 球 的 一 条 公 切 线 , 它 与 两 球 的 连 心 线 共 面 . 两 球 
相 离 时 ,有 无 数 个 内 公 切 面 ,它们 的 包 络 是 一 个 以 两 
球 连 心 线 为 轴 的 圆锥 面 ,圆锥 面 的 母线 都 是 两 球 的 
公 切 线 . 两 球 相 离 时 ,有 无 数 个 外 公 切 面 . 如 两 球 不 
相等 ,外 公 切 面 的 包 络 是 一 个 圆锥 面 . 如 两 球 相 等 ， 
外 公 切 面 的 包 络 是 一 个 圆柱 面 ,它们 的 轴 是 两 球 的 
连 心 线 . 两 球 外 切 
切面 ,该 公 切 面 过 
两 球 的 切 点 且 与 两 
球 连 心 线 垂 直 . 两 
球 外 切 时 ,有 无 数 
个 外 公 切 面 . 当 两 球 不 等 时 ,外 公 切 面 的 包 络 是 圆锥 
面 ; 当 两 球 相 等 时 ,外 公 切 面 的 包 络 是 圆柱 面 ; 两 球 
内 切 时 ,无 内 公 切 面 ,有 惟一 的 一 个 外 公 切 面 , 它 过 
两 球 的 切 点 并 与 两 球 连 心 线 垂直 . 两 球 相交 时 ,无 内 
公 切 面 ,有 无 数 个 外 公 切 面 . 当 两 球 相 等 时 ,外 公 切 
面 的 包 络 是 圆柱 面 ; 当 两 球 不 等 时 ,外 公 切 面包 络 是 
圆锥 面 . 两 球 内 含 时 , 既 无 外 公 切 面 也 无 内 公 切 面 . 

Sh 4s UII (exterior common tangent) JL ^ pj 
球 的 公 切 面 ”. 

内 公 切 面 (interior common tangent) 
球 的 公 切 面 ”. 

三 球 的 公 切 面 (common tangent plane of three 
spheres) 有 关 三 球 位 置 关 系 的 一 种 平面 .如 果 一 
个 平面 同时 与 三 个 球 相 切 , 则 该 平面 称 为 这 三 球 的 
公 切 面 . 三 个 球 可 以 无 公 切 面 . 例 如 ,三 个 球 中 有 两 
球 内 含 时 ,就 一 定 无 公 切 面 . 互 不 相等 且 球 心 不 共 线 
的 三 个 球 有 四 条 位 似 轴 ,如 果 过 一 条 位 似 轴 的 一 个 
平面 与 一 球 相 切 , 则 必 与 另 两 球 相 切 . 它 就 是 该 三 球 
的 一 个 公 切 面 . 三 个 球 也 只 有 这 样 的 公 切 面 . 因此 三 
球 的 公 切 面 不 会 超过 八 个 . 

球 公 切面 的 性 质 (property of common tangent 
plane of spheres) 有 关 球 公 切 面 的 一 些 重要 特征 . 
球 公 切 面 的 主要 性 质 是 : 

1. 两 球 的 内 公 切 面 如 果 存 在 必 通 过 两 球 的 内 位 
似 心 ， 

2. 不 等 的 两 球 的 外 公 切 面 如 果 存 在 , 必 通 过 两 
球 的 外 位 似 心 . 相等 两 球 的 外 公 切 面 如 果 存 在 , 则 它 
们 中 任何 三 个 都 不 共 点 . 
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3. 三 球 的 公 切 面 必 通 过 它们 的 一 根 位 似 轴 ，, 反 
之 ,通过 位 似 轴 的 任何 平面 春 与 一 球 相 切 , 必 与 其 余 
两 球 相 切 . 

4. 如 果 三 球 的 一 根 位 似 轴 与 三 球 没 有 公共 点 ， 
则 三 球 有 两 个 公 切 面 通过 这 根 位 似 轴 . 

如 果 四 条 位 似 轴 与 三 球 都 没有 公共 点 , 则 三 球 
有 八 个 公 切 面 . 当 这 里 的 条 件 不 满足 时 , 公 切 面 的 个 
数 减 少 ,三 球 可 能 没有 公 切 面 . 

两 球 的 公 切 圆柱 面 (common tangent circular 
cylindrical surface of two spheres) ”有关 两 球 的 一 
种 特殊 圆柱 面 . 指 同 时 与 两 球 相 切 的 圆柱 面 . 两 球 只 
有 半径 相等 时 才 有 公 切 圆柱 面 . 

两 球 的 公 切 圆锥 面 (common tangent cone of 
two spheres) ”有关 不 等 二 球面 的 一 种 特殊 圆锥 
面 . 过 两 球 外 部 的 一 个 位 似 中 心 的 所 有 公 切 线 构成 
的 圆锥 面 . 两 球 可 能 无 公 切 圆锥 面 ,两 球 内 含 时 就 属 
这 种 情况 . 如 果 不 等 的 两 球 有 外 公 切 面 , 则 与 连 心 线 
共 面 的 外 公 切 线 的 轨迹 为 一 外 公 切 圆锥 面 . 相 离 两 
球 有 内 公 切 面 ,与 连 心 线 共 面 的 内 公 切 线 的 轨迹 为 
一 内 切 圆锥 面 ,两 球 公 切 圆锥 面 的 轴 过 两 球 的 中 心 . 

当 德 兰 球 (Dandelin sphere) 与 圆锥 曲线 有 关 
的 一 种 球面 . 指 用 几何 法 求 出 圆锥 曲线 焦点 的 重要 
球面 . 一 个 球面 内 切 于 一 个 圆锥 并 且 与 一 个 已 知 平 
面相 切 ,该 平面 与 圆锥 交 于 一 条 圆锥 曲线 , 则 球面 与 
平面 的 切 点 是 圆锥 曲线 的 焦点 ,球面 与 圆锥 相 切 的 
圆 所 在 平面 与 已 知 平面 的 交 线 是 圆锥 曲线 的 准 线 . 
这 球 被 称 为 当 德 兰 球 . 若 已 知 平面 与 圆锥 的 交 线 为 
抛物 线 时 , 则 当 德 兰 球 有 且 仅 有 一 个 ; 若 交 线 为 椭圆 


图 1 图 2 图 3 
或 双 曲 线 , 则 当 德 兰 球 有 且 仅 有 两 个 . 图 1 中 , 球 O 
内 切 于 圆锥 面 耿 ,并 和 已 知 平面 相 切 于 点 PAE 
知 平面 和 圆锥 面 V 的 交 线 是 抛物 线 , 切 点 是 抛物 
线 的 焦点 ,在 这 种 情况 下 当 德 兰 球 只 有 一 个 .图 2 中 
ERO lO, 内 切 于 圆锥 面 上 , 球 O 和 已 知 平面 相 切 
T FERRO 和 已 知 平面 相 切 于 Fi, 这 时 已 知 平面 和 
圆锥 面 Y 的 交 线 是 椭圆 , 切 点 PAP, 是 椭圆 的 两 
个 焦点 ,在 这 种 情况 下 当 德 兰 球 有 两 个 , 即 球 O 和 
O1. 图 3 中 , 球 O 和 0O1 分别 内 切 于 圆锥 面 V 的 两 
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立体 几何 


叶 , 且 球 O HE AFF FERO 在 圆锥 面 Y HA 
一 叶 内 切 已 知 平面 于 局, 这 时 已 知 平 面 和 圆锥 六 的 
两 叶 相 交 , 交 线 是 双 曲 线 , 切 点 FCRI FP, 是 双 曲 线 的 
焦点 ,此 时 当 德 兰 球 为 两 个 , 即 球 O 和 O. 当 德 兰 
(Dandelin,G. P. ) 出 生 于 法 国 巴 黎 ,是 比利时 科学 
院 院士 ,他 于 1822 年 首次 提出 并 证 明了 上 述 命题 . 

两 球 的 位 似 对 应 (homothetic correspondence 
of two sphere) 使 两 球 ( 面 ) 相 关 的 一 种 映射 . 指 两 
球 的 一 种 特殊 的 相似 对 应 (参见 “两 球 的 相似 对 应 ” 
和 本 卷 《 平 面 几何 ) 中 的 “位 似 形 ”). 当 两 球 同心 时 ， 
外 位 似 心 与 内 位 似 心 都 是 两 球 的 公共 中 心 . 当 两 球 
不 同心 时 ,有 惟一 的 内 位 似 心 , 且 在 两 球 的 连 心 线 
上 . 如 果 两 球 半径 不 等 ,一 定 有 惟一 的 外 位 似 心 , 在 
两 球 连 心 线 的 延长 线 上 , 且 在 半径 较 小 球 的 一 侧 ,两 
球 半径 相等 时 无 外 位 似 心 . 

两 球 的 位 似 中 心 (homothetic center of two 
spheres) 两 球 外 位 似 心 与 内 位 似 心 的 统称 . 见 “ 两 
球 的 位 似 对 应 ” 

两 球 的 相似 对 应 (similar correspondence of 
two spheres) 两 球 之 间 的 一 种 对 应 关系 . 指 把 其 
中 一 个 球 变 成 另 一 个 球 的 相似 变换 决定 的 两 球 的 点 
之 间 的 对 应 . 相似 变换 是 位 似 变 换 时 的 相似 对 应 是 
位 似 对 应 .位 似 对 应 的 对 应 点 的 连 线 在 两 球 相 等 时 
平行 于 连 心 线 ,在 两 球 不 等 时 通过 连 心 线 的 同一 个 
点 ,因此 两 球 的 位 似 对 应 是 惟一 的 . 两 球 间 的 相似 变 
换 可 以 看 做 把 一 个 球 变 成 另 一 个 球 的 位 似 变 换 和 把 
第 二 个 球 的 位 似 对 应 点 变 到 相似 对 应 点 的 合同 变换 
的 乘积 .因为 把 一 个 球 的 点 变 到 同一 个 球 的 点 的 合 
同 变 换 有 无 限 多 个 (例如 绕 球 的 一 条 直径 的 旋转 就 
有 无 限 多 个 ), 所 以 相似 变换 和 由 它 决 定 的 相似 对 应 
有 无 限 多 个 . 

三 球 的 位 似 轴 Chomothetic axis of three sphe- 
res) 刻画 三 球 位置 关 系 的 一 组 直线 . 在 互 不 相等 
且 球 心 不 共 线 的 三 球 中 ,每 次 取 其 中 两 球 所 得 的 六 
位 似 中 心 ( 外 位 似 心 和 内 位 似 心 ), 分 布 在 四 条 直线 
上 , 且 每 条 直线 上 有 三 个 ,这 四 条 直线 都 称 为 三 球 的 
位 似 轴 . 这 四 条 位 似 轴 就 是 三 球 心 确定 的 平面 截 三 
球 所 得 三 个 大 圆 的 四 条 位 似 轴 . 位 似 轴 上 外 位 似 心 
的 个 数 必 为 奇数 . 

四 球 的 位 似 面 (homothetic plane of four sphe- 
res) ”刻画 四 球 位 置 关系 的 一 组 平面 . 在 互 不 相等 
且 球 心 不 共 面 的 四 球 之 中 ,每 次 取 其 两 球 的 位 似 中 
心 ,这 样 所 得 的 十 二 个 位 似 中 心 分 处 于 八 个 平面 内 ， 
并 且 每 一 平面 内 有 六 点 ,这 八 个 平面 都 称 为 四 球 的 
位 似 面 . 

两 球 的 反 位 似 点 (inverse homothetic point of 
two spheres) 刻画 两 球 位 置 关 系 的 特殊 点 . 设 2 是 
两 球 的 位 似 对 应 C 为 位 似 心 . X C, Ais A; Bi B: 
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共 线 T 5 By 在 第 一 个 球 上 sÁ? 与 b; 在 第 二 个 球 
EH eA AG BB; SEMI gs: A> 
B,,B,— A; 是 9 的 反 位 似 对 应 . BS 称 为 A, 的 反 位 
似 点 .同样 A, 也 称 为 Bi 的 反 位 似 点 , 当 2 为 外 位 似 
对 应 时 ,C 为 外 位 似 心 ,B; RA A, 的 外 反 位 似 点 . 
当 9 为 内 位 似 对 应 时 ,C 为 内 位 似 心 ,B; WRA A 的 
内 反 位 似 点 .过 位 似 中 心 C 作 两 球 的 公 切 线 , 如 切 
点 分 别 为 了 5 TW T: 既是 的 位 似 对 应 点 ,也 
AE T. 的 反 位 似 对 应 点 . 

外 反 位 似 点 (external inverse homothetic point) 
见 “ 两 球 的 反 位 似 点 ”. 

内 反 位 似 点 (internal inverse homothetic point) 
见 “ 两 球 的 反 位 似 点 ”. 

两 球 的 外 公害 (external common power of two 
spheres) 刻画 两 球 位 置 关 系 的 一 个 常数 . 由 两 球 
的 外 位 似 心 ,到 两 球 上 关于 该 位 似 中 心 的 任意 两 个 
反 位 似 点 的 距离 之 积 恒 为 一 常数 ,此 常数 称 为 两 球 
BY Sb ae. 图 中 二 球 01,0; BÓ A REN 

k= CT, «CT, = CA,.* CB: = CBy* CAs. 


Py EK AY AJ 3€ (internal common power of two 
spheres) ”刻画 两 球 位 置 关 系 的 一 个 常数 . 由 两 球 
的 内 位 似 心 ,到 两 球 上 关于 该 位 似 中 心 的 任意 两 个 
有 反 位 似 点 的 距离 之 积 恒 为 一 常数 ,此 常数 称 为 两 球 
的 内 公 宕 .图 中 二 球 O01,0; BS PLA REN 

Roe CT, Cr r= CA. BC 465. 


P8 EK AY ZS Be (common power of two spheres) 
PS ERIS Sh 2S ae AM PAARE AY SEK 

三 球 相 切 的 特征 (contact characteristic of three 
spheres) 对 三 球 位 置 关系 的 一 种 刻画 . 三 球 相 切 
的 特征 是 : 

1. 两 定 球 与 同一 球 相 切 时 ,两 切 点 是 两 定 球 的 
反 位 似 点 ; 若 同 时 为 外 切 或 同时 为 内 切 , 则 两 切 点 关 
于 外 位 似 心 反 位 似 ;者 一 外 切 一 内 切 , 则 两 切 点 关于 
内 位 似 心 反 位 似 . 


2. 两 球 的 外 位 似 心 关于 所 有 与 两 球 同时 外 切 或 
同时 内 切 的 球 的 宪 ,都 等 于 两 球 的 外 公 响 . 

3. 两 球 的 内 位 似 心 关于 所 有 与 两 球 一 外 切 .一 
内 切 的 球 的 寡 , 都 等 于 两 球 的 内 公 和 大， 


4. 一 球 通过 两 定 球 上 的 一 对 反 位 似 点 ,大 与 两 
ER O 与 O; 同时 外 切 , 切 点 分 别 为 4,B,O 与 0; 
外 位 似 心 为 S$,ST AR O, 的 切线 ,S 对 球 O; BRE 
ST’=SA+ SBE S 关于 二 球 O 5 O, WIAA, A 
与 B 是 一 对 反 位 似 点 . 

球 束 (bouquet) 立体 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 
有 某 种 共同 属性 的 球 的 集合 . BAN, Te] a ERR, SR 

SE BK BR (equal power pencil of spheres) — 
种 常见 的 球 束 . 8 ALA I8] — 1 5 A gS) PBR IS 
合 . FETAL ASAP T PR A ERR BY SERE TI. SA RR "PLI T 
有 球 心 共 线 ,此 直线 称 为 球 束 的 连 心 线 . 按 球 束 中 的 
球 与 等 究 面 相交 、 相 切 、 相 离 可 把 等 短 球 束 分 为 椭圆 
型 球 束 、 抛 物 型 球 束 、 双 曲 型 球 束 三 类 . 

Xk oR AY SE Fe (equal power plane of a pencil of 
spheres) JL“ SEAR BRR”. M A$ FF D] E BU PE BR OR 
中 各 球 的 切线 (如 果 可 以 的 话 ) ,切线 长 相等 . 

球 束 的 连 心 线 (connecting line of a pencil of 
spheres) WM“ SEREEKR ". 

#55 [B] BY BK GR (elliptic pencil of spheres) 一 种 
特殊 的 球 束 . BIA ER 53 SE AE TB] B A6 B8] EK OR. 椭圆 型 球 
束 中 各 球 与 等 笑 面 交 于 同一 圆周 ,有 旦 过 此 圆周 的 任 
何 球 都 在 该 球 束 中 .椭圆 型 球 束 中 无 点 球 . 空间 中 任 
何 一 个 平面 与 该 平面 上 的 一 个 圆 可 确定 一 个 椭圆 型 
球 束 , 它 以 此 平面 为 等 究 面 , 且 束 中 各 球 在 已 知 圆 处 
相交 . 

抛物 型 球 束 (parabolic bouquet) 一 种 特殊 的 
球 束 . 即 各 球 与 等 究 面 相 切 的 球 束 . 抛物 型 球 束 各 球 
与 等 震 面 切 于 同一 点 , 且 在 此 点 与 等 笑 面 相 切 的 球 
都 在 该 球 束 之 中 . 抛物 型 球 束 中 有 惟一 的 点 球 , 它 就 
是 球 与 等 笑 面 的 切 点 .空间 中 任何 一 个 平面 与 此 平 
面 上 的 一 点 确定 一 个 抛物 型 球 束 , 它 以 此 平面 为 等 
窜 面 , 且 束 中 各 球 在 已 知 点 处 与 平面 相 切 . 

双 曲 型 球 束 (hyperbolic bouquet) 一 种 特殊 
的 球 束 . 即 各 球 均 与 等 寡 面 相 离 的 球 束 . 双 曲 型 球 束 
中 各 球 均 不 相交 , 且 有 两 个 点 球 在 等 医 面 的 两 侧 . 空 


间 中 任何 一 个 平面 与 不 在 平面 上 的 关于 平面 对 称 的 
两 点 确定 一 个 双 曲 型 球 束 , 它 以 该 平面 为 等 寡 面 , 且 
以 两 已 知 点 为 极限 点 . 

双 曲 型 球 束 的 极限 点 (limit point of a hyper- 
bolic pencil of spheres) 5 XX H RRR A HHH 
点 . 双 曲 型 球 束 中 有 且 仅 有 的 两 个 点 球 ( 两 点 ), 称 为 
该 球 束 的 极限 点 o BE SZ FEF A BIS ea, . 双 曲 型 球 束 的 两 
个 极限 点 分 居 等 寡 面 两 侧 , 且 关于 等 夭 面 对 称 ,每 一 
个 极限 点 在 与 其 同 侧 的 球 束 中 的 所 有 球体 的 内 部 . 

朝 赛 列 极 限 点 (Poncelet limit point) MRM 
论 中 的 一 个 重要 概念 . 即 双 曲 型 球 束 的 极限 点 .在 几 
何 学 中 关于 极限 点 这 个 概念 起 源 于 阿波 罗 尼 奥 斯 
(Apollonius, (P) ) ,后 来 德 院 格 (Desargues,G. ) 等 
人 也 有 过 研究 . 但 是 彭 赛 列 (Poncelet,J.-V. ) 在 这 
方面 的 研究 有 特殊 的 贡献 ,他 给 出 了 极限 点 与 极 线 
之 间 的 变换 的 一 般 表 示 法 ,并 在 《 论 图 形 的 射影 性 
质 》 以 及 1824 年 提交 巴黎 科学 院 的 《 论 配 极 的 一 般 
理论 》 中 用 作 论 证 许多 定理 的 工具 . 为 了 纪念 他 在 这 
个 问题 的 研究 中 的 独特 成 就 ,后 来 将 双 曲 型 球 束 的 
极限 点 以 他 的 名 字 来 命名 . 

椭圆 型 球 束 的 判定 (decision of a elliptic pencil 
of spheres) ”判定 椭圆 型 球 束 的 一 种 方法 . 判定 等 
Wie EK GR Fe AR [] 23 RR RE Es A PK AS SE IRI 
相交 或 不 含 点 球 . 

抛物 型 球 束 的 判定 (decision of a parabolic 
pencil of spheres) 判定 抛物 型 球 束 的 一 种 方法 . 
判定 等 寡 球 束 是 抛物 型 球 束 的 条 件 是 :有 一 个 球 与 
等 寡 面 相 切 或 它 是 抛物 型 等 寡 球 束 恰 有 一 个 点 球 . 

双 曲 型 球 束 的 判定 (decision of a hyperbolic 
pencil of spheres) 判定 双 曲 型 球 束 的 一 种 方法 . 
判定 等 究 球 束 是 双 曲 型 球 束 的 条 件 是 :有 一 个 球 与 
等 寡 面 相 离 或 有 两 个 极限 点 (点 球 ) 的 等 寡 球 . 

球体 (sphere) 简称 球 . 一 种 重要 的 几何 体 . BR 
面 所 围 成 的 封闭 几何 体 ( 或 半圆 绕 其 两 端 所 决定 的 
直径 旋转 而 产生 的 几何 体 ) 称 为 球体 .球面 的 中 心 称 
为 球体 的 球 心 .球面 的 半径 与 直径 分 别称 为 球体 的 
半径 与 直径 .球体 常用 球 心 O 的 字母 来 表示 , 记 为 
EK O. 中 国 古 算 书 上 曾 把 球体 称 为 立 圆 . 半径 为 R 
的 球体 的 体积 :8Y=4r 有 R*/3. 表 面积 为 :9 三 4r 尺 

EK(sphere) 球体 的 简称 . 

立 罗 (li yuan) ”中国 古称. 见 “ 球 体 ”. 

点 球 (point sphere) ”一 种 特殊 球 . 即 把 一 点 看 
成 是 以 此 点 为 球 心 ,半径 为 零 的 球 . 

球 缺 (spherical segment) 亦 称 球 锥 、 球 分 ,或 
称 截 球体 、 单 底 球台 .一 种 与 球 有 关 的 几何 体 . 球 被 
一 个 平面 所 截 得 的 两 个 几何 体 都 是 球 缺 .平面 截 球 
所 得 的 截面 圆 称 为 球 缺 的 底 , 垂 直 于 截面 的 球 的 直 
径 被 截 得 的 两 线段 是 相应 球 缺 的 高 线 , 其 长 度 称 为 
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球 缺 的 高 . 半径 为 R AER OR, ED I 2E BW r A 


球 与 它 的 球 缺 


有 , 则 (CR 一 有 十 7 二 Ri. 球 缺 的 体积 计算 公式 为 : 
R= $^ 二 ah Gr SE. 


3 
EK FE(spherical cone) Bl “EAR”. 

FKS (segment of a sphere) BI“ HKAR”. 

EK (truncated sphere) BI“ SK". 

PR AR AY JRE (base of spherical segment) 
gh". 

Ek GRAY E (height of spherical segment) J 
“i 

EK #2 (spherical wedge) 亦 称 球 臂 . 一 种 与 球 
有 关 的 几何 体 . 用 球 的 两 个 大 圆 面 把 球 分 成 四 部 分 ， 
每 一 部 分 都 称 为 球 横 . 一 个 球 
棉 的 表面 由 两 个 半圆 和 一 部 
分 球面 组 成 ,球面 部 分 称 为 球 
棉 的 底面 ,是 球面 二 角形 . 两 
半圆 面 所 夹 的 二 面 角 称 为 球 
EA) fa. 当 球 半径 为 R, 球 横 
的 角 为 a 弧度 时 , 球 棉 的 底面 
FA S= 2aR’, (KFA V —2aR?/3, YR ER RBS AW 2o 球 
面 度 二 a/27 球面 角 (1 球面 角 王 4r 球面 度 ). 

Ek S$ (spherical wedge) 即 “ 球 攀 ”. 

球 模 的 底面 (base of a spherical wedge) Jil 
“ERR”. 

EK EZ B3 FA (angle of a spherical wedge) 
Bu". 

SEEK (semi-sphere) 


pex 


见 BR 


见 “ 球 


一 种 特殊 的 球 缺 . 一 个 球 


体 被 通过 球 心 的 任何 一 个 平面 分 成 的 两 个 几何 体 . 
半球 是 一 个 高 为 球 半径 的 球 缺 . 


球台 (spherical frustum) 


一 种 与 球 有 关 的 几 


何 体 . 球 被 两 个 平行 平面 所 截 , 夹 在 两 个 截面 之 间 的 
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封闭 几何 体 .平面 截 球 所 得 的 两 个 截面 圆 称 为 球台 
的 底 , 两 个 平行 平面 之 间 的 距离 称 为 球台 的 高 . 两 底 
面 间 的 球面 部 分 称 为 球台 的 侧面 , 它 是 一 个 球 带 . 半 
fe R 的 球 的 球台 ,如 果 上 底 半 径 为 ri, 下 底 半 径 
为 rs, 高 为 h, 则 按 底 面 在 球 心 两 侧 或 同 侧面 有 如 下 
PATRAS: 
cs | JR r+ VR, 
E i E 
球台 的 体积 为 了 一 上 [3(r +r.) +h’ ]/6. 
球台 的 底 (base of a spherical frustum) JL “ER 


Za” 
A 


球台 的 高 (height of a spherical frustum) Jil 
“球台 ” 

球台 的 侧面 (lateral of a spherical frustum) 
见 “ 球 台 ”. 

单 底 球台 (spherical segment) 

RE & (middle spherical frustum) 
体 .一 种 与 球 有 关 的 几何 体 . 
它 是 上 下 上 底 相 等 的 球台 . 即 用 
两 平行 平面 截 球 , 且 两 平面 间 | 
距离 小 于 球 直径 ,并 与 球 心 取 
等 距 ,所 截 得 的 夹 于 两 平面 间 
的 封闭 几何 体 称 为 腰 台 . 两 平 
面 间 的 距离 称 为 腰 台 的 高 , 截 
口 圆 分 别称 为 腰 台 的 上 .下 底 . 半 径 为 尺 的 球 的 腰 
& ,如 底 半 径 为 >, 则 腰 台 的 高 
h=2 /R’—r’*, 


BI “BR GR”. 
Jk FK Sx JE 


腰 台 的 体积 
V= rh Cr! h^). 


鼓 形 体 (drum solid) BI“ & ". 

BE & Hyg (height of middle spherical frustum) 
LRA”. 

RE & BI (base of middle spherical frustum) 
RA". 

球 环 (spherical ring) 一 种 特殊 的 球台 .平面 
上 一 小 于 半圆 的 弓形 绕 不 穿 过 它 的 直径 旋转 一 周 所 


CLIK 


生成 的 几何 体 . 也 可 以 将 球 环 看 成 是 从 球台 内 截 去 
一 个 与 球台 共 底 的 圆 台 或 圆柱 而 成 的 几何 体 . 

BK By JÆ (spherical sector) 亦 称 球 心 角 体 . 一 
种 与 球 有 关 的 几何 体 . 它 是 球 的 一 部 分 . 一 个 顶点 在 


球 心 的 旋转 圆锥 面 把 球体 截 成 两 部 分 ,每 一 部 分 都 
称 为 球 扇形 . 用 两 个 顶点 在 球 心 , 共 轴 而 不 相等 的 旋 
转 圆 锥 面 把 球体 截 成 三 部 分 ,每 一 部 分 也 称 为 球 有 局 
JE. 将 一 个 不 足 半 圆 的 圆 肩 形 ， 
绕 一 条 在 扇形 平面 上 的 过 圆心 
而 不 穿 过 扇形 内 部 的 直线 旋转 ， 
tH, RT ^E EUER bd JE. 3 ES [0 I e FE 
Fir 45. Bl) BY BR oe BY BR TEE FA ER B8 
形 的 底面 . 这 个 球 冠 或 球 带 的 高 
称 为 球 鹿 形 的 高 . 扇面 的 半径 旋转 生成 的 圆锥 侧面 
称 为 球 肩 形 的 侧面 . 当 旋 转轴 与 扇形 有 一 直 边 重合 
时 ,生成 的 球 扇形 称 为 简单 球 扇形 , 亦 称 球面 圆锥 . 
SWAN ERN FS BR a IB 


= 
ES 

SE 

EZ 

VEA | NW, 
Bk it f fk (spherical sector) El “ERR”. 

球 扇 形 的 底面 (base of a spherical sector) J 
“ 球 扇形 ”. 

球 扇 形 的 高 (height of a spherical sector) J 
“RAE”. 

BK ba FG AS M TE] (lateral of a spherical sector) 
W SR RATE”. | 

简单 球 扇形 Csimple spherical sector) 
扇形 ” 

球面 圆锥 (spherical circular cone) 
BUE. 

rh s £k 5 TZ (hollow spherical sector) 
BUE. 

球面 棱锥 (spherical pyramid) 
一 种 与 球 有 关 的 几何 体 . 顶点 
在 球 心 的 棱锥 面 的 一 叶 在 球 
体 上 截 下 的 部 分 .球面 被 截 下 
的 部 分 称 为 球面 校 锥 的 底面 . 
球 心 称 为 球面 棱锥 的 顶点 . BR 
锥 面 在 球 内 的 部 分 称 为 球面 
棱锥 的 侧面 . 棱锥 的 棱 在 球体 
内 的 部 分 称 为 球面 棱锥 的 侧 棱 . 显然 , 侧 棱 是 球体 的 
半径 . 侧面 是 球体 的 大 圆 鹿 形 . 底面 为 球面 多 边 形 ， 
它 是 由 者 干 个 大 圆 弧 围 成 的 球面 封 奢 图形 . 半径 为 
R 的 球 的 球面 棱锥 的 顶 角 如 果 是 a 球面 度 , 则 它 的 
(KARE V=aR*/3; JR MRE S=aR’. 

BK f fË (spherical pyramid) Bf“ ER 5E. 

球面 棱锥 的 底面 (base of a spherical pyramid) 
IL“ Sk TET BR FE”. 

球面 棱锥 的 顶点 (vertex of a spherical pyra- 


Ul “BR 


即 “ 简 单 球 


见 “ 球 


DK PK ER FA FE. 


mid) 见 “ 球 面 棱锥 ” 

球面 棱锥 的 侧面 (lateral of a spherical pyra- 
mid) JL RRE RE”. 

球面 棱锥 的 侧 棱 (lateral edge of a spherical 
pyramid) 见 “ 球 面 校 锥 ” 

对 称 球面 棱锥 (symmetric spherical pyramid ) 
有 关 球 面 的 一 种 特殊 的 几何 
体 . 即 分 别 以 两 个 对 称 球面 多 
边 形 为 底 的 两 个 球面 棱锥 , 互 
为 对 称 球面 棱锥 . 图 中 是 一 个 
对 项 球面 三 棱锥 ABC-D-A' 
DC. 

空间 作 图 的 费 马 问题 
(Fermat problem of space construction) 一 个 有 
关 四 球 的 作 图 题 . 指 作 图 问题 : 求 作 一 球 使 它 切 于 四 
定 球 . 此 题 至 多 有 16 解 . 

阿 基 米 德 问题 (Archimedean problem) 一 个 
有 名 的 作 图 不 能 问题 . 指 作 图 问题 : 求 作 一 个 平面 ， 
使 它 平 行 于 半球 底面 且 分 半球 为 两 个 等 积 体 , 在 有 
限 次 运用 欧 几 里 得 几何 作 图 公法 的 规则 下 ,此 题 不 
可 能 解 . 


变 d& 


空间 旋转 变换 (rotation transformation in spa- 
ce) 一 种 特殊 的 几何 变换 . 指 空间 的 所 有 点 绕 同 一 
直线 旋转 同一 角度 的 变换 (参见 本 卷 4 高 等 几何 ) 中 
的 “旋转 变换 ”). 

空间 半 周 旋转 (half-cycle rotation in space) 
见 本 卷 4 高 等 几何 ) 中 的 “ 轴 反 射 变换 ”. 

空间 轴 反 射 变换 (axial reflection transforma- 
tion in space) 一 种 特殊 的 几何 变换 . 空间 任 一 点 
变 为 关于 同一 直线 的 对 称 点 的 变换 (参见 本 卷 《高 等 
几何 ?中 的 “ 轴 反 射 变 换 ”). 

么 变换 (identical transformation) 亦 称 恒 等 
变换 . 一 种 特殊 的 变换 . 即使 空间 所 有 的 点 保持 不 变 
的 变换 . 

螺旋 运动 (helicoidal motion) 一 种 空间 变换 . 
指 空间 中 一 个 旋转 和 一 个 移动 方向 与 旋转 轴 平 行 的 
平移 变换 之 积 . 旋转 的 轴 也 称 为 螺旋 运动 的 轴 ,旋转 
的 角 也 称 螺 旋 运 动 的 角 . 螺旋 运动 是 一 种 空间 运动 ， 
其 逆 变 换 仍 是 螺旋 运动 . 两 螺旋 运动 的 积 是 一 个 螺 
旋 运 动 .任意 一 个 螺旋 运动 可 以 分 解 为 两 个 轴 反 射 
之 积 , 这 两 个 轴 反 射 的 反射 轴 是 异 面 直 线 .空间 的 螺 
旋 运 动 分 两 类 . 阁 用 弯曲 的 右手 指 表示 构成 螺旋 运 
动 的 “旋转 ”方向 时 , 伸 直 的 拇指 恰 表 示 构 成 螺旋 运 
动 的 “移动 ”方向 , 则 称 该 螺旋 运动 是 右 螺旋 运动 . 否 
则 称 为 左 螺 旋 运 动 . 平移 是 旋转 角 为 零 的 螺旋 运动 ， 
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旋转 是 平移 距离 为 零 的 螺旋 运动 . 当 螺 旋 运 动 不 是 
平移 或 旋转 时 ,没有 不 动 点 ,而 轴 是 惟一 的 不 动 线 . 
又 假如 螺旋 运动 的 角 不 等 于 trGREZ), 则 它 也 没有 
不 动 面 . 

螺旋 运动 的 轴 (axis of a helicoidal motion) 
JU E P. 

螺旋 运动 的 角 (angle of a helicoidal motion) 
见 " 螺 旋 运 动 ” 


A iR E By (right helicoidal motion) 见 “ 螺 
旋 运 动 ”. 

Z R Eza g (left helicoidal motion)” 见 “螺旋 
运动 ”. 

变换 的 不 动 点 (fixed point of transformation) 
亦 称 变换 的 二 重点 . 变换 的 基本 概念 之 一 . ER 


是 一 个 变换 ,4 是 一 点 , 且 f(4)==4, 则 称 4 为 了 的 
一 个 不 动 点 . 
变换 的 二 重点 (double points of transforma- 
即 “ 变 换 的 不 动 点 ”. 
变换 的 不 动 线 (fixed line of transformation) 
亦 称 变换 的 二 重 线 . 变换 的 基本 概念 之 一 . WR 
是 一 个 变换 ,l 是 一 条 直线 ,对 于 任 一 点 AC IL 总 有 
SA € L, Wk 7 为 变换 了 的 不 动 线 .了 的 不 动 线 上 
可 能 有 f 的 不 动 点 ,也 可 能 没有 了 的 不 动 点 . 
变换 的 二 重 线 (double lines of transformation) 
即 “ 变 换 的 不 动 线 ”. 
空间 变换 的 不 动 面 (fixed plane of space trans- 
formation)” 亦 称 空间 变换 的 二 重 面 . 变换 的 基本 
概念 之 一 . 如 a 是 空间 中 的 一 个 平面 ,f 是 空间 的 一 
个 变换 ,对 于 任 一 点 4Ea, 总 有 SCA) € a, ll fj o 
是 f 的 一 个 不 动 面 . f 的 二 重 面 上 可 能 有 二 重 线 也 
可 能 没有 不 动 线 , 可 能 有 二 重点 也 可 能 没有 不 动 点 . 
空间 变换 的 二 重 面 (double plane of space 
transformation) 邯 “ 空间 变换 的 不 动 面 ” 
合同 变换 的 二 重 几 何 元 素 (double geometric 
element of congruent tansformation) 合同 变换 的 
不 变 元 素 . 指点 、 直 线 与 平面 如 果 在 某 合同 变换 f 
下 保持 不 变 , 则 分 别称 为 f 的 二 重点 、 二 重 线 与 二 
重 面 ,也 称 为 f 的 不 动 点 \ 不 动 线 与 不 动 面 ,它们 都 
是 f 的 二 重 几 何 元 素 . 一 般 地 ,如 果 E 是 一 个 几何 
RÉ, CE) — E,WI E 称 为 合同 变换 f£ 的 二 重 几 何 
RÆ. 当 E 是 了 的 二 重 几 何 图 形 时 ,f 是 EE 的 一 
AY She EH AM eR. 关于 合同 变换 的 二 
重 几 何 元 素 , 有 下 列 结论 : 
1. 么 变换 以 任何 点 直线 与 平面 为 二 重点 、 二 重 
线 与 二 重 面 . 
2. 平 移 如 果 不 是 么 变换 , 则 没有 二 重点 ,每 条 平 
行 于 平移 方向 的 直线 ,每 个 平行 于 平移 方向 的 平面 
都 是 二 重 线 EM. 
260 


tion ) 


3. 对 任何 旋转 变换 r(4a,0) ,转轴 a 是 二 重 线 且 
上 面 的 每 一 点 都 是 二 重点 ,每 个 垂直 于 转轴 的 面 都 
是 二 重 面 . 如 rl(a,0) 不 是 么 变换 (0 隆 2kn,kEZ), 当 
它 也 不 是 轴 对 称 变换 (0 了 (2k 十 1)x,kEZ) 时 ,没有 
其 他 的 二 重 几 何 元 素 ; 当 它 是 轴 对 称 变换 时 ,与 轴 a 
垂直 相交 的 直线 都 是 二 重 直 线 , 过 轴 a 的 任何 平面 
和 垂直 于 a 的 任何 平面 都 是 二 重 平面 . 

4. 螺旋 运动 如 果 不 是 平移 或 旋转 , 则 无 二 重点 ， 
但 它 的 轴 是 二 重 直 线 . 又 当 旋 转角 0— (2k 十 1 7， 
EZ 时 ,过 轴 的 平面 都 是 二 重 平面 ,否则 无 二 重 平 
面 . 

5. 面 反射 以 反射 面 上 的 点 为 二 重点 ,以 反射 面 
上 的 直线 和 垂直 于 反射 面 的 直线 为 二 重 线 , 以 反射 
HART RAHA 7 EM. 

6. 中 心 对 称 以 反射 心 为 二 重点 ,过 反射 心 的 直 
线 与 平面 为 二 重 线 与 二 重 面 . 

空间 旋转 反射 (rotation reflection in space) 

一 种 空间 变换 . 如 果 及 二 w(a,9) 是 空间 的 一 ha 

角 为 2 的 旋转 变换 ,a 为 旋转 轴 ,f; 是 空间 的 一 
反射 变换 ， 反射 面 为 a wa 时 S 变换 积 fe pie 
为 空间 的 旋转 反射 变换 ;并 且 直 线 a 称 为 旋转 反射 
轴 ,a 称 为 旋转 反射 面 ,a 和 a 的 交点 O 称 为 旋转 反 
射 心 ,p 称 为 旋转 反射 角 . 空间 中 三 个 面 反 射 的 积 ， 
当 三 个 反射 面 恰 有 一 个 公共 点 时 ,就 可 以 化 为 一 
旋转 反射 ,其 公共 点 就 是 旋转 反射 心 . 旋转 反射 属于 
第 二 种 合同 变换 .空间 点 反射 是 旋转 角 为 二 直角 时 
的 旋转 反射 .空间 面 反 射 是 旋转 角 为 零 的 旋转 反射 . 

旋转 反射 轴 (rotation reflection axis) “ie 
转 反 射 ” 

旋转 反射 面 (rotation reflection plane) 
转 反 射 ” 

旋转 反射 心 (rotation reflection center) J 
“旋转 反射 ”. | 

旋转 反射 角 (rotation reflection angle) 见 “ 旋 
HRS. 

空间 滑行 反射 人 (sliding reflection in space) 一 
种 空间 变换 . 平行 于 平面 a 的 空间 平移 与 以 a ER 
射 面 的 平面 反射 之 积 , 称 为 空间 滑行 反射 .平面 a 称 
为 滑行 反射 面 .滑行 反射 面 平分 连结 每 双 对 应 点 间 
的 线段 .空间 滑行 反射 属于 第 二 种 合同 变换 . 

滑行 反射 面 (sliding reflection plane) 
间 滑 行 反射 ” 

平行 于 平面 的 合同 变换 (congruent transforma- 
tion parallel to a plane) 一 种 合同 变换 . A Sf ES 
间 的 合同 变换 , 且 每 双 对 应 点 的 连 线 与 一 个 固定 的 平 
面 平行 , 则 称 f 为 一 个 平行 于 该 固定 平面 的 合同 变 
换 . 如 果 有 限 个 平面 反射 的 反射 面 同时 垂直 于 一 固定 
平面 , 则 它们 的 积 是 一 个 平行 于 固定 平面 的 合同 变 


见 “ 旋 


换 . 反 之 每 个 平行 于 固定 平面 的 合同 变换 都 可 以 分 解 
为 平面 反射 之 积 ,使 积 因子 数 不 超 过 三 . 平行 于 平面 
的 第 一 种 合同 变换 是 么 变换 .平移 或 旋转 . 平行 于 平 
面 的 第 二 种 合同 变换 是 滑行 反射 或 反射 . 

空间 合同 变换 的 积 (product of congruent trans- 
formations in space) 空间 合同 变换 的 重要 特征 之 
一 . 空间 的 两 个 合同 变换 的 积 也 是 空间 的 合同 变换 . 
关于 空间 合同 变换 的 积 有 下 列 主要 结论 : 

1. 运动 变换 之 积 是 运动 变换 ,特别 地 : 

1) 平移 的 积 是 平移 . 

2) 轴 相 同 的 两 个 旋转 的 积 是 旋转 . 

3) 两 个 轴 反 射 变换 的 积 , 当 两 轴 相 同时 是 么 变 
换 , 当 两 轴 平 行 时 是 一 个 平移 , 当 两 轴 相 交 时 是 一 个 
旋转 , 当 两 轴 异 面 时 是 一 个 螺旋 运动 . 

4) 两 个 螺旋 运动 之 积 是 一 个 螺旋 运动 . 

2. 两 个 平面 反射 之 积 是 一 个 运动 ,如 果 反 射 面 
相同 , 则 是 么 变换 ;如 果 反 射 面 平 行 , 则 是 平移 ;如 果 
反射 面相 交 , 则 是 一 个 旋转 . 

3. 两 中 心 反 射 的 积 是 一 个 平移 . 特别 地 , 当 两 中 
心 相 同时 是 么 变换 . 

4.4 a 垂直 于 平面 o BLN OB A TO 
的 中 心 反射 .关于 o 的 平面 反射 .关于 轴 a 的 轴 反 射 
这 三 个 变换 中 ,任意 两 个 的 积 是 第 三 种 反射 变换 . 

空间 合同 变换 的 分 解 ( 人 《decomposition of con- 
gruent transformations in space) 空间 合同 变换 的 
重要 特征 之 一 .空间 中 任何 合同 变换 都 可 以 分 解 为 
若干 平面 反射 之 积 , 而 且 积 中 因子 可 以 不 超过 四 个 . 
如 果 合 同 变换 能 表 成 偶数 个 平面 反射 之 积 , 则 是 一 
个 运动 变换 . 如 果 合 同 变换 能 表 成 奇数 个 平面 反射 
之 积 , 则 是 一 个 第 二 种 合同 变换 . 具体 地 : 

1. 么 变换 是 任何 一 个 平面 反射 与 自身 的 积 . 

2. 平 移 是 两 个 反射 面 平 行 且 垂直 于 平移 方向 的 
平面 反射 之 积 , 两 反射 面 的 距离 是 平移 距离 的 一 半 . 

3. 旋转 是 两 个 反射 面相 交 于 旋转 轴 的 平面 反射 
之 积 , 两 反射 面 的 夹 角 是 旋转 角 的 一 半 , 轴 反射 是 半 
周旋 转 , 可 分 解 为 反射 面相 交 于 对 称 轴 且 互 相 垂 直 
的 两 个 平面 反射 之 积 . 

4. 螺旋 运动 是 旋转 与 平移 的 积 , 因 而 可 分 解 为 
四 个 平面 反射 之 积 , 其 中 两 个 表示 旋转 ,两 个 表示 平 
移 . 

5. 旋转 反射 是 旋转 与 平面 反射 之 积 , 因 而 可 分 
解 为 三 个 平面 反射 之 积 , 其 中 两 个 之 积 表示 旋转 . 

6. 滑行 反射 是 平移 与 平面 反射 之 积 ,因而 可 分 
解 为 三 个 平面 反射 之 积 ,其 中 有 两 个 之 积 表 示 平 移 . 

空间 合同 变换 的 关系 (relation of congruent 
transformation in space) 空间 合同 变换 的 主要 特 
征 . 空间 合同 变换 的 基本 关系 是 : 

1. 每 个 合同 变换 都 可 以 分 解 为 平面 反射 的 积 ， 


变 换 


并 且 可 以 使 积 中 因子 数 不 超过 四 . 

2. 每 个 第 二 种 合同 变换 都 可 以 是 一 个 平面 反射 
或 三 个 平面 反射 的 积 . 

3. 每 个 第 二 种 合同 变换 ,如果 不 是 平面 反射 , 则 
必 是 旋转 反射 或 滑行 反射 . 

4. 每 个 第 一 种 合同 变换 ,如 果 不 是 平移 也 不 是 
旋转 , 则 必 是 螺旋 运动 (平移 与 旋转 之 积 ). 

图 形 的 全 等 (congruence of figures) 图 形 间 
的 一 种 等 价 关 系 . 指 经 过 合同 变换 互相 重合 的 图 形 
间 的 关系 (参见 本 卷 ( 平 面 几 何 》 同 名 条 ). 

本 质 相 等 的 图 形 (essential equal figures) — 
种 全 等 形 . 即 正 向 全 等 形 . 指 经 过 第 一 种 合同 变换 重 
合 的 图 形 ( 参 见 本 卷 《 平 面 几何 》 中 的 “图 形 的 全 
=”), 

镜像 相等 的 图 形 (mirror equal figures) ”一 种 
全 等 形 . 即 镜像 全 等 形 ( 参 见 本 卷 4 平 面 几 何 ) 中 的 
“图 形 的 全 等 ”). 

四 面体 相等 的 判定 定理 (decision theorem of e- 
quality of tetrahedrons) 判定 两 个 四 面体 相等 的 
AR E. A TOBA A SERA KOA. SA 
—^r Vu ilti £i B5 PY A» iii e Hc Bre — Te AB Te AS. FF 
且 由 一 页 点 出 发 的 三 棱 所 对 应 相等 的 三 棱 也 从 同一 
顶点 出 发 , 则 两 四 面体 相等 . 

多 面体 相等 的 性 质 (equality of polyhedrons) 
保证 多 面体 相等 的 一 些 条 件 . 即 若 两 个 多 面体 之 间 
存在 着 某 个 合同 变换 ,使 一 个 多 面体 能 重合 于 男 一 
个 多 面体 (参见 本 卷 《 平 面 几何 》 中 的 “图 形 的 全 
SE"). 多 面体 的 相等 亦 可 以 由 下 列 条 件 确 定 : 

1. 对 应 的 棱 相 等 . 

2. 对 应 的 面相 等 . 

3. 对 应 的 多 面 角 相 等 . 

两 个 相等 的 多 面体 至 多 通过 四 次 面 反 射 便 可 将 
cud up Moyse, 

两 空间 图 形 关 于 直线 对 称 (two space figures 
symmetric with respect to a line) 两 空间 图 形 的 
一 种 对 称 关 系 . 关于 直线 对 称 即 轴 对 称 ( 参 见 本 卷 
《平面 几何 中 的 “ 轴 对 称 ”). 

两 空间 图 形 的 对 称 轴 (symmetric axis of two 
space figures) 见 本 卷 k 平 面 几 何 》 中 的 “ 轴 对 称 ” 

两 空间 图 形 关 于 点 对 称 (two space figures 
symmetric with respect toa point) 两 空间 图 形 具 
有 的 一 种 对 称 关 系 . 若 两 空间 图 形 的 点 成 一 一 对 应 ， 
每 对 对 应 点 连结 线段 经 过 一 定点 , 且 被 此 定点 所 平 
分 , 则 称 此 两 图 形 关 于 这 个 定点 对 称 . 该 定点 称 为 它 
们 的 对 称 中 心 . 

两 空间 图 形 的 对 称 点 (symmetric points of two 
space figures)” 见 “两 空间 图 形 关 于 点 对 称 ”. 

两 空间 图 形 关 于 平面 对 称 (two figures sym- 
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metric with respect toa plane) 两 空间 图 形 的 一 
种 对 称 关系 . 知 两 空间 图 形 的 点 成 一 一 对 应 , 且 每 对 
对 应 点 是 关于 一 平面 的 镜面 反射 的 对 应 点 , 则 称 这 
两 个 图 形 关于 该 平面 对 称 . 这 个 平面 称 为 它们 的 对 
称 面 . 两 空间 图 形成 平面 对 称 又 称 为 成 镜面 对 称 , 其 
中 一 个 图 形 是 另 一 个 图 形 的 镜面 像 图 形 . 

PS T [8] E] 72 8) 9] ER EI (symmetric plane of two 
space figures) 见 “ 两 空间 图 形 关 于 平面 对 称 ” 

空间 图 形 的 自 对 称 变 换 (self-symmetry trans- 
formation of a space figure) 一 种 特殊 的 对 称 变 
换 , 假如 存在 一 个 非 恒 等 变换 的 空间 合同 变换 把 空 
间 图 形 FF 变 成 它 自己 , 则 说 Ff 是 自 对 称 图 形 , 并 称 
该 合同 变换 是 的 一 个 自 对 称 变 换 . 一 个 空间 图 形 
可 以 有 各 种 不 同 的 自 对 称 变换 ,如 圆柱 面 绕 圆柱 轴 
的 旋转 , 沿 轴 癌 的 平移 与 螺旋 运动 , 沿 轴 的 滑行 反 
射 , 绕 轴 的 旋转 反射 ,关于 轴 截 面 的 面 对 称 ,关于 轴 
上 点 的 中 心 对 称 , 关 于 轴 的 轴 对 称 等 都 是 它 的 自 对 
称 变换 . 但 是 假如 一 个 图 形 处 在 空间 的 有 限 区 域 里 ， 
必 不 能 以 平移 、 滑 行 反射 ,螺旋 运动 为 自 对 称 变换 . 

空间 图 形 自 对 称 变换 的 阶 (order of self-sym- 
metry transformation of a space figure) 一 个 与 自 
对 称 变换 有 关 的 数量 .各 f 是 空间 图 形 F 的 自 对 称 
变换 ,使 广 成 为 么 变换 的 最 小 自然 数 款 存在, 则 > 
称 为 了 的 阶 . 自 对 称 变换 的 阶 最 小 是 2. 面 反 射 , 线 
反射 ,点 反射 的 阶 都 是 2. 一 个 自 对 称 变换 可 能 没有 
阶 , 例 如 ,圆柱 面 的 沿 轴 平移 变换 就 没有 阶 . 

h Xt BR A FZ (figure symmetric with respect to 
a straight line) 一 种 对 称 图 形 .和 若 一 个 空间 图 形 上 
的 任意 点 关于 同一 条 直线 (对 称 轴 ) 的 对 称 点 仍 属于 
该 图 形 , 则 它 称 为 轴 对 称 图 形 . 例如 球 和 正 多 面体 都 
是 轴 对 称 图 形 ( 参 见 本 卷 ( 平 面 几何 ) 同 名 条 ). 

图 形 的 对 称 轴 (symmetric axis of a figure) 
见 “ 轴 对 称 图 形 ”. 

FB ats XT PR A AB (central symmetric figure) — 
种 对 称 图 形 . E T RIDE E YR SE E A BY TER 
点 仍 在 同一 图 形 上 , 则 称 它 为 中 心 对 称 图 形 ( 参 见 本 
卷 《 平 面 几 何 》 同 名 条 ) ,该 定点 称 为 图 形 的 对 称 中 
il. 

[&] TZ BJ XT BRA ty (symmetric centre of a figure) 
见 “ 中 心 对 称 图 形 ” 

面 对 称 空间 图 形 (space figure symmetric with 
respect to a plane) 一 种 特殊 的 图 形 . 空间 图 形 以 
一 个 镜面 反射 变换 为 其 目 对 称 变换 的 图 形 . 镜面 反 
射 变换 的 反射 面 称 为 图 形 的 对 称 面 . 面 对 称 空间 图 
形 可 以 不 只 一 个 对 称 面 . 面 对 称 空间 图 形 上 任何 一 
点 关于 对 称 面 的 对 称 点 都 在 本 图 形 上 , 且 任 何 一 双 
对 称 点 的 连 线段 被 对 称 面 垂直 平分 . 

空间 图 形 的 对 称 面 (symmetric plane of a space 
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figure) 见 “ 面 对 称 空 间 图 形 ”. 

空间 图 形 的 n 阶 对 称 轴 Gn-order symmetric ax- 
is of a space figure) 空间 图 形 在 特定 条 件 下 的 旋 
转轴 . BL ~(a,0) 表 示 旋 转轴 a 和 旋转 角 9 的 旋转 变 
换 , 如 果 ra DERE F 的 自 对 称 变换 ,并 且 6 
二 2x/n(nEN,n 之 2) 是 使 r(a,0) 成 为 F 的 自 对 称 变 
换 的 最 小 正 角 , 则 xr(a,9) 称 为 图 形 F 的 nn 阶 旋转 对 
称 变换 ,a 称 为 F W n 阶 对 称 轴 . IE n BREE VIE n WÉ 
锥 的 轴 都 是 ” 阶 对 称 轴 , 而 圆柱 的 对 称 轴 不 能 确定 
阶 数 或 说 没有 阶 数 ,有 二 阶 对 称 轴 的 图 形 是 轴 对 称 
KDE , 轴 对 称 图 形 的 对 称 轴 的 阶 数 宇 2 或 没有 阶 数 . 

ze [B] EJ BJ» Br Bz St Bh :1-order reflected axis 
of a space figure) 空间 图 形 在 特定 条 件 下 的 旋转 
反射 轴 . WR a 为 轴 ,a 为 反射 面 的 旋转 反射 变换 
是 图 形 F 的 自 对 称 变换 ,其 旋转 反射 角 为 0—2n/n 
(nEN,n 之 2), 并 且 2n/n 是 使 这 个 旋转 反射 变换 成 
AF 的 自 对 称 变换 的 最 小 正 角 , 则 此 旋转 反射 变换 
称 为 F 的 n 阶 反 射 对 称 变换 , 轴 a RA F BJ n 阶 反 
射 轴 . IE n BREE AY RABE AE n 阶 对 称 轴 又 是 n Br CT 
A. 圆柱 的 轴 也 是 无 法 定 阶 的 旋转 反射 轴 . 2n 阶 反 
射 轴 同 时 也 是 对 称 轴 ,其 阶 数 是 或 27. 

空间 图 形 的 对 称 元 素 (symmetric elements on 
a space figure) 空间 图 形 的 对 称 面 .” 阶 对 称 轴 、z 
阶 反 射 轴 和 对 称 中 心 的 统称 

平行 六 面体 的 对 称 元 素 (symmetric elements 


of a parallelepiped) ”对 平行 六 面体 有 关 元 素 对 称 
性 的 一 种 刻画 . 当 平行 六 面体 是 直 四 棱柱 时 , 它 的 对 


称 元 素 分 述 如 下 : 

1. 底面 是 平行 四 边 形 ,但 不 是 葵 形 时 ,连结 两 底 
中 心 的 直线 是 惟一 的 二 阶 对称 轴 ; 与 两 底 等 距 的 面 
是 惟一 的 对 称 面 ; 对 称 轴 与 对 称 面 的 交点 是 它 惟一 
的 对 称 中 心 . 

2. 底面 是 菱形 而 不 是 正方 形 时 ,两 对 侧 校 的 中 
点 连 线 、. 底 面 中 心 连 线 等 是 两 两 垂直 的 三 条 二 阶 对 
称 轴 ;每 两 条 对 称 轴 确 定 的 平面 都 是 对 称 面 ,共有 三 
个 两 两 垂直 的 对 称 面 ;三 对 称 面 的 交点 是 对 称 中 心 . 

3. 底面 是 长 方形 ,但 没有 正方 形 面 时 ,连结 对 面 
中 心 的 线 是 三 根 两 两 垂直 的 二 阶 对 称 轴 ; 每 两 根 对 
称 轴 确定 的 面 是 三 个 两 两 垂直 的 对 称 面 ;三 对 称 面 
的 交点 是 对 称 中 心 . 

4. 底面 是 正方 形 而 侧面 不 是 正方 形 时 ,底面 中 
心 连 线 是 四 阶 对 称 轴 ; 两 对 侧面 中 心 连 线 、 两 对 棱 中 
点 连 线 是 四 根 二 阶 对 称 轴 ; 与 三 双 对 面 距 离 相 等 的 
面 及 两 对 侧 棱 确 定 的 面 等 五 个 面 都 是 对 称 面 * 五 个 
对 称 面 的 交点 是 对 称 中 心 . 

5. 正 方 体 , 对 面 中 心 连 线 都 是 四 阶 对 称 轴 ; 四 根 
对 角 线 都 是 六 阶 旋转 反射 对 称 轴 ,对 棱 中 点 连 线 都 
是 二 阶 对 称 轴 ; 正 方 体 有 九 个 对 称 面 ,其 中 六 个 各 通 
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是 正方 体 的 对 称 中 心 . 
当 平 行 六 面体 不 是 直 棱 柱 时 , 它 的 对 称 元 素 分 
述 如 下 : 


1. 底面 是 菱形 ,侧面 不 是 菱形 且 有 一 双 对 侧 棱 
确定 的 平面 垂直 于 底面 时 ,这 个 对 侧 棱 确定 的 面 是 
平行 六 面体 的 对 称 面 ; 另 一 双 对 侧 棱 的 中 点 连 线 是 
一 个 二 阶 对 称 轴 ; 对 角 线 交点 是 对 称 中 心 . 

2. 不 是 直 棱 柱 的 尧 面 体 , 它 有 一 条 对 角 线 ,两 端 
都 是 鞭 面 体 的 正三 面 角 的 顶点 ,这 条 对 角 线 是 奢 面 
体 的 三 阶 对 称 轴 , 也 是 第 六 阶 旋转 反射 轴 #; 凌 面体 的 
三 阶 对 称 轴 和 与 不 在 此 轴 上 的 一 个 顶点 确定 的 面 都 是 
对 称 面 , 从 而 萎 面 体 有 三 个 对 称 面 ; 葵 面体 对 角 线 的 
交点 是 对 称 中 心 . 

不 属于 前 面 七 种 情况 的 平行 六 面体 只 有 一 个 对 
称 中 心 , 它 是 平行 六 面体 的 对 角 线 的 交点 . 

Eu m AY XT BR IC SH (symmetric elements of a 
tetrahedron) 对 四 面体 有 关 元 素 对 称 性 的 一 种 刻 
mj. 四 面体 的 对 称 元 素 可 以 从 对 它 的 外 接 平 行 六 面 
体 的 对 称 元 素 的 分 析 中 得 出 如 下 结论 (参见 “平行 六 
面体 的 对 称 元 素 ”): 

1. 若 四 面体 的 外 接 平 行 六 面体 的 底面 为 萎 形 ， 
有 一 双 对 侧 校 确定 的 面 垂直 于 底面 , 则 四 面体 有 一 
个 对 称 面 .一 般 说 来 ,没有 别 的 对 称 元 素 . 

2. 阁 四 面体 的 外 接 平 行 六 面体 是 以 平行 四 边 形 
为 底 的 直 校 柱 , 底 不 是 菱形 或 矩形 , 则 它 只 有 一 个 二 
阶 对 称 轴 . 

3. 若 四 面体 的 外 接 平行 六 面体 是 以 萎 形 为 底 的 
HE , 底 不 是 正方 形 , 则 它 只 有 一 个 二 阶 对 称 轴 和 
两 个 过 此 轴 的 对 称 面 . 

4. 若 四 面体 的 外 接 平 行 六 面体 是 没有 正方 形 面 
的 长 方 体 , 则 它 有 三 个 二 阶 对 称 轴 ;没有 对 称 面 . 

5. 若 四 面体 的 外 接 平行 六 面体 是 正四 棱柱 , 则 
它 有 一 个 二 阶 对 称 轴 , 即 四 阶 旋转 反射 轴 ; 它 有 两 个 
二 阶 对 称 轴 ,但 不 是 旋转 反射 轴 ; 它 有 两 个 对 称 面 . 

6. 正 三 棱锥 但 不 是 正四 面体 时 ,有 一 个 三 阶 对 
称 轴 ,三 个 对 称 面 . 


7. 正 四 面体 有 四 个 三 阶 对 称 轴 ;有 三 个 二 阶 对 


称 轴 , 亦 是 三 个 四 阶 旋转 反射 轴 ; 有 六 个 对 称 面 . 

正 多 面体 的 对 称 性 (symmetry of a regular 
polyhedron) 正 多 面体 对 称 性 的 基本 特征 . 1E Z TRI 
体 的 对 称 性 具有 下 列 特 点 (文中 的 对 称 变换 是 指正 
多 面体 的 自 对 称 变换 ) : 

1. 存在 惟一 的 对 称 变换 ,把 正 多 面体 的 一 面 上 
相 邻 的 三 个 顶点 变 成 任意 一 面 ( 包 括 本 面 ) 上 相 邻 的 
三 个 顶点 ， 

2. 恰 有 两 个 对 称 变换 将 正 多 面体 一 个 指定 的 面 
角 变 成 男 一 个 指定 的 面 角 . 


变 换 


3. 正 多 面体 的 对 称 变换 的 集合 BAL BRE, 
成 为 一 个 变换 群 . 群 的 阶 数 是 正 多 面体 的 棱 数 的 四 
们 (这 个 群 称 为 正 多 面体 的 自 对 称 群 ); 正 四 面体 有 
24 个 对 称 变换 .正六 面体 与 正八 面体 有 48 个 对 称 
变换 . 正二 十 面体 与 正 十 二 面体 有 120 个 对 称 变换 
( 均 包 括 么 变换 ). 

4. 两 对 偶 正 多 面体 有 相同 的 对 称 元 素 . 

五 种 正 多 面体 的 对 称 元 素 分 述 如 下 : 

1. 正四 面体 的 对 称 元 素 参 见 “ 四 面体 的 对 称 元 
X". 

2. 正方 体 和 正八 面体 的 对 称 元 素 参 见 “ 平 行 六 
面体 的 对 称 元 素 ” 

3. 正二 十 面体 有 下 列 对 称 元 素 : 

1) 有 一 个 对 称 中 心 , 它 是 正二 十 面体 外 接 球 、 
内 切 球 、 切 楼 球 的 公共 中 心 . 

2) 过 中 心 与 对 顶点 有 六 条 不 同 直线 ,它们 都 是 
五 阶 对 称 轴 , 也 是 十 阶 旋 转 反 射 轴 . 

3) 相对 平行 面 的 中 心 连 线 共 有 十 根 , 它 们 都 是 
三 阶 对 称 轴 , 也 是 六 阶 旋转 反射 轴 . 

4) 十 五 双 相 对 且 平 行 的 对 棱 的 中 点 连 线 都 是 
二 阶 对 称 轴 . 

5) 通过 中 心 且 垂 直 于 一 条 二 阶 对 称 轴 的 平面 
都 是 对 称 面 . 这 样 的 对 称 面 共 十 五 个 . 

4. 正 十 二 面体 是 正二 十 面体 的 对 偶 正 多 面体 ， 
它们 有 相同 的 对 称 元 素 , 只 不 过 对 称 元 素 相 对 于 多 
面体 位 置 不 同 而 已 . 

立方 体 的 主 对 称 面 (principal symmetric plane 
of a cube) ” 亦 称 立 方 体 的 主 平面 .一 种 与 立方 体 有 
关 的 特殊 平面 . 即 立 方 体 的 平行 于 面 的 对 称 面 . 立方 
体 除 主 对 称 面 外 ,还 有 六 个 对 称 面 ,它们 是 通过 立方 
体 相 平行 的 对 校 所 确定 的 平面 . 

立方 体 的 主 平面 (principal plane of a cube) 
即 “立方 体 的 主 对 称 面 ” 

达 朗 贝尔 定理 (d'Alembert theorem) 关于 变 
换 的 著名 定理 . 该 定理 断言 :每 个 有 不 动 点 的 空间 第 
一 种 合同 变换 是 一 个 空间 旋转 . 

沙 勒 定理 (CChasles theorem) 关于 变换 的 著 
名 定理 . 该 定理 断言 : 既 非 旋转 也 非 平 移 的 空间 第 一 
种 合同 变换 是 一 个 旋转 与 一 个 平移 之 积 , HE f 
平行 于 这 平移 的 方向 . 简 言 之 , 赋 非 旋转 又 非 平移 的 
空间 第 一 种 合同 变换 (运动 变换 ) 是 一 个 螺旋 运动 . 

亚 历 山 德 罗 夫 定理 (Aleksandrov theorem) 
关于 多 面体 的 一 个 重要 定理 . 该 定理 断定 : 

1. 若 两 个 多 面体 的 面 之 间 具 有 一 一 对 应 ,每 一 
双 对 应 面 的 项 点 法 线 同 向 平行 ,是 任 一 面 不 能 平行 
移 置 于 其 对 应 面 的 内 部 , 则 这 两 个 多 面体 同 向 全 等 . 

2. 若 凸 多 面体 的 各 面 均 有 对 称心 , 则 该 多 面体 
必 有 对 称心 . 
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ABU El TÉ. (similar figures) 图 形 之 间 的 一 种 
特殊 关系 . 指 图 形 上 的 点 之 间 有 一 一 对 应 ,并 且 所 有 
对 应 线段 之 比 相同 的 两 个 空间 图 形 ( 人 参见 本 卷 ( 平 面 
几何 》 中 的 “相似 形 ”). 

相似 变换 (similar transformation ) 
《高 等 几何 ) 同 名 条 . 

图 形 的 相似 比 (similar ratio of a figures) — 
个 确定 的 数值 . 指 相似 图 形 上 对 应 线段 长 度 之 比 ( 参 
见 本 卷 《 平 面 几 何 》 中 的 “相似 形 ”). 

本 质 相 似 的 图 形 (essential similar figures) 
亦 称 直接 相似 的 图 形 . 一 种 相似 图 形 . 两 个 相似 的 空 
间 图 形 , 如 果 在 它们 内 部 的 任意 两 个 对 应 的 四 面体 
都 是 同 问 的 (参见 “ 同 向 四 面体 ”), 则 称 它 们 为 本 质 
相似 的 图 形 . 两 个 本 质 相 似 的 空间 图 形 , 可 以 经 过 一 
个 第 一 种 合同 变换 与 一 个 外 位 似 变 换 而 重合 (参见 
本 卷 《 平 面 几 何 ) 中 的 “真正 相似 ”). 

直接 相似 的 图 形 (directly similar figures) Bp 
“本 质 相 似 的 图 形 ”. 

镜像 相似 的 图 形 (figures of mirror similar) 
一 种 相似 图 形 . 相似 但 又 不 本 质 相 似 的 空间 图 形 CS 
见 本 郑平 面 几 何 中 的 “镜像 相似 ”). 

相似 多 面体 (similar polyhedron) 相似 多 面体 
的 几 个 充分 条 件 . 两 多 面体 的 相似 可 以 用 下 列 条 件 
确定 : 

1. 面 数 相同 且 对 应 面相 似 , 有 相同 的 相似 比 . 

2. 对 应 多 面 角 相等 . 

3. 对 应 元 素 间 有 相同 的 结合 关系 (参见 本 卷 ( 平 
面 几 何 》 中 的 “相似 形 ”). 

空间 相似 图 形 的 性 质 (property of space simi- 
lar figures) 空间 相似 图 形 的 基本 特性 .空间 相似 
图 形 的 主要 性 质 是 : 

1. 如 空间 图 形 F 相似 于 空间 图 形 F' , 则 存在 相 
似 变换 六 使 CP) =F". 

2. 两 相似 图 形 上 对 应 线段 成 比例 . 

3. 两 相似 图 形 上 对 应 角 、 对 应 二 面 角 、 对 应 多 面 
角 相 等 . 

4. 两 相似 图 形 上 对 应 子 图 形 相似 . 例如 ,对 应 三 
角形 相似 ,对 应 多 边 形 相似 ,对 应 子 几 何 体 相似 等 . 

5. 两 相似 图 形 上 的 对 应 平面 图 形 如 果 有 面积 ， 
则 其 面积 比 为 相似 比 的 平方 . 

6. 两 相似 图 形 上 的 对 应 几何 体 如 果 有 体积 , 则 
其 体积 比 为 相似 比 的 立方 . 

位 似 变 换 (homothetic transformation) WM Æ 
卷 《 高 等 几何 》 同 名 条 . 

位 似 图 形 (homothetic figures) 见 本 卷 《 平 面 
几何 》 中 的 “位 似 形 ”. 其 中 的 图 形 可 以 是 空间 图 形 . 

配 景 相似 的 图 形 (perspective similar figures) 
亦 称 位 似 图 形 . 见 本 卷 《平面 几何 中 的 “位 似 形 ”. 
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位 似 多 面体 (homothetic polyhedron) 
《平面 几何 》 中 的 ”位 似 形 ” 

位 似 变换 的 基本 性 质 (fundamental property of 
见 本 卷 4 高 等 几何 》 中 


WAS 


homothetic transformation) 
的 “位 似 变 换 ”. 

三 空间 图 形 的 位 似 轴 (homothetic axis of three 
space figures) 见 本 卷 4 平 面 几 何 》 中 的 “位 似 轴 ” 

四 空间 图 形 的 位 似 平面 (homothetic plane of 
four space figures) 一 种 与 四 个 两 两 位 似 的 图 形 
有 关 的 平面 . 两 两 位 似 的 四 个 空间 图 形 的 六 个 位 似 
中 心 必 共 面 , 该 平面 称 为 它们 的 位 似 平面 或 相似 平 
面 . 这 六 个 位 似 中 心 构成 一 个 完全 四 线形 , 它 的 边 便 
是 每 次 取 三 个 图 形 所 得 的 位 似 轴 . 


反 演 变换 (inversion transformation) 见 本 卷 
《平面 几何 》 同 名 条 . 

点 关于 球 的 反 演 点 (inversion point of a point 
with respect to a sphere) WE% CE mi JLI P H 
“ 双 曲 型 反 演变 换 ”. 

双 曲 型 反 演 (hyperbolic inversion) Jl AA 
《平面 几何 》 中 的 “ 双 曲 型 反 演 变换 ”. 

反 演 球 (inversion sphere) W Æ% GE ri JL fg] ? 
中 的 “ 双 曲 型 反 演变 换 ”. 

球 极 投影 (stereographic projection) 球面 到 


平面 的 一 种 映射 . 取 球 面 上 一 点 N 为 极 , 过 球 心 O 
且 与 ON 垂直 的 平面 a 作为 投影 平面 . 过 球面 上 的 
任意 一 点 已 和 极 N 的 直线 与 投影 平面 a 的 交点 为 
P'RA P RA P' 的 映射 称 为 球 极 投 影 . 球 极 投影 
征 一 种 特殊 的 双 曲 型 反 演 , 反 演 的 极 是 投影 中 心 


N, 当 球 的 半径 为 > 时 , 反 演 球 半 径 为 V 2 r. 如 图 所 
ARN 是 球 极 投影 中 心 ,球面 O 被 映射 为 平面 4, 所 
P 5 P'.S 与 0 都 是 球 极 投影 的 对 应 点 ,而 
NPCONP'NSCNO-32r. 

反 演 球 是 以 N 为 中 心 , Vr 为 半径 的 球 . 球 极 投 
影 除 具 有 反 演 的 保 角 性 外 , 尚 有 下 列 性 质 : 球 面 上 不 
过 投影 中 心 的 圆 与 投影 平面 上 一 个 圆 相 对 应 ;过 投 
影 中 心 的 圆 与 投影 平面 上 一 条 直线 相对 应 ， 

空间 图 形 的 反 演 图 形 (inversion figure of space 


figure) 亦 称 空间 图 形 的 双 曲 型 反 演 图 形 .两 个 有 


特殊 关系 的 空间 图 形 . 即 两 个 空间 图 形 ,如果 存 在 一 
个 球 , 使 一 个 图 形 是 另 一 个 图 形 的 反 演 像 , 则 称 这 个 
图 形 是 另 一 个 图 形 关 于 此 球 的 反 演 图 形 ,简称 反 形 . 
由 于 反 演 变换 是 自 逆 变换 ,所 以 这 两 图 形 互 为 反 演 
图 形 . 空间 中 ,球面 或 
平面 的 反 演 图 形 是 球 
面 或 平面 : 

1. 过 反 演 极 的 球 
面 的 反 演 图 形 是 平面 ， 
它 平行 于 球面 在 反 演 
极 处 的 切面 . 图 1 中 和 平 
面 a 是 球面 O 关于 反 
演 球 O 的 反 演 图 形 ,a 
平行 于 球 O, Æ O 点 处 图 1 
的 切面 . 

2. 过 反 演 极 的 平面 的 反 演 图 形 是 平面 自身 . 

3. 不 过 反 演 极 的 球面 的 反 演 图 形 是 不 过 反 演 极 
的 球面 , 反 演 极 是 这 两 个 球面 的 外 位 似 中 心 . 图 2 
中 ,球面 O, 与 0; 是 关于 球 O 的 互 为 反 演 像 的 两 个 
图 形 ,它们 是 以 O 为 外 位 似 中 心 的 相似 球 . 


图 2 
4. 不 过 反 演 极 的 平面 的 反 演 图 形 是 过 反 演 极 的 
球面 , 它 在 反 演 极 处 的 切面 平行 于 原 象 平面 .图 1 
中 ,平面 < 关于 球 O 的 反 演 图 形 为 球 O;. Ek O; FEO 
点 处 的 切面 平行 于 e. 
空间 图 形 的 双 曲 型 反 演 图 形 (hyperbolic inver- 
即 “ 空 间 图 形 的 反 演 图 


sion figure of space figure) 
JÉ ". 

反 演 的 不 变性 (invariance of inversion) 有关 
反 演 变换 的 一 种 重要 特征 . 指 图 形 经 过 任何 反 演 变 
换 保持 不 变 的 性 质 . 空间 曲线 之 间 的 交角 ,曲线 与 曲 
面 的 交角 ,曲面 与 曲面 的 交角 在 反 演 变换 下 都 保持 
不 变 ( 保 角 性 ). 行将 平面 看 做 是 半径 为 无 穷 大 的 球 
面 , 则 在 反 演 变换 下 球面 变 成 球面 ( 保 球 性 ). 在 反 演 
变换 下 , 反 演 球 是 不 变 点 的 集合 . 过 反 演 极 的 直线 、 
平面 以 及 与 反 演 球 正 交 的 球 都 是 不 变 图 形 . 

空间 反 演 变换 的 性 质 (property of inversion 
transformation in space) 空间 反 演 变换 的 基本 特 
性 .空间 反 演 变换 的 主要 性 质 是 : 

1. 同一 图 形 关 于 同一 极点 的 两 个 反 形 ( 反 演 之 


SP 换 


可 不 同 ) 互 相位 似 , 位 似 中 心 是 极点 . 

2. 凡 通 过 两 个 互 反 点 的 球 必 与 反 演 球 正 交 . 反 
之 , 右 通 过 某 两 点 的 球 都 与 反 演 球 正 交 , 则 这 两 点 互 
WR ER. 

3. a I] c ERE 6 TOES A EIS T 7623 KAY KR 
限 情况 , 即 镜面 反射 变换 可 看 成 一 种 特殊 的 反 演 . 

4. 任意 两 点 和 它们 的 反 点 总 在 同一 圆周 上 . 反 
之 ,成 点 点 对 应 的 不 在 同一 圆周 上 的 两 个 图 形 , 知 一 
图 形 上 的 任意 两 点 和 它们 的 对 应 点 在 同一 圆周 上 ， 
那么 它们 互 为 反 形 . 

5. 如 A4',B' 分 别 是 A.B BS CIR ERO 为 反 演 
MmskAR YR. A'B'—AB*£/OA + OB. 

6. 一 对 反 演 点 4,4' 调 和 分 隔 它们 所 在 的 反 演 
球 直 径 PQ, 则 有 (PA/AQ) (PA’/A'Q)= 一 1. 

7. 如 一 曲面 在 一 点 有 切面 , 则 它 的 反 演 像 在 对 
应 点 也 有 切面 ,这 两 个 切面 关于 两 切 点 连 线 的 中 垂 
面 对 称 . 

8. 过 极点 的 球 或 平面 的 反 形 是 平面 ,不 过 极点 
的 平面 的 反 形 是 过 极点 的 球 , 不 过 极点 的 球 的 反 形 
是 不 过 极点 的 球 . 

9. 互 为 反 演 图 形 的 两 个 圆 位 于 同一 平面 或 同一 
球面 上 . 

空间 的 椭圆 型 反 演 (elliptic inversion in a 
space) 亦 称 空间 的 负 反 演 . 一 种 特殊 的 反 演 变换 . 
在 空间 中 取 定 球 O, 半 径 为 r,f:P 一 P' 是 空间 关于 
该 球 的 反 演 变换 ,yq:P' 一 P" 是 空间 关于 OO 点 的 反射 
变换 , 则 这 两 次 变换 的 积 of: PP" RRA ZS |] KF ER 
O 的 椭圆 型 反 演 变换 .O 称 为 这 个 椭圆 型 反 演变 换 
的 极 或 中 心 . — r^ 称 为 这 个 椭圆 型 反 演 变换 的 宕 ， 


图 1 图 2 

P" 称 为 P 的 椭圆 型 反 演 点 . 关于 球 O 的 椭圆 型 反 
演变 换 是 空间 除去 O 点 后 所 得 点 集 到 自身 的 一 一 
对 应 ,并 且 是 自 逆 对 应 . 当 P'E P 的 像 时 ,O 位 于 
P.P"Z[8,OP * OP"=—r’,P 也 是 已" 的 像 . 异 于 球 
心 的 一 点 了 的 椭圆 型 反 演 像 已 可 如 下 求 出 (图 1, 
图 20 ; 先 求 出 P 了 关于 球 O 的 反 演 像 P's YE 已 关于 
球 心 O 的 对 称 点 P". 

zs [Bl B fa s i (negative inversion in a space) 
即 “空间 的 椭圆 型 反 演 ”. 

椭圆 型 反 演 的 极 (pole of elliptic inversion) 
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立体 几何 


见 “ 空 间 的 椭圆 型 反 演 ”. 

椭圆 型 反 演 的 中 心 (center of elliptic inversion) 
见 “ 空 间 的 椭圆 型 反 演 ”. 

#6 [E] Z9 Bz ie AY 4 (power of elliptic inversion) 
见 “ 空 间 的 椭圆 型 反 演 ” 

空间 图 形 的 椭圆 型 反 演 图 形 (elliptic inversion 
figure of a space figure) 两 个 有 特殊 关系 的 空间 
图 形 . 对 于 空间 的 两 图 形 , 如果 存在 一 个 球 的 椭圆 型 
反 演 , 把 一 个 图 形变 成 男 一 个 图 形 , 则 称 两 图 形 中 的 
一 个 图 形 是 为 一 个 图 形 的 椭 图 型 反 演 图 形 . 由 于 椭 
圆 型 反 演 是 自 逆 变换 ,所 以 两 图 形 互 为 椭圆 型 反 演 
图 形 . 空间 的 椭圆 型 反 演 把 不 过 极点 的 球面 变 成 不 
过 极点 的 球面 ,把 不 过 极点 的 平面 变 成 过 极点 的 球 
面 , 把 过 极点 的 平面 变 成 过 极点 的 平面 ,把 过 极点 的 
球面 变 成 平面 .一 个 图 形 的 椭圆 型 反 演 图 形 是 它 的 
关于 同一 反 演 球 的 双 曲 型 反 演 图 形 的 中 心 对 称 图 
形 ,对 称 中 心 是 反 演 的 极 . 

点 关于 球 的 椭圆 型 反 演 点 (Celliptic inversion 
point of a point with respect to a sphere) 两 个 有 
特殊 关系 的 空间 点 .空间 一 个 点 关于 反 演 球 的 反 演 
点 对 于 反 演 极 的 对 称 点 , 称 为 这 个 点 的 椭圆 型 反 演 
点 . 反 演 球面 上 的 点 的 椭圆 型 反 演 点 是 它 的 对 径 点 . 
反 演 极 到 相互 对 应 的 两 椭圆 型 反 演 点 的 有 回 线 段 的 
TUS 18 [53] 73 Ic IRURE — n SIX HB r 是 反 演 球 的 半径 . 极 
点 关于 球 的 椭圆 型 反 演 点 不 存在 或 者 引进 一 个 “无 
穷 远 点 ”和 它 对 应 ,这 样 极点 和 无 穷 远 点 互 为 反 点 . 

空间 圆 与 球 的 关系 (relation between a circle 
and a sphere ina space) 空间 圆 与 球 的 几 种 位 置 
关系 .空间 圆 与 球 的 基本 关系 是 : 

1. 空 间 中 ,一 个 圆 与 圆 所 在 平面 外 一 点 ,确定 一 
个 球 . 
2. 空间 中 有 公共 点 的 两 圆周 , 当 分 别 过 其 圆心 
且 与 所 在 面 垂 直 的 两 条 直线 相交 时 ,有 惟一 球面 同 
时 过 两 圆周 ,两 条 垂 线 的 交点 就 是 球 心 . 

3. 空间 中 两 平行 圆 共 球面 的 充分 必要 条 件 是 两 
圆 连 心 线 垂直 于 它们 所 在 的 平面 . 

4. 空间 中 所 在 面 不 平行 且 无 公共 点 的 两 圆周 共 
球面 的 充分 必要 条 件 是 ,过 两 圆心 分 别 作 两 圆 所 在 
平面 的 垂 线 ,两 垂 线 相交 且 交 点 到 两 圆周 上 点 的 距 
离 相等 . 

环 面 (torus) 
环 面 ”. 

迪 潘 圆 纹 面 (Dupin cyclic surface) 一 种 特殊 
的 反 演 图 形 . 即 圆 环 面 的 反 演 图 形 . 迪 潘 圆 纹 面 上 有 
两 组 相互 正 交 的 圆 族 (直线 当成 半径 无 限 大 的 圆 ). 
如 果 反 演 极 取 圆 环 面 的 基本 圆周 上 的 点 ,那么 圆 环 
面 的 反 演 圆 形 仍然 是 圆 环 面 , 它 的 轴线 变 为 反 演 像 
的 基本 圆 , 它 的 基本 圆 变 为 反 演 像 的 轴线 . OBL 1e 
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见 本 卷 4 空 间 解析 几何 》 中 的 ” 圆 


(Dupin, P. -C. -F. ) 很 重视 几何 学 的 应 用 ,对 曲面 理 
论 做 出 了 重要 的 贡献 . 他 所 著 ( 几 何 学 的 发 展 ) 一 书 


中 对 此 圆 纹 面 有 详细 的 论述 . 
体积 与 表面 积 
体积 (volume) 刻画 立体 大 小 的 量 .体积 有 两 


种 定义 : | 

1. 几何 体 所 占 空间 部 分 的 大 小 称 为 几何 体 的 体 
只 , 它 用 单位 正方 体 度量 . 几何 体 的 体积 是 一 个 正 的 
实数 ,具有 下 面 两 个 基本 性 质 : 

1) 运动 不 变性 . 全 等 的 两 个 几何 体 的 体积 相 
等 ， 

2) 可 加 性 . 把 几何 体 分 成 若干 部 分 , 则 该 几何 
体 的 体积 等 于 各 部 分 体积 的 和 . 

2. 几何 体 体 积 是 几何 空间 的 测度 (参见 本 着 《 算 
术 》 同 名 条 ). 

单位 正方 体 Cunit cube) 一 种 特殊 的 正方 体 . 
校 与 长 度 单位 相等 的 正方 体 称 为 单位 正方 体 . 单位 正 
方 体 的 体积 是 度量 体积 的 单位 , 它 的 体积 量 数 是 1. 

体积 单位 (unit of volume) 一 种 基本 度量 单 
位 . 作为 度量 几何 体 体 积 大 小 的 单位 正方 体 称 为 体 
积 单位 . 单位 正方 体 作 为 体积 单位 是 指 单位 正方 体 
所 占 空间 的 大 小 . 几何 体 的 体积 度量 数 , 是 它 与 单位 
体 所 占 空间 大 小 的 比值 (参见 本 卷 4 算 术 》 同 名 条 ). 

长 方 体 的 体积 (volume of a cuboid) 长 方 体 的 
一 种 度量 . 长方体 的 体积 等 于 三 度 ( 长 \ 宽 、 高 ) 之 积 . 
如 果 长 方 体 长 . 宽 、 高 分 别 为 ao,c MERK Veya 
—abc. 特别 地 , 当 a=b=c 时 ,得 正方 体 体积 公式 

V Epa. 

AK (equivalent solid) 两 个 体积 相关 的 几 
何 体 . 体积 相等 的 两 个 几何 体 称 为 等 积 体 . 全 等 的 两 
个 几何 体 一 定 是 等 积 体 ,但 两 个 等 积 体 不 一 定 是 全 
等 的 几何 体 . 

祖 蜡 原理 (Zu Geng principle) ” 评 称 卡 瓦 列 里 
原理 . 关于 几何 体 等 积 的 著名 定理 . 是 指 : 夹 在 两 个 
平行 平面 间 的 两 个 几何 体 ,如 果 用 平行 于 这 两 个 平 
面 的 任意 一 个 平面 去 截 , 所 得 的 两 个 截 口 面积 总 相 
等 ,那么 这 两 个 几何 体 的 体积 相等 . 卡 瓦 列 里 (Cava- 
lieri, CF. OB. ) 在 《不 可 分 几何 学 》(1635 年 ) 中 ,指出 
并 应 用 这 个 原理 解决 了 有 关 体 积 的 计算 问题 . TE S 
尔 伯 特 公 理 系统 下 , 祖 蜡 原理 是 一 个 可 以 证 明 的 定 
H. 而 在 中 国 古 代 , 则 是 将 长 方 体 的 体积 和 祖上 临 原 理 
作为 体积 理论 的 基础 . 刘 微 在 公元 263 FAAA 
术 ;》 所 作 的 注 中 说 :从 方 亭 (正四 棱 人 台 ) 求 圆 亭 ( 正 圆 
£0 ZR ORO FER IBURE" "Bl EL 7 $8 TS - B 
分 一 百 五 十 七 2(s*r/4). 这 里 已 经 用 到 如 下 的 截 制 
原理 : 同 高 的 两 立体 ,在 等 高 处 名作 与 底 平 行 的 一 个 
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图 1 图 2 
之 比 也 等 于 这 一 第 数 . 刘 徽 在 “ 开 立 圆 术 ” 注 中 还 创 
造 了 “ 件 合 方 盖 ”这 一 模型 (图 1 所 示 , 它 外 切 于 一 球 
而 由 两 个 正 交 的 圆柱 面 组 成 ). 刘 徽 发 现 牟 合 方 盖 与 
它 的 内 切 球 的 体积 之 比 为 4 : n ATE RU BIG IR AA 
截 割 原理 以 明文 的 记述 ,而 是 祖 蚜 (公元 5 世纪 , 祖 
冲 之 的 儿子 ) 在 前 人 的 基础 上 概括 出 “ 缘 窒 势 既 同 ， 
则 积 不 容 异 "这 一 原理 ,并 在 刘 徽 研究 件 合 方 盖 的 基 
础 上 ,进一步 考虑 了 球 的 外 切 立 方 体 与 件 合 方 盖 所 
围 成 的 八 个 相等 的 立体 ,每 一 个 与 同 底 等 高 的 阳 马 
(图 2) 等 积 ,从 而 给 出 了 球 的 体积 公式 .由 上 述 历史 
事实 可 见 , 刘 徽 为 祖上 蚜 原 理 打 下 了 基础 , 

卡 瓦 列 里 原理 (Cavalieri principle) 
原理 ”. 

£H Žž (mou he fang gai) JL“ AHA PR". 

帕 普 斯 法 则 (Pappus rule) 计算 旋转 体 的 体 
积 和 表面 积 的 一 种 方法 . 为 了 计算 旋转 体 的 体积 
表面 积 , 帕 普 斯 (Pappus,(A)) 在 《数学 汇编 》 中 给 出 
法 则 : 知 平 面 曲线 C ZEB EX I 旋转 CC AZ SETH AC 
在 7 的 一 侧 ), 则 所 得 旋转 曲面 的 面积 S 等 于 母 曲线 
C 的 长 度 与 C 的 重心 在 旋转 过 程 中 所 走路 程 的 长 度 
的 乘积 ; 震 部 分 平面 4 绕 同 一 平面 内 的 一 条 直线 旋 
转 ( 此 直线 至 多 只 能 为 A 共 边 界 点 ), 则 所 得 旋转 体 
的 体积 V 等 于 4 的 面积 与 4 的 重心 在 旋转 过 程 中 
所 走路 程 长 度 的 乘积 . 

古 尔 丁 定理 (Guldin theorem) 计算 旋转 体 体 
积 的 一 个 著名 定理 . 即 帕 普 斯 法 则 的 后 半 部 . 0 T 
(Pappus,(A)) 提 出 该 法 则 后 , 久 不 为 人 注意 ,一 干 
多 年 后 , 终 被 古 尔 丁 (Guldin,P. ) 重 新 发 现 , 遂 得 以 
确立 (参见 “ 帕 普 斯 法 则 ”). 

直 棱 柱 的 侧面 展开 图 (expansion graph of the 
lateral face of a right prism) 一 种 平面 图 形 . 指 将 
直 棱 柱 的 侧面 展 成 平面 图 形 . 沿 着 棱柱 的 一 条 侧 校 
剪 开 并 展开 ,把 各 侧面 平 放 在 一 个 平面 上 ,就 得 到 它 
的 侧面 展开 图 . 直 校 柱 的 侧面 展开 图 是 一 个 矩形 ,和 矩 
形 的 长 等 于 直 校 柱 底面 的 周 长 , 宽 等 于 直 棱 柱 的 高 . 

直 棱 柱 的 侧面 积 (lateral area of a right prism) 
刻画 直 棱 柱 侧 面 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . 直 
校 柱 各 侧面 面积 之 和 称 为 直 楼 柱 的 侧面 积 . EB EE 
侧面 展开 图 的 面积 就 是 它 的 侧面 积 . 如 果 直 棱柱 的 


Rp “4H ME 


体积 与 表面 积 


REMAKE C, BE Rk, BACH MMR 
Sagem = Ch. 

校 柱 的 全 面积 (total area of a prism) Zi HR 
柱 表 面积 大 小 的 一 个 数量 . BREE BY TD RSE RE 
的 侧面 积 与 两 个 底面 面积 的 和 ， 

柱 体 的 侧面 积 (lateral area of a cylinder) HJ 
画 柱 体 侧面 积 大 小 的 一 个 数量 . 如 果 柱 体 的 底面 是 
有 面积 的 平面 图 形 , 且 直 截 面 周 界 是 可 求 长 曲线 , 则 
柱 体 的 侧面 积 等 于 其 直 截 面 图 形 的 周 长 与 母线 长 的 
乘积 . 柱 体 的 体积 等 于 其 底面 积 与 高 的 乘积 . 

柱 体 的 体积 (volume of a cylinder) 见 “ 柱 体 
的 侧面 积 ”. ! 

棱柱 的 体积 (volume of a prism) 
积 大 小 的 一 个 数量 . 其 计算 公式 如 下 : 

1. 棱柱 的 体积 等 于 它 的 底 
面积 和 高 的 乘积 . 如 果 底 面积 为 
S, 高 为 h, 则 棱柱 的 体积 

Vi 

2. 斜 棱柱 与 以 它 的 直 截 面 
与 侧 棱 垂直 的 截面 ?为 底 , 侧 棱 
为 高 的 直 棱 柱 等 积 . 如 果 直 截面 
面积 为 S$, 侧 棱 为 2, 则 斜 棱 柱 体积 为 

Veen 一 Sam X A= Sawa XL 

3. UN RHE EE BY BE ZR, 53 JE DNA AE ff D a, BE 

£X I OM LIKEN Srm. DUREE RE HACER 
V yg Sea * LSIN a. 

斜 棱柱 的 侧面 积 (lateral area of a oblique pri- 
sm) 刻画 斜 棱柱 侧面 积 大 小 的 一 个 数量 . 斜 棱柱 
的 所 有 侧面 的 面积 和 称 为 斜 棱柱 的 侧面 积 . SEE 
的 侧面 积 等 于 它 的 直 截 面 的 周 长 与 侧 楼 长 的 乘积 . 

截 棱柱 的 体积 (volume of a truncated prism) 
刻画 截 校 柱 体积 大 小 的 一 个 数 C 
量 及 其 计算 公式 . 截 棱柱 的 体 
积 等 于 一 个 底面 积 与 男 一 底面 
的 重心 到 这 个 底面 的 距离 之 
AR. 如 用 S 表示 截 校 柱 的 一 
个 底面 积 ,hc 表示 另 一 底面 的 
重心 到 这 一 底面 的 距离 , 则 ， 

V wen m Sg * Ao. 
WA B Ex, — RHP. RE ABC 的 重心 为 C, 到 面 
A,B,C, 的 距离 为 hc, 则 


Ne x hc 3 (atb+e)Saasc, 
其 中 a b.c 分 别 是 A,B,C 到 面 A, B,C, 的 距离 .a 二 
AA,sina,6=BB,sine,c=CC sina. a EMR 5 JE H 
的 夹 角 . 
IE n HE SE HJ JL fr] SK (geometric quantity of a 
SIE n REA KAY — E JL fay 
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刻画 棱柱 体 


A, Bi 


, 


regular n-pyramid ) 


体 JL 


量 及 其 计算 公式 . 底面 边 长 为 a, 高 为 h 的 正 n nE 
N,n 之 3) 楼 锥 的 各 几何 量 知 下 表 


Ses Hw OR 


外 接 圆 半径 2686 — 
WL 
ORR ms 
T 
ee E ENS 
顶 


S omm lil XS 4B ES X 


2h 


A l | 4h? -F a?csc? I 
n 


arcsin 


{ll je 55 JE riri K fs 


f ES 5 JE Dr SK f a 
侧面 与 底面 夹 角 Af | 4A? taicot =] 
ahcot " 


内 切 球 半径 = 
| ^] Ah +a?cot? n " 


外 接 球 半径 hte 站 CSC = 
+. | wer 


F (AS A pe 
的 内 二 面 角 


4h?cos? 一 十 at cot? 工 -一 
n 


2arcsin 


4A? -- a?cot? — 
n 


正 校 锥 的 侧面 展开 图 (expansion graph of the 
lateral face of a regular pyramid) 一 种 平面 图 形 . 
即 沿 着 正 棱锥 的 一 条 侧 校 剪 开 ,并 且 将 各 侧面 展 平 ， 
就 得 到 正 校 锥 的 侧面 展开 图 . 这 是 一 组 全 等 的 等 腰 
=A , 正 棱锥 底面 的 顶点 都 在 以 其 侧 棱 为 半径 的 
扇形 弧 上 . 

棱锥 的 侧面 积 (lateral area of a pyramid) 4% 
画 校 锥 侧面 积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . 即 棱锥 
所 有 侧面 的 面积 之 和 . 如 果 棱 锥 有 ?2 个 侧面 三 角形 
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SAA, „SAÁ; .?** »5 AA, ;第 LG=142 .tt* on) Au TÉ] 
三 角形 上 和 斜 高 长 为 hi;, 底 边 长 为 a;, 则 侧面 积 


=> 2, h;a;. 

正 校 锥 的 侧面 积 (lateral area of a regular 
pyramid) ”刻画 正 棱 锥 侧面 积 大 小 的 一 个 数量 及 其 
计算 公式 . 正 棱锥 的 侧面 积 等 于 它 的 底面 周 长 和 和 斜 
高 乘积 的 一 半 . 如 果 底 面 周 长 是 C, 斜 高 是 hh, 那么 
它 的 侧面 积 为 


l 
Sree = ath. 


如 果 正 棱锥 的 侧面 与 底面 所 成 二 面 角 为 0, 则 


SERER 
cos ' 


棱锥 的 全 面积 (total area of a pyramid) 刻画 
棱锥 表面 积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 方法 . PESE 
全 面积 等 于 校 锥 的 侧面 积 与 底面 积 的 和 . 

Be HE AS KR FA volume of a pyramid) Zi REE 
体积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . BEER TR RS 
FRE SRS RM REAR NW HAZ MST Ee 
的 底面 积 和 高 乘积 的 三 分 之 一 . 如 果 校 锥 的 底面 积 
为 S$, 高 为 六 ,那么 它 的 体积 是 Veg =Sh/3. 底面 积 
和 高 分 别 相等 的 两 个 棱锥 的 体积 相等 ， 

正 楼 台 的 侧面 展开 图 (expansion graph of the 
lateral face of a regular prismoid) 一 种 平面 图 形 . 
如 果 沿 着 正 棱 人 台 的 一 条 侧 校 剪 开 , 并 把 各 侧面 展 平 ， 
就 得 到 正 棱 台 的 侧面 展开 图 , 它 是 一 组 全 等 的 等 腰 
梯形 . 

E & AO Ml HFA lateral area of a prismoid) 4%] 
画 校 台 侧 面积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . RA 
的 所 有 侧面 面积 的 和 . AREA A ”个 侧面 ,其 中 第 i 
(i 二 1,2,…,n) 个 侧面 的 上 底 长 为 a;, 下 底 长 为 6， 
高 为 hi W 


SEREM = 


Sa = Il» (a; 十 Ohi. 
i=1 


正 棱 台 的 侧面 积 (lateral area of a regular pris- 
moid) 刻画 正 棱 台 侧面 积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计 
算 公 式 . 正 核 台 的 侧面 积 等 于 两 个 底面 周 长 的 和 与 
斜 高 乘积 的 一 半 . 如 果 正 棱 台 的 上 、 下 底面 的 周 长 分 
别 是 C',C, 斜 高 是 hr, 那么 它 的 侧面 积 


Segen == (CHCA. 
如 果 正 楼 台 的 侧面 与 底面 所 成 二 面 角 为 9, 则 


Srmekm 一 Semen 
cos@ i 


JE n # & B3 Jli E (geometric quantity of a 
regular n-prismoid) — 5E IE n f & 8 X Ig — 18 JL fn] 
量 及 其 计算 公式 . 上 底 边 长 为 a, 下 底 边 长 为 6(a 一 


Seran — 


b) ,高 为 h WE nneN nS ODRAN SJL F 


边 对 中 心 角 


A x 
切 圆 半径 PE p 对 上 底 A=a 


外 接 圆 半径 Sese = 对 下 底 A=b 


1 «x 
—nA?cot — 
n 


4 


ie ep ee = 
2 n 
T 2 2 2 n 
——A/ Ah* 4- (b—a) cott — 
2 n 


b—a 


A/ 4h? + (b— a)*csc? ~ 


2arccos 


sd oe 
4 n 


2h 


i | AA? 4- (b — a )?csc? =) 


2h 
"Í 4h? J- a?cot? =| 


az VAR AP FBA 


2h 


arcsin 


{il Be SMR TT HE ff 


arcsin 


斜 高 与 底面 夹 角 
侧面 与 底面 夹 角 


外 接 球 半 径 


sah, a ccu x 
A= 9 acsc " = z bese : 


当 斜 高 等 于 上 、 下 底 边 心中 之 和 
时 有 内 切 球 ,半径 为 h/2. 


* 
| Ah?cos? — + (b—a)*cot? — 
Zarcsin — est Dc 
Ah? + (b — a )?cot? = 
棱 侣 的 全 面积 (total area of a prismoid) 刻画 
棱 台 表面 积 大 小 及 其 计算 方法 . BERG MASS 
于 楼 台所 有 的 侧面 积 与 两 个 底面 积 之 总 和 和. 
棱 台 的 体积 (volume of a prismoid) ZI HRSG 


体积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . MARE GE 
下 底面 的 面积 分 别 是 S' 和 S, 高 是 h, 则 它 的 体积 为 


内 切 球 半径 


Be Ail Ae Ay pe 
的 内 二 面 角 


体积 与 表面 积 


Ves = TAG 十 VSS + $^). 
4 REG AP A RA S, ME S BA) ACER 


拟 柱 体 体积 公式 (volume formula of a quasi- 
prism) 一 种 体积 公式 . 如 果 拟 柱 体 的 上 .下 底面 面 
积分 别 为 S ,S ,中 截面 的 面积 为 So BN h AAE 
的 体积 为 


Vics 一 FACS + AS, + S°). 


Fi as EE. BE HE. EA A PR EK TL AIA 
这 个 公式 可 以 求 棱柱 、 棱 锥 、 棱 台 的 体积 ,因此 ,这 个 
公式 又 称 万 能 求 积 公式 或 牛顿 -辛普森 公式 (人 参见 
“ 拟 柱 体 ”). 

万 能 求 积 公式 (universal volume formula) BẸ 
“ 拟 柱 体 体积 公式 ”. 

牛顿 -辛普森 公式 (Newton-Simpson formula) 
一 种 适应 面 较 广 的 求 积 公式 . 这 个 公式 不 仅 适 用 于 
作为 拟 柱 体 的 棱柱 、 校 锥 和 棱 人 台 ,而且 适用 于 不 是 拟 
柱 体 的 圆柱 、 圆 锥 、 圆 台 和 球台 ,其 至 像 椭 球体 等 . 更 
一 般 地 ,有 定理 :一 个 几何 体 被 垂直 于 其 高 (或 平行 
于 其 底 ) 的 平面 所 截 ,如 果 截 面 面 积 是 它 到 上 底 ( 或 
下 底 ) 的 距离 的 KK 次 函数 (K==0,1,2,3), 即 S(z)= 
azr 十 bx 十 cx 十 Qd, 则 它 的 体积 为 


v = sq» + 43| a + 505]. 


式 中 为 几何 体 的 高 ,S(O),S(h) 是 上 、 下 底 的 面 
积 ,SC(h/2) 是 中 截面 面积 . 

圆柱 的 侧面 展开 图 (expansion graph of the lat- 
eral face of the frustum of a circular cone) 一 种 平 
面 图 形 . 即 把 直 圆 柱 的 侧面 沿 着 它 的 一 条 母线 前 开 
后 展 在 平面 上 ,就 得 到 它 的 侧面 展开 图 . 3x di — P 4B 
形 .矩形 的 两 边 长 分 别 是 圆柱 底面 圆周 长 和 母线 长 . 
斜 圆柱 的 侧面 沿 一 条 母线 展开 是 一 个 曲 边 四 边 形 ， 
一 对 边 是 母线 长 ,这 边 上 的 高 是 直 截 面 圆 的 周 长 , 男 
一 边 是 正弦 曲线 . 

圆柱 的 侧面 积 (lateral area of a circular cylin- 
der) 刻画 圆柱 侧面 积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公 
A 直 圆 柱 的 侧面 积 等 于 底面 的 周 长 和 高 的 乘积 , 如 
果 直 圆柱 底面 半径 是 x7, 周 长 是 C, 侧 面 母 线 长 是 7， 
那么 它 的 侧面 积 是 Samen = Cl = Zr. 斜 圆柱 的 侧 
面积 等 于 它 的 母线 长 I 和 它 的 直 截 面 (垂直 于 母线 
的 截面 ) 圆 的 局长 C. 的 乘积 , 即 Sims = CI. 

圆柱 的 全 面积 (total area of a circular cylinder ) 
刻画 圆柱 表面 积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . 直 
圆柱 的 侧面 积 与 底面 积 的 和 为 它 的 全 面积 . 如 果 直 
圆柱 的 底面 半径 为 >, 高 为 六 ,那么 它 的 全 面积 为 
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圆 面积 的 和 是 它 的 全 面积 . 设 母线 长 为 !, 直 截面 圆 
周 长 为 C, 底 面 椭圆 的 长 短 半 轴 为 a,5, 则 和 斜 圆柱 全 
面积 为 Same 二 Cl 十 2xab. | 

圆柱 的 体积 (volume of a circular cylinder) 
刻画 圆柱 体积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . BA 
柱 的 体积 等 于 它 的 底面 积 与 高 的 乘积 . 如 果 直 圆柱 
底面 积 为 3$ ,底面 半径 为 ”>, 高 为 六 ,那么 直 圆柱 的 体 
ARE Via —Sh—nr^h. 斜 圆柱 的 体积 等 于 它 的 母线 
长 /与 直 截 面 圆 的 面积 之 积 . 设 直 截 面 圆 的 半径 为 
”~, 则 人 冬 圆 柱 体 积 为 V amg =n. 

正 圆锥 的 几何 量 (geometric quantity of a regu- 
lar circular cone) 与 正 圆 锥 有 关 的 一 些 几 何 量 及 
其 计算 公式 . 底面 半径 为 R, 高 为 h 的 正 圆锥 的 各 种 
几何 量 如 下 表 : 


| h 
母线 与 底面 的 夹 角 
侧面 展开 图 中 心 角 


侧面 积 


圆锥 的 侧面 展开 图 (expansion graph of the lat- 
eral face of a circular cone) 一 种 平面 图 形 . 即 把 
圆锥 的 侧面 沿 着 圆锥 的 一 条 母线 前 开 后 展开 在 平面 
上 ,就 得 到 圆锥 的 侧面 展开 图 . 它 是 一 个 扇形 ,这 个 
怖 形 的 弧 长 等 于 圆锥 的 底面 加 的 周 长 , 半 径 等 于 圆 
锥 侧面 的 母线 长 . 设 圆锥 的 项 角 为 ,母线 为 /, 底 面 
半径 为 ”侧面 展开 出 形 的 中 心 角 为 9, 则 


27r 


0 — T 弧度 = 2m sin 7 弧度 . 


圆锥 的 侧面 积 (lateral area of a circular cone) 
ee 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . B 
锥 的 侧面 积 等 于 底面 周 长 与 母线 的 乘积 的 一 半 , 即 
侧面 展开 图 遍 形 的 面积 . 如 果 圆 锥 底面 半径 是 7, 周 
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长 是 C ,侧面 母线 长 是 /, 那 么 它 的 侧面 积 为 


Cl 
Smau = 2 = mri. 


圆锥 的 全 面积 (total area of a circular cone) 
刻画 圆锥 表面 积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . 
锥 的 全 面积 等 于 它 的 侧面 积 与 底面 积 的 和 ,其 计算 
公式 为 Smee=arUdtr). 

圆锥 的 体积 (volume of a circular cone) ”刻画 
圆锥 体积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 .圆锥 的 体 
积 等 于 它 的 底面 积 与 高 的 乘积 的 三 分 之 一 . RR ER 
锥 的 底面 积 为 $ ,高 为 上 ,圆锥 的 底面 半径 为 ,那么 
它 的 体积 

Veg = = Sh = rh, 

台 的 侧面 展开 图 (expansion graph of the lat- 
eral face of the frustum of a circular cone) 一 种 平 
MA. 即 把 圆 台 的 侧面 沿 着 它 的 一 条 母线 剪 开 后 
展开 在 平面 上 ,就 得 到 圆 台 的 侧面 展开 图 , 它 是 一 个 
扇 环 . 若 圆 台 上 底 半 径 为 一 ,下 底 半 径 为 ,高 为 上 ， 
FEA LM Ekor AXP ERE ERE 
为 2rr ,下 底 长 为 2xr ,中心 角 为 


g= RT a 


圆 台 的 侧面 积 (lateral area of the frustum of a 
circular cone) 刻画 圆 台 侧面 积 大 小 的 一 个 数量 及 
其 计算 公式 . 圆 台 的 侧面 积 等 于 它 的 两 个 底面 周 长 
的 和 与 母线 长 度 乘 积 的 一 半 . n Rd e B E. PU 
的 半径 分 别 是 盖 ,”, 周 长 是 C ,C, 母 线 长 是 /那么 
它 的 侧面 积 为 


Sagu = EC + COLO nG E rL 


圆 台 的 全 面积 (total area of the frustum of a 
circular cone) 刻画 圆 台 表面 积 大 小 的 一 个 数量 及 
其 计算 公式 . 圆 台 的 全 面积 等 于 它 的 侧面 积 与 两 底 
面积 的 和 ,所 以 Sasa =aeGltrltrt+r’). HP! 
是 圆 台 母线 的 长 ,r Ar TRA GE. PU T B 
半径 . 

圆 台 的 体积 (volume of the frustum of a circu- 
lar cone) 刻画 圆 台 体积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 
公式 . WRA RE FRARI S ,3 ,半径 分 


别 是 ror RÆ hs, 那么 它 的 体积 为 
V ae = = A(S + VSS HS) 


= din Torr 4r», 

圆 台 体积 也 可 借用 拟 柱 体 体积 公式 计算 , 即 
Vane = FAS 十 3 + 489). 
这 里 S, 是 圆 台 中 截面 面积 ,计算 公式 为 


$,— mrp = ar tr)’, 


ro 为 中 截面 圆 的 半径 ， 

正 圆 台 的 几何 最 (geometric quantity of the 
regular frustum of a circular cone) 与 正 圆 台 有 关 
的 一 些 几 何 量 及 其 计算 公式 .上 底面 半径 为 ~, 下 底 
面 半 径 为 Ror) ,高 为 上 的 圆 台 的 各 种 几何 量 列 表 
如 下 : 


Tene 


"E nr +R) V (Ror) +h? 
Sh He BR AE 448 3 Ar? h? + (Ch? -E R? — 7? ? 


À 
a Cd +R= V(R—r)?+th? at 
内 切 球 半径 Bate 


才 有 内 切 球 ) 

圆柱 .圆锥 、 圆 台 侧 面积 统一 公式 Cunified for- 
mula of lateral areas of circular cylinder, circular 
cone and frustum of a cone) 一 种 重要 的 面积 公 
式 , 是 对 三 类 侧面 积 计 算 公 式 的 概括 与 统一 . 其 统一 
公式 是 : 

1. 如 果 圆 柱 、 圆锥 、 圆 人 台 的 
高 为 上 ,母线 的 中 垂 线 夹 在 母线 
与 轴 之 间 的 线段 长 为 2 如 图 )， 
那么 这 三 种 旋转 体 的 侧面 积 
是 2nxnh,HB[| Sy —2nnA. 

2. WI SR [| RE. 圆锥 、 圆 人 台 的 
母线 长 为 /, 母 线 中 点 到 旋转 轴 的 距离 为 m( 如 图 )， 
则 这 三 种 旋转 体 的 侧面 积 都 是 2zxml, 即 Sy — 2am. 

球面 面积 (area of a sphere) 刻画 球体 表面 积 
大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 .球面 面积 等 于 它 的 
大 圆 面 积 的 4 信 . 如 果 球 的 半径 为 R, 直 径 为 D, 那 
么 球面 的 面积 为 

Sw 而 二 47TR: 二 xD’. 

球 的 体积 (volume of a sphere) ”刻画 球体 体积 
大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . 球 的 体积 等 于 球面 
积 和 球 半 径 乘 积 的 三 分 之 一 . 如 果 球 半径 是 R, 球 直 
径 是 DD, 那 么 球体 积 为 


体积 与 表面 积 


Vues Srk = nD, 

刘 微 对 球体 积 作 过 研究 ,他 在 《4 九 章 算 术 注 (公元 
263 年 ) 中 ,指出 了 球体 积 应 小 于 9D”/16(D 为 球 直 
径 ), 并 指出 了 球体 积 等 于 一 个 牟 合 方 盖 (参见 “ 祖 临 
原理 ”及 其 中 的 图 ) 的 体积 的 x/4 倍 . XX E 77 a 
就 是 两 个 底 半 人 径 等 于 球 半 人 径 的 圆柱 垂直 相交 而 得 的 
公共 部 分 . 在 此 基础 上 , 祖 果 考察 了 球 的 外 切 立方 体 
与 御 合 方 盖 的 八 分 之 一 所 围 成 的 八 块 相等 的 立体 . 
每 一 块 与 同 底 等 高 的 阳 蕊 ( 方 锥 ) 等 积 ,就 是 运用 他 
的 原理 “ 缘 寡 势 既 同 , 则 积 不 容 异 ?而 得 出 的 .由 此 得 
HEST AKAA? 


_ pd pu 3 
V=8xXI\r 37 3 n, 
从 而 给 出 了 球 的 体积 公式 为 : 
_ Ry 二 3 
| 


远 在 古 希 腊 时 期 , 阿 基 洲 德 (Archimedes ) 在 他 所 著 
的 《 球 和 圆柱 ;一 文中 指出 :以 球 的 大 圆 为 底 , 以 球 直 
径 为 高 的 圆柱 ( 即 球 的 外 切 圆 柱 ? 的 体积 与 全 面积 分 
别 是 该 球 的 体积 及 面积 的 3/2 倍 . 后 人 根据 阿 基 米 
德 的 遗愿 ,把 球 与 它 的 外 切 圆 柱 的 图 形 刻 在 他 的 墓 
HEE. 

球 冠 的 面积 (area of a spherical crown) 刻画 
球 冠 面积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . 球 冠 的 面 
积 等 于 球 的 大 圆 的 周 长 与 球 冠 高 的 乘积 . 如 果 球 的 
半径 是 RR, 球 冠 的 高 是 h, 那 么 球 冠 的 面积 是 Sua 
=2nkh. 球 和 冠 面 积 公 式 , 对 于 半球 面 , 大 于 半球 的 
寺 , 球 带 其 至 整个 球面 都 成 立 ( 计 算 整 个 球面 时 
ER). 

球 缺 的 体积 (volume of a spherical segment) 
刻画 球 缺 体积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . 如 果 
球 的 半径 是 RR, 球 缺 的 底面 半径 是 7, 球 缺 的 高 是 有 ， 
那么 球 缺 的 体积 ， 


Vug = th? l 


ag 
R zh 


或 V kik = L ser 


BK HE AY dx (volume of a spherical wedge) — Zi 
IA BR Ba A RK) B9 — SB RA RAK. 球 棉 的 
体积 等 于 球 横 的 底面 积 ( 即 球面 二 角形 的 面积 ) 与 球 
半径 乘积 的 三 分 之 一 . 设 球 攀 的 底面 积 为 S SEE dE 
A R, WERE KERN 


SR 
Vege = 


3^ 
BK Ba FG BY fas AR Cvolume of a spherical sector) 
刻画 球 扇 形体 积 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . 球 扇 形 
的 体积 等 于 它 的 底面 的 面积 和 球 半径 乘积 的 三 分 之 
一 . 阁 球 扇形 的 底面 ( 球 冠 或 球 带 ) 的 面积 为 S, 球 半 
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径 为 R, 球 扇形 的 高 为 h, 则 球 扇形 的 体积 为 
Vous = SR - IRR. 
球台 的 体积 (volume of a spherical frustum) 
刻画 球台 体积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . AR 
& E. PRM KE? aE rii 高 是 A, WER E BY 
积 为 


sie Enh Gri + 8ri 十 A2). 


球 带 的 面积 (area of a spherical zone) % p Ek 
带 面积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 . 作为 球台 的 
侧面 , 设 球 半径 为 R, 球 台 的 高 为 h, 则 球 带 的 面积 
为 Sge = 2nrh. 同 球 或 等 球 上 的 两 个 球 带 面积 的 比 
等 于 它们 高 的 比 . 

球 环 的 体积 (volume of a spherical ring) — Zl 
画 球 环 体积 大 小 的 一 个 数量 及 其 计算 公式 .平面 上 
一 马 形 绕 不 穿 过 它 的 直径 ( 轴 ) 旋 转 所 得 的 球 环 体积 
等 于 球台 与 同 底 圆 台 的 体积 之 i 
ZVSTUSRMRKWRE 4nd, 
径 、 以 该 弦 在 轴 上 的 射影 长 为 高 
的 圆柱 体 体 积 的 六 分 之 一 . 如 
E]. Ur GEI KEN AB, RK AB “to 
Te ee Fe EHE KAA B = 
h,AA'=r,,BB' =r; , M ERIS IS EUM 


Pas STAB’ HA Tal (rs — eee. 


空间 图 形 的 内 外 接 和 内 外 切 


三 面 角 的 内 切 圆 锥 面 (Cinscribed circular coni- 
cal surface of a trihedral angle) 一 个 与 三 面 角 有 
关 的 圆锥 面 . 即 三 面 角 的 内 切 直 圆锥 面 .圆锥 的 侧面 
与 三 面 角 的 各 面 均 相 切 时 , 称 该 圆锥 为 三 面 角 的 内 
切 圆 锥 面 .三 面 角 有 惟一 的 内 切 圆锥 . 它 的 内 切 圆 锥 
的 轴线 是 它 的 三 个 二 面 角 的 平分 面 的 交 线 , 亦 是 三 
面 角 内 切 球 的 球 心 轨迹 . 过 轴线 上 任意 一 点 分 别 作 
三 面 角 三 面 的 垂 线 , 三 个 垂 足 确定 的 圆 就 是 三 面 角 
内 切 圆 锥 的 一 条 准 线 . 三面 角 的 内 切 斜 圆锥 不 止 一 
个 , 作 三 面 角 的 任何 一 个 截面 三 角形 ,以 其 内 切 圆 为 
准 线 、 三 面 角 的 顶点 为 项 点 的 斜 圆锥 或 直 圆 锥 都 与 
三 面 角 内 切 . 

三 面 角 的 外 接 圆 锥 面 (circumscribed circular 
conical surface of a trihedral angle) 一 个 与 三 面 
角 有 关 的 圆锥 面 . 即 三面 角 的 外 接 直 圆锥 面 . 以 三 面 
角 的 各 棱 为 母线 的 直 圆 锥 , 称 为 三 面 角 的 外 接 圆 锥 
面 .三 面 角 有 惟一 的 外 接 圆锥 面 , 它 的 轴 是 三 面 角 的 
三 个 面 角 的 垂直 平分 面 的 交 线 . 它 的 顶点 是 三 面 角 
的 顶点 .过 轴线 上 任意 一 点 分 别 作 三 面 角 三 条 楼 的 
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垂 线 , 三 个 垂 足 确定 的 圆 就 是 三 面 角 外 接 圆锥 面 的 
一 条 准 线 .三 面 角 的 外 接 斜 圆锥 不 止 一 个 . 例如 , 以 
三 面 角 的 任意 一 个 截面 三 角形 的 外 接 圆 为 准 线 , 以 
三 面 角 的 顶点 为 顶点 的 圆锥 都 是 外 接 圆锥 . 

HE AY A SE ES EE Cinscribed prism in a cylinder) 
与 已 知 柱 有 关 的 棱柱 . 满足 下 述 条 件 的 校 柱 称 为 柱 
的 内 接 校 柱 ( 柱 称 为 梭 柱 的 外 接 柱 ): 

1. 棱柱 的 两 底面 分 别 是 柱 的 相应 底面 的 内 接 多 
边 形 ( 即 棱柱 底面 多 边 形 的 顶点 都 在 柱 底面 的 边界 
RE). 

2. BREE RI e EE ARE HE BY BER. 

BE FE AY OB BE EE Ccircumscribed cylinder of a 
prism) 见 “ 柱 的 内 接 棱 柱 ” 

棱柱 的 外 接 圆 柱 (circumscribed circular cylin- 
der of a prism) 一 个 与 已 知 棱柱 有 关 的 圆柱 . THR 
柱 底面 多 边 形 有 外 接 圆 时 ,以 此 圆 为 底面 的 圆柱 . 

HH SNE SERE (circumscribed prism of a cylin- 
der) 一 个 与 已 知 柱 有 关 的 校 柱 . 满足 下 述 条 件 的 
棱柱 , 称 为 柱 的 外 切 棱 柱 ( 柱 称 为 棱柱 的 内 切 柱 ): 

1. 棱柱 的 两 底 分 别 是 柱 的 相应 底面 的 外 切 多 边 
形 ( 即 棱柱 底面 的 边 与 柱 底 面 边界 线 相 切 )， 

2. 棱柱 的 侧 楼 与 柱 的 母线 平行 且 相 等 . 

棱柱 的 内 切 柱 (inscribed cylinder in a prism) 
TLE BY SP OD BEE”. 

棱柱 的 内 切 圆 柱 (inscribed circular cylinder in 
a prism) 一 个 与 已 知 棱柱 有 关 的 圆柱 . 指 棱 柱 底 
面 多 边 形 有 内 切 圆 时 ,以 此 圆 为 底面 的 圆柱 . 

锥 的 内 接 棱锥 (inscribed pyramid in a cone) 
一 个 与 已 知 锥 面 有 关 的 棱柱 . 满足 下 述 条 件 的 棱锥 
称 为 锥 ( 体 ) 的 内 接 棱锥 ( 锥 则 称 为 棱锥 的 外 接 锥 ): 

1. 棱锥 的 底面 多 边 形 内 接 于 锥 的 底面 曲线 . 

2. 棱锥 的 各 侧 棱 都 是 锥 的 母线 , 

棱锥 的 外 接 锥 (circumscribed cone of a pyra- 
mid) 见 “ 锥 的 内 接 楼 锥 “. 

棱锥 的 外 接 圆 锥 (circumscribed circular cone 
ofa pyramid) 一 个 与 已 知 棱锥 有 关 的 圆锥 . THE 
锥 的 底面 多 边 形 有 外 接 圆 时 ,以 此 圆 为 底面 且 与 校 
锥 同 顶 点 的 圆锥 . 

$t BJ 5h UJ] f& $E (circumscribed pyramid of a 
cone) 一 个 与 已 知 锥 面 有 关 的 棱锥 . 即 与 锥 相 外 切 
的 棱锥 .满足 下 述 条 件 的 棱锥 , 称 为 锥 ( 体 ) 的 外 切 棱 
锥 ( 锥 则 称 为 棱锥 的 内 切 锥 ): 

1. 棱锥 的 底面 多 边 形 外 切 于 锥 的 底面 曲线 . 

2. 棱锥 与 锥 共 顶 点 . 

棱锥 的 内 切 锥 (inscribed cone in a pyramid) 
见 “ 锥 的 外 切 校 锥 ” 

棱锥 的 内 切 圆 锥 (inscribed circular cone in a 


pyramid) 一 个 与 已 知 棱锥 有 关 的 圆锥 . 指 楼 锥 底 


面 多 边 形 有 内 切 圆 时 ,以 此 圆 为 底面 且 与 棱锥 共 顶 
点 的 圆锥 . 

锥 台 的 内 接 棱 台 (inscribed prismoid in a frus- 
tum) 一 个 与 已 知 锥 台 有 关 的 校 台 . 如 果 锥 台 由 已 
知 锥 截 来 , 则 已 知 锥 的 内 接 棱锥 被 同一 平面 截 得 的 
Be & RAGA NA RR A IEG MAR A mns 
锥 台 . : 

Es & WY Op HE $E & (circumscribed frustum of a 
prismoid) 见 “ 锥 台 的 内 接 棱 台 ”. 

校 台 的 外 接 圆 台 (circumscribed frustum of a 
cone of a prismoid) 一 个 与 校 台 有 关 的 圆 台 . Mu 
台 的 上 .下 底面 多 边 形 都 有 外 接 圆 时 ,以 此 二 圆 为 
上 、 下 底面 的 圆 台 . 

锥 台 的 外 切 棱 台 (circumscribed prismoid of a 
frustum) 一 个 与 已 知 锥 台 有 关 的 校 台 . WRES 
面 由 已 知 锥 截 来 , 则 已 知 锥 的 外 切 棱 锥 被 同一 平面 
截 得 的 棱 台 称 为 锥 台 的 外 切 棱 台 ,此 锥 台 称 为 校 台 
的 内 切 锥 台 . 

圆柱 的 内 接 圆锥 (inscribed circular cone in a 
circular cylinder) 一 个 与 已 知 圆柱 有 关 的 圆锥 . 指 
以 圆柱 一 个 底面 为 底面 , 另 一 个 底面 中 心 为 顶点 的 
圆锥 . 

球 的 外 切 圆柱 面 (circumscribed circular cylin- 
drical surface of a sphere) 一 个 与 已 知 球 有 关 的 
圆柱 面 . 指 平行 于 定 直 线 且 切 于 定 球 的 动 直 线 的 轨 
迹 所 成 的 圆柱 面 . 此 球 称 为 该 圆柱 面 的 内 切 球 . 

圆柱 面 的 内 切 球 (inscribed sphere in a circular 
cylindrical surface) 见 “ 球 的 外 切 圆 柱 面 ” 

圆柱 的 内 切 球 (inscribed sphere in a circular 
cylinder) 一 个 与 已 知 圆柱 体 有 关 的 球 . 与 圆柱 两 
底面 以 及 每 条 母线 都 相 切 的 球 称 为 这 个 圆柱 的 内 切 
BR ,此 圆柱 称 为 球 的 外 切 圆柱 . 等 边 贺 柱 才 有 内 切 
ER , 球 心 在 圆柱 轴线 中 点 处 . 内 切 球 半径 与 圆柱 底面 
圆 半 径 相 等 . 

Xk BJ ^N] [El ft Ccircumscribed circular cylindri- 
cal of a sphere) Jl “FER ARR”. 

[E] FE BY Sh EER (circumscribed sphere of a circu- 
lar cylinder) W RH ARAH”. 

圆锥 的 内 切 球 (inscribed sphere in a circular 
cone) 一 个 与 已 知 圆锥 有 关 
的 球 . 与 圆锥 的 底面 和 各 母线 
均 相 切 的 球 , 称 为 圆锥 的 内 切 
球 , 此 圆锥 称 为 球 的 外 切 圆 
锥 . 圆锥 的 内 切 球 有 且 仅 有 一 
个 , 球 心 在 圆锥 的 轴线 上 . 当 
圆锥 高 为 ,底面 贺 半径 为 7 
时 , 则 内 切 球 半 径 


空间 图 形 的 内 外 接 和 内 外 切 


R= (VF rr). 


球 的 外 切 圆 锥 (circumscribed circular cone of a 
sphere) 见 “ 圆 锥 的 内 切 球 ” 

圆锥 的 外 接 球 《circumscribed sphere of a circu- 
lar cone)” 见 “ 球 的 内 接 圆 锥 ”. 

圆 台 的 内 切 球 (inscribed sphere in a frustum 
of a circular cone) 一 个 与 已 知 圆 台 有 关 的 球 . 即 
与 圆 台 的 上 、 下 底面 以 及 每 条 母线 都 相 切 的 球 , 称 为 
圆 台 的 内 切 球 ,此 圆 台 称 为 球 的 外 切 圆 台 . SHAK 
母线 长 与 上 、\ 下 两 底面 圆 半径 之 和 相等 时 , 圆 台 才 有 
Py S. 

Xk BJ ^NI [B] & (circumscribed frustum of a cir- 
cular cone of a sphere) 见 “ 圆 台 的 内 切 球 ” 

Ek B3) P3 $E [BR] f Cinscribed circular cylinder in a 
sphere) 一 个 与 球 有 关 的 圆柱 体 . 指 两 底面 是 球 的 
两 个 小 圆 的 圆柱 . 该 球 称 为 圆柱 的 外 接 球 . 

球 的 内 接 圆 锥 (inscribed circular cone in a 
sphere) 一 个 与 已 知 球 有 关 的 圆锥 . 底面 是 球 的 截 
面 且 顶点 在 球面 上 的 圆锥 . 此 球 称 为 圆锥 的 外 接 球 . 

Xk AY A IB] & (inscribed frustum of a circular 
cone ina sphere) 一 个 与 球 有 关 的 圆 台 . E, FE 
面 是 球 的 两 个 平行 截面 的 圆 台 , 称 为 球 的 内 接 圆 台 ， 
此 球 称 为 圆 台 的 外 接 球 . 圆 台 也 内 接 于 一 个 球台 ( 参 
见 “ 球 台 ”). 

台 的 外 接 球 (circumscribed sphere of a frus- 
tum of a circular cone) 见 “ 球 的 内 接 圆 台 ?” 

te FE Sp HE ER HU fF (condition of a prism 
with circumscribed sphere) 棱柱 有 外 接 球 的 必要 
条 件 . 指 底 面 多 边 形 有 外 接 圆 且 高 与 底面 垂直 . 

棱锥 有 外 接 球 的 条 件 (condition of a pyramid 
with circumscribed sphere) 棱锥 有 外 接 球 的 必要 
AR PF. 指 底面 多 边 形 有 外 接 圆 . 

棱 台 有 外 接 球 的 条 件 (condition of a prismoid 
with circumscribed sphere) 棱 台 有 外 接 球 的 必要 
条 件 . 两 个 底面 多 边 形 都 有 外 接 圆 , 且 侧 棱 都 相等 . 
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Ek 面 


球面 几何 (spherical geometry) JR PR EK rfi JL 
何 学 . 研究 球面 图 形 性 质 的 几何 学 分 支 . 其 中 , 应 用 
三 角 函 数 专门 研究 球面 三 角形 边 角 间 数量 关系 的 部 
分 , 称 为 球面 三 角 学 .球面 几何 与 立体 几何 及 平面 三 
角 有 着 紧密 的 联系 ,被 广泛 应 用 于 天 文 . 航 海 .测量 、 
制图 等 方面 .球面 几何 (及 其 高 维 推广 ), 又 称 为 双重 
椭圆 几何 . 用 微分 几何 的 观点 看 ,球面 几何 便 是 高 斯 
曲率 为 正常 数 的 高 斯 曲率 空间 的 几何 ;而 在 黎 曼 几 
何 中 ,研究 黎 曼 曲率 为 正常 数 的 一 类 特殊 的 黎 曼 空 
间 的 几何 ,就 是 球面 几何 的 高 维 推广 . 

球面 几何 的 历史 悠久 , 它 是 古代 人 类 研究 天 文 
学 的 产物 ,是 从 观察 天 体 在 天 球 上 的 视 运 动 而 发 展 
起 来 的 . 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《现象 ) 中 ,就 有 关于 球 
面 几何 的 18 个 命题 ,其 中 许多 定理 是 用 来 探究 恒星 
运动 的 . 希 帕 恰 斯 (Hipparchus,(R))、 西 奥 多 修 斯 
(Theodosius ,(B))、 门 纳 劳 斯 (Menelaus,(A)) 和 托 
勒 密 (Ptolemy) 也 都 是 球面 几何 学 的 创始 人 . 西 奥 多 
修 斯 的 《球面 学 》, 汇 集 了 当时 已 知 的 球面 几何 知识 . 
门 纳 劳 斯 的 《球面 学 》, 现 存 三 篇 ,其 中 第 一 篇 研究 球 
面 几 何 ;第 二 篇 以 天 文学 为 主题 ;第 三 篇 则 叙述 球面 
= fh. 托 勤 密 继承 前 人 的 工作 ,证 明了 球面 直角 三 角 
形 的 四 个 关系 式 , 讨 论 了 和 斜 角球 面 三 角形 的 解法 . 

公元 9 世纪 ,阿尔 。 巴 塔 尼 (al-Battani) 编 写 了 
《星之 运动 论 》 使 球面 三 角 有 了 新 的 发 展 , 书 中 已 有 
球面 三 角形 余弦 公式 的 记述 .球面 三 角 的 系统 化 是 
由 纳西 尔 丁 ， 图 西 (Nasir al-Din al-Tiusi) 在 其 《 论 
四 边 形 》 中 作出 的 . 书 中 含有 球面 直角 三 角形 的 六 个 
基本 公式 ,并 提出 了 用 极 三 角形 来 解 更 一 般 的 球面 
三 角形 的 方法 .可 惜 直到 1450 年 左右 ,欧洲 人 才 知 
道 他 的 工作 . 

15 世纪 ，, 雷 格 蒙 塔 努 斯 (Regiomontanus ,J. ) 从 
收集 、 翻 译 、 出 版 古 希腊 和 阿拉 伯 的 经 典 著 作 中 ,了 
解 到 阿尔 。 巴 塔 尼 的 工作 ,并 从 中 得 到 益处 . 他 在 
1462—1463 FRE TZA) B "PEE 5A 
知道 的 球面 几何 、 球 面 三 角 和 平面 三 角 知 识 的 精华 ， 
给 出 了 球面 三 角 的 正弦 和 余弦 定理 . 它 无 疑 是 欧洲 
第 一 本 这 方面 内 容 的 标准 著作 . 尽管 如 此 ,当时 的 球 
面 三 角 学 仍 是 很 不 完善 的 ,因为 在 他 的 著作 中 只 用 
到 正弦 和 余 强 , 且 印 角 的 余弦 和 正切 ( 负 值 ) 没 有 被 
承认 为 数 . 

16 世纪 , 韦 达 (Viete,F. ) 把 球面 三 角 进一步 系 
统 化 ,在 其 《标准 数学 ) 中 ,对 球面 直角 三 角形 ,导出 
了 用 已 知 的 两 元 素 求 男 一 未 知 元 素 的 公式 ,并 给 出 
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了 帮助 记忆 这 套 公式 的 法 则 , 即 现在 所 说 的 纳 皮尔 
法 则 . 同时 ,还 提出 了 关于 钝 角球 面 三 角形 角 的 余弦 
公式 .17 世纪 初 ,对 数 的 发 明 以 及 详细 的 三 角 顶 数 
表 和 三 角 函 数 对 数 表 的 出 版 ,从 根本 上 改进 了 球面 
三 角 的 计算 . 

18 世纪 , 微 积 分 的 发 展 使 球面 三 角 公 式 以 优 
美 .简单 的 形式 出 现 . 欧 拉 (Euler,L. ) 是 现代 球面 三 
角 学 的 创始 人 .他 使 球面 三 角 学 形成 了 完备 的 理论 
体系 .这 方面 的 代表 著作 有 《球面 三 角 基 础 》(1753 
年 ) 和 《综合 球面 三 角 学 》(1779 年 ). 之 后 , 德 朗 布尔 
(Delambre, J. -B. J. ) F 1807 年 提出 德 朗 布尔 公 导 
(球面 三 角形 中 两 角 和 、 差 之 半 的 正弦 、 余 弦 公 式 ); 
默 比 乌 斯 (M6bius,A.F. ) F 1846 年 将 球面 三 角形 
的 边 、 角 的 界限 推广 到 2x, 从 而 打破 了 欧 拉 球面 三 
角形 每 条 边 和 每 个 角 小 于 7 的 限制 ;高 斯 (Gauss， 
C.F.) 8 EBH X jp EB C(Jlooauesekurt, H. 1. ) 和 施 图 
迪 (Study , E. ) 对 球面 三 角 的 一 些 概念 作 了 进一步 
的 推广 . 罗 巴 切 夫 斯 基 在 他 的 著作 《 虚 几 何 学 》 中 给 
出 了 关于 球面 三 角形 边 和 角 的 一 些 公式 . 这样 ,球面 
几何 就 更 完备 了 . 

中 国 古 代数 学 家 也 为 球面 几何 的 发 展 做 出 了 页 
BA. 王 必 和 郭守敬 ,在 他 们 编制 的 4 授时 历 》 中 , 当 已 
知 太阳 的 黄道 经 度 , 求 其 赤 经 和 赤 纬 时 , 便 应 用 了 与 
球面 三 角 类 似 的 计算 方法 ,并 得 到 了 与 现代 球面 三 
角 公 式 相 当 的 两 个 著名 公式 . EDEL T ABR 
学 会 通 》, 其 中 有 一 部 名 为 《三 角 法 》 比 较 系 统 地 介 
绍 了 当时 欧洲 的 平面 三 角 和 球面 三 角 法 ,并 配 以 对 
数 计算 .给 出 的 球面 三 角 公 式 中 包括 了 有 名 的 德 明 
布尔 比例 式 和 纳 皮 尔 比例 式 . 更 值得 称赞 的 是 梅 文 
里 ,他 在 球面 三 角 学 方面 的 贡献 集中 在 《 距 三 角 举 
要 》《 码 墙 测量 》 和 《 环 中 乘 斥 》 这 三 部 著作 中 .《 弧 三 
AS EZ EPR REN — ZI EK I] — foe RA. 
in| Et DANK HP Ze RDB, AER IBI = FA XXE AP UE. 
原来 从 西方 传人 中 国 的 三 角 学 ,大 都 只 有 名 目 或 公 
x ,缺乏 解释 和 理论 证 明 . 对 此 , 梅 文 易 很 不 满意 ,他 
经 数 十 年 之 探索 ,一 一 给 以 补充 证 明 . TE CREE UI E D 
中 ,他 成 功 地 把 球面 三 角形 各 弧 、 角 间 的 关系 化 为 四 
棱锥 或 三 棱锥 上 各 线 、 角 间 的 关系 来 研究 ;在 4《 环 中 
乘 尺 中 ,他 创造 性 地 利用 投影 原理 ,把 球面 三 角 的 
问题 转化 为 平面 三 角 问 题 加 以 解决 . 

球面 几何 学 (spherical geometry) 
fay”. 

XC 3 8 [8] JL fa] (double elliptic geometry) I 


即 “ 球 面 几 


“球面 几何 ” 
球面 图 形 


球面 图 形 (spherical figure) 球面 几何 的 研究 
对 象 , 指 所 有 点 都 在 同一 球面 上 的 几何 图 形 . 在 球面 
几何 学 中 ,主要 研究 的 球面 图 形 有 球面 大 圆 . 小 圆 、 
球面 多 边 形 、 球 面 二 角形 和 球面 三 角形 等 . 

对 径 点 (antipodal points)” 亦 称 径 穿 相对 点 或 
对 心 点 .球面 几何 的 基本 概念 . 指 大 圆 (或 球 ) 的 同一 
条 直径 的 两 个 端点 , 见 本 着 《立体 几何 ) 中 的 “球面 ”. 

对 心 点 Cantipodal points)” 即 “对 径 点 ”. 

球面 圆 (spherical circle) 球面 几何 的 基本 概 
念 之 一 .球面 在 空间 中 与 平面 相交 时 的 交 线 圆 . 包括 
平面 通过 球 心 时 交 成 的 球面 大 圆 和 和 平面 不 通过 球 心 
时 与 球面 相交 而 成 的 球面 小 圆 . 垂直 于 球面 圆 所 在 
平面 的 直径 的 两 个 端点 (对 径 点 ) 称 为 球面 圆 的 球面 
中 心 , 亦 称 为 球面 圆 的 极 . 球面 大 圆 的 圆 弧 、 优 弧 、 劣 
OM ASIN FE He IK RER AER TA A A A EM .大 
AISI ARKIN HEC ll M. 当 提 到 连结 球面 上 
非 对 径 的 两 点 的 大 圆 绝 时 ,通常 指 大 圆 劣 弧 . 此 大 圆 
弧 的 长 度 称 为 此 两 点 间 的 球面 踢 离 . 因为 球面 上 非 
对 径 的 两 点 与 球 心 不 共 线 而 决定 一 个 平面 ,这 两 点 
就 在 由 此 平面 与 球面 相交 的 惟一 大 加 上 ,所 以 上 述 
球面 距离 的 定义 适用 于 球面 上 非 对 径 的 任意 两 点 . 
至 于 球面 的 两 个 对 径 点 ,自然 地 以 半 大 圆 弧 的 长 废 
作为 它们 的 球面 距离 .球面 圆 的 球面 中 心 与 球面 图 
上 的 点 的 球面 距离 相等 , 即 球面 圆 是 球面 上 与 一 个 
定点 的 距离 等 于 定 值 的 点 的 轨迹 ,此 定点 即 球面 圆 
的 球面 中 心 或 极 . 这 个 定 值 称 为 球面 圆 的 球面 半径 ， 
亦 称 为 球面 圆 的 角 半 咎 、 弧 半径 或 极 距 .球面 大 圆 的 
球面 半径 等 于 一 象限 弧 . 球面 小 圆 与 两 个 球面 中 心 
( 极 ) 相 应 有 小 于 和 大 于 一 象限 弧 的 两 个 球面 半径 ， 
球面 半径 小 于 一 象限 弧 的 极 称 为 近 极 , 男 一 个 称 为 
远 极 , 由 于 球面 小 圆 的 球面 中 心 通常 是 指 离 该 圆 所 
在 平面 的 距离 较 近 的 那个 近 极 ,因此 ,球面 小 圆 的 球 
面 半径 通常 指 小 于 一 象限 弧 的 那 一 个 . 

球面 圆 的 球面 中 心 (spherical center of a sphe- 
rical circle) Ji “Sky”. 

球面 圆 的 极 (poles of a spherical circle) BẸ 
“球面 圆 的 球面 中 心 ”. 

EK X Bl WM (great circular arc of a sphere) 
fA) PR BD. I “BR H oil". 

AB (great circular arc) 
Fr. 

大 圆 优 弧 (manor arc of a great circle) 
m [5] ". 

A AF (minor arc of a great circle) 


球面 大 圆 弧 的 简 


见 “ 球 


球 面 图 形 


面 圆 ” 

F X [Bs (complement of a great circular arc) 
见 “ 球 面 圆 和 本 卷 4 平 面 几何 》 中 的 “ 余 弧 ”. 

it H A fl Ml (conjugate great circular arcs) 
Yb“ ER pi DB” FAS 28 CF TL Ay) mg 35 a”. 

球面 圆 的 球面 半径 (spherical radius of a sphe- 
rical circle) 亦 称 球面 圆 的 角 半 径 或 球面 圆 的 极 
EE. 球面 圆 的 球面 中 心 到 该 球面 圆 上 任 一 点 的 球面 
BP Bg CR WL“ SR m A”). 圆 的 球面 半径 通常 指 小 于 或 
等 于 一 象限 弧 的 那个 半径 . 图 中 ,大 圆 弧 AM( 小 于 
一 象限 弧 ) 是 球面 小 圆 C 的 球面 半径 .大圆 弧 PQ 
(T-A BRL JO Xe EK HAL C» 的 球面 半径 . 


A P 
A’ P' 
图 1 图 2 


球面 圆 的 角 半 径 (angular radius of a spherical 
circle)” 即 “球面 加 的 球面 半径 ”. 

球面 圆 的 极 距 (polar distance of a spherical 
circle) 即 “ 球 面 圆 的 球面 半径 ” 

球面 圆 的 轴 (axis of a spherical circle) 球面 
几何 的 基本 概念 之 一 . 指 垂 直 于 球面 圆 所 在 平面 的 
球 的 直径 . 有 时 也 将 该 直径 所 在 的 直线 称 为 球面 圆 
的 轴 . 

球面 大 圆 (great circle of a sphere ) 
圆 . 见 “ 球 面 圆 ”. 

A El (great circle) 球面 大 圆 的 简称 . 

有 问 大 圆 (dqirected great circle) 亦 称 定向 大 
Bi. 球面 大 圆 的 一 种 . 指 规定 了 正方 向 的 大 圆 . 在 球 
面 大 圆 上 ,一动 点 从 任意 一 点 出 发 可 按 两 个 相反 的 
方向 沿 大 圆周 移动 ,最 后 回 到 起 始 位 置 ,在 这 两 个 方 
向 中 ,如 果 规 定 其 中 一 个 为 正 向 ,那么 另 一 个 就 是 负 
向 ,这 样 规 定 了 正方 向 的 大 圆 称 为 有 问 大 圆 . 规定 了 
台 端 和 终 问 的 大 贺 弧 , 称 为 有 向 大 圆 弧 或 定 问 大 圆 
弧 . 在 有 向 大 圆 上 ,与 指定 的 正方 向 相同 的 有 向 大 圆 
弧 称 为 正 向 大 圆 弧 ;与 指定 的 正方 向 相反 的 有 向 大 
a) SUR A fa 8] A EC 

4 [8] X [Blk (directed great circular arc) Ji 
“有 疝 大 圆 ” 

JE [8] X ESM (positively directed great circular 
arc) JL" mK”. 

fA fo) X BIS (negatively directed great circular 


Z9 


简称 大 


ik m JU fJ 


arc) Fl“ AA”. 

象限 弧 Cquadrantal arc) 
《平面 几何 ) 同 名 条 . 

48 SX Bh (equal great circular arcs) 大圆 
弧 间 大 小 的 比较 . 指 同一 球面 或 等 球面 上 ,所 对 中 心 
角 相等 的 大 圆 绝 . 

4h X Bla (supplement of a great circular arc) 
球面 几何 的 基本 概念 之 一 .球面 大 圆 的 一 半 被 异 于 
端点 的 一 点 分 成 两 段 ,其 中 每 一 段 弧 称 为 另 一 段 弧 
的 补 大 圆 绝 . 

同 向 大 圆 弧 (same directed great circular arcs) 
亦 称 相同 定向 大 圆 弧 .球面 几何 的 基本 概念 之 一 . d 
在 同一 球面 大 圆 上 的 定向 相同 的 有 向 大 圆 弧 . 

I A X [B5 (great circular arcs of oppositely 
directed )” 亦 称 相 反 定 向 大 圆 弧 .球面 几何 的 基本 
概念 之 一 . 指 在 同一 球面 大 圆 上 的 定向 相反 的 两 条 
A REX BU OM. 

两 点 间 的 球面 距离 (spherical distance between 
two points) ”刻画 两 点 间 关 系 的 一 个 数 . 球面 上 连 
结 这 两 点 的 大 圆 弧 的 长 度 . 车 这 两 点 非 对 径 时 ,通常 
fa AAS. 在 球面 上 ,连结 两 点 的 所 有 曲线 ( 弧 ) 
中 ,以 这 两 点 间 的 球面 距离 为 最 短 ( 参 见 “ 球 面 圆 ”). 

点 到 球面 圆 的 球面 距离 (spherical distance 


刻画 点 与 球面 
AN 中 的 较 短 者 , 称 为 点 4 到 
球面 圆 a 的 球面 距离 . 

球面 上 两 大 圆 垂 直 (mutually perpendicular of 
two great circles on a sphere) 球面 上 两 个 大 圆 间 
的 一 种 位 置 关系 .球面 上 两 个 大 圆 所 构成 的 球面 角 
是 直角 . 两 个 大 圆 垂 直 的 充分 必要 条 件 是 其 中 一 个 
大 圆通 过 另 一 个 大 圆 的 极 . 

球面 小 圆 (small circle of a sphere) 简称 小 圆 
(参见 “球面 贺 ” 和 本 卷 4 立 体 几 何 ) 中 的 同名 条 ). 球 
面 小 贺 上 的 任 一 段 绝 称 为 球面 小 圆 弧 ,简称 小 圆 弧 . 
球面 上 任意 两 点 间 的 球面 小 圆 弧 之 长 不 是 这 两 点 间 
的 球面 距离 . 

小 圆 (small circle) 球面 小 圆 的 简称 . 

EK mh [Bl 5 (small circle arc of sphere) WW, 
“球面 小 圆 ”. 

小 圆 弧 (small circle arc) ”球面 小 圆 弧 的 简称 . 

球面 小 圆 的 近 极 (near pole of a spherical small 
circle) 见 “ 球 面 圆 ” 

球面 小 圆 的 远 极 (far pole of a spherical small 

276 


简称 象限 , 见 本 卷 


from a point to a spherical circle) 
圆 位 置 关 系 的 一 个 数 . 如 图 所 
不 . 给 定 球面 上 一 点 A 和 一 
个 球面 圆 < ,过 点 A EA 
S ,与 球面 圆 z 垂 直 相 交 于 
MLN Aw. AEM AM, 


见 “ 球 面 圆 ”. 

对 径 小 圆 (diametricly opposed small circles) 
两 小 圆 的 一 种 特殊 位 置 关 系 . 指 关 于 球 心 成 中 心 对 
称 的 两 个 球面 小 圆 . 其 中 一 个 小 圆 的 近 极 ( 远 极 ) 是 
另 一 个 小 圆 的 远 极 ( 近 极 ), 且 它们 的 球面 半径 ( 均 指 
小 于 一 象限 的 那个 球面 半径 ) 相 等 . 

球面 小 圆 的 极 圆 (polar circle of a spherical 
small circle) 与 一 定 小 圆 有 某 种 特定 关系 的 小 圆 . 
球面 上 与 一 定 小 贺 相 切 的 动 大 圆 , 其 极 的 轨迹 是 两 
个 对 径 的 小 圆 . 在 这 两 个 小 圆 中 ,有 一 个 和 定 小 圆 位 
于 同一 半球 面 上 ,这 个 小 圆 就 称 为 定 小 圆 的 极 圆 . 该 
极 圆 的 近 极 是 定 小 圆 的 近 极 ,而 它 的 球面 半径 和 定 
小 圆 的 球面 半径 互 余 . 

球面 小 圆 的 内 部 (interior of a spherical small 
circle) 球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 球面 被 一 球面 
小 圆 分 成 两 个 区 域 ,其 中 小 于 半球 面 的 那个 区 域 称 
为 球面 小 圆 的 内 部 ,而 大 于 半球 面 的 那个 区 域 称 为 
球面 小 圆 的 外 部 . 

球面 小 圆 的 外 部 (exterior of a spherical small 
circle)” 见 “球面 小 圆 的 内 部 ”. 

球面 大 圆 与 球面 小 圆 垂 直 (perpendicular be- 
tween a spherical great circle and a spherical small 
circle) 球面 大 圆 与 球面 小 圆 间 的 一 种 相对 位 置 关 
系 . 当 球面 大 圆 和 球面 小 圆 所 在 的 平面 互相 垂直 时 ， 
就 称 此 大 圆 和 小 圆 是 垂直 的 . 一 个 大 圆 和 一 圆 ( 大 圆 
或 小 圆 ) 垂 直 的 充分 必要 条 件 是 前 者 含 后 者 的 极 . 设 
球面 上 一 点 不 是 已 知 圆 的 极 ,过 此 点 和 已 知 圆 的 两 
个 极点 有 球面 上 惟一 的 与 已 知 圆 垂 直 的 大 圆 . 

球面 大 圆 与 球面 小 圆 的 位 置 关 系 (positional 
relation of a spherical great circle and a spherical 
small circle) 球面 几何 研究 的 基本 问题 之 一 . 计 有 
相交 、 相 切 和 相 离 三 种 位 置 关 系 . 两 圆 相交 时 有 且 只 
有 两 个 公共 点 , 相 切 时 有 且 只 有 一 个 公共 点 ,这 个 惟 
一 的 公共 点 称 为 切 点 , 相 离 时 无 公共 点 . 若 取 小 圆 的 
球面 半径 ( 指 小 于 一 象限 大 圆 弧 的 )r 与 从 其 近 极 到 
大 圆 的 球面 距离 AB EGRE. 0 24 >h 时 两 圆 相 交 ， 
X r=h 时 两 圆 相 切 , 当 r<h 时 两 圆 相 离 . 又 若 取 定 
小 圆 的 任 一 极 ( 不 限于 近 极 ), 相 应 的 球面 半径 为 x， 
并 用 d 表示 此 极点 与 大 圆 的 任 一 极 之 间 的 球面 距 
离 ,9 表示 一 象限 的 大 圆 弧 , 则 两 圆 的 位 置 关系 可 由 
下 列 三 式 的 等 或 不 等 来 确定 : 

lg—r|szd, d<qtr, d+r<3¢. 

当 三 式 都 取 小 于 号 时 两 圆 相 交 , 当 其 中 至 少 有 一 式 
取 等 号 时 两 圆 相 切 , 当 其 中 至 少 有 一 式 不 成 立 ( 即 只 
有 取 大 于 号 才 成 立 ) 时 两 圆 相 离 . 

球面 大 圆 与 球面 小 圆 相 交 (intersection be- 
tween a spherical great circle and a spherical small 


见 “ 球 面 大 圆 与 球面 小 圆 的 位 置 关系 ”. 


circle) 


circle) 


球面 大 圆 与 球面 小 圆 相 离 (separation between 
a spherical great circle and a spherical small circle) 
见 “ 球 面 大 圆 与 球面 小 圆 的 位 置 关 系 ” 

球面 大 圆 与 球面 小 圆 相 切 (contact between a 
spherical great circle and a spherical small circle) 
见 “ 球 面 大 圆 与 球面 小 圆 的 位 置 关 系 ”. 

两 球面 小 圆 间 的 位 置 关系 (positional relation 
between two spherical small circles) 球面 几何 研 
究 的 基本 问题 之 一 . 计 有 相交 、 相 切 或 相 离 三 种 位 置 
KA. 两 小 圆 相 交 时 有 且 只 有 两 个 公共 点 . 两 小 圆 相 
切 时 有 且 只 有 一 个 公共 点 ,这 个 惟一 的 公共 点 称 为 
切 点 . 相 切 分 两 种 情形 : 除 切 点 外 ,一 个 小 圆 的 其 余 
点 均 在 另 一 个 小 圆 的 内 部 (参见 "球面 小 圆 的 内 部 ”) 
时 称 为 肉 切 ,其 余 点 在 另 一 个 小 圆 的 外 部 时 称 为 外 
切 . 两 小 圆 相 离 时 无 公共 点 . 相 离 也 分 两 种 情形 :其 
中 一 个 小 圆 的 所 有 点 均 在 男 一 个 小 圆 的 内 部 时 称 为 
内 离 ,所 有 点 在 另 一 个 小 圆 的 外 部 时 称 为 外 离 . 设 两 
小 圆 的 近 极 间 的 球面 距离 为 dg, 球面 半径 分 别 为 ~， 
r'. 两 圆 的 位 置 关 系 可 由 下 列 二 式 的 等 或 不 等 来 确 
x2: |r—r' |Sd,dSrtr'. 当 两 式 都 取 小 于 号 时 两 圆 
相交 , 当 第 一 式 取 等 号 时 两 圆 内 切 , 当 第 二 式 取 等 号 
时 两 圆 外 切 , 当 第 一 式 取 大 于 号 时 两 圆 内 离 , 当 第 二 
式 取 大 于 号 时 两 圆 外 离 . 如果 两 小 圆 任 取 一 极 , 仍 设 
此 二 极 的 球面 距离 为 4d, 相 应 的 球面 半径 为 ,~ ,并 
用 g 3 — 28 BR BC [B MK, UPB i BK A UT 
HR Sl] = SR) BAS SR Es |p —r! | <d,d<r+ 
~ dtrtr'<4q. 当 三 式 都 取 小 于 号 时 两 圆 相交 ，, 24 
其 中 至 少 有 一 式 取 等 号 时 两 圆 相 切 , 当 其 中 至 少 有 
一 式 不 成 立 ( 即 只 有 取 大 于 号 才 成 立 ) 时 两 圆 相 离 . 

两 球面 小 圆 相 交 (intersection between two sp- 
herical small circle) 见 “ 两 球面 小 圆 间 的 位 置 关 
A”. 

两 球面 小 圆 相 离 (separation between two sp- 
herical small circle)” 见 “两 球面 小 圆 间 的 位 置 关 
系 ”. 

两 球面 小 圆 内 离 (interior separation between 
two spherical small circles) 见 “ 两 球面 小 圆 间 的 
位 置 关 系 ”. 

两 球面 小 圆 外 离 (exterior separation between 
two spherical small circles) 见 “ 两 球面 小 圆 间 的 
ALB XS 

两 球面 小 圆 相 切 (contact between two spheri- 
cal small circles) 见 “ 两 球面 小 圆 间 的 位 置 关 系 ” 

两 球面 小 圆 内 切 (interior contact between two 
spherical small circles) 见 “ 两 球面 小 圆 间 的 位 置 
KR”. 

两 球面 小 圆 外 切 (exterior contact between two 
见 “ 两 球面 小 圆 间 的 位 置 


spherical small circles) 


KR”. 

Xk TH fA (spherical angle) 一 种 特殊 的 球面 图 
JE. 指 由 球面 上 一 点 和 以 此 点 为 公共 端点 的 两 条 大 
圆 弧 所 构成 的 球面 图 形 . 公共 端点 称 为 该 球面 角 的 
顶点 ,两 条 大 圆 弧 称 为 该 球面 ， A 
角 的 边 . 奉 球 面 角 的 顶点 是 | 
4, 它 的 两 条 边 分 别 通过 点 
B,C( 如 图 ), 则 该 球面 角 可 以 
WX BAC 或 人 C4B. 球面 
角 的 度量 有 以 下 三 种 方法 : 

1. 用 由 平面 AOC 和 
AOB 所 构成 的 二 面 角 来 度量 . 

2. 用 以 球面 角 顶 点 为 极 的 大 圆 , 被 该 球面 角 截 
得 的 大 圆 弧 BC 之 长 来 度量 . 

3. 用 过 顶点 的 两 条 边 的 切线 所 夹 的 角 ( 平 面 角 ) 
ZDAE S BE RR. 

球面 角 也 可 以 定义 锐角 直角 或 钝 角 . 小 于 /2 
的 球面 角 称 为 锐 球面 角 , 等 于 /2 的 球面 角 称 为 直 
球面 角 ,大 于 /2 的 球面 角 称 为 钝 球面 角 . 

球面 角 的 顶点 (vertex of spherical angle) 见 
“球面 角 ”. 

球面 角 的 边 (side of spherical angle) 
fa”. 

$i EK IH] ffi (acute spherical angle) 
f". 

BOK @ f (right spherical angle) 
f". 

$i Bk B FA (obtuse spherical angle) 
f". 

XT LER m A (vertical spherical angle) 球面 几 
何 的 基本 概念 之 一 . 指 具 有 公共 顶点, 且 其 中 一 个 角 
的 两 边 分 别 是 另 一 个 角 的 两 边 ( 在 所 在 大 圆 上 ) 的 反 
向 延伸 线 的 两 个 球面 角 . 

邻接 球面 角 (adjacent spherical angle) 球面 
几何 的 基本 概念 之 一 . 指 具 有 公共 的 顶点 和 一 条 公 
共 边 、 另 两 条 边 分 居于 公共 边 两 侧 的 两 个 球面 角 . 特 
别 , 当 后 两 条 边 处 于 同一 个 大 圆 上 时 ,这 两 个 邻接 球 
面 角 称 为 邻 补 球面 角 . | 

$8 4h Ek m ffi (adjacent supplement spherical an- 
gle)” 见 “邻接 球面 角 ”. 

有 向 球面 角 (oriented spherical angle) 亦 称 
定向 球面 角 . 球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 即 规定 了 始 
边 和 终 边 的 球面 角 . 同一 球面 上 的 所 有 有 回 球 面 角 
可 按 下 列 方式 分 为 两 类 . 设想 观察 者 站 在 有 向 球面 
角 的 项 点 处 (人 在 球 外 ) 观 察 该 有 向 球面 角 . 这 时 必 
可 发 现下 列 两 种 情况 之 一 : 

1. 从 始 边 出 发 扫 过 角 的 内 部 旋转 到 终 边 的 旋转 
Fy [8] de ANY Ft AY. 


JL" ER T 
见 “ 球 面 
见 “ 球 面 


见 “ 球 面 
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rk mM JL fa 


2. 从 始 边 出 发 扫 过 角 的 内 部 旋转 到 终 边 的 旋转 
方向 是 顺 时 针 的 . 

通常 规定 逆 时 针 方 向 是 正方 向 , 顺 时 针 方 向 是 
负 方 向 ,上 述 第 一 种 有 疝 球面 角 称 为 正 向 球面 角 , 第 
二 种 有 向 球面 角 称 为 负 向 球面 角 . 对 两 个 有 向 球面 
A SENN T] FRI Fe] CBI 7 3E T6] A DW 
称 它们 是 同 向 球面 角 ; 否 则 , 称 它们 为 反 向 球面 角 . 

正 向 球面 角 (positively directed spherical an- 
gle) 亦 称 正定 问 球 面 角 . AL" A RA”. 

负 向 球面 角 (negatively directed spherical an- 
gle) ” 亦 称 负 定 向 球面 角 . 见 “ 有 向 球面 角 ”. 

同 向 球面 角 (spherical angle of same direction) 
见 “ 有 向 球面 角 ” 

反 向 球面 角 (spherical angle of appositive di- 
rection) 见 “ 有 回 球面 角 ”. 

球面 二 角形 (spherical lune)  ZRER H JE ak XR 
JE. 一 种 特殊 的 球面 图 形 .球面 上 两 个 对 径 点 和 以 这 
两 点 为 端点 的 两 个 半 大 圆 所 围 成 的 球面 图 形 称 为 球 
面 二 角形 . 构成 球面 二 角形 的 两 个 半 大 圆 称 为 它 的 
边 ,两 个 对 径 点 称 为 它 的 顶点 ,一 个 项 点 和 两 条 边 所 
构成 的 球面 角 称 为 它 的 角 . 球面 二 角形 也 可 以 看 做 
是 半圆 周 绕 直 径 旋 转 茶 一 角度 a 所 成 的 旋转 面 . 球 
面 二 角形 的 大 小 可 以 用 其 角 的 大 小 来 表征 . 其 角 是 
锐角 的 球面 二 角形 称 为 锐 球面 二 角形 ;其 角 是 直角 
的 球面 二 角形 称 为 直 球 面 二 角形 ;其 角 是 钝 角 的 球 
面 二 角形 称 为 钝 球面 二 角形 ;其 角 是 优 角 (大 于 
180°, 小 于 360") 的 球面 二 角形 称 为 优 球面 二 角形 ， 

月 形 (lunar) 即 “ 球 面 二 角形 ”与 平面 的 月 形 
两 者 同名 ,但 分 别 是 球面 图 形 和 平面 图 形 ( 参 见 本 卷 
《平面 几何 ) 同 名 条 ). 

RH dunar) BRM AE”. 

球面 二 角形 的 顶点 (vertex of spherical lune) 
见 “ 球 面 二 角形 ”. 

球面 二 角形 的 边 (side of spherical lune) J 
“球面 二 角形 ” 

球面 二 角形 的 角 (angle of spherical lune) — Jl 
“球面 二 角形 ” 

球面 二 角形 的 赤道 带 (equatorial zone of a 
spherical lune) 球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 连结 
球面 二 角形 两 边 中 点 且 与 该 球面 二 角形 的 角 具 有 相 
同 度量 的 大 圆 绝 . 即 是 以 球面 二 角形 顶点 为 极 的 大 
到 上 ,来 在 球面 二 角形 两 边 之 间 的 那 段 大 同 弧 . ABR 
半径 为 R, 球 面 二 角形 的 角 的 弧度 为 a, 则 球面 二 角 
形 赤 道 带 长 Ra, 当 R==1 时 ,赤道 带 长 为 a. 

球面 二 角形 对 应 的 二 面 角 (dihedral angle cor- 
responding to a spherical lune) 与 给 定 球 面 二 角 
形 有 着 某 种 特定 关系 的 二 面 角 , 即 以 球面 二 角形 两 
顶点 所 在 的 直线 为 棱 .球面 二 角形 两 边 所 在 的 半 平 
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面 为 面 的 二 面 角 . 

有 向 球面 二 角形 (directed spherical lune) 一 
种 球面 二 角形 . 指 规定 了 始 边 和 终 边 的 球面 二 角形 . 

正 向 球面 二 角形 (positively directed spherical 
lune) 有 向 球面 二 角形 中 的 一 类 . 对 有 向 球面 二 角 
形 两 顶点 所 在 的 直线 指定 一 个 正方 向 ,设想 一 观察 
者 站 在 球面 二 角形 的 一 个 顶点 处 (其 从 脚 到 头 的 方 
向 和 上 述 指定 的 正方 向 一 致 ) ,观察 该 球面 二 角形 从 
始 边 出 发 经 球面 二 角形 的 内 部 到 终 边 的 旋转 方向 . 
这 有 两 种 可 能 的 情形 : 

1. 旋转 方向 是 逆 时 针 的 . 

2. 旋转 方向 是 顺 时 针 的 . 

如 果 规 定 逆 时 针 方 向 为 正 向 , 顺 时 针 方向 为 负 
[8] , 则 凡 从 始 边 到 终 边 的 旋转 方向 是 逆 时 针 的 球面 
二 角形 , 称 为 正 向 球面 二 角形 ;否则 ,就 称 其 为 负 癌 
球面 二 角形 . 

fA [B] EK [Hl — fA JÉ (negatively directed spherical 
lune) JL“IEMERM AR”. 

球面 二 角形 的 面积 (area of a spherical lune) 
刻画 球面 二 角形 大 小 的 一 个 数 . 指 球 面 上 两 个 对 径 
点 和 以 这 两 点 为 端点 的 两 个 半 大 圆 所 围 成 的 球面 图 
形 的 面积 . 其 计算 公式 为 S$ 二 2aR’, 式 中 R 是 球 的 半 
42,0 是 球面 二 角形 的 角 的 弧度 数 . 

全 等 球面 二 角形 (congruent spherical lune) 
两 球面 二 角形 的 一 种 等 价 关 系 . 指 能 运用 球面 上 的 
移 置 使 之 彼此 重合 的 两 个 球面 二 角形 . 在 同一 球面 
上 , 当 两 个 球面 二 角形 的 角 相 等 时 ,它们 是 全 等 的 . 

球面 三 角形 (spherical triangle) 球面 几何 的 
基本 概念 之 一 .球面 上 不 在 同一 大 圆 上 的 三 点 4， 
B,C 以 及 大 圆 劣 弧 AB,BC,CA 所 围 成 的 球面 图 形 
Cin E. 记 为 “球面 三 角形 4BC” 其 中 ,点 4,B,C 称 
K VA EK A — AAT, KAZ WM AB,BC,CA 称 
为 该 球面 三 角形 的 边 ,球面 角 人 ABC, ZBCA, 
ZCAB 称 为 该 球面 三 角 
形 的 角 ( 有 时 亦 称 为 球面 
三 角形 的 内 角 ). 球 面 三 角 
形 是 最 简单 的 球面 多 边 
形 . 在 球面 三 角形 定义 中 ， 
有 时 并 不 限制 各 边 均 是 大 
圆 劣 弧 ,这 样 定 义 的 球面 
三 角形 , 称 为 普遍 球面 三 
角形 或 默 比 乌 斯 三 角形 ;而 对 于 各 边 均 是 大 圆 劣 弧 
的 球面 三 角形 , 则 称 为 欧 拉 球面 三 角形 . 

球面 三 角形 的 顶点 (vertex of spherical trian- 
gle) 见 “ 球 面 三 角形 ”. 

球面 三 角形 的 边 (sides of spherical triangle) 
见 “ 球 面 三 角形 ”. 


球面 三 角形 的 角 (angles of spherical triangle) 
见 “ 球 面 三 角形 ”. 

普遍 球面 三 角形 (generalized spherical trian- 
gle) ” 见 “ 球 面 三 角形 ”. 

欧 拉 球面 三 角形 (Euler spherical triangle) Jil 
“球面 三 角形 ” 

默 比 乌 斯 球面 三 角形 (Mobius spherical trian- 
gle) ” 见 “ 球 面 三 角形 ”. 

球面 三 角形 的 基本 元 素 (fundamental elements 
of a spherical triangle) 组 成 球面 三 角形 的 元 素 . 
球面 三 角形 的 三 条 边 和 三 个 角 的 统称 . 

默 比 马 斯 - 施 图 迪 球 面 三 角形 (Mobius-Study 
spherical triangle) 一 类 特殊 的 球面 三 角形 . 指 三 
边 中 至 少 有 一 条 边 大 于 半 大 圆 的 球面 三 角形 . 

球面 三 角形 的 内 角 (interior angle of a sphe- 
rical triangle) 球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 由 球面 
三 角形 的 两 条 相 邻 边 所 确定 的 球面 角 . 一 个 球面 三 
角形 有 三 个 内 角 ,它们 之 和 大 于 m. 

球面 三 角形 的 外 角 (exterior angle of a sphe- 
rical triangle) 球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 球面 
三 角形 的 任意 一 个 内 角 的 邻 补 角 . 一 个 球面 三 角形 
共有 六 个 外 和 角 ， 

球面 三 角形 的 内 角 平 分 线 (interior bisector of 
aspherical triangle) 研究 球面 三 角形 性 质 的 重要 
元 素 .通常 指 平分 球面 三 角形 内 角 的 一 段 大 圆 弧 . 它 
以 内 角 的 顶点 和 所 在 大 圆 与 该 角 对 边 的 交点 为 端 
点 , 且 位 于 球面 三 角形 的 内 部 . 一 个 球面 三 角形 有 三 
条 内 角 平 分 线 , 它 们 相交 于 一 点 .有 了 时 ,也 可 把 内 角 
平分 线 理解 为 平分 球面 三 角形 内 角 的 整个 大 圆 . 

球面 三 角形 的 外 角 平 分 线 (exterior bisector of 
aspherical triangle) 研究 球面 三 角形 性 质 的 重要 
元 素 . 指 平分 球面 三 角形 的 一 个 外 角 的 球面 大 圆 绝 . 
一 个 球面 三 角形 有 三 条 外 角 平 分 线 . 

球面 三 角形 的 内 中 线 (interior median of a 
spherical triangle) 研究 球面 三 角形 性 质 的 重要 元 
素 . 通常 指 以 球面 三 角形 的 项 点 和 对 边 中 点 为 端点 ， 
且 位 于 该 球面 三 角形 内 部 的 大 圆 弧 . 一 个 球面 三 角 
形 有 三 条 内 中 线 , 它 们 相交 于 一 点 .有 时 ,球面 三 角 
形 的 内 中 线 也 可 理解 为 通过 该 球面 三 角形 的 项 点 及 
其 对 边 中 点 的 大 圆 . 

球面 三 角形 的 外 中 线 (exterior median of a 
spherical triangle) 研究 球面 三 角形 性 质 的 重要 元 
素 . 指 过 球面 三 角形 的 一 个 顶点 及 对 边 的 补 大 圆 弧 
之 中 点 的 大 圆 . 一 个 球面 三 角形 有 三 条 外 中 线 . 

球面 三 角形 的 高 线 (altitude of a spherical tri- 
angle) 研究 球面 三 角形 性 质 的 重要 元 素 . 过 球面 
三 角形 的 一 个 顶点 作 与 其 对 边 垂 直 的 大 圆 , 交 对 边 
或 其 延长 线 于 一 点 ,在 所 作 大 圆 上 ,以 此 交点 和 球面 


三 角形 的 顶点 为 端点 且 小 于 一 象限 的 那 段 大 圆 弧 ， 
称 为 球面 三 角形 在 这 条 边 上 的 高 .三 个 内 角 不 全 是 
直角 的 球面 三 角形 有 三 条 高 线 ,它们 所 在 的 大 圆 交 
于 两 个 对 径 点 . 若 某 边 的 两 个 邻 角 都 是 锐角 或 都 是 
Sif , 则 取 居 于 球面 三 角形 内 部 的 弧 为 高 线 ; 者 某 边 
的 两 邻 角 为 一 锐角 和 一 钝 角 , 则 取 小 于 一 象限 的 绝 
为 高 线 ; 若 某 边 的 两 邻 角 中 仅 有 一 个 是 直角 , 则 取 两 
垂 边 之 一 为 高 线 . 不 共 直 径 的 三 个 大 圆 分 球面 成 八 
个 球面 三 角形 , 若 其 中 一 个 三 角形 的 三 内 角 不 全 是 
直角 , 则 这 八 个 三 角形 的 三 高 线 ( 所 在 大 圆 ) 的 交点 
有 且 仅 有 两 个 ,它们 是 对 径 点 . 

球面 三 角形 的 外 接 圆 (circumcircle of a sphe- 
rical triangle) 球面 三 角形 与 圆 的 一 种 重要 关系 . 
指 经 过 球面 三 角形 三 个 顶点 的 球面 小 圆 . 球面 三 角 
形 的 外 接 圆 的 球面 中 心 称 为 球面 三 角形 的 外 心 . 它 
是 球面 三 角形 各 边 的 垂直 平分 线 ( 垂 直 且 平分 各 边 
的 大 圆 ) 的 交点 . 

球面 三 角形 的 外 心 (circumcenter of a spherical 
triangle) 见 “ 球 面 三 角形 的 外 接 圆 ” 

球面 三 角形 的 内 切 圆 (inscribed circle of a 
spherical triangle) 球面 三 角形 与 圆 的 一 种 重要 关 
系 . 指 在 球面 三 角形 的 内 部 且 与 球面 三 角形 的 各 边 
都 相 切 的 球面 小 圆 . 球面 三 角形 的 内 切 圆 的 球面 中 
心 ( 即 内 切 圆 的 近 极 ) 称 为 球面 三 角形 的 内 心 . 它 是 
球面 三 角形 各 内 角 平 分 线 的 交点 . 

球面 三 角形 的 内 心 Cincenter of a spherical tri- 
angle) 见 “ 球 面 三 角形 的 内 切 圆 ”， 

球面 三 角形 的 旁 切 圆 (escribed circle of a 
spherical triangle) 球面 三 角形 与 圆 的 一 种 重要 关 
A. 指 和 球面 三 角形 的 一 边 及 其 余 两 边 的 延长 线 相 
切 的 球面 小 圆 . 球面 三 角形 旁 切 圆 的 球面 中 心 称 为 
球面 三 角形 的 旁 心 . 一 个 球面 三 角形 有 三 个 旁 切 圆 ， 
它们 分 别 是 三 个 旁 邻 球面 三 角形 的 内 切 圆 ， 

球面 三 角形 的 旁 心 (excenter of a spherical tri- 
angle) WMR EZAKI Al”. 

等 腰 球 面 三 角形 (isosceles spherical triangle) 
球面 三 角形 的 一 种 . 指 有 两 条 边 相 等 的 球面 三 角形 . 
在 等 腰 球 面 三 角形 中 ,等 边 所 对 的 角 相 等 . 

等 边 球面 三 角形 (equilateral spherical trian- 
gle) ” 亦 称 正 球面 三 角形 .球面 三 角形 的 一 种 . 指 三 
条 边 都 相等 的 球面 三 角形 . 

正 球面 三 角形 (regular spherical triangle) BẸ 
“等 边 球面 三 角形 ” 

直角 球面 三 角形 (right spherical triangle) $R 
面 三 角形 的 一 种 . 即 只 有 一 个 内 角 是 直角 的 球面 三 
角形 . 其 直角 的 对 边 称 为 斜 边 ,其 余 两 边 称 为 直角 边 
RW. 在 球面 三 角形 的 三 个 角 中 ,可 以 有 一 个 、 两 
个 或 三 个 直角 .含有 三 个 直角 的 球面 三 角形 称 为 三 
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直角 球面 三 角形 , 它 的 各 
边缘 为 一 象限 (如 图 中 的 
球面 三 角形 ABC). 故 又 
称 象 限 球面 三 角形 . 含有 
两 个 直角 的 球面 三 角形 称 
为 二 直角 球面 三 角形 ,其 
直角 的 对 边缘 为 一 象限 ， 
而 第 三 边 与 第 三 角 的 弧度 数 相同 . 所 以 ,含有 两 个 或 
三 个 直角 的 球面 三 角形 ,其 边 角 关 系 都 是 确定 的 ,不 
必 再 去 研究 它 的 解法 . 正 因 如 此 ,在 通常 情况 下 , 特 
别 是 在 解 球面 三 角形 时 , 遇 到 的 直角 球面 三 角形 通 
常 指 只 有 一 个 内 角 是 直角 的 球面 三 角形 .但 有 的 书 
上 也 将 直角 球面 三 角形 定义 为 :至 少 有 一 个 角 是 直 
角 的 球面 三 角形 . 

二 直角 球面 三 角形 (birectangular spherical tri- 
angle) 即 有 两 个 内 角 是 直角 的 球面 三 角形 (参见 
“直角 球面 三 角形 ”). 

三 直角 球面 三 角形 (trirectangular spherical 
triangle) 亦 称 象限 球面 三 角形 . 指 三 个 内 角 均 为 
直角 的 球面 三 角形 (参见 "直角 球面 三 角形 ”). 

象限 球面 三 角形 (quadrantal spherical trian- 
gle) ” 即 “ 三 直角 球面 三 角形 . 

斜 角 球面 三 角形 (Coblique angled spherical tri- 
angle) 球面 三 角形 的 一 种 . 指 三 个 内 角 都 不 是 直 
角 的 球面 三 角形 . 三 个 内 角 都 是 锐角 的 斜 角球 面 三 
角形 , 称 为 锐角 球面 三 角形 ;至 少 有 一 个 内 角 是 钝 角 
的 斜 角 球面 三 角形 , 称 为 钝 角球 面 三 角形 . 

锐角 球面 三 角形 (acute angled spherical trian- 
gle) JU“ RRM =A”. 

钝 角球 面 三 角形 (obtuse angled spherical tri- 
angle) 上 见 “ 斜 角球 面 三 角形 ” 

直 边 球面 三 角形 (right-sided spherical trian- 
gle) 球面 三 角形 的 一 种 . 即 有 一 边 长 为 一 象限 的 
球面 三 角形 . 

初等 球面 三 角形 (elementary spherical trian- 
gle) 一 类 特殊 的 球面 三 角形 . 是 与 球 半径 相 比 三 
条 边 均 很 小 ,或 者 其 中 一 边 及 其 对 角 均 很 小 的 球面 
三 角形 的 统称 . 

有 向 球面 三 角形 (directed spherical triangle) 
亦 称 定向 球面 三 角形 ,球面 三 角形 的 一 种 . 指 规定 了 
三 个 顶点 顺序 的 球面 三 角形 . 有 向 球面 三 角形 三 个 
顶点 的 顺序 ,规定 了 球面 三 角形 三 条 边 的 环行 方向 . 
这 种 环行 方向 有 逆 时 针 和 顺 时 针 两 种 (如 图 ). 通常 
取 逆 时 针 方 向 为 正 向 . 顶点 顺序 为 正 向 的 有 向 球面 
三 角形 称 为 正 向 球面 三 角形 或 正定 向 球面 三 角形 ; 
否则 , 称 为 负 向 球面 三 角形 或 负 定 向 球面 三 角形 . 两 
个 有 向 球面 三 角形 在 定向 相同 时 称 为 同 向 球面 三 角 
形 , 定 向 相反 时 称 为 反 向 球面 三 角形 .有 癌 球 面 三角 

280 


图 1 图 2 
形 的 三 个 内 角 自 然而 成 为 定向 协 合 的 有 向 角 . 

定向 球面 三 角形 (directed spherical triangle) 
Bp 8 [a] BR = FAT”. 

正 向 球面 三 角形 (positively directed spherical 
triangle) 见 “ 有 疝 球 面 三 角形 ”. 

负 向 球面 三 角形 (negatively directed spherical 
triangle) 见 “ 有 回 球 面 三 角形 ” 

同 向 球面 三 角形 (spherical triangle of same di- 
rection) W“ m] Ek rfi — f8JE ". 

E E) EK E = f87É (spherical triangle of opposi- 
tive direction) W“A Im] ER Tfi — f87E ". 

旁 邻 球面 三 角形 (adjacent spherical triangle) 
一 种 特殊 的 球面 三 角形 . 指 给 定 球面 三 角形 的 两 个 
顶点 和 第 三 个 顶点 的 对 径 点 所 构成 的 球面 三 角形 . 
一 个 球面 三 角形 有 三 个 旁 邻 球面 三 角形 . 一 个 球面 
三 角形 和 它 的 三 个 劳 邻 球面 三 角形 合 称 为 联系 球面 
三 角形 ,而 原 球面 三 角形 则 称 为 基本 球面 三 角形 . 

联系 球面 三 角形 (associated spherical triangle) 
见 “ 旁 邻 球面 三 角形 ” 

基本 球面 三 角形 (fundamental spherical trian- 
gle) JL“ s# SB ER Hl = HE. 

Xİ Ò Sk A = f JÉ (oppositely central spherical 
triangle) 亦 称 对 顶 球 面 三 角形 . 两 个 位 置 相关 的 
球面 三 角形 . 指 三 个 顶点 分 别 互 为 对 径 点 的 两 个 球 
面 三 角形 . 对 心 球面 三 角形 关于 球 心 成 中 心 对 称 . 

对 顶 球 面 三 角形 《vertically opposite spherical 
triangle) 即 “ 对 心 球面 三 角形 ” 

对 称 球面 三 角形 (symmetrical spherical trian- 
gles) ”两 个 位 置 相 关 的 球面 三 角形 . 指 具 有 对 称 性 
质 的 两 个 球面 三 角形 . 对 称 球面 三 角形 分 两 种 类 型 

1. 关于 球 心 成 中 心 对 称 , 即 对 心 球面 三 角形 ( 参 
见 “ 对 心 球面 三 角形 ”). 

2. 关 于 某 大 圆 对 称 ( 在 空间 ,关于 过 球 心 的 平面 
对 称 ). 

此 时 ,两 球面 三 角形 的 对 应 元 素 相等 ,但 两 球面 
三 角形 的 定向 相反 . 

全 等 球面 三 角形 (congruent spherical trian- 
gles) 两 个 球面 三 角形 的 一 种 等 价 关 系 . 即 在 同 球 
面 或 等 球面 上 ,一 个 球面 三 角形 的 三 边 、 三 角 分 别 与 
另 一 个 球面 三 角形 的 三 边 、 三 角 对 应 相等 的 两 个 球 


面 三 角形 (参见 本 卷 ( 平 面 几 何 》 中 的 “图 形 的 全 
AE"). 全 等 球面 三 角形 可 分 为 两 类 : 

1. 定 向 相同 的 ( 称 为 本 质 相 等 的 球面 三 角形 或 
绝对 相等 的 球面 三 角形 ). 

2. 定向 相反 的 ( 称 为 镜像 相等 的 球面 三 角形 ). 
在 同 球面 或 等 球面 上 ,具备 下 列 条 件 之 一 的 两 个 球 
面 三 角形 全 等 : 

1) 两 角 及 其 夹 边 对 应 相等 . 

2) 两 边 及 其 夹 角 对 应 相等 . 

3) 两 角 及 其 中 一 角 的 对 边 对 应 相等 ,日 其 他 两 
角 的 对 边 都 小 于 一 象限 ,或 都 大 于 一 象限 . 

4) 两 边 及 其 中 一 边 的 对 角 对 应 相等 ,日 其 他 两 
边 的 对 角 均 为 锐角 ,或 均 为 钝 角 . 

5) 三 边 对 应 相等 ， 

6) 三 角 对 应 相等 . 

本 质 相 等 的 球面 三 角形 (essentially equal 
spherical triangles) 见 " 全 等 球面 三 角形 ”. 

绝对 相等 的 球面 三 角形 (absolutely equal 
spherical triangles) 见 “ 全 等 球面 三 角形 ”. 

镜像 相等 的 球面 三 角形 (mirror equal spherical 
triangles) 见 “ 全 等 球面 三 角形 ”. 

极 三 角形 (polar triangle) 亦 称 极 线 三 角形 或 
补 三 角形 .球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 如 有 果 球 面 三 角 
形 4 BC 与 球面 三 角形 ABC 有 如 下 关系 : 

1. A, B' ,C’4> 3 EX BC,CA,AB 的 极 . 

2. 9k AA’,BB' ,CC' 均 小 于 x72, 

则 称 球面 三 角形 4 BC AER 
面 三 角形 4BC 的 极 三 角形 . 
相应 地 , 称 球面 三 角形 ABC 
为 原 球 面 三 角形 . 

极 三 角形 有 以 下 性质 : 

1. 原 球 面 三 角形 与 极 球 
面 三 角形 的 关系 是 相互 对 偶 
的 , 即 原 三 角形 的 各 顶点 是 极 三 角形 各 边 的 极 ; 极 三 
角形 的 各 顶点 是 原 三 角形 的 各 边 之 极 . 因此 ,球面 三 
角形 是 其 极 三 角形 的 极 三 角形 . 

2. 原 球面 三 角形 的 角 ( 边 ) 与 其 极 三 角形 的 对 应 
边 ( 角 ) 互 补 . 

3. 车 原 球面 三 角形 所 有 的 边 都 小 于 x/2, 则 极 
三 角形 在 原 三 角形 的 外 部 ; 吞 原 球 面 三 角形 的 所 有 
边 都 大 于 r/2, 则 极 三 角形 在 原 三 角形 的 内 部 ;和 若 原 
球面 三 角形 有 一 边 或 两 边 大 于 r/2, 而 其 余 边 小 于 
nx/2, 则 极 三 角形 与 原 三 角形 相交 . 

极 线 三 角形 (polar triangle) 

补 三 角形 (supplemental triangle) 


! CC' 


即 “ 极 三 角形 ”. 

即 “ 极 三 角 
x". 
球面 三 角形 的 球面 角 熏 (spherical excess of a 
亦 称 球面 三 角形 的 球面 角 超 或 


spherical triangle) 


球面 三 角形 的 球面 剩余 .球面 三 角形 的 基本 概念 . 指 
球面 三 角形 的 内 角 之 和 与 平面 三 角形 的 内 角 之 和 的 
差 . 球面 角 盈 一 般 用 s 表示 . 对 于 球面 三 角形 ABC, 
FPR MAA e= A+B+C—n. 

球面 三 角形 的 球面 角 超 (spherical excess of a 
spherical triangle) — B[^XKrmü — f8JE B EK Tli £8 AL". 

球面 三 角形 的 球面 剩余 (spherical excess of a 
spherical triangle) 即 “ 球 面 三 角形 的 球面 角 登 ” 

球面 三 角形 的 面积 (area of a spherical trian- 
gle) 球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 刻 画 球面 三 角 
形 大 小 的 数 .球面 三 角形 的 面积 可 用 下 述 公 式 计 算 
S=eR’ AP R 为 球 半 径 ,e 为 球面 三 角形 的 球面 角 
熏 ( 以 弧度 为 单位 ). 假设 球 半 径 取 单位 长 度 , 则 球面 
三 角形 的 面积 等 于 球面 角 人 盘 . 在 同 球 或 等 球 上 ,两 个 
球面 三 角形 的 面积 之 比 等 于 其 球面 角 僵 之 比 . 

球面 折线 (spherical broken line) 一 种 特殊 的 
球面 图 形 . 球面 上 每 相 邻 三 点 不 在 同一 大 圆 上 的 有 
限 多 个 点 4,B,C,… 天 ,了 以 及 劣 大 圆 弧 (在 相 邻 
两 点 是 对 径 时 是 任 一 半 大 圆 弧 )4B,BC,… KL 的 
全 体 称 为 球面 折线 4BC… 天 工 , 其 中 点 4 和 工 称 为 
球面 折线 的 端点 ,点 B,C,…, 开 称 为 球面 折线 的 顶 
点 . KAM AB, BC, KL 称 为 球面 折线 的 边 或 
TB. 两 个 端点 重合 的 球面 折线 , 称 为 封闭 球面 折线 . 

球面 折线 的 端点 (end point of spherical broken 
line)” 见 “球面 折线 ”. 

球面 折线 的 顶点 (vertex of spherical broken 
line) JL“ MIA”. 

球面 折线 的 边 (side of spherical broken line) 
见 “ 球 面 折 线 ” 

球面 折线 的 锁 线 (chained line of a spherical 
broken line) 球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 连结 到 
面 折 线 的 两 个 端点 的 大 加 弧 ( 当 两 个 端点 是 对 径 点 
时 是 任 一 半 大 圆 弧 ). 

封闭 球面 折线 (closed spherical broken line) 
球面 折线 的 一 种 . 指 两 个 端点 重合 的 球面 折线 .封闭 
球面 折线 围 成 球面 多 边 形 . 

简单 球面 折线 (simple spherical broken line) 
球面 折线 的 一 种 . 指 满足 下 述 条 件 的 球面 折线 : 

1. 除 顶点 外 ,任意 两 边 都 没有 其 他 公共 点 ， 

2. 相 邻 两 边 的 公共 端点 以 及 折线 的 两 个 端点 都 
不 在 其 他 边 上 . 

凸 球面 折线 (convex spherical broken line) 
一 种 简单 球面 折线 . 即 对 折线 任 一 边 所 在 大 圆 来 说 ， 
其 余 各 边 都 在 同一 半球 内 的 简单 球面 折线 . 不 是 凸 
球面 折线 的 简单 球面 折线 称 为 四 球面 折线 . 

四 球面 折线 (concave spherical broken line) 
见 “ 凸 球面 折线 ”. 

外 包围 球面 折线 (exterior envelopment spheri- 
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cal broken line) 亦 称 环抱 
球面 折线 . 球面 折线 的 一 种 . 
两 条 有 公共 端点 的 简单 球面 
条 折线 及 其 锁 线 所 构成 的 简 
单 球面 多 边 形 的 内 部 , 则 第 二 
条 折线 称 为 第 一 条 折线 的 外 包围 球面 折线 ,第 一 条 
折线 称 为 被 包围 球面 折线 . 如 图 ,球面 折线 ABCDE 
是 球面 折线 AFGE 的 外 包围 球面 折线 . 

环抱 球面 折线 (exterior envelopment spherical 
broken line) ” 即 “ 外 包围 球面 折线 ”. 

被 包围 球面 折线 (exterior envelopment sphe- 
rical broken line) 见 “ 外 包围 球面 折线 ” 

正 球 面 折 线 (regular spherical broken line) 
球面 折线 的 一 种 . 正 球面 折线 是 满足 如 下 条 件 的 球 
面 折 线 : 

1. 各 边 相 等 . 

2. 相 邻 两 边 所 夹 的 球面 角 均 相等 . 

3. 相 邻 三 边 中 , 首 、 末 两 条 边 位 于 中 间 边 所 在 大 
圆 的 同 侧 . 

球面 多 边 形 (spherical polygon) 一 种 特殊 的 
球面 图 形 .在 球面 上 依次 给 出 有 限 个 点 4 Aros 
A, (n> 2) , i PAA — BABAK A. KAKA X 
EN AAs As As tt ALAS 将 它们 连结 ,所 围 成 的 球 
面 图 形 ( 在 相 邻 两 点 是 对 径 点 时 是 任 一 半 大 圆 弧 ) 称 
为 球面 多 边 形 . 球面 多 边 形 就 是 封闭 的 球面 折线 . 在 
球面 多 边 形 中 ,各 劣 大 圆 弧 称 为 球面 多 边 形 的 边 ; 相 
邻 两 边 的 公共 端点 称 为 球面 多 边 形 的 顶点 ;以 相 邻 
两 边 的 公共 端点 ( 即 球面 多 边 形 的 顶点 ) 为 项 点 、 相 
邻 两 边 所 在 大 圆 跌 为 边 的 球面 角 称 为 球面 多 边 形 的 
角 . 具有 三 条 边 的 球面 多 边 形 称 为 球面 三 角形 ;具有 
n(n 之 3) 条 边 的 球面 多 边 形 称 为 球面 边 形 . 

球面 多 边 形 的 边 (side of spherical polygon) 
见 “ 球 面 多 边 形 ”. 

球面 多 边 形 的 顶点 (vertex of spherical poly- 
gon)” 见 “球面 多 边 形 ” 

球面 多 边 形 的 角 (angle of spherical polygon) 
见 “ 球 面 多 边 形 ”. 

球面 n 边 形 (spherical n-sided polygon) J 
“Ek A UI”. 

简单 球面 多 边 形 (simple spherical polygon) 
球面 多 边 形 的 一 种 . 指 由 封闭 的 简单 球面 折线 所 围 
成 的 球面 多 边 形 . 如 果 对 于 一 个 简单 球面 多 边 形 的 
每 一 边 所 在 的 大 圆 而 言 , 其 余 各 边 都 位 于 以 该 大 圆 
为 界 的 同一 半球 面 内 , 则 该 简单 球面 多 边 形 称 为 凸 
球面 多 边 形 ;否则 , 称 为 止 球面 多 边 形 . 对 于 四 球面 
多 边 形 可 以 通过 添加 适当 大 圆 绝 化 为 凸 球 面 多 边 形 
来 研究 . 凸 球面 多 边 形 的 周 长 小 于 大 圆 的 周 长 . 以 简 
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单 球面 多 边 形 的 两 个 不 相 邻 的 顶点 为 端点 的 大 圆 弧 
称 为 该 简单 球面 多 边 形 的 对 角 线 . 

凸 球面 多 边 形 (convex spherical polygon) 见 
“简单 球面 多 边 形 ”. 

[V] EK  & ih Fe (concave spherical polygon) 
见 “ 简 单 球面 多 边 形 ”. 

简单 球面 多 边 形 的 对 角 线 (diagonal of simple 
spherical polygon) 见 “ 简 单 球面 多 边 形 ” 

pk Ri spherical domain) 简称 球面 域 . 一 
类 特殊 的 球面 点 集 . 奢 一 球面 图 形 F 将 球面 上 所 有 
不 属于 FF 的 点 分 为 具有 下 列 性 质 的 A.B 两 类 , 则 
A.B 两 类 点 各 自 所 组 成 的 点 集 分 别称 为 球面 区 域 . 

1. 同类 中 的 任意 两 点 ,都 能 用 一 条 与 无 公共 
点 的 球面 折线 连结 起 来 . 

2. 不 同类 的 任何 两 点 ,不 能 用 一 条 与 无 公共 
点 的 球面 折线 连结 起 来 . 

例如 ,球面 大 圆 把 球面 分 成 的 两 个 半球 面 都 是 
球面 区 域 ,两 个 相交 的 大 圆 把 球面 分 成 四 个 区 域 . 

k ME (spherical domain) 球面 区 域 的 简称 . 

简单 球面 多 边 形 的 内 部 (interior of a simple 
spherical polygon) 球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 即 
由 简单 球面 多 边 形 确定 的 一 个 区 域 . 构成 简单 球面 
多 边 形 的 封闭 简单 球面 折线 划分 球面 为 两 个 区 域 ， 
若 其 中 一 个 区 域 称 为 简单 球面 多 边 形 的 内 部 , 则 男 
一 个 区 域 就 称 为 简单 球面 多 边 形 的 外 部 . SET S EK 
面 多 边 形 ,其 中 一 个 区 域 必 位 于 以 某 大 圆 a 为 界 的 
同一 半球 面 内 ,而 不 含 a 上 点 的 这 一 区 域 称 为 该 凸 
球面 多 边 形 的 内 部 , 另 一 区 域 称 为 凸 球面 多 边 形 的 
外 部 . 以 凸 球面 多 边 形 的 两 个 不 相 邻 的 顶点 为 端点 ， 
位 于 该 球面 多 边 形 内 部 的 大 圆 弧 , 称 为 凸 球面 多 边 
形 的 对 角 线 . o] TF IULER A WIE aR ER PEK 
域 为 它 的 内 部 , 则 另 一 区 域 为 它 的 外 部 ， 

简单 球面 多 边 形 的 外 部 (exterior of a simple 
spherical polygon) 见 “ 简 单 球面 多 边 形 的 内 部 ” 

四 球面 和 多边 形 的 内 部 (人 interior of a convex 
spherical polygon) 见 “ 简 单 球面 多 边 形 的 内 部 ”. 

凸 球面 和 多边形 的 外 部 (exterior of a convex 
spherical polygon) 见 “ 简 单 球 面 多 边 形 的 内 部 ” 

凸 球面 多 边 形 的 对 角 线 (diagonal of a convex 
spherical polygon) ” 见 “ 简 单 球面 多 边 形 的 内 部 ”. 

上 四 球面 多 边 形 的 内 部 (interior of a concave 
spherical polygon) 见 “ 简 单 球面 多 边 形 的 内 部 ” 

四 球面 和 多边形 的 外 部 (exterior of a concave 
spherical polygon) 见 “ 简 单 球面 多 边 形 的 内 部 ” 

凸 球面 多 边 形 的 内 和 角 (interior angle of a con- 
vex spherical polygon) 一 类 特殊 的 球面 角 . 即 以 
球面 多 边 形 的 顶点 为 顶点 , 相 邻 两 边 所 在 的 大 圆 弧 
为 边 , 且 使 得 连结 这 两 边 另 外 两 个 端点 的 大 圆 弧 位 


于 该 球面 多 边 形 内 部 的 球面 角 . 

凸 球面 多 边 形 的 外 角 (exterior angle of a con- 
vex spherical polygon) 一 类 特殊 的 球面 角 . 即 凸 
球面 多 边 形 内 角 的 邻 补 球面 角 ( 参 见 “ 凸 球面 多 边 形 
的 内 角 ”). 

Xk Il 2e id Fé AY EK Bf f8 B (spherical excess of a 
spherical polygon) 亦 称 球面 多 边 形 的 球面 角 超 或 
球面 多 边 形 的 球面 剩余 .球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 
这 里 的 球面 多 边 形 是 指 简单 球面 多 边 形 . 简单 球面 
多 边 形 的 内 角 和 与 同 边 数 的 平面 多 边 形 的 内 角 和 的 
差 称 为 该 球面 多 边 形 的 球面 角 僵 ,一 般 用 s 表 示 . X 
a,P，,Y,… ,AA 表示 球面 nn AÉ n> 22 B] e VfB B5 9 
度数 , 则 该 球面 n WIR ER A 

e= (a+ BHY ter +A) — (Cn — 2)». 

在 半径 为 长 度 单 位 的 球面 上 ,球面 多 边 形 的 球面 角 
熏 等 于 此 球面 多 边 形 的 面积 .在 这 种 情况 下 ,一 个 球 
面 多 边 形 以 它 的 球面 角 盘 为 度量 . 

球面 多 边 形 的 球面 角 超 (spherical excess of a 
spherical polygon) EN“ MI £ AJE RR EHAA”. 

球面 多 边 形 的 球面 剩余 (spherical excess of a 
spherical polygon) 即 “ 球 面 多 边 形 的 球面 角 僵 ”. 

简单 球面 多 边 形 的 面积 公式 (formula of the 
area of a simple spherical polygon) 球面 几何 的 基 
本 公式 之 一 . 简单 球面 多 边 形 的 面积 可 用 下 面 公式 
计算 ;:S=eR, 式 中 R 是 球 半径 ,e 是 球面 多 边 形 的 
球面 角 表 (以 弧度 为 单位 ). 当 R 取 为 长 度 单位 时 ， 
球面 多 边 形 的 面积 等 于 其 球面 角 僵 . 

正 球面 多 边 形 (regular spherical polygon) 球 
面 多 边 形 的 一 种 . 指 各 边 相 等 、 各 内 角 也 相等 的 简单 
球面 多 边 形 . 

球面 平行 四 边 形 (spherical parallelogram) — 
种 球面 四 边 形 . 指 两 组 对 边 分 别 相等 的 球面 四 边 形 . 

PK Æ JÉ spherical rhombus) 球面 四 边 形 的 
一 种 . 指 四 边 都 相等 的 球面 四 边 形 . 球面 萎 形 的 对 角 
线 互相 垂直 ， 

对 称 球面 多 边 形 (symmetrical spherical poly- 
gon) 具有 特殊 位 置 关系 的 两 个 球面 多 边 形 . AH 
中 一 个 球面 多 边 形 的 顶点 依次 是 另 一 个 球面 多 边 形 
的 顶点 的 对 径 点 , 则 这 两 个 球面 多 边 形 称 为 相互 中 
心 对 称 的 球面 多 边 形 . 关于 过 球 心 的 平面 镜像 对 称 
的 两 个 球面 多 边 形 , 称 为 相互 镜像 对 称 的 球面 多 边 
JE. 中 心 对 称 和 镜像 对 称 的 球面 多 边 形 统称 对 称 球 
面 多 边 形 . 

中 心 对 称 球面 多 边 形 (centrally symmetric 
spherical polygon)” 见 “对 称 球面 多 边 形 ”. 

镜像 对 称 球面 多 边 形 (mirror symmetrical 
spherical polygon)  BL'XpEREKIB Z XE. 

全 等 球面 图 形 (congruent spherical figures) 


xk Ff 图 X 


两 球面 图 形 的 一 种 等 价 关 系 . AAI F A FER 
球面 或 等 球面 上 ,和 且 它 们 的 点 之 间 可 建立 一 一 对 应 
关系 ,使 得 以 下 的 任意 两 点 为 端点 的 大 圆 弧 ( 劣 弧 )》 
等 于 以 杨 的 相应 两 点 为 端点 的 大 圆 弧 , 则 称 玉 和 
为 全 等 的 球面 图 形 . 全 等 球面 图 形 有 本 质 相 等 和 
镜像 相等 两 种 . 在 两 个 全 等 的 球面 图 形 中 , 阁 对 应 的 
球面 三 角形 同 向 ( 反 向 ), 且 对 应 的 球面 角 同 向 ( 反 
问 ), 则 称 这 两 个 球面 图 形 是 本 质 ( 镜 像 ) 相 等 的 球面 
图 形 ( 参 见 本 卷 《平面 几 何 》 中 的 “图 形 的 全 等 ”). 

本 质 相等 的 球面 图 形 (essentially equal spheri- 
cal figures) ” 见 “ 全 等 的 球面 图 形 ”. 

镜像 相等 的 球面 图 形 (Cmirror equal spherical 
figures) 见 “ 全 等 的 球面 图 形 ” 

关于 大 圆 对 称 的 球面 图 形 (symmetric spherical 
figures about a great circle) 一 类 特殊 的 球面 图 
形 , 即 每 一 对 对 应 点 都 关于 同一 个 大 圆 对 称 的 两 个 
球面 图 形 . 设 A 和 Ai BRL AA. AKAM 
AA, BAAS 垂直 平分 , 则 称 点 4 和 A: 关于 大 圆 
S 对 称 . 如 有 果 两 个 球面 图 形 的 点 之 间 存 在 一 一 对 应 
关系 , 且 每 对 对 应 点 都 关于 大 立 S 对 称 , 则 称 这 两 
个 球面 图 形 关 于 大 圆 S 对 称 , 大圆 S 称 为 对 称 轴 或 
反射 轴 . 关于 大 圆 对 称 的 两 个 球面 图 形 必 是 镜像 相 
等 的 ,在 空间 中 它们 关于 该 大 立 所 在 的 平面 对 称 . 

X F X [BIB X] $823 (symmetric point about a 
great circle) JL" EF X BIDS ERIS EK AAR”. 

球面 作 图 公法 (postulation of spherical cons- 
truction) 公认 可 以 完成 的 .最 基础 的 若干 球面 作 
图 问题 . 它们 表征 球面 作 图 工具 的 功能 . 球面 作 图 公 
法 有 如 下 五 种 : 

1. 以 一 已 知 点 为 极 作 球面 大 圆 . 

2. 确定 两 已 知 大 圆 的 交点 . 

3. 以 一 已 知 点 为 极 \ 已 知 弧 为 球面 半径 作 球 面 
ABI. 

4. 确定 两 已 知 小 圆 的 交点 ， 

5. 确定 已 知 大 圆 和 小 图 的 交点 . 

所 谓 完 成 一 个 球面 作 图 问题 ， manag 它 归 
结 为 以 上 几 个 作 图 公法 的 有 限 次 的 、 有 序 的 结 

球面 直 尺 (spherical rular) 一 种 几何 作 图 工 
A. 指 在 球面 上 作 大 圆 的 两 脚 圆规 ,但 两 脚尖 间 的 距 
离 固定 等 于 /3 R, 其 中 及 是 球 的 半径 

球面 圆规 (spherical compass) 一 种 几何 作 图 
TH. 指 在 球面 上 作 小 圆 的 两 脚 圆规 ,利用 它 可 以 完 
成 如 下 球面 作 图 :“ 已 知 一 个 极 和 相应 于 该 极 的 球面 
半径 , 作 球 面 小 圆 ”. 

球面 基本 轨迹 (fundamental locus on a sphe- 
rical surface) 球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 球面 
上 的 一 组 基本 轨迹 命题 . 通常 将 如 下 命题 作为 基本 
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球面 JL fa 


轨迹 命题 : 

1. 球面 上 ,到 一 定点 了 的 球面 距离 等 于 给 定 大 
AM -的 点 的 轨迹 是 一 个 圆 ,该 圆 以 己 为 球面 中 
ir 为 球面 半径 . 

2. 球面 上 ,到 一 定 大 圆 的 球面 距离 等 于 给 定 大 
圆 弧 a( 小 于 一 象限 ) 的 点 的 轨迹 是 两 个 小 圆 ,它们 
的 球面 中 心 是 定 大 圆 的 两 极 ,球面 半径 是 给 定 圆 弧 
a RUM. 

3. 球面 上 ,到 两 个 定点 4,B 的 球面 距离 相等 的 
点 的 轨迹 是 一 个 大 圆 ,该 大 圆通 过 以 AB 为 端点 的 
两 大 圆 弧 的 中 点 , 且 垂 直 于 大 圆 弧 AB. 

4. 球面 上 ,到 两 个 定 大 圆 的 球面 距离 相等 的 点 
的 轨迹 ,是 两 个 互相 垂直 的 大 圆 ,它们 各 平分 两 个 定 
大 圆 的 夹 角 . 

He Ga SE RE FB (Lexell theorem) 关于 球面 上 
点 的 轨迹 的 一 个 定理 . 该 定理 断言 : 若 给 定 球 面 三 角 
形 的 两 个 顶点 及 面积 , 则 第 三 个 顶点 的 轨迹 是 两 个 
小 圆 ,它们 通过 两 已 知 顶 点 的 对 径 点 .莱克 塞 尔 
(Cjlekcerb,A,. M. ) 在 球面 三 角 、 球 面 几 何方 面 发 表 过 
四 卷 集 的 专著 ,此 定理 为 他 首先 证 明 . 

球面 坐标 系 (spherical coordinate system) 用 
于 表示 球面 上 点 的 位 置 的 一 种 坐标 系 . 选 定 球 的 一 
直径 PP ( 它 的 端点 PsP PR ARR) ,在 以 P,P' 为 极 
的 大 圆 ( 称 为 基 圆 或 赤道 ) 上 选 定 一 原点 A 及 该 大 
圆 的 一 个 正方 向 ( 在 P 点 看 大 圆 弧 时 , 取 指 向 为 道 
时 针 方 向 ) ,这样 就 在 球面 上 确定 了 一 个 坐标 系 , 称 
为 球面 坐标 系 . 设 M 是 球 
面 上 异 于 两 极 的 任 一 点 ， 
“EK EP’ MP RA FAB 
或 经 线 ) 交 基 圆 (赤道 ) 于 
N 点 ,于 是 两 条 有 癌 大 圆 
JK AN 和 NM 就 完全 确 
定 了 M 点 在 球面 上 的 位 
置 . KAM AN 的 度数 
An CO* An < 360° FRA M ka B9 Z8 BE KM NM 的 
度数 Pa o, | «900 PES M 点 的 纬度 . 纬度 的 正 、 负 
视 有 向 NM 和 MP 是 否 同 回来 决定 .点 M 的 经 
度 和 纬度 所 组 成 的 有 序数 组 (4,,8,) 就 是 M 点 的 球 
面 坐 标 . 对 于 极点 P,P' ,其 纬度 的 绝对 值 为 90°; 但 
经 度 不 确定 . 对 于 经 度 为 ,也 可 以 规定 它 不 大 于 半 
X [Bl , BB —180°<A,,<180°; 4A T] E AN 和 基 圆 的 
正方 向 一 致 时 , 取 正 号 ,否则 , 取 负 号 . 

基 圆 (base circle) 网“ 球面 坐标 系 ” 

Mig (equator) JR AE [B]. 匈 “ 球 面 坐 标 系 ”. 

经 线 (longitude line) 见 “ 球 面 坐标 系 ” 及 本 卷 
《立体 几何 》 中 的 “旋转 曲面 ” 

子午 线 (meridian) 亦 称 经 线 . 见 “ 球 面 坐标 
系 " 及 本 卷 4 立 体 几 何 》 中 的 “旋转 曲面 ” 
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2% Rf (degree of longitude) 
及 “地 球 赤 道 坐 标 系 ”. 

纬 线 (latitude line) 
《立体 几何 中 的 “旋转 面 ”. 

纬度 (degree of latitude) 
“地 球 赤道 坐标 系 ”. 

地 球 赤 道 坐 标 系 (globe equatorial coordinate 
system) 一 种 特殊 的 球面 坐标 系 . 把 地 球 理想 化 为 
一 个 圆 球面 ,在 地 球面 上 使 用 的 球面 坐标 系 称 为 地 
球 赤 道 坐 标 系 (参见 “球面 坐标 系 2). 这 时 把 取 定 的 
两 极 分 别称 为 地 球 的 南北 极 ;把 赤道 分 成 的 两 半球 
面 ,分 别 按 南 、 北 极 所 在 的 半球 面 称 为 南 、 北 半球 ; 平 
分 南北 半球 的 大 圆 称 为 赤道 ;并 把 经 过 英国 格林 尼 
治 天 文 台 的 经 线 , 称 为 本 初 经 线 或 子午 线 ; 它 和 赤道 
的 交点 称 为 地 球 赤 道 坐标 系 的 一 个 原点 . 地 球 表面 
上 一 点 的 地 理 纬度 ,就 是 此 点 在 球面 坐标 系 中 的 
纬度 ,分 别称 为 北纬 . 南 纬 ,以 9 FEM ORGS 
90°). 本 初 经 线 所 在 大 圆 把 地 球面 分 成 两 个 半球 面 ， 
从 北极 看 赤道 ,本 初 经 线 向 逆 时 针 方 向 指 的 为 东 半 
球 , 向 顺 时 针 方 同 指 的 为 西半球 . 地 球 表面 上 一 点 
M 的 地 球 经 度 就 是 此 点 在 球面 坐标 系 中 的 经 度 , 用 
An (0° An 180°) EAN. 点 M 在 东 半 球 时 称 东 经 ,在 
西半球 时 称 西 经 . 

地 球 的 南北 极 (north ploe and south pole of 
the earth) ” 见 “ 地 球 赤 道 坐 标 系 ”. 

南半球 (southern hemisphere) 
坐标 系 ”. 

北半球 (north hemisphere) 
RR”. 

Bi 4i (south latitude) ” 见 “ 地 球 赤道 坐标 系 ”. 

北纬 (north latitude) 见 “ 地 球 赤 道 坐 标 系 ”. 

本 初 经 线 (first meridian) 亦 称 子 午 线 . W^ Ht 


见 “ 球 面 坐标 系 ” 


JL" ER TD A5 ty FR” Be AS S 


见 “ 球 面 坐标 系 ” 及 


见 “ 地 球 赤道 坐标 


球 赤 道 坐 标 系 ”. 

东 半 球 (eastern hemisphere) 见 “ 地 球 赤 道 坐 
标 系 ”. 

西半球 (western hemisphere) ” 见 “ 地 球 赤 道 坐 
标 系 ”. 


见 “ 地 球 赤道 坐标 系 ”. 
见 “ 地 球 赤 道 坐 标 系 ”. 


球面 三 角 


Ek iB = fA (spherical trigonometry) 球面 几何 
的 一 个 重要 组 成 部 分 ,专门 研究 球面 三 角形 的 边 和 
角 之 间 的 数量 关系 . 详 见 “球面 几何 ”. 

球面 半角 公式 (formulas of spherical half ang- 
le) 球面 三 角 的 基本 公式 之 一 . 即 用 与 球面 三 角形 
各 边 有 关 的 三 角 函 数 表示 其 各 和 角 之 半 的 三 角 哨 数 的 


东经 (east longitude) 
西 经 (west longitude) 


公式 . 设 4,B,C 及 a,b,c 表示 球面 三 角形 ABC 的 
三 个 角 及 其 相应 对 边 ,p= 二 (a 十 5 十 c)/2. 表示 各 角 之 
半 的 三 角 函 数 的 公式 计 有 : 

1. 球面 半角 正弦 公式 : 


zin A _ /Sin( 户 = b)sin(p 一 2 
2 sindsine 

uu Pr ee Os e 
2 sinasinc 

d C  [sin(? E a)sin(p = b) 
2 sinasin 


2. 球 面 半 角 余 弦 公 式 : 


C e sin psin(p — a). 
2 sinbsinc 
es ASG eee 
2 sina sinc 


ins C s [Sin psin(p — c) 
2 sinasinb 


3. 球面 半角 正切 公式 : 
ee _ Imp PSUS oe 
2 sin psin(p — a) 
B _ simp — a)sin(p — c) 
"n 2 | sinpsin(p —5) ’ 
TES jsin(p — a)sin(p — b) 
2 sin psin(p — c) 
球面 半角 正 纺 公式 (sine formulas of the sphe- 


rical half angle) 见 “ 球 面 半 角 公 式 ” 
球面 半角 余弦 公式 (cosine formulas of the 


spherical half angle)” 见 “ 球 面 半角 公式 ”. 
球面 半角 正切 公式 (tangent formulas of the 
spherical half angle) 见 “ 球 面 半 角 公 式 ” 


球面 半边 公式 (formulas of the spherical half 
side) 球面 三 角 的 基本 公式 之 一 . 即 用 与 球面 三 角 
形 各 角 有 关 的 三 角 消 数 表示 其 各 边 之 半 的 三 角 了 水 数 
HAR. i a,b,c 及 A,B,C 表示 球面 三 角形 ABC 
的 三 条 边 及 其 相应 对 角 ,P 二 (4 十 B 十 C)/2. 表示 各 
边 之 半 的 三 角 函 数 的 公式 计 有 : 

1. 球面 半边 正弦 公式 : 


_ 4 | j{—cosPcos(P—A) 
i m sin BsinC i 
_ 6 [—cosPcos(P —B). 
Eg sin AsinC f 
. € | [—cosPcos(P—C) 

dui sin Asin B i 


2. 球面 半边 余弦 公式 : 


a | [cos(P —B) cos(P —C) ] 
LAUR aD." sin BsinC 


b . [cosC(f' —A) cos(P —C) 
Se sin Asin C á 

c _ [cos(P —A)cos(P —B) 
s EE sin Ásin B i 


3. 球面 半边 正切 公式 : 


a cos(P—A) 
tan 三 一 -一 一; 


2 M d 
tan S = COS PB) | 
2 M i 
insta COS CE e 
2 M t 


cos (P — A)cosCP — B)cos( P —C) 
M=, | ———M——————À———————. 
— cos P 


球面 半边 正弦 公式 (sine formulas of the sphe- 


rical half side) 见 “ 球 面 半 边 公 式 ” 

球面 半边 余弦 公式 (cosine formulas of the 
spherical half side) 见 “ 球 面 半 边 公 式 ”. 

球面 半边 正切 公式 (tangent formulas of sphe- 
rical half side)” 见 “球面 半边 公式 ”. 


纳 皮 尔 公 式 (Napier formulas) 球面 三 角 的 基 
本 公式 之 一 . 即 球面 三 角形 中 两 角 ( 边 ) 和 、 差 之 半 的 
正切 公式 . 设 在 球面 三 角形 ABC 中 ,aoc 分 别 为 
内 角 4,B,C 的 对 边 , 则 : 


wo 
pe, CO cg 
2 a lb 2” 
o ME c 
dare 
T eae ae 2 cot —; 
2 E” nk 7, 2 
sin 7 
ne D 
un p : tan 
2 A+B 2' 
COS 
2 
i ie 
"Lo PRENNE. 
2 . A+B Do 
es cEd 


oN Bz AR Napier J. ) 模 仿 平面 三 角 中 的 正切 定理 推 
出 上 述 四 个 公式 ,用 于 解 球面 斜 三 角形 . 

球面 三 角形 中 两 角 和 、 差 之 半 的 正切 公式 (tan- 
gent formulas for a half of sum or difference of two 
angles in a spherical triangle) BP“ ERAR”. 

球面 三 角形 中 两 边 和 、 差 之 半 的 正切 公式 (tan- 
gent formulas for a half of sum or difference of two 
sides in a spherical triangle)” 即 “ 纳 皮 尔 公 式 ”. 

德 朗 布尔 比例 公式 (Delambre proportion for- 
mulas) 球面 三 角 的 基本 公式 之 一 . 即 球面 三 角形 
FH BS fg AE EEK C S40 AR. 在 球面 三 角形 
ABC 中 A asbyc 分 别 为 内 角 A,B,C 的 对 边 , 则 : 
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m UR 
. A+B 2 C 
sin = COS 一 ; 
2 cos < 2 
2 
TA 
so BD 2 PE 
sin 5 = "- 2 
2 
oo: MEE 
TR ln Sige < sin 一 
2 cos £ 2° 
2 
neo 
€ em: 2 m E 
2 sin — 2 


上 述 公 式 是 德 朗 布尔 (Delambre J. B. J. ) 于 1807 年 
给 出 的 . 

球面 三 角形 中 两 角 和 、 差 之 半 的 正弦 公式 (sine 
formulas for a half of sum or difference of two an- 
gles in a spherical triangle) ” 即 “ 德 天 布尔 比例 公 

球面 三 角形 中 两 角 和 、 差 之 半 的 余弦 公式 (cosi- 
ne formulas for a half of sum or difference of two 
angles in a spherical triangle) 即 “ 德 并 布尔 比例 
J 

球面 三 角形 的 正弦 定理 (sine theorem of the 
spherical triangle) 揭示 球面 三 角形 各 边 的 正弦 与 
其 对 角 的 正弦 间 关 系 的 定理 . 该 定理 断言 :球面 三 角 
形 各 边 的 正弦 与 其 对 角 的 正弦 之 比 相 等 , 即 


sina sinb sinc 


sinA sinB sinC’ 

AP a,b,c 是 球面 三 角形 的 三 边 ,4,B,C 分 别 是 a, 
bsc 的 对 角 ， 

球面 三 角形 边 的 余弦 定理 (cosine theorem of 
sides for the spherical triangle) 揭示 球面 三 角形 
一 边 的 余弦 与 其 他 边 . 角 的 正 . 余 弦 间 关系 的 定理 . 
该 定理 断言 :球面 三 角形 一 边 的 余弦 ,等 于 其 他 两 边 
的 余弦 之 积 , 再 加 上 这 两 边 的 正弦 与 它们 夹 角 余弦 
的 连 乘积 , 即 : 


cosa = cosécosc + sinbsinccos A; 


cosb = cosccosa + sincsinacos B; 
cosc = cosacosb + sinasinbcosC, 
AF a,b,c 是 球面 三 角形 的 三 边 ,4,B,C 分 别 是 a， 
b,c 的 对 角 ， 
球面 三 角形 角 的 余弦 定理 (cosine theorem of 
angles for the spherical triangle) 揭示 球面 三 角形 
— FA RRI 5 Ht A a TE. aR aK A R Ye PR. 
该 定理 断言 :球面 三 角形 一 角 的 余弦 ,等 于 其 他 两 角 
余弦 之 积 的 相反 数 ,再 加 上 这 两 角 的 正弦 与 它们 夹 
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边 余 弦 的 连 乘积 , 即 : 


cos A — — cos BcosC + sinbsinC cosa; 
cos B — — cosCcosA + sinC sin Acos; 
cos C = — cos Acos B + sin Asin Bcosc, 


式 中 asbsc 是 球面 三 角形 的 三 边 ,4 ;B,C 分 别 是 a» 
b,c 的 对 角 . 

球面 三 角形 的 正切 定理 (tangent theorem for a 
spherical triangle) 揭示 球面 三 角形 的 两 角 和 、 差 
之 半 的 正切 与 其 对 边 和 、 差 之 半 的 正切 间 关 系 的 定 
JU. 该 定理 断言 :球面 三 角形 中 ,两 角 和 、 差 之 半 的 正 
切 之 比 ,等 于 这 两 角 所 对 边 的 和 、 差 之 半 的 正切 之 
比 . 例如 


tan ATB a 
ERE 2 

tan A—B E m 
2 2 


式 中 à ,b,c 为 球面 三 角形 的 三 边 ,A,B,C 分 别 为 as 
b.c 的 对 角 . 在 测量 学 中 ,经 常 使 用 正切 定理 的 近似 


式 . 例如 
tan A P 
2 Lat 
NUCLIOAM ee 
2 


球面 三 角形 的 余 切 定理 (cotangent theorem for 
a spherical triangle) 亦 称 球面 三 角形 的 余 切 公 
式 . 它 揭示 了 球面 三 角形 相 邻 四 元 素 间 的 关系 .球面 
三 角形 中 的 四 个 相 邻 元 素 , 有 以 下 六 种 可 能 的 结合 : 
AcBa ,cBaC , BaCb,aCbA ,CbAc,bAcB. 
对 于 每 一 种 结合 ,首尾 两 元 素 称 为 临界 的 ,其 他 两 元 
素 称 为 中 间 的 .球面 三 角形 相 邻 四 元 素 之 间 有 如 下 
关系 :中 间 边 的 正弦 与 临界 边 的 余 切 之 积 , 减 去 中 间 
角 的 正弦 与 临界 角 的 余 切 之 积 ,等 于 中 间 边 的 余弦 
与 中 间 角 的 余弦 之 积 . 这 些 关 系 称 为 球面 三 角形 的 
余 切 定理 , 它 可 以 用 公式 表示 如 下 : 
sinccota — sin Bcot A = cosccos D; 
sinacotc — sin BcotC — cosacos D; 
sinacot6 — sinC cot B = cosacosC; 
sinbcota — sinCcot A = cosbcosC; 
sinbcotc — sin Ácot C = cosbcosA; 
sinccotb — sin Acot B — cosccos A. 
用 这 六 个 公式 可 以 解 球面 三 角形 . 因 利用 这 些 公式 
就 可 以 根据 三 个 已 知 元 素 确定 其 余 三 个 未 知 元 素 . 
球面 三 角形 的 余 切 公式 (cotangent formulas of 
a spherical triangle) ” 即 “ 球 面 三 角形 余 切 定理 ”. 
边 的 正弦 与 邻 角 的 余弦 的 乘积 公式 (product 
formulas for the sine of a side and the cosine of an 
adjacent angle) 球面 三 角形 的 第 一 正人 余弦 定理 . 
该 定理 断言 :在 球面 三 角形 ABC 中 ,关于 边 的 正弦 
与 邻 角 的 余弦 之 乘积 有 如 下 一 组 公式 : 


sinacos B = sinccosb — coscsinbcosA; 

sinbcosC = sinacosc — cosasinccos D; 

sinccosA = sinbcosa — cosbsinacosC; 

sinacosC = sinbcosc — cosbsinccos A; 

sinbcosA = sinccosa — coscsinacosB; 
sinccos B = sinacosb — cosasinbcosC. 
即 球面 三 角形 一 边 的 正弦 与 其 一 邻 角 的 余弦 之 积 ， 
等 于 这 个 邻 角 的 另 一 邻 边 的 正弦 与 第 三 边 的 余弦 之 
TA ,再 减 去 这 另 一 邻 边 的 余弦 、 第 三 边 的 正弦 及 它们 
3€ f8 AR 0A HY XE FER. 

球面 三 角形 的 第 一 正 余 弦 定 理 (first sine and 
cosine theorems of the spherical triangle) 即 “ 边 
的 正弦 与 邻 角 的 余弦 的 乘积 公式 ”. 

角 的 正弦 与 邻 边 的 余弦 的 乘积 公式 (product 
formulas for the sine of an angle and the cosine of 
an adjacent side) FK 1] — f8JE HJ 5S ER REM. 
该 定理 断言 :在 球面 三 角形 ABC 中 ,关于 角 的 正弦 
与 邻 边 的 余弦 之 乘积 有 如 下 一 组 公式 : 

sinAcosc = sinBcosC + cos BsinCcosa; 

sinBcosa = sinCcosA + cosCsinAcosb; 

sinCcosb = sinAcosB + cos Asin Bcosc; 
sinAcosé = sinCcos B + cosCsinBcosa; 

sin Bcosc = sinAcosC + cos AsinCcosb; 

sinCcosa = sin Bcos A + cos Bsin Acosc. 

即 球 面 三 角形 一 角 的 正弦 与 其 一 邻 边 的 余弦 之 积 ， 
等 于 这 邻 边 的 另 一 邻 角 的 正弦 与 第 三 角 的 余弦 之 
积 ,再 加 上 这 另 一 邻 角 的 余弦 .第 三 角 的 正弦 及 它们 
夹 边 的 余弦 的 连 乘积 . 

Ek m — f87É Hy 98 — IE 3 5A 3E JE (second sine 
and cosine theorem of the spherical triangle) Hj 
“ 角 的 正弦 与 邻 边 的 余弦 的 乘积 公式 ” 

球面 直角 三 角形 的 边 角 关 系 (relation between 
sides and angles of a spherical right triangle) 球 
面 几何 研究 的 重要 课题 . 即 在 球面 直角 三 角形 ABC 
中 , 当 A4=x/2 时 ,其 余 的 边 、 角 间 有 如 下 关系 : 

cosa=cosbcosc; cosa=cot BcotC; 
sinb—sinasin D; sinb—tanccotC; 
sinc=sinasinC; sinc = tanbcot B; 
cos B=cos bsinC; cos B=cotatanc; 

cos C —coscsin B; cos C —cotatan b. 
为 了 便于 掌握 这 10 个 公式 , 纳 皮尔 (Napier ,J. ) 提 
出 了 一 个 帮助 记忆 的 法 则 , 称 为 纳 皮尔 法 则 , 亦 称 纳 
皮尔 圆 形 法 则 . 将 球面 直角 三 角形 ABC 两 直角 边 
b,c 分 别 用 (zx/2) 一 65,《7x/2) 一 c 代替 (如 图 1), 不 考 
虑 直角 4 ,将 其 余 五 个 元 素 a B. (2) 7c. (2/2) — 
bC 按 图 1 中 的 相对 位 置 标 在 同一 圆周 上 (如 图 2)， 
则 这 五 个 元 素 中 的 任何 一 个 ,都 有 两 个 相 邻 元 素 和 
两 个 相对 ( 即 不 相 邻 ) 元 素 . 纳 皮 尔 法 则 是 :每 个 元 素 


的 余弦 ,等 于 其 相 邻 两 元 素 余 切 之 积 , 也 等 于 其 不 相 
邻 两 元 素 的 正弦 之 积 ( 如 图 2). 


B a 
Z C B 
DE 
e ag 
2 2 oe 
图 1 图 2 
利用 这 一 法 则 ,可 得 到 上 述 10 个 公式 . 例如 ,对 元 素 
4a, 按 纳 皮 尔 法 则 ,得 


cosa= cot Bcot C, 


cosa= sin > — b|sin 一 1 = cos Pcosc. 
纳 皮尔 法 则 (Napier rules) ” 见 “ 球 面 直 角 三 角 


形 的 边 角 关 系 ”. 

纳 皮 尔 圆 形 法 则 (Napier graph rules) 
皮尔 法 则 ”. 

球面 直角 三 角形 的 勾 股 定理 (Pythagorean the- 
orem of a right angle spherical triangle) 揭示 球 
面 直角 三 角形 斜 边 与 直角 边关 系 的 定理 . 该 定理 断 
言 :在 球面 直角 三 角形 ABC 中 (4==x/2), 斜 边 a 的 
余弦 等 于 两 直角 边 bc 的 余弦 之 积 ; cosa = 
cos cos c. 这 一 定理 起 着 与 平面 几何 中 的 勾 股 定理 
相 类 似 的 作用 . 

BK = f8 FZ AY FA A ZK (excess formulas for a 
spherical triangle) 球面 三 角 的 基本 公式 之 一 . 即 
在 球面 三 角形 ABC 中 ,a,b,c 为 三 边 ,A4,B,C 分 别 
为 它们 的 对 角 , 2p = 二 a 十 6 十 c;e 表示 球面 三 角形 


即 “ 纳 


ABC If RIK fü BL MEAR: 
sin fn sin — 
l. sin C * sinC. 
2 cos < 
2 
2: sin = 


vsin p sin(p—a)sin(p—b)sin(p—c) 


a b 
2COS —COS — cos 


£ 
2 2 2 


e P p-—a p—o p—c 
3. tan "e tan 9 tan 2 tan 2 EE UE ! 


€  ]--cos at+cos 6+cos c 
4:608 Oe 


. 


a b C 
4 COS —COS —COS — 


2 2 2 
E EAE EK IB — f87E B8 ZA 其 中 ,公式 
1,2 是 卡 努 里 (Cagnoli) 提出 的 , 常 被 称 为 卡 努 里 公 
式 ; 公 式 3 是 吕 利 埃 (L'Huillier,S. -A. -J. ) 所 提出 ， 
TA BARSA. 
球面 直 边 三 角形 的 边 角 关 系 (relations between 


sides and angles of a right sided spherical triangle) 
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球 mp JL ff 


球面 三 角 的 基本 公式 之 一 . 即 在 球面 直 边 三 角形 
ABC 中 , 设 A,B,C 分 别 为 三 边 a,b,c 的 对 角 , 且 a 
二 x/2; 除 边 a 外 ,其 余 的 边 、 角 间 有 如 下 关系 : 
cosA=—cosBcosC; cosA=—cotbcotc; 
sin B=sin Asin?; sin B—tanC cote; 
sin C —tan Bcot bh; 


cosb— —cot AtanC; 


sinC —sin Ásinc; 


cosb-cos Bsinc; 


cosc=cosC sinb; cosc— —cot Atan B. 
由 于 球面 三 角形 的 角 与 180* —A 
FUR = AJE Mt I  180—c 180° —b 
补 ,因此 上 述 公 式 可 由 
球面 直角 三 角形 的 边 角 
关系 直接 推 得 .实际 上 ， B-g90° C— 90° 


将 球面 直 边 三 角形 

ABC 中 除 a 边 外 的 五 个 元 素 按 图 所 示 排 列 , 仍 沿用 
纳 皮 尔 法 则 可 得 :每 个 元 素 的 余弦 等 于 其 相 邻 两 元 
素 的 余 切 之 积 , 也 等 于 其 不 相 邻 两 元 素 的 正弦 之 积 ， 
这 样 就 可 以 得 到 以 上 10 个 关系 式 . 


卡 努 里 公式 (Cagnoli formula) M“ E = H 
Te) fS Ash”. 

品 利 埃 公式 (LL'Huillier formula) 见 “ 球 面 三 
FATE WAZ sh”. 


球面 三 角形 外 接 圆 的 球面 半径 公式 (formulas 
of spherical radius for a circumcircle of a spherical 
triangle) 球面 三 角 的 基本 公式 之 一 . 即 在 球面 三 
角形 ABC Hi a,b,c 为 三 边 ,4,B,C 分 别 为 它们 
的 对 角 ,2P= 二 4 十 B 十 C,2p= 二 a 十 6 十 c, 则 其 外 接 圆 
的 球面 半径 尺 可 用 以 下 公式 计算 . 


a 
tan — 
tank ~ cos(P— A) 
"m —cos P 
— N cosCP — A)cos (P — B)cos( P —C)" 
sin = 
tan R —— 
sin Á cos Boc E 
2 2 
2sin 2 sin Lae = 
2 2 2 


球面 三 角形 内 切 圆 的 球面 半径 公式 (formulas 
of spherical radius for a inscribed circle of a spheri- 
cal triangle) 球面 三 角 的 基本 公式 之 一 . 即 在 球面 
三 角形 ABC 4, a,b,c 为 三 边 ,A,B,C 分 别 为 它 
MH Xt. 2P=A+B+C,2p=atb+c MEAD 
圆 的 球面 半径 x 可 用 以 下 公式 计算 : 


A. 
tanr =tan —sin(p—a) 


2 


|. [sinCp—a)sin(Cp —b)sinCp—c) 
sin p , 
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ndm in 
sin —sin 一 
-— 2 2 
anr = — 
A. 
cos Fsina 


| ¥—cosPcos(P—A)cos(P—B)cos(P—C) 


2cOS od os 一 
2 2.9 


球面 三 角形 旁 切 圆 的 球面 半径 公式 (formulas 
of spherical radius for a escribed circle of a spheri- 
cal triangle) 球面 三 角 的 基本 公式 之 一 . 即 在 球面 
三 角形 ABC H, a,b,c 为 三 边 ,A,B,C 分 别 为 它 
们 的 对 角 ,2P= 二 4A 十 8B 十 C,2p 二 a 十 5 十 c, 设 与 边 BC 
及 另 两 边 延长 弧 都 相 切 的 旁 切 圆 的 球面 半径 为 x， 
它 可 用 以 下 公式 计算 . 


Zi. 
tanr, —tan sin p 


2 


|. /sinpsin(p—b)sin(p—c) l 
= sinCp—a) f 


B C 
cos 9 COS 一 
tanr, = —————,— sina 
i 
2 


2cos 2 sin sin > 
tan r,,tanr, 可 用 相应 的 公式 计算 . 

解 球 面 三 角形 (solving the spherical triangle) 
研究 球面 三 角 的 重要 课题 . 指 根据 球面 三 角形 的 已 
知 元 素 求 出 其 他 有 关 的 未 知 元 素 的 过 程 . 解 球 面 三 
角形 有 六 个 基本 问题 . 

SBME RKE fA: 

ENZA RAV: 

.已 知 两 边 及 夹 角 , 求 其 余 的 边 、 角 . 
.已 知 两 角 及 夹 边 , 求 其 余 的 边 、 角 . 
.已 知 两 边 及 一 对 角 , 求 其 余 的 边 、 角 . 

6. 已 知 两 角 及 一 对 边 , 求 其 余 的 边 、 角 . 

利用 原 三 角形 与 极 三 角形 的 关系 ,上 述 六 种 情 
形 可 归结 为 三 种 , 即 1,3,5. 

勒 让 德 定 理 (Legendre theorem) 球面 三 角形 
的 一 种 求 近 似 值 的 解法 . 即 在 一 定 条 件 下 可 将 解 球 
面 三 角形 问题 近似 地 归结 为 解 平 面 三 角形 问题 . EE 
球面 三 角形 ABC 的 三 边 比 球 的 半径 小 得 多 , 则 解 
该 球面 三 角形 可 近似 地 归结 为 解 平面 三 角形 
A' B'C' ,平面 三 角形 4' BC' 的 各 边 之 长 分 别 等 于 该 
球面 三 角形 各 对 应 边 之 长 ,而 它 的 各 角 分 别 等 于 该 
球面 三 角形 各 对 应 角 减 去 e/3. RE 

, € i 2 € 

A —A—a B 一 号 一 本 ,( c pue d 
其 中 e A VAR Ili — £87E HJ SK IB £8 281. 由 此 引起 的 误 
差 是 微小 的 . 勒 让 德 定 理 在 大 地 测量 上 有 广泛 应 用 . 


C! e Ww N FR 


球面 角 盈 表 为 
bcsin A' p" gk e" | &sinA'sinC' p" 
2R? | a sinB’ 2R2” 


式 中 b.c 为 球面 三 角形 边 长 »A’,B' ,C 为 归 算 后 的 
YHA. f=pe"/2R 是 球面 角 熏 为 1 的 三 角形 面 
积 的 倒数 . 实际 计算 时 ,f (或 lg 了) 的 值 可 由 专门 用 
表 查 得 . 此 定理 是 勒 让 德 (Legendre, A.-M. ) F 
1787 年 给 出 的 . 

初等 球面 三 角形 的 近似 解法 (approximate 
method for solving the elementary spherical trian- 
gl) 球面 三 角形 的 一 种 求 近似 值 的 方法 . 即 初等 
球面 三 角形 ( 指 与 球 半径 相 比 C 
三 边 均 很 小 ,或 者 其 中 一 边 及 
其 对 角 均 很 小 的 球面 三 角形 ) 
可 近似 地 转化 为 平面 三 角形 或 
近似 地 分 割 成 平面 直角 三 角形 
与 球面 直角 三 角形 来 求解 . 前 
一 种 方法 适用 于 与 球 半径 相 
比 ,三 边 均 很 小 的 初等 球面 三 B 
角形 (参见 “ 勒 让 德 定 理 2). 后 A 
一 种 方法 适用 于 一 边 及 对 角 均 
很 小 的 初等 球面 三 角形 . 在 球面 三 角形 ABC OA 
边 AB RA C 均 很 小 , 则 可 作 另 一 边 上 的 高 BD, 并 
将 人 4BD 和 和 ABCD 分 别 视 为 平面 直角 三 角形 和 球 
面 直角 三 角形 来 求解 . 

球面 几何 的 度量 结构 (metric structure of sphe- 
rical geometry) 球面 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 在 
赋予 球面 度量 后 ,可 揭示 球面 几何 中 的 定理 .公式 间 
的 内 在 联系 的 一 种 结构 .球面 几何 是 研究 二 维 球面 
空间 中 图 形 的 几何 性 质 的 学 科 . 在 R^ 的 子 集 

So = XX On emis 
nta ta =r > 0} 

上 ,给 定 一 个 度量 p: S2 X S2?—R ,规定 

YAS (Garana) B = (bs bb; € 3. 

p(A,B) =r arccos 24 De A T Eaa un a Tah: ; 
则 S? MRA — ^h = 2E ER TRE 23: [8] » 30 29 GS? 00. YR r A 
此 球面 空间 的 曲率 半径 ,1/ 为 高 斯 曲率 , 它 是 正 的 
常数 . 特别 地 ,将 r= 二 1 的 二 维 球面 空间 记 为 $ ,并 记 

A * B=aob) tab, asbs, 
Ge 3d 


b, b 


Q5» ao 


AX B= , , 
b; bo 


M A,BES’ 时， 
AB sos ABA SUB eve AB: (1) 
stHAB=p(A,BE[0 nr]. pA BOCA Wi 4 与 


B 间 的 (球面 ) 距 离 . 它 满足 如 下 距离 公理 . 


2. 0CA, B) — pCB, A). 
3. P(A, X2 -- oCX , B) ZZ pCA, B). 
因此 S* 是 一 个 度量 空间 . 记 a= (A,B), a€ (0,7), 
在 三 角 不 等 式 中 ,等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
[ Asin(1—2)a4- Bsinza | 


X= m PELs T. (2) 
(2) 式 称 为 球面 线段 AB 的 参数 方程 .将 
(un AXB c 
Cs Ax Bi Es 
XE LAA In] Ze E AB 的 极 ， 
,; AXC c 
mm |A xX C| € 35 


定义 为 有 加 线段 AC 的 极 , 则 B' 与 C' 间 的 球面 距离 


B'C' 可 定义 为 球面 角 人 BAC 的 大 小 .从 而 有 

cos “BAC = RTO (3) 
对 于 球面 三 角形 ABC, iA BAB AB. BC.CA 的 
极 依次 为 C',，A',B', 则 以 4',B',C' 为 顶点 的 球面 
三 角形 4'B'C' 称 为 球面 三 角形 ABC 的 极 三 角形 或 
对 偶 三 角形 . 记 


dc BC. b=CA, C= B, 
a' 一 Ba 9 p -CEA 9 c —A'B'. 


则 有 
Atad’=B+60=CH+Hc=n, 
At+a=B+6=C4+ce=n, 

运用 拉 格 朗 日 恒等式 ,由 (3) 式 得 

1 1 cosb 


sincsinb 


(4) 


cosA = 


容易 推 得 
cosa 一 cosbcosc + nena 
(5) 


COSC cosa 


cosb = cosccosa + sincsinacos B, 
cosc = cosacosb + sinasinbcosC, 
从 这 一 组 公式 ( 边 的 余弦 定理 ) 出 发 ,可 导出 全 部 球 
面 三 角 公 式 . 以 上 只 是 运用 解析 方法 从 距离 公式 (1) 
出 发 ,简略 介绍 采用 度量 结构 的 球面 几何 与 球面 三 
角 体 系 的 概貌 . 
球面 空间 的 曲率 半径 (radius of curvature of 
spherical space) ” 见 “ 球 面 几何 的 度量 结构 ”. 
球面 线段 的 参数 方程 (parametric equation of 
spherical segment) ” 见 “ 球 面 几何 的 度量 结构 ”. 
球面 三 角形 的 对 偶 三 角形 (dual triangle of 
见 “ 球 面 几 何 的 度量 结构 ”. 


spherical triangle) 


RO 稿 dH 李 盛 张文华 So Bo 
审 阅 马 忠 林 JAE RRP BDH 
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平面 解析 几何 


平面 解析 几何 (plane analytic geometry) Jf 
称 平面 坐标 几何 . 用 平面 坐标 法 和 代数 方法 研究 平 
面 图 形 性 质 的 学 科 . 其 内 容 包 括 坐 标 系 的 建立 ,运用 
代数 的 计算 解决 平面 上 的 几何 问题 ,并 系统 地 研究 
一 次 和 二 次 的 曲线 . 

坐标 方法 起 源 于 古代 ,和 远 在 公元 前 4 thé. "| ES] 
战国 时 代 的 石 申 制 成 世界 上 最 早 的 星 表 《 石 氏 星 
经 》, 就 是 运用 坐标 的 思想 记录 了 一 下 多 颗 恒 星 的 位 
置 . 上古 希腊 的 阿波 罗 尼 奥 斯 (Apollonius,(P)) 曾 用 
两 条 互相 垂直 的 直线 作为 研究 圆锥 曲线 的 基准 ,他 
的 《圆锥 曲线 论 ) 是 一 部 最 早 关 于 椭圆 、 抛 物 线 和 双 
曲线 的 论著 . 14 世纪 在 奥 尔 斯 姆 (Oresme,N. ) 的 著 
作 中 ,已 有 关于 经 纬度 与 函数 图 形 表 示 的 萌芽 . 他 用 
数组 表示 点 的 位 置 ,以 图 线 表 示 因 变量 与 自 变 量 的 
关系 . 用 代数 形式 表示 几何 命题 的 方法 也 很 早 就 册 
现 了 .中 国 古 代 勾 股 测量 提出 了 开平 方 的 要 求 . 刘 徽 
的 《海岛 算 经 》( 即 《 九 章 重 差 图 》), 李 冶 的 《4 测 圆 海 
镜 》 十 二 卷 (1248) 都 涉及 了 几何 问题 的 代数 解法 . 
1593 年 433K (Viete, F. ) 已 将 古 希 腊 著 作 中 出 现 的 
几何 形式 的 恒 等 关系 用 代数 形式 表示 出 来 了 . 这 些 
坐标 思想 和 代数 方法 为 创立 平面 解析 几何 提供 了 一 


” 定 的 基础 . 17 世纪 初 , 处 于 文艺 复兴 时 代 的 欧洲 ,天 


文 .力学 .技术 的 迅速 发 展 , 要 求 数学 用 运动 变化 的 
观点 研究 问题 . FA E JL (Descartes, R. ) 受 到 奥 尔 斯 
姆 思想 的 影响 ,从 古代 的 天 文 和 地 理 的 经 纬 线 制度 
中 得 到 启发 ,于 1637 年 出 版 了 《更 好 地 指导 推理 和 
寻求 科学 真理 的 方法 论 》, 书 中 第 三 个 附录 《几何 学 》 
集中 体现 了 笛 卡 儿 的 变量 思想 和 平面 坐标 方法 ,为 
创立 平面 解析 几何 黄 定 了 基础 . 他 在 平面 上 引进 坐 
标 系 ,建立 了 点 与 数组 (z,y) 的 一 一 对 应 关系 . 进而 
将 曲线 看 做 动 点 的 轨迹 ,并 用 含 my 的 方程 表示 ， 
形成 他 关于 几何 图 形 与 代数 方程 互相 表达 的 思想 . 
于 是 几何 问题 转化 成 代数 方程 ,通过 代数 运算 ,又 可 
发 现 许 多 出 乎 意料 的 几何 结果 ,使 古典 几何 中 许多 
难度 较 大 的 问题 的 解法 大 为 简化 .与 笛 卡 儿 同 一 时 
代 的 费 马 (Fermat,P. de) 也 是 解析 几何 的 创建 者 ， 
在 他 的 《平面 与 立体 轨迹 引 论 》( 写 于 1629 年 ,到 
1679 年 才 出 版 ) 中 ,解析 地 定义 了 许多 新 的 曲线 , 阅 
述 了 解析 几何 的 基本 原理 :“ 只 要 在 最 后 的 方程 里 ， 
出 现 了 两 个 未 知 数 , 就 得 到 了 一 个 轨迹 …… ”在 很 大 
程度 上 , 笛 卡 儿 从 轨迹 开始 , 找 出 它 的 方程 . RSM 
从 方程 出 发 ,来 研究 轨迹 . 如 何 实现 这 两 个 转化 , 正 
是 贯穿 于 平面 解析 几何 始终 的 两 个 基本 问题 . 
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解析 几何 经 历 了 从 对 平面 曲线 的 研究 发 展 到 对 
空间 曲线 .曲面 的 研究 这 样 一 个 过 程 . 虽然 笛 卡 儿 曾 
提 到 过 立体 解析 几何 ,但 他 没有 详细 阐述 . 1679 年 ， 
拉 伊 尔 (La Hire, P. de) 对 三 维 坐 标 几 何 作 了 探讨 . 
1700 年 以 后 ,该 领域 才 有 了 系统 发 展 ( 详 见 “ 空 间 解 
析 几 何 ”). 

第 卡 儿 关于 变量 的 思想 和 坐标 方法 ,使 泪 数 概 
念 获得 了 新 生 , 牛 顿 (Newtony,I. ), 3 fg JE 7x (Leib- 
niz,G. W. ) 的 微 积分 随 之 出 现 , 数 学 由 常量 数学 进 
和 到 变量 数学 的 新 时 期 . 当时 代数 和 解析 作为 数学 
方法 是 混用 的 .所 以 ,运用 代数 方法 的 平面 几何 称 为 
平面 解析 几何 ,而 被 认为 是 代数 方法 扩展 的 微 积 分 
则 称 为 无 穷 小 量 解析 ,后 来 解析 即 分 析 一 词 独立 成 
为 指 包 括 所 有 建立 在 极限 过 程 上 的 数学 . 1748 年 ， 
Xk fi (Euler, L. ) 在 他 的 《无 穷 小 分 析 引 论 ;一 书 中 ， 
给 出 了 现代 形式 下 的 解析 几何 的 系统 叙述 . 这 是 解 
析 几 何 发 展 史 上 重要 的 一 步 .可 以 把 《无穷小 分 析 引 
论 》 看 做 是 现代 意义 下 的 第 一 本 解析 几何 教程 . 普 吕 
克 (Pliicker , J. ) 对 解析 几何 有 突出 的 贡献 .他 的 《 解 
析 几 人 和 何 的 发 展 》(1828,1831)《 解 析 几 人 和 何 的 体系 》 
(1834) 等 著作 ,进一步 完善 了 解析 几何 . 他 将 点 坐标 
发 展 为 线 坐 标 , 从 而 为 普 吕 克 射 影 几 何 对 偶 原 理 的 
解析 证 明 提 供 了 基础 . 还 导致 了 线 几 何 学 、 圆 几何 
学 、 维 数论 的 产生 和 发 展 . 

平面 解析 几何 的 理论 和 方法 改变 了 整个 数学 的 
面貌 , 它 的 作用 远 远 超过 了 第 卡 儿 的 期 望 , 从 此 对 平 
面 几何 图 形 的 研究 进入 到 系统 的 定量 研究 . 如 抛射 
体 的 运动 ,行星 的 椭圆 形 轨道 的 发 现 ,齿轮 和 三 轮 的 
制造 ,透镜 的 设计 等 都 需要 数量 知识 ,代数 比 几何 变 
得 更 为 重要 . 将 平面 坐标 几何 的 方法 与 微 积分 结合 
起 来 研究 光滑 曲线 便 形成 了 古典 微 积 分 几何 学 的 主 
要 内 容 . 从 维 数 上 将 平面 (二 维 )、 空 间 ( 三 维 ) 解 析 几 
何 向 高 维 乃 至 无 穷 维 推广 ,形成 了 高 维 点 几何 学 和 
泛 函 分 析 . 平面 几何 理论 还 被 应 用 于 希 尔 伯 特 公理 
系统 的 相 容 性 证 明和 初等 几何 的 机 融 证 明之 中 . 平 
面 解析 几何 从 产生 到 现在 ,经 历 了 漫长 的 道路 . 现代 
的 平面 解析 几何 无 论 是 方法 还 是 内 容 都 发 生 了 很 大 
变化 .方法 更 加 多 样 , 内 容 更 加 丰富 ,应 用 更 加 广泛 ， 

在 中 国 , 第 一 本 关于 解析 几何 与 微 积 分 方面 的 
书 是 由 清 代 李 善 兰 与 英国 教士 伟 烈 亚 力 (Wylie， 
A. ) 合 译 的 《 代 微 积 拾级 )18 3$ (1859 年 ), 前 9 卷 为 
解析 几何 . 当时 他 将 解析 几何 译 为 代数 几何 ,后 又 有 
代 形 合 参 .经 纬 几 何 、 狄 嘉 尔 形 学 等 ,各 有 借 意 . 至 


1935 年 在 《数学 名 词 》 中 正式 审定 名 为 解析 几何 学 . 
平面 坐标 几何 (plane coordinate geometry ) 
即 “ 解 析 几 何 ” 


坐 标 法 


坐标 法 (coordinate method) 亦 称 解析 法 . Bt 
究 几 何 的 一 种 方法 . 在 平面 或 空间 引进 坐标 系 以 后 ， 
平面 (空间 ) 中 的 点 便 和 有 序数 对 (三 元 有 序数 组 ) 一 
一 对 应 ,从 而 几何 图 形 便 和 方程 建立 起 对 应 . 这 样 就 
可 以 用 方程 的 知识 为 工具 来 研究 几何 图 形 的 性 质 . 
这 种 研究 几何 的 方法 称 为 解析 法 . 相对 于 此 ,研究 几 
何 的 古典 方法 称 为 综合 法 . 

直线 上 点 的 坐标 (coordinate of a point on str- 
aight line) 确定 直线 上 点 的 位 置 的 数 .在 直线 上 选 
XE — ^ IE I8] , 取 一 个 点 O( 称 为 原点 ) ,并且 给 定 一 个 
长 度 单位 (例如 可 从 点 O 起 在 直线 正 向 一 侧 另 取 一 
点 上 称 为 单位 点 ,以 线段 OE 作为 长 度 单位 ) ,这 就 
在 直线 上 建立 了 一 个 坐标 系 或 标 架 , 记 为 {0;OE). 
这 种 建立 了 标 架 的 直线 称 为 坐标 轴 或 数 轴 . 它 被 原 
点 分 成 两 部 分 , 含 点 的 部 分 称 为 正 半 轴 , 另 一 部 
分 称 为 负 半 轴 . 坐标 轴 上 任 一 点 M 与 有 向 线段 OM 
之 间 具 有 一 一 对 应 关系 . 有 向 线段 OM 的 数量 x 称 
为 点 M eR. i M GO. OM — x ROM 
=x OE. 设 轴 上 A,B 两 点 的 坐标 分 别 是 xi». 据 
沙 勒 定理 有 AB-—x;—2 |AB | E [ay —ny n 对 于 数 
直线 (一 维 欧 氏 空间 ), 这 两 式 具 有 基础 性 的 地 位 . 

原点 (origin) ” 见 “ 直 线 上 点 的 坐标 ”. 

Mif (number axis)” 见 “直线 上 点 的 坐标 ”及 
本 卷 4 初 等 代数 》 同 名 条 . 


IE 4h (positive half axis) 见 “ 直 线 上 点 的 坐 
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标 ”. 


负 半 轴 (Cnegative half axis) 见 “ 直 线 上 点 的 坐 


标 ”. 

坐标 (coordiate) 见 “ 直 线 上 点 的 坐标 ” 

有 向 直线 (directed line) 亦 称 轴 . 解析 几何 术 
iA. 指 选 定 了 正 向 的 直线 . 一 条 直线 有 两 个 相反 的 方 
向 ,如果 选 定 其 中 的 一 个 方 回 称 为 正 加 ,那么 相反 的 
一 个 方向 就 称 为 负 向 .在 图 上 , 轴 的 正 回 常 用 箭头 来 
表示 . 

轴 (axis) 即 “ 有 向 直线 ” 

有 向 线段 (directed line segment) 亦 称 有 序 
点 偶 . 解析 几何 术语 . 指 规定 了 端点 的 次 序 的 线段 . 
它 的 第 一 个 端点 称 为 始点 ,第 二 个 端点 称 为 终点 . 以 
A 为 始点 ,B 为 终点 的 有 向 线段 记 为 4B. 从 点 A 到 
点 B BJ IR ERU ABRBSZI In]. 点 4 到 点 B 的 距离 , 即 
线段 AB 的 长 度 称 为 4B 的 模 或 绝对 值 . 显然 ,有 向 
线段 B44 与 4B 是 不 同 的 ,它们 模 相 等 ,而 方向 相反 . 


有 问 线 段 是 向 量 的 一 种 直观 模型 . 
4 Pe d S (ordered point pair) 
始点 (initial point) 
终点 (finishing point) 见 “ 有 向 线段 ” 
线段 的 方向 (direction of a line segment) J 

“有 回 线 段 ” 
线段 的 模 人 modus of a line segment) 

线段 ” 

有 向 线段 的 数量 (magnlitude of a directed line 
segment) 一 个 实数 . 指 有 问 线 段 的 模 连 同 表示 它 
的 方向 的 正 负 号 . 对 位 于 轴 上 的 任 一 有 向 线段 4B， 
可 以 用 正 负 号 “十 ”“ 一 ”来 表示 它 的 方向 . 4ABS 
轴 同 向 时 , 取 正 号 十 ;与 轴 异 向 时 , 取 负 号 一 .有 问 线 
RABKA EWA AB. 显然 BA== 一 AB. 也 可 以 将 
记号 4B 与 AB 不 加 区 别 , 既 表示 有 向 线段 的 数量 
( 数 ) ,又 表示 有 向 线段 ( 形 ). 当 点 A 与 点 B 重合 时 ， 
称 有 向 线段 4B 为 零 线段 . 它 的 方向 不 确定 . 

零 线段 (zero segment) IL “Ay [e] £X Ez H3 2X 


H.” 
HE 


即 “ 有 问 线 段 ”. 
LARRE”. 


见 “ 有 辣 


沙 勒 定理 (Chasles theorem) 一 个 著名 定理 . 
即 轴 上 有 疝 线 段 的 加 法 定理 . 对 于 位 于 同一 轴 上 的 
三 点 A4,B,C ,不论 它们 的 顺序 怎样 ,有 向 线段 4B， 
BC 和 AC 的 数量 总 有 关系 式 : AB 十 BC 二 AC. 它 是 一 
个 基本 恒等式 , 称 为 沙 勒 定理 . 特别 地 ,上 式 也 适用 
于 两 点 相互 重合 的 情形 . 沙 勒 定理 为 射影 定理 .向量 
的 内 积 满足 分 配 律 等 提供 了 理论 基础 ,而 且 对 于 推 
导 公 式 、 求 曲线 的 方程 都 具有 普遍 意义 . 使 得 在 某 一 
种 情况 下 推导 的 结果 也 适用 于 其 他 情况 . 避免 了 各 
种 可 能 位 置 的 繁琐 讨论 .该 定理 是 法 国 几 何 学 家 兼 
数学 史家 沙 勒 (Chasles,M. ) 发 现 的 . 

有 问 线段 的 加 法 定理 (addition theorem of di- 
BN“ wb Sg R^. 

两 轴 的 交角 (angle between two intersecting 
axes) 确定 两 轴 位 置 关 系 的 一 个 角 . 轴 作 为 有 问 直 
线 , 两 轴 的 交角 只 考虑 以 交点 为 端点 的 两 条 正 半 轴 
作为 射线 所 成 的 角 . 一 般 是 指 不 计 两 轴 次 序 的 无 向 
角 ( 参 见 本 卷 ( 平 面 几何 ) 中 的 “ 角 ”). 有 时 也 考虑 与 
两 轴 次 序 有 关 的 有 向 角 ( 参 见 本 卷 《 平 面 三 角 ) 中 的 
“有 向 角 ”). 

有 向 线段 在 轴 上 的 射影 (project of a directed 
line segment on the axis) MEA [6] £X BE 7J m Ig — 
个 数 .平面 上 给 定 某 轴 w, 过 有 向 线段 4B 的 始点 4 
和 终点 B 分 别 作 轴 w HER REEDED ALA 
B. Wifi u 上 有 向 线段 4.B. 的 数量 称 为 有 向 线段 
ABEM u 上 的 ( 正 ) 射 影 , 并 用 记号 写成 等 式 :射影 。 
AB-— A,B,. ARRA: HE. AB= | AB |cos 2, 式 中 
gp 是 28 与 轴 的 交角 (作为 无 向 角 ,pE 0 D. 这 
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rected line segments) 


平面 解析 几何 


个 实数 也 称 为 向 量 4 户 在 u 的 方向 上 的 分 量 . 

平面 直角 坐标 (rectangular coordinates in pla- 
ne) 一 种 常用 的 坐标 . 它 是 创立 解析 几何 的 基础 . 
在 平面 上 过 一 定点 O 作 两 条 互相 垂直 的 轴 ~ 和 y, 
在 每 条 轴 上 取 相 同 的 长 度 单位 ,这 样 就 在 平面 上 建 
立 了 一 个 直角 坐标 系 , 记 为 rOy. 点 O 称 为 坐标 系 
的 原点 . RA x( 通 常 是 水 平 的 ) 称 为 横 轴 或 x Ay 
称 为 纵 轴 或 y 轴 , 合 称 坐 标 
轴 . 平面 上 任 一 点 M 的 位 置 


便 可 以 这 样 来 确定 :由 M 分 |] 
FE x fl. y Hh A E ZR o E E 
分 别 是 Mı», Mz. 设 M, 在 T 


轴 上 的 坐标 为 <,Ms 在 y 轴 | =e 
上 的 坐标 为 y,; 则 M 相对 于 坐标 系 的 位 置 就 可 以 用 
有 序 实数 对 (z,y) 来 确定 . (x,y) 称 为 点 M 的 平面 
直角 坐标 . x Ay 分 别称 为 点 M 的 横 坐 标 和 纵 坐 
标 . 反 过 来 ,对 于 任意 一 对 有 序 实数 (pw,z) ,在 z 轴 
Tl y 轴 上 ,分 别 有 坐 标 为 SU 的 点 卫 ,Q@,; 过 P,Q 分 
别 作 过 轴 .y 轴 的 垂 线 , 它 们 的 交点 存在 而 且 惟 一 . 
因而 平面 上 有 惟一 的 点 和 (Cy,v) 对 应 . 这 样 ,平面 上 
所 有 的 点 和 所 有 的 有 序 实数 对 之 间 就 建立 了 一 一 对 
应 的 关系 . 用 向 量 来 描述 , 设 i,j 分 别 是 xz RHA y 轴 
上 的 单位 向 量 , 则 任意 点 Mc, y) H OM = ri + 
yj. 因此 ,点 M 的 直角 坐标 z,y 由 原点 O 和 单位 向 
Bij 完全 确定 . 410;i,7} 称 为 直角 标 架 , 亦 可 用 于 
表示 直角 坐标 系 . 通过 坐标 系 的 建立 ,把 平面 上 的 点 
和 有 序 实数 对 联系 起 来 ,从 而 把 平面 上 点 的 几何 问 
题 转化 为 其 坐标 的 代数 问题 ,为 用 代数 方法 研究 几 
何 问题 开辟 了 道路 . 数 与 形 的 这 种 结合 方法 是 17 世 
纪 笛 卡 儿 (Descartes,R. ) 首 先 系 统 地 提出 来 的 , 因 
此 ,人 们 将 平面 直角 坐标 系 称 为 平面 笛 卡 儿 直 角 坐 
标 系 . 

坐标 原点 (origin of coordinates) 
角 坐 标 ”. 

横 轴 (axis of abscissa) 

纵 轴 (axis of ordinates) 

tÆ AR 4H (coordinate axis) 

横 坐 标 (abscissa) 见 “ 平 面 直角 坐标 ” 

纵 坐 标 (ordinate) 见 “ 平 面 直角 坐标 ”. 

平面 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 (Cartesian rectangular 
coordinates system in plane) JL“ H Eb fg A^ bg". 

平面 斜 坐标 (oblique coordinates in plane) 7^ 
称 笛 卡 儿 和 斜 角 坐标 .平面 直角 坐标 的 推广 . 在 平面 上 
过 一 定点 O 作 两 条 轴 x 和 y, 两 轴 相 交 一 般 不 成 直 
角 . 在 两 条 轴 上 取 相 同 的 长 度 单位 ,这 样 就 在 平面 上 
建立 了 一 个 笛 卡 儿 斜 角 坐 标 系 , 简 称 斜 坐标 系 . 两 轴 
的 交角 人 zOy 一 w 称 为 坐标 角 . 平面 内 任 一 点 M 的 
位 置 可 以 这 样 来 确定 :由 M 分 别 作 y 轴 .z 轴 的 平 
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见 “ 平 面 直 


见 “ 平 面 直角 Ah ER". 
见 “ 平 面 直角 坐标 ”. 
见 “ 平 面 直角 坐标 ”. 


行 线 ,与 x Rhy 轴 分 别 交 
T M..M,.Wlgi M..M, 分 
All ZE x Wü. y 轴 上 的 坐标 
zy( 即 有 向 线段 OM.,OM， 
的 数量 ) 所 组 成 的 有 序 实数 
对 (rz,y) 称 为 点 M 的 斜 坐 
标 .平面 上 建立 了 斜 坐标 系 后 ,所 有 点 与 全 体 有 序 实 
数 对 之 间 具 有 一 一 对 应 关系 . 显然 ,直角 坐标 系 可 以 
作为 斜 坐 标 系 的 特例 (坐标 角 w= 二 ="/2) ,统称 平 面 备 
-E JL Ab te &. FA -K JL (Descartes, R. ) 用 坐标 法 来 解 
几何 问题 时 ,只 引进 一 条 坐标 轴 . 他 在 给 定 的 轴 上 标 
出 x ,在 与 该 轴 成 固定 角 的 线 上 标 出 y, 并 且 作 出 其 
x 的 值 和 y 的 值 满足 给 定 关 系 的 点 . A ABER 
AK ya , 则 对 于 x 的 每 个 值 ,可 作出 比例 式 1 :x 
=x : y 的 第 四 比例 项 y. 运用 此 法 ,可 以 成 功 地 解 
决 轨迹 为 高 次 曲线 的 问题 . 

笛 卡 儿 和 斜 角 坐标 (Cartesian oblique coordi- 
nates) 即 “ 平 面 斜 坐标 ” | 

4K AR fA (coordinate angle)” 见 “平面 斜 坐标 ”. 

斜 坐 标 (oblique coordinates) J “FRA 


标 ”. 

平面 笛 卡 儿 坐 标 系 (Cartesian coordinates sys- 
tem in plane) Jl“ RR AA”. 

平面 仿 射 坐标 (affine coordinates in plane) 

一 种 平面 坐标 . 平面 上 取 两 条 相交 的 轴 z 与 y, 交 点 
O 称 为 原点 . 在 两 轴 上 各 取 一 个 单位 点 Ei,E;, 使 X 
轴 和 y 轴 都 成 为 坐标 轴 . 对 于 平面 上 的 任意 点 MM， 
过 M 作 两 轴 的 平行 线 , 设 它们 与 轴 zy 的 交点 分 别 
为 MA 它们 在 轴 Ls 上 的 坐标 分 别 为 Tsy. 因 
而 点 M 对 应 着 有 序 实数 对 (zx,y). 反 过 来 ,任意 给 一 
有 序 实数 对 (zx,y), 可 以 分 别 在 c. y 轴 上 作出 坐标 
为 Ty 的 点 M1i,M;, 过 M,.M, 分 别 作 y All. 轴 的 
平行 线 , 得 到 其 交点 M. 可 
见 平面 上 所 有 点 与 全 体 有 
序 实数 对 (zx,y) 之 间 存 在 
一 一 对 应 关系 . 这 个 一 一 对 
应 关系 称 为 平面 仿 射 坐标 
系 ,又 称 平行 坐标 系 . AN 
实数 对 (zx,y) 称 为 点 M 的 平面 仿 射 坐标 ,zx,y 分 别 
称 为 点 M 的 第 一 坐标 和 第 二 坐标 . 点 E(1,1) 称 为 
仿 射 坐标 系 的 单位 点 .平面 仿 射 坐标 系 的 两 轴 上 ,长 
度 单位 一 般 不 同 , 如 果 相 同 就 是 斜 坐标 系 . 两 轴 的 夹 
角 可 为 任意 角 , 若 等 于 直角 , 且 两 轴 上 的 长 度 单位 相 
同 , 则 为 直角 坐标 系 . 如 用 向 量 来 描述 , 记 OF = e, 
OE, =e, 则 平面 上 任意 一 点 M H É 40M — ze 
十 yez,O 艇 的 坐标 为 4z,y}, 点 的 坐标 则 为 Cz,y)， 所 
以 坐标 系 由 取 定 的 仿 射 标 架 {0O;el,es} 完 全 确定 .或 


4 ULF i rN A5 n AH AREA = OE, E 完 
全 确定 . 

平面 仿 射 坐标 系 (affine coordinates system in 
plane) 上 网 “平面 仿 射 坐标 ” 

平行 坐标 系 (parallel coordinate system) EJ 
“平面 仿 射 坐标 系 ”. 

面积 坐标 (area coordinates) 一 种 平面 坐标 . 
平面 上 任 取 一 个 有 向 三 角形 AoA14;, 称 为 坐标 三 角 
JE. iE BITE E BEES. T RASA. 按 道 时 
针 方 向 排列 时 S 为 正 ; 按 顺 时 针 方 向 排列 时 S 为 
fa. 任 一 点 M 的 面积 坐标 是 指 有 序 实数 组 (S。,Si， 
Ss). 其 中 So Si S 依次 表示 有 回 三 角形 MA,A;， 
A.MA,,AAiM 的 带 号 面积 ,此 时 恒 有 So 十 Si 十 S。 
—S.dx 

S; 


h; . 
ims mms ca Gi=0,1,2), 


这 里 A, FH, 分别 为 点 M A A; 到 对 边 A;Ai(i,j,k 
各 取 0,1,2 中 一 个 值 ) 的 带 号 距离 , (oh APO 
=] M 的 重心 坐标 或 默 比 马 斯 坐标 . 显然 有 Ay Ay 
À; — 1. 坐标 三 角形 的 三 个 顶点 的 重心 坐标 为 AS CI, 
0,0),A,(0,1,0),A,(0,0,1). (点 M 与 4; 在 A;A; 
的 同 侧 时 A, 与 H: 同 号 ; 异 侧 时 异 号 ). 对 于 平面 上 
任意 一 点 O, Ñ M 5j ' B E b AB ES Co s Ar A2) Z A 
有 关系 式 PERPE 
OM-—A, OA tà OA, +A: OA;. (1) 
重心 坐标 还 具有 力学 意义 . AW mmm 分 
别 放 在 三 角形 AAA: 的 顶点 处 , 则 此 三 角形 的 重 
> G 的 坐标 为 
Mo m, m» 

由 (1) 式 易 得 | 
A,M — 2, Ao A, +A, A, A;. (2) 
因此 E ATL M AY RU AER CAS s Ay A22 » Bf (A, s A2) RE 
是 这 点 在 仿 射 标 架 {4o;4641 AoA} IO DERE Aen. 
如 果 iAoA1l==|1464h;|==1, 有 日 AA: 与 ASA; 垂直 , 则 
(Ai s Àz) C FE A M 的 直角 坐标 . 重心 坐标 不 仅 用 于 几 
何 的 研究 中 ,而 且 用 于 数值 计算 方法 (如 有 限 元 法 ) 
和 工程 技术 上 . 它 是 默 比 马 斯 (M6obius,A.F.) 于 
1827 年 写 的 《重心 坐标 法 ) 中 首先 引进 的 . 

坐标 三 角形 (coordinate triangle) DL“ W FAA 
bp”. | 

重心 坐标 (barycentric coordinates) 
坐标 ”. 

默 比 乌 斯 坐标 (M6bius coordinates) 
坐标 ”. 

左手 系 (left-handed system) 解析 几何 术语 . 
指 用 来 区 分 平面 和 相应 的 平面 仿 射 坐标 系 ( 或 空间 
和 相应 的 空间 仿 射 坐标 系 ) 方 向 的 一 种 方式 .平面 上 


见 “ 面 积 


见 “ 面 积 


给 定 不 共 线 三 点 O,Ei,E, 可 以 确定 一 个 平面 仿 射 
A S (OSOE, OE. 从 点 O 8| E, 再 到 Es, 可 以 是 
顺 时 针 方 回 的 ,也 可 以 是 逆 时 针 方 加 的 . 这 就 反映 了 
平面 以 及 坐标 系 有 两 种 定向 . 通常 将 逆 时 针 方 向 定 
向 的 称 为 右手 系 , 而 将 顺 时 针 方 向 定向 的 称 为 左手 
系 . 空 间 也 有 两 种 定向 .给 定 不 共 面 4 点 OSEE: 
E;, 记 OF 二 ei, 可 以 确定 一 个 空间 仿 射 坐 标 系 {0; 
€; »€;. €]. f e; ,€; 和 e; 的 相对 位 置 依次 与 右手 的 拇 
指 ,. 食 指 和 中 指 的 指 回 一 致 , 则 称 el,ez,es 成 右手 
系 ,相应 的 坐标 系 是 右手 系 或 右 旋 坐 标 系 .反之 , 则 
BK el,e:,es 成 “左手 系 ”, 相 应 的 坐标 系 是 左手 系 或 
左旋 坐标 系 . 

AFR (right-handed system) “AFR”. 

4h ne 44 Ek KH (right-hand coordinates system) 
BI“ a FAR”. 

左旋 坐标 系 (left-handed coordinates system) 
即 “ 左 手 系 ”. 

th ARR Cpolar coordinates) 一 种 平面 坐标 .在 
平面 上 取 定 称 为 极点 的 点 O, MA O 引 一 条 称 为 极 轴 
的 射线 Oz ,再 选 定 一 个 长 度 单位 和 计算 角度 的 正方 
向 (通常 取 逆 时 针 方 向 为 正方 向 ) ,这样 就 建立 了 一 
个 平面 极 坐标 系 . 对 于 平面 上 ‘3 
任 一 点 MM, 它 到 极点 OWE 
离 |1OM| 一 2 称 为 点 M 的 极 
径 ; 以 极 轴 Ox 为 始 边 ,射线 0 
OM 为 终 边 所 成 的 有 向 角 x 0 x 
zOM=0 称 为 点 M 的 极 角 
(又 称 辐 角 ), 有 序 实数 对 (p,0) 称 为 M 的 极 坐标 , 记 
为 M(p,0). 4AM 与 极点 O 重合 时 ,po —0,0 可 以 
取 任 意 值 . 因此 p=0 总 表示 极点 ,不 论 9 取 何 值 . 为 
了 研究 的 方便 ,特别 是 研究 曲线 的 极 坐 标 方程 ,也 人 允 
VF o 取 负 值 . 当 o<0 时 ,规定 极 坐 标 为 (p,9) 的 点 MM 
与 点 P( 一 p,0) 关 于 极点 O 成 中 心 对称 . 这 样 ,对 于 
任 一 有 序 实数 对 (p,0) ,平面 上 总 有 惟一 的 点 以 Co， 
0) 为 它 的 极 坐标 .但 反 过 来 ,一 点 的 极 坐 标 却 可 以 有 
无 限 多 种 表示 法 . WR Co OR M 的 极 坐标 ,那么 
(0,0 十 2&r),， (一 0 0 十 (2 十 1)r) 也 是 点 M 的 极 坐 
标 (& 是 整数 ). 因此 ,平面 上 的 点 与 极 坐 标 之 间 不 是 
一 一 对 应 . WR PRE: 0>0, A 0 二 0 二 25 或 一 + 二 9 过 
fr 那么 除 极点 外 ,平面 上 的 点 与 极 坐标 之 间 就 可 以 
一 一 对 应 . 这 种 极 坐标 称 为 狭义 极 坐标 . 前 面 那 种 极 
坐标 称 为 广义 极 坐 标 . 对 研究 螺 线 特别 有 用 的 平面 
极 坐 标 系 ,是 由 雅 各 布 第 一 。 伯 努 利 (Bernoulli ,Ja- 
cob I ) 和 牛顿 (Newton,I. ) 在 同时 期 各 自 独立 创建 
和 使 用 的 ,并 用 它 研 究 了 某 些 特殊 曲线 . 但 极 坐标 系 
的 完善 工作 , 却 得 力 于 赫 尔 曼 (Hermann,J. ) 和 欧 拉 
(Euler, L. ). 赫 尔 曼 指明 了 用 极 坐 标 研 究 曲线 的 普 
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平面 解析 几何 


遍 可 行 性 ,给 出 了 直角 坐标 与 极 坐 标的 变换 公式 ,并 
自由 地 应 用 极 坐 标 研 究 了 很 多 著名 的 曲线 . 欧 拉 扩 
充 了 极 坐 标 理论 的 使 用 范围 ,明确 地 使 用 三 角 函 数 
的 记号 ,基本 上 构成 了 现代 极 坐标 的 理论 系统 . 

极点 (pole) 见 “ 极 坐标 ” 

极 轴 (pole axis) 见 “ 极 坐标 ” 

极 径 《radius vector) 见 “ 极 坐标 ” 

极 角 (polar angle) 见 “ 极 坐标 ” 

RW tR Ab Ex Cpolar coordinates in narrow sen- 
se) "ARAB pp”. 

J- X SR Ab $R (generalized polar coordinates) 
见 “ 极 坐标 ”. 

平面 极 坐 标 系 (polar coordinate system in the 
plane) WMR”. 

坐标 网 (coordinate net) 解析 几何 术 话 . 指 平 
面 仿 射 坐标 系 中 由 两 族 平行 于 坐标 轴 的 直线 组 成 的 
网 .平面 极 坐标 系 中 由 过 极点 的 全 体 直 线 ( 中 心 直 线 
束 ) 和 以 极点 为 共同 中 心 的 全 体 圆 (同心 圆 系 ) 组 成 
的 网 统称 为 坐标 网 . 第 用 的 方 格 网 纸 是 直角 坐标 网 ， 
极 坐 标 纸 画 的 是 极 坐 标 网 . 

两 点 间 的 距离 公式 (distance formula between 
two points) ”解析 几何 中 的 基本 公式 之 一 . 在 不 同 
的 平面 坐标 系 下 ,距离 公式 有 不 同 的 形式 ，: 

1. FR RAMA P AAAS MM, 的 直 
角 坐 标 分 别 为 (zi (io Cro y , Bil M, M, TE va 轴 和 y 
轴 上 的 射影 分 别 为 

Ta — x, = |M,M, |cos g, 
yz — yı = |M,M;|sing 


IM,M;|— V =a) es 
2. Fr A BA E MM, AY Bt AA BR SP BIA Cris yi), 
(x29 y;2 ,Bll| aR TK sp PRB 


MM, IS Gn) 573 H1 710 Q7 900 a 
AP o 是 两 轴 的 交角 . 
3. 25 Al PAL M,.M, FA) HEC oU AB B SP Bi AY os Ai 
Az) s Cho» £t » 2) , Wl) 


因此 


IM, M; | = L—a$CGs — zo) CA, — 4) — a$ A — pa) 
EE dien eaa] 
式 中 go= (at --al — ab) =a,a;,c08 Aos 


2 
E CN E. 

gı = laz Hao— ai) 4549008 A, 
1 2 2 2 

8»—-, (ao a1— a) =aoa,cos Ay» 
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这 里 coaliya，4o,4i，,4， 是 坐标 三 角形 AAA: 的 
边 长 和 内 角 . 

4. Fr A P ex M, M: 的 极 坐 标 分 别 为 (pi,01)， 
(pz，0;), 则 由 余弦 定理 得 


|MIM; | =s ei-F ei —2pipscos CO, — 0, ). 
有 向 三 角形 (directed triangle) 解析 几何 术 
语 , 指 规定 了 三 个 顶点 的 顺序 的 三 角形 .平面 上 不 共 
线 的 三 点 Pis Pos Pa 可 有 两 种 顺序 , 硅 三 点 按 北 时 
针 方 向 排列 , 则 称 和 PP:P: SIEM SARs Bae 
按 顺 时 针 方向 排列 , 则 称 人 PP:P: 为 负 向 三 角形 . 
这 样 规 定 了 方向 的 三 角形 称 为 有 向 三 角形 .在 三 角 
形 项 点 已 的 直角 坐标 为 (zy)G 一 1,2,3), 则 有 向 
三 角形 PPP, 的 面积 | 
Tı Z2 T3 
SPPP) = Jı X2 Jz 
1 1 1 
XQ T2? T2 T3 T3 T] 


ad 


21 iy » Yo Ya Ys Xi 
当 八 PiP;P; AEM =F SPPP); 
当 人 PP:P: A 8] — f8JE B] «S (Pi P2P3)<0. 并 有 
下 列 关系 式 :S (PPP) =S(P.P3P 1) =S(P3PP2) 
=—S(P,P,P)=—S(PIPsP,)=—S(P,PP;). 
APPP; 的 面积 DAP P,P, = SCP. PoP 加 
若 三 点 OP. 的 极 坐 标 为 (o,0)G 一 1,2,3), 则 


* 


D APP 


r, => lapsin A, — 0) + p,p3sin,—8,) 
+ espysin CÓ, — 04) |. 

JE [5] = f8 TÉ (positive direction triangle) J 
" Hm] = FAI”. 

fA fo) = FA JÉ (negative direction triangle) JU 
"7H [n] = FAG”. 

简单 多 边 形 的 面积 公式 (area formula of a sim- 
ple polygon) 一 个 重要 的 公式 . 即 用 顶点 坐标 表示 
的 多 边 形 面积 的 公式 . 设 简单 多 边 形 P,P,…P, 的 
顶点 P. WAALA Cry) (二 1,2,…,n). 简单 
WH PPP. HARA PARAM 

Jı J2 J2 Ys Yn—1 Yn Yn X | ' 


z 
2 

交角 公式 (formula of intersection angle) if 
算 角 的 一 种 公式 . 设 点 P; 的 直角 坐标 为 (x;, yi) (i 
二 0,1,2), 则 以 射线 PoP, 与 PoP: 为 边 的 角 0€ CO, 
x) 可 由 余弦 定理 而 得 
[PP prp |P,P,]* 

2 P Po PSP 

(zx, — Xp) (Xo — Lo) + (34 — Yo) Cya — yo? 


V (rj = 25)? (y —349 V Cama) sa 


由 此 可 得 平面 解析 几何 中 常用 的 正切 公式 


X1 X» Xo Xs Da oe X, T) 


cos — 


上 OO 
(Bj = 2p) C= Fy) (Yo) 
(参见 本 卷 《4 空 间 解 析 几 何 》 中 的 “两 向 量 的 夹 角 ”). 
定 比 分 点 (point of division for fixed-ratio ) 
分 一 有 向 线段 为 定 比 的 点 . 给 定 有 向 线段 4B 和 实数 
4, 在 直线 AB 上 若 存 在 一 点 乙 , 使 AP/PB-—A. WR 
点 卫 为 分 有 向 线段 4B 成 定 比 4 的 分 点 ,或 称 比 为 4 
的 定 比分 点 . 若 在 直线 AB 上 建立 坐标 系 , 设 点 A. 
B,P 的 坐标 分 别 为 2152.52, 则 由 AP=APB, BI 
t= z= Alr: ax), 
ra agn. 
若 在 直线 AB 所 在 的 平面 上 建立 仿 射 坐标 系 , 设 点 
A,B,P 的 坐标 分 别 为 (ziyy), Cry) Cx 2 , M 


" Ti +AT | yi tÀ»: m 


A A/QO-4-2) =t, N] z- AP/AB, EAHA d RT 
改 记 为 


tan@= 


EL 
y-—(O-—Dyitty; 
当 0<:<1, Bl ATO R, P TAS 之 间 , 是 线段 
AB IJ VJ Ar £525 £22 1, BL A — 1 时 ,点 了 在 线段 
AB 的 延长 线 上 ; 当 z<0, 即 一 1 和 <0 时 ,点 书 在 
线段 AB 的 反 向 延长 线 上 . 因此 , 当 4<0 但 4h 关 一 1 
时 ,点 P 是 线段 4B 的 外 分 点 . 显然 , 当 t 一 0 或 1 
HAP SAHARA BES. 当 t==1/2, 即 4==1 时 ， 
PHAR AB 的 中 点 ,其 坐标 为 
Xii. NTI: 
De 
质点 系 重 心 坐标 (coordinates of the barycen- 
ter of a particle system) 一 种 特殊 坐标 . 它 是 确定 
质点 系 重 心 位 置 的 计算 公式 . 在 点 Pi (21s yi)， 
P(xzs，yz) 上 分 别 放 置 质量 是 Mi sMo 的 两 个 质点 , 它 


们 的 重心 G 的 坐标 为 
和 ZL 十 如 2 BE GU d-m;y; 
m, +m, m +m, ` 


一 般 地 ,在 点 PU PG ys Cr Ve) 
上 分 别 放 置 质量 是 Mys Ms" 9M, 的 n 个 质点 ;它们 
的 重心 G 的 坐标 为 


n 
: mM; X > Day; 
i=] — i=l 
M p n 3 y m n * 
2m; 2m, 


EI 121] 


x] BR A BJ 45 Ex (coordinates of symmetric po- 
ints) 确定 对 称 点 位 置 的 公式 . 即 用 一 已 知 点 的 坐 
标 表示 其 对 称 点 的 坐标 . 在 平面 解析 几何 中 ,有 两 类 
对 称 点 ,一 类 是 关于 某 个 定点 成 中 心 对 称 的 ,属于 图 
形 的 仿 射 性 质 ; 另 一 类 是 关于 某 条 定 直 线 成 轴 对 称 


的 ,属于 图 形 的 度量 性 质 . 它们 是 讨论 曲线 的 对 称 性 
的 基础 . 

1. 在 仿 射 坐标 系 下 ,两 点 已 (zyy) 与 已 (zy ) 
关于 定点 SCzo,yo) 成 中 心 对 称 的 充分 必要 条 件 是 

(Zz 十 Z )7/2 一 Zo， ma 

(y+y')/2= yos y =— y+ 2yo. 
xx Æ A S Cros yo) 2 XE PR "Pos A Pleo WAR 
P' (a! y ) 的 中 心 对 称 变 换 公 式 . 

2. 在 直角 坐标 系 下 ,两 点 P(x,y) 与 P’' (zx',y') 
关于 定 直 线 1: Ax 十 By 十 C= 二 0( 或 xcos B+ y sin — 
户 一 0) 成 轴 对 称 的 充分 必要 条 件 是 线段 PP' 的 中 点 
( (Zz 十 x)/2,(y 十 y )/2) 在 直线 /上 ,是 PP | IL. Bp 

4(Cz —r)-43-BCy! 一 y) 一 一 2(4z 十 By 十 C)， 
B(x' —x)—AC»y!' — y) =0. 


Z 一 一 Z 十 2zo， 


解 得 
Z 一 ZX 一 24 a. 
Azx+By+C (2) 
VEIR BR 
或 
az’ =—acos2P—ysin28+2pcosf, as 


y — — xsin28-4- ycos 28 4-2psin B. 
这 就 是 点 P Ge. AA P Gr y ) 关 于 直线 /1 成 轴 对 
称 的 反射 变换 公式 . 特别 地 , 当 7 的 方程 为 y= 时 ， 
点 已 Cz,y) 的 对 称 点 Q 的 坐标 为 (y,z). 类 似 地 ,点 
P(rz,y) 关 于 直线 y 二 一 z 的 对 称 点 为 (一 y, 一 Xz); 
点 P(rz,y) 关 于 原点 O 的 中 心 对 称 点 为 (一 xz, 一 y); 


关于 工 轴 的 对 称 点 为 (z, 一 y); 关 于 y 轴 的 对 称 点 


(= 239). 

3. 在 极 坐标 系 下 , 任 一 点 PC(p,0) 关 于 极点 的 中 
心 对 称 点 为 (( 一 1)*p, Go- D 9-00 REZ; ECT CR 
的 对 称 点 为 (( 一 1)*p,kx 一 0) ,kEZ; 关 于 极 垂 线 (过 
极点 垂直 于 极 轴 的 直线 ) 的 对 称 点 为 

((—1)*p, (k +1)x—6), REZ. 

中 心 对 称 变 换 公 式 (formula of central sym- 
metric transformation)” 见 “对 称 点 的 坐标 ”. 

反射 变换 公式 (formula of reflection transfor- 
mation)” 见 《对称 点 的 坐标 ”. 

平面 仿 射 坐标 变换 (affine coordinates trans- 
formation in the plane) 一 种 坐标 变换 . 指 平面 上 
任 一 点 对 于 两 个 仿 射 坐标 系 的 坐标 之 间 的 对 应 关 
系 . 设 任 一 点 M 在 仿 射 标 架 {O;e1,es} 中 的 坐标 为 
(zx，y), 在 仿 射 标 架 {0O' iei ses] rH BJ A bk OS x, 
y 0. HOO = xe, + yot; e =a, e, - be; (S — 1,2) . li 
MOM = xe, + ye, O M — x! el + y e'; HOM =00" 
+ OM = xe: + ye; + x! Care; + bei) + y Care; 
十 pze?) 可 得 下 列 仿 射 坐标 变换 的 公式 
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z= az +a: +2, |a. as 
» = OZ + by’ ty. b, 5; 
当 两 个 仿 射 标 架 中 有 一 个 是 直角 标 架 时 可 得 仿 射 坐 
标 与 直角 坐标 的 关系 式 ,而 当 两 个 仿 射 标 架 都 是 直 
角 标 架 时 又 可 得 直角 坐标 变换 的 公式 . 
平面 直角 坐标 变换 (rectangular coordinates tra- 
nsformation in the plane) 一 种 常用 的 坐标 变换 . 
指 平面 上 任 一 点 对 于 两 个 直角 坐标 系 ( 具 有 相同 的 
长 度 单位 ) 的 坐标 之 间 的 对 应 关系 . 设 任 一 点 以 在 
坐标 系 xOy 中 的 坐标 为 (x,y), 在 坐标 系 x'O'y 中 
的 坐标 为 (x',y' ). 平 面 直角 坐标 变换 公式 可 直接 从 
仿 射 坐标 变换 公式 导出 (参见 “平面 仿 射 坐标 变 
H. 设 两 个 直角 坐标 系 都 是 右手 系 , 直角 标 架 分 别 
(Os JI (OP iJ mm EZ Gi) =0, BN x HA 
Z' 轴 的 交角 是 0. 于 是 i/—cosÓicsinO j, j 
— —sin 0i 4-cos 0j. 再 设 新 坐标 原点 O 的 旧 坐 标 为 
Gro» yo). 直角 坐标 变换 的 公式 是 
| 


F 0. 


y=z'sinéd+ y'cosé+ yo. 
如 下 图 , 知 新 坐标 轴 在 旧 坐 标 系 zxOy 中 的 方程 为 
L'h: 4iz 十 Biy 十 CI 一 0， 
y 轴 : Asx 十 Boy 十 C; 二 0. 
AP A14; 十 B1Bs 二 0. 因为 |x | 是 点 MM 到 yy REB RE 
离 , 故 有 


[zx | = |A,z+B,y+C, | 
V A+B? 
同 理 有 
ly" | = Att Ry FC| 


V Ait Bi 
可 得 点 M 的 坐标 (z,y) 与 (z' y ) 之 间 的 关系 式 
Ax +B:y +C: 


g = 4 EET 4 
N Ai Bi 


JENA Aird-Biy-FC, 


y 5 — E Iz M 
AUB} 
要 使 它 成 为 一 般 的 平面 直角 坐标 变换 公式 , 式 中 的 
正 负 号 可 以 这 样 选 取 ， 


+A, > 0,18 2 RHEE x 
$8 BY 3c fa [0|] << (x/2); 
为 了 使 新 坐标 系 为 右手 
A NY fH + BL > 0; M A, 
二 0 时 ,应 使 士 B; 5 
A 异 号 . 直角 坐标 变换 
公式 也 可 以 通过 移 轴 和 转轴 两 次 变换 复合 而 得 到 . 
运用 它 可 以 化 简 二 次 曲线 的 方程 . 

AK ER oH AY EE (translation of coordinate axes) 
一 种 坐标 变换 . 设 旧 坐标 系 为 Oy ,平移 后 的 新 坐标 
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系 为 L'O y' ,新 坐标 系 的 原点 O 在 旧 坐 标 系 中 的 坐 
标 为 Czo,yo), 平 面 上 任意 点 书 的 旧 坐 标 是 (z,y)， 
新 坐标 是 (zx' , y! ), 则 关系 式 
区 
y= er e 

称 为 坐标 轴 的 平移 或 坐标 轴 的 平移 公式 ,简称 移 轴 
To. 

^^ Ex 5 HJ 3E £5 2 X (translation formula of co- 
ordinate axes) WERAK”. 

$$ SHS st (formula of translation of axes) ^h 
标 轴 平移 公式 的 简称 . 

坐标 轴 的 旋转 (rotation of coordinate axis) 
一 种 坐标 变换 . 在 平面 内 设 旧 坐标 系 为 xOy, 新 坐标 
系 为 Oz'y ,坐标 轴 的 
旋转 角 为 0( 见 图 ). 设 
平面 内 任意 点 书 在 旧 
坐标 系 中 的 坐标 是 
(zyy), 在 新 坐标 系 中 
的 坐标 为 (z y ), 则 关 
系 式 


ann 
y=az'sin@+y'cosé 
称 为 坐标 轴 的 旋转 或 坐标 轴 的 旋转 公式 ,简称 转轴 
公式 .其 逆 变 换 公式 为 

E 

y — —xsinO-- ycosð. 

坐标 轴 的 旋转 公式 (formula of rotation of co- 
A tee" 

转轴 公式 (formula of rotation of coordinate ax- 
es) 坐标 轴 的 旋转 公式 的 简称 . 

极 坐 标 与 直角 坐标 的 关系 (relation between 
polar coordinates and rectangular coordinates) 一 
点 的 极 坐 标 与 直角 坐标 间 的 互 换 公式 . 若 取 极点 作 
为 平面 直角 坐标 系 的 原点 , 极 轴 作 为 x REI IE SÉ 
轴 ,在 两 种 坐标 系 中 取 相 同 的 长 度 单位 , 则 此 平面 上 
任 一 点 的 极 坐 标 (p,0) 与 直角 坐标 (x,y) 之 间 满 足 
下 列 关系 


ordinate axes) 


xr=pcosé, 
y= psin#g. 
而 任 一 点 的 直角 坐标 (z,y) 所 对 应 的 狭义 极 坐 
by Co, 0) Jk 


p= Jz +x 
| arccos T : (y 之 0)， 
ja m E (8€ (—m,2)). 
— arccos (y «0) 
VT 


两 种 坐标 在 互 换 时 常用 到 关系 式 


Ha’ ty’, tanü—y/x (10). 
由 于 这 种 互 换 可 将 某 些 超越 方程 变 成 代数 方程 ,从 
而 采用 极 坐 标 为 研究 曲线 提供 了 某 种 方便 . 

斜 坐 标 与 直角 坐标 的 关系 (relation between 
oblique coordinates and rectangular coordinates ) 
一 点 的 斜 坐标 与 直角 坐标 间 的 互 换 公 式 . 行将 平面 
斜 坐标 系 的 横 轴 与 直角 坐标 系 的 横 轴 相 重 合 , 并 且 
具有 相同 的 原点 和 长 度 单位 . 设 坐 标 角 为 w, 平 面 上 
任 一 点 书 的 直角 坐标 为 (z,y), 其 斜 坐 标 为 (z' Sy) 
则 有 如 下 关系 式 : 

a dC 即 | 
y=y sine, y =ycsc w, 
这 就 是 一 点 的 直角 坐标 与 斜 坐标 的 互 换 公 式 . 

仿 射 坐标 与 直角 坐标 的 关系 (relation between 
affine coordinates and rectangular coordinates ) 
见 “ 平 面 仿 射 坐标 变换 ”. 

重心 坐标 与 直角 坐标 的 关系 (relation between 
barycentric coordinates and rectangular coordina- 
tes) 一 点 的 重心 坐标 与 直角 坐标 间 的 互 换 公 式 . 
在 平面 直角 坐标 系 下 , 设 重 心 坐 标 系 的 坐标 三 角形 
H AAAs FUTUR A.B EE Ab Ga b CIO A, 
—a, d 5,j) (&—0,1,2). 又 设 平面 上 任 一 点 MM 的 直 
AERA Ca, y) BOM = zit yj), EE GERRA 
(Ao ,Ai AD (BOM = A; OA, +À; OA; +A, OA). 则 有 
如 下 关系 式 : 


z! =x— ycot w, 


do CI å? 


之 一 agho m Q4 ae QA; s 
E bos b, A, + BA, + beds Ds. b Ox SEO. 
L=A +A + A, Lb Y. 3 


这 就 是 一 点 的 直角 坐标 与 重心 坐标 的 互 换 公 式 . 

曲线 的 方程 (equation of a curve) 解析 几何 
的 重要 概念 之 一 . 它 是 用 解析 法 研究 曲线 的 基础 . 曲 
线 可 以 被 看 做 适合 某 条 件 的 点 的 集合 . 在 建立 了 坐 
标 系 以 后 ,曲线 的 方程 就 是 点 在 曲线 上 的 充分 必要 
条 件 的 代数 表达 式 .在 某 坐 标 系 下 , 若 坐标 满足 方程 
F(x,y) =0 的 点 的 集合 是 某 曲 线 C, 则 称 方程 
F(x,y) 二 0 是 曲线 C 的 方程 ,而 称 曲线 C 是 方程 
F(r,y)—0 B9 di £x Cox FH Æ). AK, AUTE 
F(zyy) 一 0 是 某 曲线 的 方程 ,必须 具备 以 下 两 点 : 

1. EmA ETE Fa, y2 — 0 的 点 都 在 曲线 C 
: Es 

2. 坐标 不 满足 方程 f(x,y) 二 0 的 点 不 在 曲线 
C: 

曲线 方程 的 概念 反映 了 现实 世界 空间 形式 与 数 
量 关 系 之 间 的 某 种 联系 . 坐标 系 的 建立 在 曲线 与 方 
程 之 间 确 定 了 一 种 对 应 关系 ,使 对 曲线 的 研究 和 不 
定 方程 的 研究 可 以 相互 转化 . 既 可 以 通过 对 方程 的 
研究 来 了 解 曲线 的 性 质 ,也 可 以 利用 形象 而 直观 的 
几何 图 形 来 反映 方程 .函数 中 变量 间 的 关系 ,为 代 


数 、 分 析 的 研究 提供 了 新 的 方法 . 这 里 的 二 元 方程 
F Cx y) = 0 B R ROE X. t VILLE AA D Fe XE 
通 方程 . 曲线 的 方程 还 可 以 写成 参数 方程 的 形式 . 


方程 的 曲线 (curve of an equation) D," gii £x 
的 方程 ”. 

方程 的 图 形 (graph of an equation)” 见 “方程 
的 曲线 ”. 

[8 536 7; f£ (umplicit equation) ” 见 “ 曲 线 的 方 
程 ” 

普通 方程 (general equation) ” 见 “ 曲 线 的 方程 ” 
和 “曲线 的 参数 方程 ”. 

流动 坐标 (current coordinates) 1& zjj& Bg 4b 


br. 

平面 曲线 的 分 类 (人 《classification of plane curves) 
解析 几何 研究 的 重要 问题 之 一 . 曲线 的 方程 可 以 因 
坐标 系 的 不 同 而 有 不 同 的 形式 . 但 是 在 平面 仿 射 坐 
标 系 (包括 平面 直角 坐标 系 ) 下 ,由 于 仿 射 坐标 变换 
经 仿 射 坐标 变换 可 以 变 为 

flax + by’ + hiat 十 py +h.) = 0， 

它 是 关于 vy 的 方程 g(x',y )—0, RSfa wk 
代数 式 或 超越 式 时 ,g(xz',y ) 仍 然 是 代数 式 或 超越 
XX. 代数 方程 可 化 简 为 整 式 方程 . 当 f(x,y) 是 nn 次 
多 项 式 时 ,g(x',y ) 仍 然 是 2 次 多 项 式 .可 见 曲 线 的 
方程 的 代数 性 或 超越 性 以 及 整 式 方程 的 次 数 都 不 因 
仿 射 坐 标 系 选取 的 不 同 而 改变 ,都 是 曲线 固有 的 不 
变性 质 . 因此 ,在 仿 射 坐标 系 下 ,曲线 的 方程 若 为 代 
数 方程 (或 超越 方程 ), 则 称 此 曲线 为 平面 代数 曲线 
(或 超越 曲线 ). 若 代 数 曲 线 的 方程 是 ?次 整 式 方程 ， 
则 称 此 曲线 为 2 次 曲线 或 半 阶 曲线 .2 称 为 曲线 的 
Br. 在 平面 解析 几何 中 ,一 般 只 系统 地 人 研究 一 次 曲线 
和 二 次 曲线 .更 高 次 的 曲线 是 代数 几何 系统 研究 的 
XT RR. 在 上 述 曲 线 分 类 中 ,把 基础 放 在 仿 射 坐标 系 
(或 直角 坐标 系 ) 下 ,是 最 重要 的 事 . 假如 利用 极 坐 标 
系 , 这 种 分 类 就 失去 了 意义 .例如 ,在 极 坐 标 系 中 , 方 
程 o—1 与 p=2cos6 都 表示 半径 为 1 的 圆 , 但 它 的 
方程 前 者 是 一 次 的 ,后 者 是 超越 的 . 又 如 在 极 坐 标 系 
下 ,一 次 方程 Ap 十 B0 十 C= 二 0 的 图 形 ; 当 A==0 时 ， 
是 过 极点 的 直线 ; 当 AZEO 时 ,方程 可 改写 成 oal 
十 po.4 二 0 PY SEB). aA0 时 是 阿 基 米 德 螺 线 ， 


平面 代数 曲线 (plane algebraic curve) I“ 
面 曲线 的 分 类 ”. 

超越 曲线 (transcendental curve) 见 “ 平 面 曲 
线 的 分 类 ”. 

n 次 曲线 (curve of degree n) ” 见 “ 平 面 曲 线 的 
分 类 ”, 

n Wr H (curve of order n) 见 “ 平 面 曲 线 的 
分 类 ”. 


297 


曲线 的 阶 (order of curve) JW“ Fm B Z BJ Ay 
2". 
F 曲线 (null curve) 曲线 的 一 种 . MRA E 
F(z,y) 一 0 无 实数 解 , 则 称 这 方程 的 曲线 为 零 曲 
线 . 例如 ,方程 x 十 y 十 1==0 所 表示 的 曲线 就 是 零 
曲线 . 
Bi £EBJ4y x (branch of curves) 整体 曲线 的 
一 部 分 . 当 一 方程 表示 两 条 以 上 曲线 时 ,其 中 每 一 条 
均 称 为 曲线 的 分 支 . 设 平面 代数 曲线 的 方程 为 F(x， 
y)= 二 0, 若 多 项 式 F(zx,y) 可 以 分 解 成 两 个 次 数 比 它 
低 的 多 项 式 的 乘积 , 即 FG.30— FG, y) * F(z, 
y) B E Zr RR Fi Gr 32 0, Fo Ge. y) 0I f E E] £A, 
数 曲线 称 为 曲线 F (x. y) —0 BJ AT o EX UL HH EF 
(x, 2 — 0 是 可 分 解 的 . 例如 ,三 次 曲线 x? + y! — 
Zary +a =0 可 分 解 为 一 条 直线 cet yta=0 和 一 
条 二 次 曲线 z 刀 十 光一 zy 一 az 一 ay 十 对 一 0. 只 有 一 个 
分 支 的 代数 曲线 称 为 不 可 约 代数 曲线 . 
不 可 约 代 数 曲 线 (irreducible algebraic curve) 
见 “ 曲 线 的 分 支 ”. 
曲线 的 交点 (intersection point of curves) žij 
画 曲 线 位 置 关系 的 一 种 特殊 点 . 指 多 条 曲线 的 公共 
点 .在 平面 仿 射 坐标 系 ( 包 括 直角 坐标 系 ) 下 ,两 曲线 
Cl: 广 (Czyy) 一 0 与 Ci fox y) — 08932 5 5371 21H 
fi(x,y)=0, 
fix y)z0 
的 解 成 一 一 对 应 关系 . 奉 方 程 组 的 解 集 为 空 集 , 则 曲 
Z C, 与 C; 不 相交 . 
曲线 的 切线 (tangent line of curve) 研究 曲线 
形状 的 一 条 重要 直线 . 设 已 是 曲线 C 上 一 点 ,Q 是 
曲线 C 上 蜡 于 尸 的 一 点 , 当 点 久 沿 曲线 C 无 限 趋 
近 于 点 了 N. EAR PQ 趋 近 于 一 确定 的 位 置 P7， 
则 称 直线 PT 为 曲线 C 在 已 点 的 切线 ,而 点 P 称 为 
切 点 ,并 称 曲 线 C 和 直线 PT 在 点 PAY. 过 曲 
线 上 一 点 的 切线 ,是 过 这 点 的 所 有 直线 中 与 给 定 曲 
线 最 贴近 的 直线 ,是 属于 曲线 在 一 点 邻近 的 局 部 性 
ii. 在 平面 仿 射 坐标 系 ( 包 括 直 角 和 坐标 系 ) 中 ,过 曲线 
y 二 f(z) 上 一 点 《xo,Yo) 的 切线 方程 是 
> 一 yo 一 三 (Xoo CE) 
过 曲线 X= 二 XxX) ,y= 二 yt) 上 一 点 《X(to) yo HY 
线 方程 是 
XX(to) y—y() 
z'() y C ^ 
过 曲线 F(z,y)=0 上 一 点 《xo,Yo) 的 切线 方程 是 
FG Yo) G— zo) F (tos yo) Cy yo) = 0. 
在 极 坐 标 系 下 ,过 曲线 o — 000 E — A Coo 06:0 BJ 
线 方程 是 


= 2% 
p 04cos (0—0,) — o, sin(0—0,)' 
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以 上 z GO, y (to),p'o 表示 x ys o 在 相应 点 的 导 
Bs FLG yo) F,Go XR Fr, y) ÆC, y) WAR 
导数 . 根据 切线 的 定义 , 若 将 平面 代数 曲线 C 的 方 
程 和 切线 的 方程 联 立 起 来 ,将 会 得 出 重 根 . 因此 , 切 
线 是 与 曲线 有 两 个 重合 的 交点 的 直线 ,可 以 通过 求 
重 根 的 办 法 来 求 切线 的 方程 (参见 “二 次 曲线 的 切线 
方程 ”). 

切 点 (point of contact) FA“ HAM WR”. 

曲线 的 法 线 (normal of curve) 研究 曲线 形状 
的 一 条 重要 直线 . 过 曲线 上 一 点 的 法 线 是 与 过 这 点 
曲线 的 切线 垂直 的 直线 . 在 平面 直角 坐标 系 中 ,过 曲 
线 y= 二 fz) 上 一 点 (zo,yo) 的 法 线 方程 是 


"NE = 
AUNT Bc Fitz) Xo). 


过 曲线 r=ra), y= ye) E— Br (ty) yo) WK 
线 方程 是 z GO G— et) + y (to) Cy — y 0) = 0. 
过 曲线 (x,y) 二 0 上 一 点 (zeoyyo) 的 法 线 方程 是 
0 0 
P oGroyyo) Fa Eos Yo) 
在 极 坐 标 系 下 ,过 曲线 P= (8) E— Ñ Co A) WHE 
线 方程 是 
_ Pobo 
P gcos(Ó — 0,) + Psin ð — 8)’ 

以 上 x! GO y! GO es RIR x ys o 在 相应 点 的 导 
Bs FO» yo), E, Go yo BEAN Fiz 320 YE G5 y) B fih 
导数 . 

曲线 方程 的 求法 (method for finding the curvi- 
linear equation) 求 曲 线 方程 的 一 般 方 法 . 曲线 的 
方程 是 点 在 曲线 上 的 代数 表达 形式 . 它 的 求法 一 般 
有 下 列 步 又 .: 

1. 选用 适当 的 坐标 系 . 

2. 列 出 任意 点 M 在 曲线 上 的 充分 必要 条 件 
P(M)( 多 是 几何 条 件 、 物 理 条 件 等 ). 

3. 用 点 M 的 坐标 xy 表示 条 件 PCM) BAGG Bl 
所 求 曲 线 的 方程 f (x 32 — 0. 

4. 将 方程 Gc y) —0 化 为 最 简 形 式 , 以 便于 讨 
论 研 究 . 

5. 证 明 以 化 简 后 的 方程 的 解 为 坐标 的 点 适合 条 
ff PCM) ,从 而 肯定 化 简 所 得 的 最 简 方程 就 是 所 求 
曲线 的 方程 

BPR 4 的 化 简 过 程 是 同 解 变形 过 程 , 则 步骤 
5 可 以 省 略 . 

方程 图 形 的 画 法 (construction of the graph of 
an equation) 画 方 程 图 形 的 一 般 方 法 . 由 方程 画 出 
图 形 ( 一 般 是 曲线 ) 的 基本 方法 是 描 点 法 ,这 是 一 种 
近似 画 法 .为 了 提高 画图 的 速度 和 精度 ,通常 先 对 方 
程 进行 讨论 ,以 了 解 曲线 的 大 致 形态 ,然后 列表 、 描 
点 、 通 线 .例如 ,对 于 方程 f(x,y) 二 0 而 言 ,其 画图 的 


主要 步骤 如 下 : 

1. 讨论 曲线 的 存在 范围 . 

2. 讨论 曲线 的 对 称 性 . 

3. 求 曲线 的 截 距 . 

4. 曲线 的 变化 情况 (如 渐 近 线 , 范 数 的 周期 性 ， 
增 减 性 MEU RMR aR RAS). 

5. 9] He: FER TH e 46 HK y —g GO EX 
Z 一 2(y), 有 困难 时 可 以 化 为 参数 方程 ,再 计算 出 知 
干 对 应 值 而 列 成 表格 . 

6. 描 点 、 画 线 . 

因为 初等 函数 的 图 象 一 般 是 光滑 的 曲线 ,所 以 
用 描 点 法 画 这 类 吗 数 的 图 象 时 要 把 所 描 的 点 用 光 背 
的 曲线 连结 起 来 . 但 应 注意 某 些 曲线 在 某 些 点 处 不 
光滑 ,例如 有 人 尖 点 . 

曲线 的 对 称 性 (symmetry of curves) 曲线 的 
重要 特征 之 一 . 在 平面 直角 坐标 系 中 设 曲 线 C 的 方 
程 为 f(x,y) 二 0. 曲线 的 对 称 性 情形 如 下 : 

1. 如 果 曲 线 上 任 一 点 Cz，y) 关 于 工 MMR 
(xz, 一 y) 也 在 此 曲线 上 , 则 此 曲线 关于 工 轴 对 称 . A 
此 ,在 曲线 的 方程 f(x,y) 二 0 中 ,以 一 y 代替 y BT, 
方程 必 不 变 . 所 以 ,曲线 C ACT or RUT ROC 的 方 
程 有 有 性质:F(x,y)= 二 F(z, 一 y) 二 0. 

A 在 方程 F(xr,y)=0 中 ,如 果 以 一 工 代替 ast 
程 不 变 , 则 曲线 C 就 关于 y 轴 对 称 . 

94 在 方程 F(z,y)=0 中 ,同时 以 一 z 代替 zr, 以 
一 y 代 替 y, 方 程 不 变 , 则 曲线 C 关于 原点 对 称 . 例 
如 ,曲线 y= 二 2z XT x PANT HR; HAR y—2cr KF y 
轴 对 称 ; 曲 线 cy — 1 关于 坐标 原点 对 称 .在 这 三 种 对 
称 性 质 中 ,如 果 有 两 种 同时 成 立 , 则 第 三 种 也 一 定 成 
Me 

4. 在 方程 F(x,y)-0 中 ,如 果 以 Y RE ZA a 
RE y, 方 程 不 变 , 则 曲线 C 关于 直线 y — c 为 轴 对 
Wr. 

5. 在 方程 FG, 32 50 中 ,如 果 以 一 y 代替 r, A 
-IRE > 方程 不 变 , 则 曲线 C 关于 直线 y= 二 一 xz 
为 轴 对 称 . 

在 平面 仿 射 坐标 系 中 ,只 有 关于 原点 对 称 的 情 
É 3 成立. 

曲线 的 截 距 (intercept of a curve) 曲线 的 重 
要 特征 之 一 .如 果 曲 线 与 坐标 轴 有 交点 ,那么 从 原点 
到 交点 的 有 问 线 段 的 数量 , 即 交 点 在 此 坐标 轴 上 的 
坐标 , 称 为 曲线 (在 坐标 轴 上 ) 的 截 距 . 曲线 在 c 轴 
上 的 截 距 简称 模 截 距 , 在 y 轴 上 的 截 距 简称 纵 截 距 ， 
曲线 f(x,y) 二 0 在 z 轴 (y= 二 0) 上 的 截 距 可 由 方程 
f(z,0) 二 0 解 得 ,在 y 轴 (z= 二 0) 上 的 截 距 可 由 方程 
f(0,y)=0 解 得 . 

横 截 距 (intercept of abscissas) 
i". 


见 “ 曲 线 的 截 


ZJ € BB (intercept of ordinates) 
PE”. 

曲线 的 渐 近 线 (asymptote of a curve) 刻画 曲 
线 伸 问 无 穷 远 时 变化 趋势 的 一 种 直线 . 如 果 存 在 这 
样 的 直线 , 当 曲线 上 的 点 M 沿 着 曲线 的 一 支 趋 向 无 
穷 远 时 ,点 M 到 某 条 直线 的 距离 趋向 零 , 那 么 就 称 
此 直线 为 该 曲线 的 渐 近 线 . 求 曲线 的 渐 近 线 的 方法 
如 下 : 

1. 设 所 给 曲线 的 方程 为 参数 式 :z 一 ZG)，y 
= y(t). 当 tt, Bf: 

1) dr x09, 020—995, H y GO /x Go) kb, 
[yG) — Rz CQ) |] 一 0, 则 此 曲线 有 渐 近 线 y — kr 4-5. 

2) Xi x OD-—a,.yG)—oo, WA BIA xa. 

3) Xj xOD—oo.,yGQ)b5, WA S£ y». 

2. 对 于 曲线 yg GO: 

D M zcoe 时 , 若 g(Cz) 一 0, 则 有 渐 近 线 y=b; 
各 g(2)/c>k, Ale (2) —ko 5, WA Ht gr zx 

y = kr +; 

2) 4 r>a 时 ,g(x) 一 oo0, 则 有 渐 近 线 r=a. 

3. 对 于 代数 曲线 ,其 方程 是 关于 z,y BJ n XT 
程 F(x,y) 二 0, 设 它 的 所 有 nn 次 项 之 和 为 B(x，y)《n 
次 齐 次 式 ); 将 y= 二 kz 十 b 代 人 方程 下 (zyy) 王 0, 令 
方程 F(x,kx 十 5) 二 0 的 最 高 次 项 (就 是 n kx) 
二 @B(1,k)7z") 及 次 高 次 项 的 系数 等 于 零 , 构 成 以 &,6。 
为 未 知 数 的 方程 组 , 解 之 , 便 可 得 渐 近 线 的 方程 y 
一 AZ 十 0. 方程 组 有 几 组 解 便 知 有 几 条 渐 近 线 ; 知 出 
WA GA MERA MIA A bb 不定, 可 以 再 
4 FG kxd- b) —0 的 第 三 、 第 四 …… 项 系数 等 于 零 
与 @$(1,k) 二 0 构成 方程 组 来 求 《,b. 这 时 无 穷 远 点 是 
渐 近 线 与 曲线 的 多 重 交 点 . 当 (00,1) — 0 时 ,曲线 
有 平行 于 y 轴 的 渐 近 线 , 可 令 Faw Py HRA 
次 项 的 系数 为 零 , 而 解 得 渐 近 线 的 方程 . 

曲线 的 参数 方程 (curvilinear parametric equa- 
tion) 曲线 方程 的 一 种 常用 形式 .在 平面 仿 射 坐标 
系 ( 包 括 直角 坐标 系 ) 下 ,如 果 曲 线 C 上 任意 一 点 的 
坐标 分 量 x,y 都 是 变数 t 的 函数 

r-—f(Q), 
yg) 
而 且 对 于 DD 内 的 每 一 个 1t 值 ,由 (1) 式 确定 的 点 
(Cz,y) 都 在 曲线 C 上 ,那么 称 方程 组 (1) 为 曲线 C 的 
参数 方程 . 其 中 变数 1 称 为 参 变数 ,简称 参数 . CH 
取 值 范围 DERM f(2),g 以) 的 公共 定义 域 ,一 般 
是 实数 集 上 的 某 个 区 间 . 参数 方程 是 通过 变数 1 间 
接 表 示 曲 线 上 点 的 坐标 工 与 y 间 的 关系 式 . 而 把 直 
接 表示 曲线 上 点 的 坐标 xz 与 y 间 的 关系 式 FG.) 
一 0 称 为 曲线 的 普通 方程 .同一 曲线 的 参数 方程 可 以 
有 不 同 的 形式 . 例如 ,在 直角 坐标 系 下 ,参数 方程 
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GC€ D), (1) 


平面 解析 几何 


r-—(l1-—ti)r Tx, 
G€[0,1]1) 
clin kaki L ] 


L=2X,+5° 
(sE [0,Z D 


y2 YY 
y=yits ees 


都 表示 以 A Cr, yi) BG ,y2) 为 端点 的 线段 ,其 中 


A= AN (ap 2) «Os 39), 

BBR os 所 对 应 的 点 为 M,P, 则 前 者 参数 := 
14M1/14B|, 后 者 参数 :== |AP|, 它 们 的 几何 意义 
不 同 . 一 般 地 ,对 于 曲线 C 的 参数 方程 (1), 若 作 参 
数 代 换 t=1(9) ,ED' cE D, H dt/d9 关 0, 则 方程 组 

rf» ; 

y=g(t(0)) E 
仍然 是 曲线 C. 的 参数 方程 . 在 极 坐 标 系 或 其 他 坐标 
系 下 ,曲线 同样 有 参数 方程 . 

化 参数 方程 为 普通 方程 (change of parametric 
equation to general equation) 研究 曲线 方程 的 重 
要 方法 之 一 . 将 曲线 在 仿 射 坐标 系 下 的 参数 方程 

[^ = f(t), 


y = gt). 
中 的 参数 :t 消去 就 得 到 普通 方程 f(x,y) 二 0. “EB 
数 方 程 为 普通 方程 的 方法 主要 有 : 


1. 代入 消去 法 . 例如 ,由 参数 方程 


mE 
1—]' 
wy 4 
SBT" 


的 前 一 方程 解 得 t= (zx 十 1)/(zx 一 1), 代 入 后 一 方程 
便 得 普通 方程 

(zx 二 TT1)(zx—1) 

5 832341 C 
2. 利用 恒等式 . 例如 ,由 参数 方程 

x=4-+cos6, 

y=cosé+3sin8é. 
利用 恒等式 cos 0--sin'0—1 可 得 普通 方程 


(z 一 全 :十 二 Cy 一 z 十 和 :一 1 


3. 化 简 消 去 法 . 例如 ,由 参数 方程 
(— t4 
Men 
ER dac 
S El 
515 TC PRE OC RÉ, A 


得 
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即 得 普通 方程 2z 一 > 十 5 一 0. 

一 般 说 来 ,化 参数 方程 为 普通 方程 灵活 性 较 大 ， 
而 且 有 时 很 困难 ,甚至 无 法 消去 参数 . 在 化 参数 方程 
为 普通 方程 时 ,还 应 注意 保持 方程 之 间 的 等 价 性 , 即 
两 个 方程 所 表示 的 曲线 要 一 致 . 例如 ,由 参数 方程 

x = cosÜ 

y = 2 — sin’0 
消去 参数 2 得 y—lda ax | D. X BIB x BIS 
值 范围 1z| 委 1, 则 普通 方程 y 王 1 十 z 与 原 参数 方程 
不 等 价 . 

化 普通 方程 为 参数 方程 (change of general e- 
quation to parametric equation) 研究 曲线 方程 的 
重要 方法 之 一 . 如 果 曲 线 在 仿 射 坐标 系 下 的 普通 方 
程 是 F(x,y) 二 0, 那 么 可 以 适当 选取 参数 ,将 普通 
方程 化 为 参数 方程 . 参数 的 选择 可 以 由 图 形 的 特点 
或 所 研究 问题 的 特点 来 确定 . 选择 参数 的 一 般 原则 
是 :对 于 参 变数 1€ [La,oj 的 每 个 值 ,都 对 应 着 曲线 
上 惟一 的 点 ;反之 ,对 于 曲线 上 任 一 点 ,都 至 少 存 在 
一 个 参数 所 ELa,oj 与 之 对 应 . 这 样 ,曲线 上 动 点 的 
坐标 z,y 是 参数 上 的 函数 OD gG), ARAB — 
致 . 选择 参数 的 常用 方法 有 : 

1. 利用 恒等式 :例如 ,将 方程 

ee 
化 为 参数 方程 ,可 令 x—acos'0 和 y—asin'0,18 
^ = acos?Ü, 


y = asin’), 


又 如 , 双 曲 线 方程 
M um 
ac d bs 


利用 恒等式 sec 0 一 tan 0 一 1 可 化 为 


x = asec, 


y = btanð. 
或 者 令 
和 + 过- si-qoe 
从 而 得 
— alt + t7!) 
E 
| Eee 
We 
但 是 ,吉利 用 恒等式 ch't —sh:—1 化 为 
n = acht, 
y = bshż. 
它 仅 表 示 双 曲线 的 右 文 ， 


2. 用 过 曲线 F(z,y)=0 E—A Cro, Yo) BJ BR 
系 方程 y— y —tG—ax RADE Fa, y)=0, 4 BÉ 
解 得 c=f OQ) ye) ,往往 就 是 所 求 曲 线 的 参数 
方程 .但 有 时 会 失掉 上 >ce 的 一 点 .例如 ,在 直角 坐 


标 系 下 , 令 yster +R KR +y =R 化 为 参数 


方程 
m 一 2t 
下 EL 
2 
R 1 : 


3. 如 果 曲 线 的 方程 F Gri) —0 最 高 次 项 与 最 
低 次 项 相差 一 次 ,例如 ,方程 x? + yy? — 32zy=0, 
ytx 而 化 为 参数 方程 

- =) 3 
seas be Wt— qup 

用 此 方程 计算 曲线 上 点 的 坐标 ,避免 了 解 三 次 方程 
的 麻烦 ,有 利于 对 曲线 性 质 的 研究 . 

参数 方程 曲线 的 画 法 (curve-tracing of para- 
metric equation) ”曲线 的 一 种 作 图 法 . BUR TE 
方程 画 出 曲线 . 由 曲线 的 参数 方程 ,给 参数 以 石 干 个 
值 , 就 可 以 计算 出 曲线 上 香干 个 点 的 坐标 ,然后 用 摘 
点 法 画 出 曲线 . 为 了 提高 画图 的 速度 和 精度 ,通常 先 


对 曲线 的 参数 方程 
quem FQ GED) 
y = g(t) 


进行 讨论 .在 直角 坐标 系 下 ,主要 讨论 下 列 问 题 ， 

1. 范围 :函数 r= f a) RHE R E H R E AK 
横 坐 标的 变化 范围 ;函数 y = e (1) 的 值 域 就 是 曲线 
上 点 的 纵 坐 标的 变化 范围 . 

2. S EK EE: S ga) =— g(t), FEW C —ACO, (X 
入 xz 一 GO) BRE FoG0o-—f0O) Wd Zr x HH 
对 称 ; 若 能 使 FC )= 一 ArG), 则 曲线 关于 原点 对 称 . 
其 余 类 推 . 

3. RE: $ g(t) = 0, E13 c=, SC) Bi x 
在 过 轴 上 的 截 距 . 同样 , 令 fe) = 0 BET t=2,, Du] 
eG) AHA y 轴 上 的 截 距 . 

4. pe Ze CS OL li BG y rex. 

H £e AY th AK AR 7; FB (polar coordinates equation 
of a curve) ”曲线 方程 的 一 种 常用 形式 . 在 平面 极 
坐标 系 下 , 若 以 方程 Cp,0)==0 的 解 为 极 坐 标的 点 
的 集合 是 某 曲线 C, 则 称 方程 FC(p,0) 二 0 为 曲线 C 
的 极 坐 标 方程 ,而 称 曲 线 C 为 极 坐 标 方程 FC(p,0) 
= OF ALG. 在 极 坐 标 系 下 人 研究 曲线 ,一 般 不 采用 狭 
义 极 坐标 . 给 定 一 对 实数 Co,2) ,平面 上 虽 有 惟一 确 
定 的 点 与 之 对 应 ,但 是 平面 上 任 一 点 M 的 极 坐 标 却 
8 np ES COT D'e 0-0 Ce 为 整数 ) ,特别 对 于 
FCo,0) —0 的 图 形 是 曲线 C, 则 方程 

Fl((— 1)0,0+ kx)=0 (1) 
的 图 形 也 是 曲线 C, 即 在 式 (1) 中 , 当 & 取 0, 士 1， 
土 2,… 时 ,所 对 应 的 方程 都 是 曲线 C 的 方程 . 例如 ， 
方程 p= 二 a Vcos20 与 p= 二 (一 1)*a V cos2(0-- kx) CH 


坐 标 法 


k 为 奇数 时 ,可 化 简 为 p= —a vcos20) 83 FL JE 4H 
IH] ,它们 都 是 双 纽 线 o^ — a'cos 20 的 方程 .可 见 ,在 
极 坐标 系 下 , 某 些 曲线 的 极 坐 标 方程 ,不 但 其 形式 可 
能 不 同 ,而 且 可 以 是 互 不 等 价 的 (方程 的 解 集 不 同 ). 
为 了 避免 曲线 有 互 不 等 价 的 多 个 形式 的 方程 ,也 有 
把 曲线 的 极 坐标 方程 改作 如 下 定义 .在 极 坐 标 系 中 ， 
设 有 曲线 C 与 方程 f(p,0) 二 0, 如 果 满 足下 列 两 条 : 

1. 以 方程 F (0,0) — 0 的 解 (p,0) 为 极 坐 标的 点 
都 在 曲线 C 上 . 

2. 曲线 C. 上 任 一 点 的 极 坐 标 至 少 有 一 个 是 方 
E F(.0)—0 的 解 .那么 称 方程 (po,0)= 二 0 为 曲线 
C 的 极 坐 标 方程 . 

但 这 个 定义 中 的 1,2 两 条 并 非 互 逆 的 命题 . 为 
了 简便 起 见 ,选取 极 坐 标 系 来 研究 曲线 ,一 般 仅 研究 
那些 方程 为 显 函 数 形式 = 大 2) 的 曲线 ,以 及 少数 
隐 式 方程 FCGo,0) =0 可 化 为 显 函 数 形式 的 曲线 . 

极 坐 标 方程 的 图 形 (graph of polar coordinates 
equation) 见 “ 曲 线 的 极 坐 标 方 程 ” 

曲线 的 极 坐 标 方程 与 直角 坐标 方程 的 互 化 
(mutual conversion between polar coordinates e- 
quation and rectangular coordinates equation of a 
curve) 研究 曲线 方程 的 重要 方法 之 一 .有 两 种 情 
形 : 

1. 化 直角 坐标 方程 为 极 坐 标 方程 . 将 互 化 公式 
x= pcosÜ, y = psinO 代入 曲线 的 直角 坐标 方程 
F(X,y) 二 0, 即 得 极 坐 标 方 程 F(pcos0, psin0) —0. 

2. 化 极 坐 标 方程 为 直角 坐标 方程 . 这 时 常常 应 
用 公式 pcos06= 二 x,pPsin0 二 y,P = r? + y’, tan? 
一 y/Z 等 . 

曲线 极 坐 标 方程 的 通 式 (general expression of 
polar coordinates equation of a curve) fH £X fe AB 
标 方 程 的 一 般 形式 . 在 极 坐 标 系 下 ,如 果 曲 线 C 的 
极 坐 标 方程 为 = S(O) ,那么 对 于 任何 整数 ,方程 

p = (— D'fX( + kr) (1) 
也 是 曲线 C 的 极 坐 标 方程 . (1) 式 称 为 曲线 CC 的 通 
式 . 每 个 &=0, 士 1, 士 2,… 所 对 应 的 方程 都 称 为 曲 
ZX C 的 特 式 . 引进 通 式 、 特 式 的 概念 ,对 于 极 坐 标 方 
程 与 直角 坐标 方程 的 互 化 , 求 两 曲线 的 交点 ,讨论 曲 
线 的 周期 等 问题 都 将 带 来 方便 . 

曲线 极 坐 标 方程 的 特 式 (special expression of 
polar coordinates equation of a curve) 见 “ 曲 线 极 
坐标 方程 的 通 式 ”. 

极 坐 标 系 下 两 曲线 的 交点 (intersection point 
of two curves in polar coordinates system) R H 
ZR AC ERA — BET iA. 给 定 两 条 曲线 的 极 坐标 方程 
p= (8) ,GCo,0) —0 GE Bi HH Ae AY 25 FE OA Bak, 
可 选 其 一 化 为 显 式 ), 则 解 方程 组 
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p=(—1) f O+ kr) 
we (k 为 整数 ) 
便 得 两 曲线 除 极点 外 的 所 有 交点 .再 检验 两 曲线 是 
否 都 过 极点 ,从 而 确定 极点 是 格 为 交点 . 

曲线 的 周期 (period of curves) 曲线 的 重要 特 
征 之 一 . 在 极 坐 标 系 下 ,对 于 某 些 周期 函数 所 表示 的 
曲线 ,例如 ,周期 为 27/3 的 函数 o cos 30, 当 极 角 0 
增加 x 时 ,曲线 将 重复 出 现 . 对 于 曲线 = / 0D E 
等 式 

f (Fn) — C—1» fO) 

当 0 取 定 义 域内 的 每 个 值 时 都 成 立 , TEL n BIS 
该 等 式 的 最 小 正 整 数 , 则 称 曲线 o — SORA AH 
性 ,而 且 把 使 曲线 重复 出 现 的 极 角 8 所 增加 的 最 小 
正 值 nx 称 为 该 曲线 的 周期 . 在 描绘 极 坐 标 方程 的 图 
形 时 ,只 需要 在 曲线 的 一 个 周期 内 取 6 值 列表 描 点 
便 可 画 出 方程 的 图 形 . 曲线 p 二 A(0) 有 和 且 仅 有 个 
互 不 等 价 的 特 式 的 充分 必要 条 件 是 该 曲线 具有 周期 
性 , 且 曲 线 的 周期 为 axln 为 正 整数 ). 曲线 周期 与 也 
数 周期 既 有 区 别 又 有 联系 . 曲线 周期 性 是 仪 对 极 坐 
标 平 面 上 的 曲线 而 言 的 .曲线 op 二 1(0) 有 周期 的 充 
分 必要 条 件 是 函数 .大 20) 为 周期 函数 , 且 玉 数 周期 为 
x 的 有 理 数 倍 . 

极 坐 标 方程 曲线 的 画 法 (construction of the 
curve of polar coordinates equations) 曲线 的 一 种 
作 图 法 . 即 根据 极 坐 标 方程 画 出 曲线 的 方法 . 为 了 较 
准确 迅速 地 用 描 点 法 画 出 曲线 ,通常 先 对 极 坐标 方 
程 p= 二 了 (90) 进行 讨论 (参见 “方程 图 形 的 画 法 ”). 主 
要 讨论 下 列 问题 : 

1. 3& E: A PRU R BISO | zr WU TED] o 
=r WA RRA KDE. 如 极 坐 标 方程 2 一 azcos 20， 
le|</a|,cos 2020, KER o—a 的 外 部 以 及 直线 
0 一 r/4 到 0=3n/4 之 间 都 没有 图 形 . 

2. 对 称 性 :在 以 一 4(& 0C x —0 f 0, — o fX 
0) . Jj FAA ZEW it ORT CREDE PR. AL — o f p 
(或 2 十 x 代 0) 方程 不 变 , 则 曲线 关于 极点 对 称 . A 
VA — p ft e. —0 f& OM ane 4X 00, FEARS, WU d 
线 关 于 极 垂 线 对 称 ( 参 见 “ 对 称 点 的 坐标 2”). 

3. 曲线 的 周期 : 若 对 于 函数 了 定义 域内 任意 0 
值 ,等 式 1(9 十 nw) 二 (一 1)f(90) 有 最 小 正 整 数 解 ”， 
则 曲线 有 周期 nx ,列表 时 只 需 在 一 个 周期 内 取 值 . 

4. 渐 近 方向 与 渐 近 线 : 千 存在 一 个 实数 a, 当 0 
a i}, o= f(0)--oo,W| BR 0— o 的 方向 称 为 曲线 
2= 帮 0O) 的 渐 近 方向 .由 极 坐标 方程 直接 求 渐 近 线 
比较 困难 ,必要 时 可 化 为 直角 坐标 方程 再 确定 其 渐 
近 线 . 除 列表 用 描 点 法 画图 外 , 奉 已 知 某 方 程 
Pp 二 了 (0) 的 图 形 , 要 画 出 方程 p= 了 (0 十 a) (a 为 常数 ) 
的 图 形 , 可 运用 极 坐 标 系 下 的 旋转 变换 
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ae 

0' 一 0 十 oa， 

曲线 的 渐 近 方向 (asymptotic direction of a 
见 “ 极 坐标 方程 曲线 的 画 法 ”. 


直线 与 加 


curve) 


一 次 曲线 (curve of the first degree) 一 种 直 
线 . 指 一 次 方程 所 表示 的 曲线 . 因为 直线 在 平面 仿 射 
坐标 系 中 的 一 般 方程 是 二 元 一 次 方程 4z 十 By 十 C 
二 0, 式 中 A, B 不 全 为 零 ( 参 见 “ 平 面 曲 线 的 分 类 ”和 
“直线 的 一 般 方程 ”). 

直线 的 倾斜 角 (angle of inclination of a str- 
aight line) 亦 称 直线 的 倾角 . 一 种 反映 直线 相对 于 
x 轴 ( 一 般 是 水 平方 向 ) 倾 斜 程度 的 量 . EE 
JL Ab d rn FEE SERE; FH] EL c 轴 旋 转 到 首次 与 已 
知 直 线 /平行 ,所 旋转 的 角度 a 称 为 该 直线 1 对 xz 轴 
的 倾斜 角 , 简 称 倾角 . 奉 直 线 ! 平行 于 z 轴 ,认为 倾 
BAAS. BUR fH a€ [0,7). 

直线 的 倾角 (angle of inclination of a straight 
line) ”有 即 “直线 的 倾斜 角 ”. 

直线 的 斜率 (slope of a straight line) JRA 
线 的 角 系 数 . 描述 直线 相对 于 坐标 轴 的 倾斜 程度 的 
一 种 量 . 在 平面 直角 坐标 系 下 , 设 ACTI y) BCT, 
y2) 为 给 定 的 与 y 轴 不 平行 的 直线 上 的 两 点 , 则 称 

par} 
为 直线 AB BRE. 同一 直线 上 选取 的 点 不 同 ,直线 
的 斜率 不 会 因此 而 变化 . 当 直 线 与 y 轴 平 行 时 ,斜率 
不 存在 ,或 者 说 斜率 为 无 穷 大 并 形式 地 表示 成 & 
=00,1/k=0. G@HAM x 轴 的 倾斜 角 为 a, 则 此 直 
线 的 斜率 & 一 tan a. 

直线 的 角 系 数 (angular coefficient of a straight 
line) BI“ BA ARR”. 

BAM SAKA f£ (point slope form equation 
of a straight line) 直线 方程 的 一 种 形式 .由 直线 
上 一 个 定点 与 直线 的 斜率 来 表示 的 直线 方程 . 在 平 
面 仿 射 坐标 系 中 ,过 点 (zi,y1) 斜 率 为 的 直线 方程 
是 y 一 二 k(x 一 Xx1). 这 个 方程 称 为 直线 的 点 和 斜 式 
方程 . 它 不 能 用 来 表示 平行 于 y 轴 的 直线 . 

直线 的 斜 截 式 方程 (slope intercept form equa- 
tion of a straight line) ”直线 方程 的 一 种 形式 . AB 
线 的 斜率 与 纵 截 距 来 表示 的 直线 方程 . 在 平面 仿 射 
坐标 系 中 ,方程 y= 二 kz 十 6( 一 次 函数 ) 称 为 直线 的 斜 
截 式 方程 , 式 中 & 是 直线 的 斜率 ,2 是 直线 在 纵 轴 上 上 
HJ EXER. 

直线 的 两 点 式 方程 (two-point form equation 
直线 方程 的 一 种 形式 . 由 直线 


of a straight line) 


上 两 定点 的 坐标 表示 的 直线 方程 . 在 平面 仿 射 坐标 
系 中 ,经 过 两 个 已 知 点 4(zi,y1) 和 BG, y) HHR 
的 两 点 式 方程 为 

ETH, _ TI 

XX Yi 
当 分 母 x; 一 zi 二 0 时 ,约定 相应 的 分 子 x 一 x 二 0, 它 
表示 平行 于 y 4 By E Z. 半分 母 yo yı =0 时 ,约定 
相应 的 分 子 y 一 >》 二 0, 它 表示 平行 于 xz 轴 的 直线 . 
直线 的 两 点 式 方程 可 改写 成 行列 式 形式 
x y I 


X1 Vi 1 =Q. 


Zp y; 1 

直线 的 截 距 式 方程 (intercept form equation of 
a straight line) 直线 方程 的 一 种 形式 . 由 直线 的 横 
纵 截 距 表 示 的 直线 方程 . 在 平面 仿 射 坐标 系 中 , 若 直 
ZkTE x DR oy 轴 上 的 截 距 分 别 为 a 和 5, 且 abo, 
则 称 方程 


ie cs 
"x l 


为 直线 的 截 距 式 方程 . 若 直 线 过 原点 或 与 坐标 轴 平 
行 ,这 时 截 距 为 零 或 不 存在 ,直线 的 方程 不 能 写成 截 
距 式 . 

直线 的 一 般 方程 (general equation of a straight 
line) 直线 方程 的 一 种 规范 形式 .由 二 元 一 次 方程 
的 一 般 形式 表示 的 直线 方程 . 在 平面 仿 射 坐标 系 中 ， 
二 元 一 次 方程 

Ax + By+C=0 (1) 

称 为 直线 的 一 般 方程 . 式 中 A,B 不 全 为 零 . 当 BA 
时 ,(1) 式 可 化 为 斜 截 式 


I 
当 B=0 时 ,4A 关 0,(1) 式 可 化 为 x 二 一 C/A ,表示 与 
y 轴 平 行 (包括 重合 ) 的 直线 . 因为 二 元 一 次 方程 的 
图 形 称 为 一 次 曲线 ,所 以 直线 就 是 一 次 曲线 . 
直线 的 参数 方程 (parametric equation of a str- 
aight line) ”直线 方程 的 一 种 常用 形式 . 由 直线 的 参 
数 表示 的 直线 方程 . 所 选 的 参数 不 同 ,直线 的 参数 方 
程 的 形式 不 同 . 在 平面 仿 射 坐标 系 中 ,过 两 点 A Go, 
y) ,Blzz,y2) 的 直线 的 参数 方程 (两 点 式 ) 为 
aeo at 
5 = y, + On — yi 
r-—(1-—t)z,-tz, 
BP CRM MN s 
式 中 (x,y) 是 动 点 M 的 坐标 ,参数 t=AM/AB. t 
E10,1j 时 ,上 列 方程 是 线段 AB 的 参数 方程 . 24 (€ 
(0, 十 ceo) 时 ,方程 (1) 是 射线 AB 的 参数 方程 . (1) 式 
可 以 改写 为 


(ER), (1) 


(t € R). (1)! 


BH & 5 A 


rr cat 

o ZER). (2) 
式 中 b/a=k 是 直线 的 斜率 ,而 asb 称 为 直线 的 方向 
系数 . (2) 式 称 为 直线 的 参数 方程 的 一 般 式 . 特别 地 ， 
在 直角 坐标 系 下 ,参数 方程 

Z=2,+5sc0S8S a, 

an NH 
式 中 (zi ye EZ E— A A 的 坐标 ,a 是 直线 的 倾 
斜 角 , 参 数 :表示 定点 4 到 动 点 M(x,y) 的 带 号 距 
离 , 称 为 自然 参数 . 

直线 的 方向 系数 (direction coefficient of a str- 
aight line)” 见 “直线 的 参数 方程 ”. 

直线 的 自然 参数 (natural parameter of a str- 
aight line)” 见 “直线 的 参数 方程 ”. 

直线 的 法 线 (normal of a straight line) 确定 
直线 位 置 的 一 条 直线 . 在 平面 直角 坐标 系 中 ,已 知 直 
线 1 的 过 原点 的 垂 线 称 为 直线 ER. 当 /不 过 原 
点 时 ,规定 从 原点 到 垂 足 的 方向 为 法 线 的 正方 向 . 它 
与 xz 轴 的 交角 gE1L0,27) 称 为 法 线 的 辐 角 . 当 / 过 原 
点 时 ,规定 法 线 对 工 轴 的 倾斜 朋 2 就 是 它 的 辐 角 ,这 
时 PEL0,r). 直线 的 法 线 的 正方 向 可 以 用 向 量 
(cos ,sin 2) Y&7R. 

法 线 的 正方 向 (positive direction of normal) 
见 “ 直 线 的 法 线 ”. 

法 线 的 辐 角 (argument of normal) 
法 线 ”. 

直线 的 法 线 式 方程 (normal form equation of 
the straight line) 直线 方程 的 一 种 形式 .由 直线 的 
法 线 所 表示 的 方程 . 在 平面 直角 坐标 系 中 , 若 已 知 直 
Bl 的 法 线 的 辐 角 为 pl 到 原点 的 距离 为 p, 则 称 
xcos¢t+ysing—p=0 为 直线 的 法 线 式 方程 ,又 称 为 
直线 的 海 色 法 线 式 方程 . p,p 称 为 直线 的 位 置 参数 . 
法 线 式 方程 的 特征 : 

Loy 的 系数 平方 和 为 1. 

2. Fe BIR — pO, 34 p—0 Bf, y 的 系数 为 正 或 
BAS AR y 的 系数 也 是 零 ,那么 这 时 x 的 系数 
#1). 

一 次 方程 仅 当 符合 上 述 两 个 条 件 时 , 才 是 直线 
的 法 线 式 方程 . 当 已 知 直线 到 原点 的 距离 p 和 其 法 
线 的 辐 角 时 ,运用 法 线 式 方程 来 解决 某 些 几何 问题 
比较 方便 ,并 易于 由 此 得 出 直线 在 极 坐 标 系 中 的 方 
程 pcos(0— 9) = p. 

直线 的 位 置 参数 (location parameter of a str- 
aight line)” 见 “直线 的 法 线 式 方程 ”. 

法 化 因子 (normal factors) 一 个 常数 . 指 将 直 
线 方程 化 为 法 线 式 所 乘 的 常数 . 将 直线 方程 的 一 般 
Art By +C=0 FEL) HR 


见 “ 直 线 的 
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平面 解析 几何 


=t, 
Ja +B 
即 可 得 到 这 条 直线 的 法 线 式 方程 
Ax+By+C _ 
+ JAB 
常数 A=1/t VAT RARER AEAT. E 
BA)“ d UE A) BE Ze 
1. 当 C 关 0 时 ,4 和 C HE. 
2. M C=0,BÆ0 时 ,A4 和 B AS. 
3. 4 C—0, B—0 it, IA [n] E. 
H & B3 E [8] ME (normal vector of a straight li- 
ne) 确定 直线 位 置 的 一 个 向 量 . 是 与 直线 垂直 的 非 
零 向 量 .例如 ,在 直角 坐标 系 中 ,向 量 (4,B) 是 直线 
Ar+by+C=0 的 一 个 法 回 量 ,和 它 指 示 出 三 项 式 Ar 
十 By 十 C 最 大 增长 的 方向 和 速度 , 称 为 线性 函数 
Az+By+C 的 梯度 . 
直线 的 极 坐 标 方程 (polar coordinates equation 
of a straight line) ”直线 方程 的 一 种 形式 . BR” 
标 表 示 的 直线 方程 . 在 平面 极 坐标 系 中 ,直线 的 极 坐 
标 方 程 可 有 下 列 形式 : 
1. 法 线 式 
p cos(0 — 0,) = P, 
式 中 0, 是 直线 的 法 线 的 辐 角 , 是 极点 到 直线 的 距 
A. 当 p—0 时 ,直线 的 极 坐标 方程 简化 为 


m 
dizi cur 


0. 


2. 点 法 式 
p cos(0 — 0,) = p,cos(@, — 0,), 
式 中 (o,0) 是 直线 上 一 点 9) 是 法 线 的 辐 角 . 
3. 点 斜 式 
p sin(@ — a) = psin(@, — a), 
Ate 是 直线 的 倾斜 角 , (pi,0) 是 直线 上 一 点 . 
4. 两 点 式 
Se) a 
p Pi P» 
AP (0,8), (os 0 ) 是 直线 上 两 点 QH £10: 7 O. 若 
直线 过 点 Mi(p1,01) 和 极点 , 则 直线 的 极 坐 标 方程 
为 0—6,. 
5. 一般 式 
Acos@+ BsinÓü — — 


式 中 常数 ALB 不 全 为 零 . 

点 到 直线 的 距离 (distance between a line and a 
point) ”描述 点 和 直线 位 置 关 系 的 一 个 数 . 在 平面 
直角 坐标 系 中 ,一 点 已 (zoy,yo) 到 直线 [Ax 
十 By 十 C= 二 0 的 距离 d 是 指点 书 与 直线 /上 任意 点 
M(z,y) 的 有 向 线段 MP 在 /的 法 线 n 上 的 射影 的 绝 
XH :d- | 射影 n MP |. 由 此 可 推算 出 
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dla 


= | Az ot Byo +C | 
ARBRE 
对 法 线 式 方程 ,点 《xo,yo) 到 直线 zcos ed- ysing— p 
— 0 的 距离 为 | zocos gq 十 yosing 一 pp|. 在 平面 极 坐 标 
系 中 ,点 (ou,b) 到 直线 pcos 6-9) =p 的 距离 为 

| Pocos (00—9)— p |. 
i (054) 8| HA Apcos9 十 Bopsin9 十 C= 二 0 的 距离 
为 


d 


| Ap cos 6+ Bp,sin 0,4-C | 
/ A! 4- B* l 
(参见 本 卷 4 平 面 几何 ) 同 名 条 ) 

A al E ZEB E 25 (deviation of a point from a 
line) 描述 点 和 直线 位 置 关 系 的 一 个 数 . 在 平面 直 
角 坐 标 系 中 ,点 书 (zoyyo) 到 直线 cos e4- ysin g— p 
=0(p [0 HJ BEA ô= recos gt ysin g— p. 4A P 
在 直线 的 法 向 量 (《cos e, sin o) Pr d i — Ml p ,6— 0, 
TE 53 — MUA ,0-—0. 点 在 直线 上 时 ,6 二 0. 在 平面 极 坐 
标 系 中 ,点 (oo,b) 到 直线 o cos (0— 9) = p(p20) B 
离 差 为 6 二 pocos (0, — 9) — p RIF e ETE ZI a f. 

直线 划分 平面 (dividing a plane by a line) fff 
析 几 何 研究 的 重要 问题 之 一 . 在 平面 仿 射 坐标 系 中 ， 
一 直线 1:Art+ By +C=0 将 此 平面 内 /i 以 外 的 任意 
两 点 Pi Cais yi AIP: Geo y2) DL A B0] Be E P,P, 所 
分 成 的 比 为 
ee aes +C 

Az; By,+C 

当 Az, t+ By, +C 5 Axz,t+ by. tC KE, BI A>O 时 ， 
BR! 与 线段 P1P; 相交 , 即 点 Pi,P;i 在 直线 /的 异 
mj. 当 Arı + By +C 与 Ar; + By. +C 同 号 , 即 4 过 0 
时 ,直线 /与 线段 PiP; 不 相交 , 即 点 P,P; 在 直线 / 
的 同 侧 . 可见 ,直线 i:Az 十 By 十 C= 二 0 将 平面 分 为 两 
个 半 平 面 ,其 中 一 个 半 平 面 内 的 点 的 坐标 适合 不 等 
X Ax 十 By 十 C 之 0, 另 一 个 半 平 面 内 的 点 的 坐标 适 
ERER 4z 十 By 十 C<<0. 因 此 ,如 同 平面 上 的 直线 
可 以 看 做 二 元 一 次 方程 的 几何 表示 一 样 , 半 平面 可 
以 看 做 是 二 元 一 次 不 等 式 的 几何 表示 . 由 “ 同 侧 同 
号 , 异 侧 异 号 ”的 法 则 ,要 判别 点 P Cro» y) TE EX L: 
47z 十 By 十 C=0 的 哪 一 侧 的 具体 方法 可 有 : 

1. 若 4>0, 则 点 己 在 直线 :的 右 侧 Cz 轴 正 向 
所 指 的 一 侧 ) 的 充分 必要 条 件 是 Azo By C70. 

2. Æ B>0, MA P TE EZ LA EM Cy 轴 正 向 
Ards B5 — Du B5 75 43 4 3E RE Art By HCO. 

3. Æ C>0, 则 点 书 与 原点 在 直线 /的 同 侧 的 充 
分 必要 条 件 是 Azo t+ By. +C>0. 

4. 直线 /的 法 向 量 (4,B) 所 指 的 一 侧 的 点 的 坐 
标 满足 4z 十 By 十 C>0, 另 一 侧 的 点 的 坐标 满足 Ax 
qSBy pe. 

5. E AE HR Ac By t+C=0 的 正方 向 为 向 


A 二 


量 (B ,一 4) 所 指 的 方向 , 则 半 平 面 Azt+ By +C>0 
在 有 问 直 线 的 左 侧 . | 

两 直线 的 位 置 关系 (positional relation between 
two straight lines) 初等 几何 研究 的 基本 问题 之 
一 .在 平面 仿 射 坐标 系 中 ,给 定 两 直线 

l: Aizx 十 Biy 十 Cl 二 0 (或 y=2,2+6,), 

lo; Azsz 十 By 十 Cs 二 0 (或 y= 二 kz 十 52)， 
它们 的 位 置 关系 可 能 有 平行 (包括 重合 ) 和 相交 两 种 
情况 : 

IE Paid. Lı E 1; 平行 (包括 重合 ) 的 充分 必要 


条 件 是 :4，: : BoM 5; =hk,). 特别 地 , 当 且 
仅 当 A, : Mes : pde : C, (或 kı =k, 5b, =b) 


时 ,两 直线 41 与 /; 重合. 

2. 两 直线 1, Bl, 相交 的 充分 必要 条 件 是 A, 
: A,~AB,: BÈ RAR). 特别 地 ,在 平面 直角 坐标 
系 中 ,直线 li 与 /2 垂直 的 充分 必要 条 件 是 A,A, 
+BB: =0(8Ẹ kik: =— 1). 

两 平行 线 间 的 距离 (distance between two par- 
allel lines) 描述 平行 线 间 位 置 关系 的 一 个 数 . 两 
平行 直线 的 法 线 式 方程 为 


lL: Zcosl 十 ysin 册 一 加 一 0， 

la; azcos@,+ysin@,— p5—0. 
4% 0 一 0 时 ,它们 之 间 的 距离 为 d= |p1— pol. 当 |0, 
一 90; | 二 x 时 ,它们 之 间 的 距离 为 4== | pit ps |. EHI 


平行 直线 的 一 般 式 方程 为 
lh: 4z 十 By 十 CI 一 0， 
l;: AxtBy+C,=0. 
其 中 A’+ B*250, WET BR ZA 
IC,—C, | 
YATE 
两 直线 的 交角 (angle between two intersecting 
straight lines) 描述 相交 直线 位 置 关系 的 一 个 角 . 
对 于 两 条 相交 直线 4 与 1, 将 直线 4 SEAR ATE WEY 
针 方 向 旋转 到 首次 和 直线 1; 重合 时 所 旋转 的 角度 ， 
PKA BR 1, Bl. 的 角 , 记 为 Osl). A 0005.0) 
<n, 0G, sl) +6C, jm. 称 lı 到 | l BY f8 5 ls 到 l 
的 角 之 中 不 大 于 下 角 的 角 为 两 直线 的 交角 .者 两 直 
线 平行 , 则 规定 它们 的 交角 为 0. 在 平面 直角 和 坐标 系 
中 ,者 两 直线 的 方程 为 
L: Aix 十 Biy 十 C1 二 0 或 yy 一 AZ 十 六， 
lo: AsX 十 Boy 十 Cs 二 0 或 y= 二 kx 十 b，. 


则 
_A:B,~ A,B, _ hk 
tante db A ERE Fkk. 
两 直线 的 交角 公式 如 下 : 
/一 |42: 一 42:B， -| 各 
tan u-— A,A,+B,B, E 1+2,k, 
或 


直 线 与 B 


0 |AA;+BiB,| As 二 BiB,| o Fkk) 


apt pi AELB V 12-42 A/ 12- 


|A,B,— A,B, | |&;— &i| 


MATT BIN Art DB; NIRV TEES 

两 曲线 的 交角 (angle between two intersecting 
curves) ”描述 两 曲线 位 置 关 系 的 一 个 角 . 两 条 曲线 
在 交点 处 的 切线 的 交角 (一 般 指 不 大 于 直角 者 ) 称 为 
两 曲线 的 交角 . 

两 直线 交角 的 平分 线 (bisector of an angle be- 
tween two intersecting straight lines) 一 条 直线 . 
指 到 两 直线 距离 相等 的 点 的 集合 . 设 两 直线 在 直角 
坐标 系 中 的 方程 为 4iz 十 Biy 十 Ci 一 0 和 Ar + Boy 
十 C; 二 0, 则 交角 的 平分 线 的 方程 为 


或 


sin@= 


A,z+Byyt+C, ae 4 Att Bry t C; 
V ALB: ur 


这 是 两 条 互相 垂直 的 直线 . 符 要 确定 某 一 个 角 内 的 
平分 线 的 方程 是 哪 一 个 ,可 在 角 内 选 一 点 依照 “直线 
划分 平面 ”中 的 方法 去 选择 土 号 (参见 “直线 划分 平 
面 ). 

三 直线 的 位 置 关 系 (positional relation of three 
straight lines ) 初等 几何 研究 的 基本 问题 . 即 利用 
直线 方程 讨论 三 条 直线 的 相关 位 置 . 在 平面 仿 射 坐 
标 系 中 , 设 直 线 4; 的 方程 是 Aix 十 Biy 十 Ci 二 0G 二 1， 
2,3) , 则 三 直线 holl 的 位 置 关系 共有 7 种 可 能 情 
É. Ww 


di. D. as 

A= VA; Be Cil 

A BG 
当 A 二 0 时 ,可 能 有 两 条 重合 而 与 第 三 条 平行 .重合 
或 相交 ,也 可 能 三 条 互相 平行 或 互 不 平行 而 相交 于 


一 点 ( 称 为 三 线 共 点 ), 共 有 5 种 可 能 情形 . 当 AAO 
时 ,可 能 三 直线 相交 成 三 角形 ,或 两 直线 平行 (不 重 
合 ) 而 与 第 三 条 直线 相交 . 特别 地 ,三 个 半 平 面 A 
十 Biy 十 Ci 之 0(1 二 1,2,3) 的 交集 为 三 角形 (包含 内 
部 ) 的 充分 必要 条 件 是 四 个 行列 式 


A B Cı 
A, B, A, B, A; B, 
A, B, C, 9 9 9 
A; B, A; B; A, B, 
A; B; C; 
都 不 为 零 而 且 同 号 . 


三 线 共 点 (three straight lines concurrent) Ji, 
“三 直线 的 位 置 关 系 ”. 
BH # KH (system of straight lines) D Ff E( £X 
R. 具有 某 一 共同 性 质 的 直线 的 集合 , 如 在 平面 仿 射 
坐标 系 中 , 与 已 知 直 线 4z 十 By 十 C=0 平行 的 所 有 
直线 组 成 一 个 直线 系 . 它 的 方程 为 4z 十 By 十 4 一 0， 
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式 中 4 是 参数 . 又 如 ,通过 一 个 定点 (xo,yo) 的 所 有 
直线 也 是 一 个 直线 系 , 称 为 以 (zxo, Yo) 为 束 心 的 直线 
R. 12897: EJ A Gr zr) d; Cy — yd —0, XX A, 
a, 是 不 同时 为 零 的 参数 . 如 果 只 用 一 个 参数 来 表示 ， 
直线 束 的 方程 为 y 一 yo 一 k(x 一 Xxo)，, 式 中 为 参数 . 
但 此 直线 束 不 包含 直线 x — x. 一 般 地 ,对 于 给 定 的 
两 直线 

ha A BC 

los A;rdB,ycTC-—0, 
a ABB A.A, AS) 0 7r E 

A CA x +B y tC) HF AjCAzd- Boy +C) =0 
AK Bl OL, Fl D; 决 定 的 直线 束 GEH 

当 li 与 ly 相交 时 ,是 以 li 5 /2 的 交点 为 中 心 
的 直线 束 , 称 为 中 心 直 线 束 . 

2.41, 与 2 平行 (但 不 重合 ) 时 ,该 直线 束 称 为 
平行 直线 束 , 且 当 参数 aa 取 值 为 同 号 或 异 号 时 ， 
所 对 应 的 直线 位 于 直线 41 Bl, 之 间或 之 外 . 

直线 束 (pencil of straight lines) ” 即 “ 直 线 系 ”. 

中 心 直 线 束 (central pencil of straight lines) Jil 
“HAAR”. 

平行 直线 束 (pencil of parallel straight lines) 
见 “ 直 线 系 ”. 

圆 的 标准 方程 (standard equation of the circle) 
圆 方程 的 一 种 规范 形式 . 即 用 圆心 坐标 和 半径 表示 
的 圆 的 方程 . 圆 作为 平面 上 到 定点 的 距离 等 于 定 长 
的 点 的 集合 ,在 平面 直角 坐标 系 中 ,已 知 圆心 是 
Cla,b) 及 半径 是 7 的 圆 的 标准 方程 为 (x 一 a)* 十 (y 
—b) =r. 特别 地 ,圆心 是 原点 OC(0,0) ,半径 为 7 的 
圆 的 标准 方程 为 Hy Er. 

的 三 点 式 方程 (three points form equation of 
the circle) 圆 方程 的 一 种 形式 .平面 上 不 共 线 的 三 
点 确定 一 个 圆 . 在 平面 直角 坐标 系 中 ,过 不 共 线 三 点 
Pri, yi) €— 1,2.32 BS [I B3 75; EO 

r+ty x y 1 


xj y l 
qan xij y, 1l 

2 9 =0, X» Vo 1 350; 
rjd-y$ x; y 1 R 1 

3 V3 
Tey: X3 ys | 


这 个 方程 称 为 圆 的 三 点 式 方 程 , 这 个 圆 就 是 
AP PP; 的 外 接 圆 . 
[3] BJ — AR 7; FE (general equation of the circle) 

圆 方程 的 一 种 形式 . 在 平面 直角 坐标 系 中 ,二 元 二 次 
方程 x^ E y! + DetEyt+F=0 称 为 圆 的 一 般 方程 . 
将 它 配 方 得 

| 332 ES D 2 

[ey] [xz] 2E. 


JE ET : | 
1. 4 DHE: — AF 0 时 ,图 形 为 以 (一 D/2， 
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一 E/2) 为 圆心 , VD HE — AF /2 为 半径 的 圆 . 

2. 3 DHE — AF —0 BE, FEDES ACL D72, 
—E/2) ,或 称 点 圆 . 

3. 24 D'HE’ — AF «0 BE, ABA, MH HE 
圆 . 常用 待定 系数 法 ,由 三 个 独立 条 件 来 确定 满足 这 
些 条 件 的 圆 的 方程 中 的 系数 D,E,F. 

FA (point circle) 见 “ 圆 的 一 般 方 程 ”. 

虚 圆 (imaginary circle) 见 “ 圆 的 一 般 方程 ” 

圆 的 参数 方程 (parametric equation of the cir- 
cle 圆 方程 的 一 种 常用 形式 . 即 圆 方程 的 参数 表 
示 . 在 平面 直角 坐标 系 中 ,已 知 圆 心 Cla,5) 和 半径 
”~，, 任 一 点 MGz,y) 在 圆 上 的 充分 必要 条 件 为 

x=atrcosf@, 
y=b-+rsiné, 

该 式 称 为 圆 C 的 参数 方程 , 式 中 参数 6= 720M. 

圆 的 极 坐 标 方程 (polar coordinates equation of 
the circle) 圆 方程 的 一 种 形式 . 即 圆 方程 的 极 坐 标 
表示 . 由 于 圆心 位 置 的 不 同 , 其 极 坐标 方程 有 三 种 形 
X: 

1. 圆心 在 极点 ,半径 为 > 的 圆 的 极 坐 标 方程 为 


p—r S p— —r. 
2. Bib dE G 00 2E 18 A r 的 圆 的 极 坐 标 方程 为 
p 2r cos D. 


3. BO TE Co, 06,0 2E £8 W r 的 圆 的 极 坐 标 方程 
为 e! — 2ppscos (0— 0.) -- pi — rh. 

B3 UJ Z£ 7; f£ (tangent line equation of the cir- 
cle) 圆 的 切线 的 表达 形式 . 常见 的 切线 方程 可 分 
两 种 情况 讨论 : 

1. 在 直角 坐标 系 中 有 四 种 形式 : 

D zB ri +y Sr ER P《zo,Yo) 的 切线 方程 
为 Zoz 十 yoy 一 r ;过 加 rt +y =r 外 点 PC《xo,yo) 可 
向 圆 作 两 条 切线 ,这 两 条 切线 的 方程 为 

Coe bye Sor Cr (C 

2) A Gx—a» + Cy — b) =r’? ER PGo y» 
A DARA BEA Cxo— a) (x -a)) + (yy — 00 (y — BD =’. 

3) 过 圆 2’ +y’+Dret+kyt+F=0 上 的 一 点 
Plaxo yO IU) ZE EA 


zoxd-yoy4- D E 


4) [B] r Hy =r? 的 斜率 为 & 的 切线 方程 分 别 为 
y =katr vi Fk. 
2. 在 极 坐标 系 中 有 两 种 形式 : 
D 过 圆 e=r 上 点 人 r,bo) 的 切线 方程 为 
p cos(0—0,) =r. 
2) 过 圆 o—2rcos0 上 点 (oo,b) 的 切线 方程 为 
ocos(0 一 20.) 一 27cos20.. 
两 圆 的 交角 (angle between two intersecting 


LETT po, 


circles) 刻画 相交 两 圆 相 关 位置 的 一 个 角 . 相交 两 
圆 在 交点 处 的 切线 的 交角 称 为 两 圆 的 交角 ,一 般 指 
角度 不 大 于 直角 者 . WB OO, 5 OO, 的 半 
径 分 别 为 riy72, 则 它们 的 交角 0€ [0,2/2 HEA 
AUN 
ri tri— |0,0, |? 
2717， ` 
TRAE P [BI OO, FOO, 的 方程 分 别 为 
rt’ +y --Darc-EuwMFE 20, 
rq, -TDuzcTEjsTF;—0. 
两 圆 的 交角 0 的 计算 公式 为 
|D,D,+E,E,—2F,—2F, | 
N D? -- E* —AF, * N Di+ E2— AF, 
此 两 圆 正 交 (交角 为 直角 ) 的 充分 必要 条 件 为 
DiD;+EE,=2F .+2F,. 
相交 两 圆 的 参数 方程 分 别 为 
x=a,+r,cost, L=a,+r,COS E, 
| HG 


cos ü— 


cos ü— 


y=6,+r,sint 
交角 0 的 计算 公式 为 
[br | 
ar {rp 

直线 对 于 圆 的 极点 (pojle of line with respect to 
circle) 点 与 直线 关于 圆 的 一 种 特殊 关系 . 设 忆 ,已 
关于 圆 O 互 为 反 演 点 ,g 是 过 P HEAT OP 的 直 
线 , 则 对 于 圆 O 而 言 , 称 点 卫 为 直线 g 的 极点 ,g 为 
A OP BS EX C, EO. RA 
心 O 外 ,每 一 点 都 有 它 的 
确定 的 极 线 ; 除 过 圆心 的 
直线 外 ,每 条 直线 都 有 它 
的 确定 的 极点 . 在 平面 直 
角 坐 标 系 中 ,对 于 圆 x 十 
y —r mz ff—muP 
Cros yo) Cxód- y$2600. 关于 此 圆 的 极 线 为 Lot + Yoy 
=r, EA P EHO EMA P BST EX Ld ix UG LER 
的 切线 ; 若 点 P 在 圆 O 的 外 部 , 则 过 PP 作 圆 O 的 切 
线 所 得 两 切 点 的 连 线 就 是 点 己 的 极 线 . 设 点 卫 关 于 
OO 的 极 线 为 ,过 己 作 割 线 交 OO FAB RAR 
g T M,W| P.M 调和 分 隐 4,B, 即 有 

PA MA "i l 


PB- MB® Pm ~ Pat PB 

EA P 的 极 线 g 过 点 Q@,; 则 点 Q 的 极 线 疡 必 过 点 
P. 这 种 性 质 称 为 极点 和 极 线 的 互 易 性 . 设 两 直线 g， 
h 的 交点 为 R, 则 直线 PQ 是 R 的 极 线 . 三 角形 
POR 的 每 个 顶点 关于 圆 的 极 线 正 是 该 顶点 的 对 边 ， 
这 样 的 三 角形 称 为 目 配 极 三 角形 . 

点 对 于 圆 的 极 线 (polar line with respect to a 
见 “ 直 线 对 于 圆 的 极点 ”. 


cos @ = 


circle) 


B 线 与 B 


极点 和 极 线 的 互 易 性 (reciprocity of pole and 
polar line) 见 " 直 线 对 于 圆 的 极点 ” 
自 配 极 三 角形 (self-polar triangle) 
对 于 圆 的 极点 ”. 
AXi F Ak a (power of a point with respect 
to a circle) 关于 圆 的 重要 概念 之 一 . 指点 到 圆心 
的 距离 平方 与 半径 平方 之 差 ( 参 见 本 卷 《 平 面 几何 》 
同名 条 ). 在 平面 直角 坐标 系 中 3 M Ga sy) X] F Bl 
(x —a)?t(y— by =r WA p—G—a) t y 
—b)! —r. 当 点 M EAN. 00. LAE M s M 到 
圆 所 引 切 线 长 的 平方 ; 当 点 MERANI, 005 HA 
M 在 圆 上 时 ,p= 二 0. 
两 圆 的 根 轴 (radical axis between two circles) 
一 条 直线 . 指 对 于 两 个 圆 有 相等 的 罕 的 点 的 集合 ( 参 
见 本 卷 4 平 面 几 何 》 中 的 “ 根 轴 ”). 硅 两 个 圆 的 方程 为 
C.:2+ytDiztE,yt+F,=0, 
C: T ,! 4- Dx E;y-F;-—0. 

则 根 轴 的 方程 为 
(D,—D)2+(£,—E,)y+F,—F,=0. 

Al A (system of circles) ZR ER IBI. 满足 基 一 
共同 条 件 的 圆 的 集合 . 在 圆 的 方程 中 ,如 果 含 有 一 个 
(或 几 个 ) 参 数 ,给 这 些 参数 以 一 系列 数值 ,就 会 得 到 
相应 的 一 系列 具有 共同 性 质 的 圆 . 这 一 系列 圆 称 为 
加 系 . 例如 ,在 圆 的 方程 (x 一 a 十 (y 一 5)” 二 =r? m, 
把 圆心 坐标 (a,5) 看 成 固定 数值 ,而 把 半径 7 看 做 参 
数 , 当 vr 取 不 同 的 值 时 ,这 个 方程 就 表示 以 点 Ca,6) 
为 圆心 的 一 系列 同心 圆 . 

AX (pencil of circles) 即 “ 圆 系 ”. 

H 4h [3 BR (coaxial pencil of circles) 
种 . 对 于 两 个 已 知 圆 

人 

C»: zx 十 y 十 Daz 十 Esy 十 Fi 二 0， 
由 方程 

ACz* +y +Dir HE y tHE) 

+ uG? 十 y + Dirt Ey +F) =0 
PTE BY ETA H RER 2 SEAR A 是 不 同 
时 为 零 的 参数 . 当 4 十 py 二 0 时 ,上 面 的 方程 表示 一 条 
直线 ,这 条 直线 是 两 已 知 圆 的 根 轴 . 当 4 十 jy 关 0 时 ， 
对 应 于 4,p 的 任 一 组 值 , 上 述 方 程 均 表 示 一 个 圆 ( 参 
见 本 卷 《 平 面 几 何 》 同 名 条 ). 

圆 划 分 平面 (dividing a plane by a circle) #8 
析 几 何 研究 的 重要 问题 之 一 . 圆 C:zx? 十 y 十 Dz 十 
Ey+F=0 分 坐标 平面 为 圆 上 点 的 集合 及 圆 内 和 圆 
外 两 个 区 域 . 在 圆 内 的 点 满足 不 等 式 oe? y^ + Dat 
Ey F «0; [B] FF BA] ex AE AR SEXX x + y + Da + 
Eyt F7 0. 

二 次 方程 的 图 解法 (solving method of quadrat- 
求实 系数 二 次 方程 根 的 一 
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ic equation by graph) 
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种 方法 .求实 系数 二 次 方程 ax: 十 bx 十 c 二 0Ca 关 0) 
之 根 的 图 解法 如 下 :在 直角 坐标 平面 中 ,以 点 
(—5/2a , (a 十 c)/2a) 为 圆心 作 通过 点 (0,1) 的 圆 .车 
JG I AS c 轴 于 两 点 , 则 它们 的 横 坐 标 即 为 所 给 二 次 
方程 的 两 个 实 根 (图 1). BUS x BA. DUI 
个 等 根 ( 图 20. 若 此 圆 与 z 轴 无 交点 , 则 方程 有 两 个 


a, 但 所 


te 


Bl $E H £X 


圆锥 曲线 (conic) 亦 称 圆锥 截 线 . 简称 锥 线 . 
一 类 重要 的 二 次 曲线 . 它 是 不 过 圆锥 顶点 的 平面 与 
圆锥 面相 交 而 成 的 曲线 . 设 圆锥 的 半 顶 角 为 oF T 
与 圆锥 的 轴 所 成 的 角 为 9. 当 0=“ 时 ,截面 和 圆锥 的 
一 条 母线 平行 , 交 线 是 抛物 线 ; 当 a 二 9 三 x/2 Bp E 
面 和 所 有 的 母线 相交 , 交 线 是 椭圆 ,特别 当 0— 0/2 
时 , 交 线 是 圆 ; 当 0 志 9 过 a 时 ,截面 和 两 条 母线 平行 ， 
交 线 是 双 曲 线 . 因 此 ,圆锥 曲线 包括 抛物 线 、 椭 圆 和 
双 曲 线 , 统 称 圆 锥 曲线 , 
如 果 平 面 过 圆锥 的 顶点 ， 
截面 与 圆锥 面 的 交集 有 
以 下 几 种 情况 : 当 0 二 a 
时 ,平面 与 圆锥 面相 切 于 
圆锥 的 一 条 母线 ,可 视 为 
退化 抛物 线 ; 当 a 0x n/ 
2 时 ,平面 与 圆锥 面 有 惟 
一 公共 点 (圆锥 的 顶点 )， 
可 视 为 退化 的 椭圆 ; 当 0 
三 9<a 时 ,平面 与 圆锥 面 
相交 于 两 条 母线 ,可 视 为 
退化 双 曲 线 . 这 些 交 集 统 
称 为 退化 圆锥 曲线 . 一般 
所 谓 的 圆锥 曲线 ,是 指 非 退化 的 圆锥 曲线 . 在 平面 仿 
射 坐 标 系 中 ,圆锥 曲线 的 方程 都 是 二 元 二 次 方程 ， ^ 
此 ,圆锥 曲线 又 称 为 二 次 曲线 . 而 且 平 面 与 任何 二 
曲面 的 交 线 总 是 二 次 曲线 . 例如 ， ideis 
椭圆. 设想 在 圆锥 的 顶点 V 处 放 一 点 光源 , 圆 在 灯 
光 下 的 阴影 一 般 是 圆锥 形 的 .因此 ,圆锥 曲线 是 圆 在 
中 心 投 影 下 ,在 不 同 平 面 上 的 射影 . 椭圆 抛物线、 双 
曲线 与 圆 在 中 心 投影 下 互 变 的 规律 性 对 于 航空 测量 
(高 空 照片 的 分 析 ) 和 透视 学 研究 具有 重要 意义 . 

圆锥 曲线 最 早 是 由 上 古 希 腊 学 者 梅内 克 雇 斯 

308 


(Menaechmus ) 进行 系统 研究 的 . 他 用 顶 角 分 别 为 
直角 、 锐 角 和 和 钝 角 三 种 直 圆 锥 以 不 过 顶点 而 垂直 一 
条 母线 的 平面 截 割 这 三 种 圆锥 曲面 而 分 别 得 到 抛物 
线 . 椭 圆 和 双 曲 线 的 一 支 . 到 了 亚历山大 里 亚 时 期 ， 
阿波 罗 尼 奥 斯 (Apollonius,(P)) 在 他 的 《圆锥 曲线 
学 中 指出 同一 圆锥 的 不 同 截 口 曲线 可 以 是 抛物 线 
( 齐 曲线 )、 桶 圆 ( 亏 曲线 ) 和 双 曲 线 ( 超 曲线 ), 并 且 研 
究 了 圆锥 曲线 的 共 思 e 直 径 、 切 线 和 法 线 及 其 性 质 , 也 
研究 了 圆锥 曲线 的 极点 和 极 线 的 性 质 . 书 中 没有 谈 
准 线 , 但 圆锥 曲线 是 到 定点 (焦点 ) 和 到 定 直 线 ( 准 
线 ) 的 距离 之 比 为 常数 (离心 率 ) 的 点 的 轨迹 ,对 此 欧 
几 里 得 (Euclid) 是 知道 的 ,并 由 帕 普 斯 (Pappus， 
(A)) 述 及 且 给 出 证 明 . 这 些 对 形成 近代 圆锥 曲线 的 
理论 有 着 深远 的 影响 . A MA FAK JL (Descartes , R. ) 
引进 坐标 系 以 来 , 沃 利 斯 (Wallis,J. ) 在 他 的 《 论 圆 
锥 曲线 中 ,为 了 阐明 阿波 罗 尼 奥 斯 的 结果 ,把 几何 
条 件 转 化 为 代数 条 件 , 第 一 个 证 明了 动 点 坐标 a, y 
的 二 元 二 次 方程 与 几何 里 的 圆锥 曲线 对 应 ,并 开始 
用 方程 的 理论 来 研究 曲线 的 性 质 . 16 一 17 世纪 , 随 
着 机 械 工业 的 诞生 和 航海 、 建筑. 造船 .采矿 等 事业 
的 发 达 ,推动 了 天 文学 和 力学 的 发 展 . 这 时 在 天 文学 
上 发 现行 星 的 轨道 是 椭圆 ,力学 上 确定 了 抛射 体 的 
轨道 是 抛物 线 等 ,因此 ,有 关 圆 锥 曲线 的 次 入 研究 也 
就 成 为 迫切 的 需要 了 .到 了 18 世纪 ,由 于 欧 拉 (Eu- 
ler,L. ) 等 多 人 的 努力 ,圆锥 曲线 的 现代 理论 才 有 了 
完美 的 结果 . 

圆锥 截 线 (conic section) 即 “ 圆 锥 曲线 ” 

锥 线 (conic line) 圆锥 曲线 的 简称 . 

退化 圆锥 曲线 (degenerate conic section) Jl 
“圆锥 曲线 ” 

圆锥 曲线 的 当 德 兰 定 理 (Dandelin theorem of 
conic) 见 本 卷 4《 立 体 几 何 》 中 的 “ 当 德 兰 

圆锥 曲线 的 统一 方程 (homaloidal equation of 
conic) ”圆锥 曲线 方程 的 表达 形式 . 即 用 离心 率 和 
焦 参 数 表示 的 圆锥 曲线 方程 . 圆锥 曲线 是 圆锥 面 与 
不 通过 圆锥 顶点 S 的 平面 o 的 交 线 . 也 是 在 以 点 5 
为 中 心 的 中 心 投影 下 , 另 一 平面 ARA O 在 平面 
c 上 的 射影 . 如 图 所 示 , 取 两 平面 的 交 线 为 y t Gut 
圆心 0), 在 平面 o 与 o 内 分 别 建立 平面 直角 坐标 
系 . 过 点 S EER SH /Ox Ho FH, EPH 
5 内 过 点 H FER 1//Oy TA S (FAR SQ//Oz, 
ACE gll FA EF RM SAR EART 
Oy'. REA O WA £2 2g +y = p Cp — POD. X A O 
Ef£— RM G' y ) 与 平面 c 上 的 对 应 点 MG y), 
从 图 上 诸 三 角形 的 相似 关系 可 以 导出 

ON' ON NM SN QS 

QO QS—ON’ NM SN ~ QS—ON’ 
然后 令 h=QS=OH .g=QO=SH. 可 以 得 出 点 MM 


rp 4T 
j o h— x’ 

, (12 
/ y 


Y hx 
将 (1) 式 代入 圆 O 的 方程 即 得 圆锥 曲线 的 方程 
(g^ — p!) x! J- h!3 y! --2hp'x — ph? =0. (2). 
"4 q>p 即 QO 二 PO Bf. FRR I ia! +q=0 RE 
的 圆 O 在 中 心 投 影 下 变 成 了 椭圆 . 当 =p BY QO 
一 PO 时 ,与 直线 相 切 的 圆 O 在 中 心 投影 下 变 成 了 
抛物 线 . 4 q— p BB QO 二 PO 时 ,与 直线 /相交 的 图 
O 在 中 心 投影 下 变 成 了 双 曲 线 . 以 上 结论 对 于 和 斜 癌 
锥 亦 成 立 . 特别 当 有 二 gq, 即 SQOH 是 菱形 时 ,i 记 p/a 
二 e, 可 将 圆锥 曲线 的 方程 (2) 改 记 为 
(1—e) 2° +y d3-2epx — p^ —0. (3) 


从 而 有 


这 表明 O 点 和 直线 ! 恰 为 圆锥 曲线 的 焦点 和 准 线 . 
方程 (3) 称 为 圆锥 曲线 的 统一 方程 . 将 方程 (3) 化 为 
极 坐标 方程 是 


p= —P_ (4) 


1 — ecos0" 
APF e 是 离心 率 , 是 焦 参 数 . 圆锥 曲线 的 统一 极 坐 
标 方程 (4) 经 旋转 变换 ,可 化 为 


= P 
P = IZ ecos(0 — 0) Se 


TF. ^b b AE 6 X= 二 一 Xx' 十 p/(l 十 e),y 二 一 y ,方程 (3) 
可 化 简 为 ( 撤 号 已 略 去 ) 
queque (6) 
称 此 式 为 圆锥 曲线 的 顶点 式 方程 ,原点 是 它 的 一 个 
锥 曲线 的 顶点 式 方程 (vertex form equation 
of conic) ” 见 “ 圆 锥 曲线 的 统一 方程 ”. 
圆锥 曲线 的 直径 (diameter of conic) 一 条 直 
线 . 指 圆锥 曲线 的 一 组 平行 缠 中 点 的 轨迹 . EAE 
曲线 上 任 两 点 的 线段 称 为 圆锥 曲线 的 弦 . 在 引进 虚 


p] fF h 线 


交点 (交点 坐标 为 虚数 ) 的 概念 以 后 ,可 以 证 明 圆 锥 
曲线 的 一 组 平行 缠 的 中 点 的 轨迹 是 一 条 直线 ,此 直 
线 称 为 圆锥 曲线 的 直径 . 在 只 考虑 实 点 的 情形 ,椭圆 
的 直径 是 线段 ; 双 曲 线 的 直径 是 两 条 射线 或 一 条 直 
线 ; 抛 物 线 的 直径 是 一 条 与 轴 平 行 的 射线 . 


[3] ff H tk ASK (chord of conic) J“ [B] HE H £x 
的 直径 ” 
圆锥 曲线 的 焦点 (focus of conic) Jl “ARR”, 


UR” "Bi" 
$E Bh SE AY HAE £k (directrix of conic) 
A” DAR” MHR”. 
fE #1% (focal radius) ” 亦 称 焦点 半径 ,一 条 线 
Ex. 是 连结 圆锥 曲线 上 任意 点 与 焦点 的 线段 . 也 指 圆 
锥 曲线 上 任意 点 到 焦点 的 距离 . 对 于 椭圆 


g? y | 
qp 


Jo A 


上 任意 点 (zy,y), 焦 半径 > 一 za 士 ez. 对 于 双 曲 线 


上 任意 点 (x, y) ,; 焦 半径 r=exzta. 对 于 抛物 线 y= 
2px 上 任意 点 (Xx,y), 焦 半径 r= 二 x 十 p/2. 
即 “ 焦 半径 ”. 
f& 5% (focal chord) 一 条 线段 . 指 圆锥 曲线 的 
过 焦点 的 任 一 条 弦 . 

正 焦 弦 (latus rectum) 亦 称 通 径 . 一 种 特殊 的 
f sk. 指 通过 圆锥 曲线 的 焦点 , 且 与 准 线 平 行 的 弦 . 
它 垂 直 于 通过 焦点 的 轴 . 

通 弦 (Cchorda) 即 “ 正 焦 弦 ” 

焦 轴 (focal axis) 曲线 焦点 所 在 的 轴 . 

焦 参 数 (focal parameter) 圆锥 曲线 的 重要 参 
数 . 正 焦 弦 长 的 一 半 称 为 焦点 参数 ,简称 焦 参 数 , 记 
Ap 它 等 于 焦点 到 相应 的 准 线 的 距离 与 离心 率 e 
的 乘积 . 对 于 椭圆 和 双 曲 线 


2 
Ji ai 


焦 参 数 p=b’/a=a | ]—e | ,其 中 a,b 分 别 是 半 长 
( 实 ) 轴 和 半 短 ( 虚 ) 轴 的 长 .对 于 抛物 线 y= 二 2px,p 

离心 率 (eccentricity) Jl“ [p] ee gli £X". 

偏心 率 (eccentricity)” 即 “离心 率 ”. 

离心 距 (eccentric distance) 一 个 数 . 指 椭圆 和 
双 曲 线 的 焦点 到 中 心 的 距离 . 

抛物 线 (parabola〉 圆锥 曲线 的 一 种 . 它 是 平 
面 内 到 定点 (焦点 ) 和 一 条 不 过 定点 的 定 直 线 ( 准 线 ) 
的 距离 相等 的 点 的 轨迹 . 焦点 到 准 线 的 距离 上 是 抛 
物 线 的 焦 参 数 . 抛物 线 有 一 条 对 称 轴 , 称 为 抛物 线 的 
轴 . 轴 和 抛物 线 的 交点 称 为 抛物 线 的 顶点 (参见 “ 抛 
物 线 的 标准 方程 ?中 的 图 ). 抛物 线 的 离心 率 等 于 1. 
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平面 解析 几何 


从 抛物 线 的 准 线 上 任 
一 点 引 抛 物 线 的 两 条 
切线 ,它们 一 定 互相 垂 
E. 过 抛物 线 的 正 焦 弦 
的 两 端点 引 抛 物 线 的 
切线 ,这 两 条 切线 互相 
3E EH. AOAC TE TEE Ze 
上 . 从 抛物 线 的 定义 可 
知 ,抛物 线 的 焦点 与 准 线 上 任意 点 所 连 线 段 的 中 垂 
线 与 抛物 线 有 惟一 的 交点 , 即 是 抛物 线 的 切线 . A 
此 ,抛物 线 是 定 直 线 上 任 一 点 与 直线 外 一 定点 所 连 
线段 的 中 垂 线 的 包 络 ( 见 图 ). 定 直 线 是 抛物 线 的 准 
线 , 定 点 是 抛物 线 的 焦点 ， 
抛物 线 的 轴 (axis of a parabola) 
抛物 线 的 顶点 (vertex of a parabola) 


见 “ 抛 物 线 ”. 
见 “ 抛 物 
线 ”. 
抛物 线 的 准 线 (directrix of a parabola) W“ 
物 线 ”. 
见 “ 抛 物 
£y". 
抛物 线 的 标准 方程 (standard equation of a pa- 
rabola) 抛物 线 方程 的 规范 形式 . 在 平面 直角 坐标 
系 下 ,抛物 线 的 标准 方程 为 
y=tpr, AF p EMDR 
的 焦 参 数 . 此 抛物 线 的 焦点 
是 F(p/2,0), HER FE z 一 一 
p/2. 抛物 线 y, —Zpx KF x O\ F 
轴 对 称 ,是 顶点 在 原点 , 轴 和 
坐标 轴 相 重合 的 抛物 线 ( 如 l 
图 ). 由 于 焦点 的 位 置 不 同 ， 
图 形 的 位 置 也 不 同 . 还 有 下 列 各 种 标准 方程 :y= 一 
2px，X = 2py, x 二 一 2py. 名 抛物 线 的 顶点 位 于 
Gros yo) ,对 称 轴 平行 于 x 轴 , 开 口 方向 与 xz 轴 正 向 
一 致 , 则 其 方程 为 (y 一 y0)’ 二 2p Gc— x9). 
抛物 线 的 参数 方程 (parametric equation of a 
parabola) 抛物 线 方程 的 一 种 常用 形式 . 在 平面 直 
角 坐 标 系 下 ,方程 


y 


8 


称 为 抛物 线 y =2pr 常用 的 参数 方程 . SMe AW 
物 线 上 的 点 (zx,y) 与 原点 连 线 的 斜率 的 倒数 .一 般 
TX 二 Ql 十 bt 二 ct 
miu ai GER). 
b! c 
记 A= 
b? c; 
= AF0 Ay, RES EA I8] E Co 022 NA HAHODA In] 
的 抛物 线 ; 当 AHO 时 ,表示 直线 . 
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抛物 线 的 画 法 (construction of a parabola) 
画 抛物 线 的 一 般 方 法 .通常 以 抛物 线 的 定义 和 各 种 
性 质 为 基础 ,常用 的 有 下 列 几 种 : 

1. 定义 法 .( 见 图 DEA 
抛物 线 的 焦点 F 和 准 线 7. 过 
F f£ Hx 7 万 为 垂 足 , 则 
HF 的 中 点 V 就 是 抛物 线 的 
顶点 . 在 Va 上 任 取 点 A,r 
点 4 EL 的 平行 线 AB, A F 
为 圆心 ,五 4 为 半径 作 圆 弧 ， 
交 AB 于 PP 及 Q@, 则 P,Q 为 
抛物 线 上 的 点 . 改变 A 的 位 
置 ,可 作出 抛物 线 上 任意 多 个 图 1 
点 ,把 这 些 点 用 光滑 曲线 连结 起 来 即 得 所 求 的 抛物 
线 . 

2. 拱 形 法 .已 知 拱 形 的 跨度 AB 和 高 HV ,可 用 
下 面 的 方法 画 出 抛物 线 拱 形 . 

1) 等 分 法 . FEE 4BCD( 见 图 202, HV. 分 别 
是 AB,CD 的 中 点 ,分 别 将 线段 A 五 和 AD 分 成 
等 分 , 设 AH.AD EMA AAR AR BP n=4), 
过 AH EKIA RCR=1,2.° n—-lL ES HV 平行 
的 直线 lod, 与 直线 VR CR! —1'.2' n 一 1) 的 交 
点 4 一 1,2, ,n— D BIA Bro 38 27 £x, E 85 ps Al 
用 对 称 性 作出 另 一 半 的 点 ,用 光滑 曲线 把 它们 连结 
起 来 即 得 所 求 的 抛物 线 拱 ， 

2) 内 接 法 (1/4 法 ). 参见 图 2, 分 别 作 和信 AHV 
AABHV 的 中 位 线 NA, 和 NH 并 延长 到 P, 
Pos 使 HP; = H,P: = HV f4. 然后 对 AAH,P,, 
人 和信 PIHIV,， 人 VHP;, 信 PsH2B 类似 地 作出 点 Pss 
P,P;,Pe, 如 此 继续 下 去 直到 作出 足够 多 个 点 , 然 
后 用 光滑 曲线 顺 次 将 A,P,,P,,P,,V,P,,P,,P.,B 
连结 起 来 , 即 得 所 求 的 抛物 线 拱 . 


图 2 

3. 外 切 法 .参见 "抛物线 ?" 条 中 的 图 . 作 直 线 / 外 
的 点 和 直线 上 的 点 P 所 连 线段 的 中 垂 线 . 变动 P 
El 上 的 位 置 可 作 任 意 多 条 如 此 的 中 垂 线 . 画 与 这 
些 直 线 相 切 ( 即 只 交 于 一 点 ) 的 光滑 曲线 就 得 到 以 FF 
为 焦点 7 为 准 线 的 抛物 线 . 

抛物 线 拱 (parabolic arch) 几何 学 术语 . 指 工 
程 建筑 上 常用 的 一 种 拱 形 . 例如 桥 拱 , 它 的 拱 轴 线 比 


较 理 想 的 是 采用 悬 链 线 yale +e  “)/2 ,抛物 线 
只 是 它 的 一 种 近似 曲线 . 

抛物 线 的 切线 方程 (tangent line equation of a 
parabola) 抛物 线 的 切线 的 表达 形式 .经 过 抛物 线 
y — 2px 上 一 点 (ros yo) 的 切线 方程 是 yoy =p (x 
十 Xo). 抛物 线 y =2p7 HA DOARRE k 的 切线 方程 
是 y=kxr+p/2k. 

抛物 线 的 光学 性 质 (optical property of a para- 
bola) 抛物 线 在 光学 上 的 应 用 . 经 过 抛物 线 上 某 点 
M 的 切线 ,与 焦 半 径 FM 以 及 另 一 条 射线 构成 等 
fA ,此 射线 是 从 点 M 引出 ,平行 于 抛物 线 的 轴 , 且 疝 
抛物 线 无 限 伸展 的 方向 射出 的 . 这 个 几何 性 质 的 物 
理 意 义 是 :从 抛物 线 的 焦点 下 发 出 的 光线 或 声波 ， 
经 过 旋转 抛物 面 反 射 后 ,平行 于 抛物 线 的 轴 而 射出 . 
反之 ,与 抛物 线 的 轴 和 平行 的 光线 经 旋转 抛物 面 反射 
后 ,都 聚集 到 抛物 线 的 焦点 上 . 这 就 是 抛物 线 的 光学 
性 质 . 它 被 广泛 应 用 于 探照灯 .汽车 前 灯 、 天 文 望 远 
镜 、 抛 物 面 天 线 等 . 

椭圆 (ellipse) 圆锥 曲线 的 一 种 . 它 是 平面 内 
到 定点 (焦点) 与 到 不 通过 这 个 点 的 一 条 定 直 线 / 
( 准 线 ) 的 距离 之 比 为 小 于 1 的 常数 e( 离 心率 ) 的 点 
的 轨迹 . 椭圆 另外 还 有 一 个 焦点 A ER 
(如 图 1). 椭圆 亦 是 平 
面 内 与 两 个 定点 F, F 
的 距离 之 和 等 于 常数 
2a(2a 2» |FF' | 2200 4 
点 的 轨迹 . 两 焦点 间 的 
距离 2c 称 为 焦距 . 椭 “ f 
圆 有 两 条 互相 垂直 的 
对 称 轴 ( 称 为 椭圆 的 
A8 ,它们 的 交点 是 对 称 中 心 ( 称 为 椭圆 的 中 心 ). 通 
过 焦点 的 轴 称 为 长 轴 , 另 一 条 轴 称 为 得 轴 . P jl 05 e 
贺 的 四 个 交点 都 称 为 椭圆 的 项 点 .长 轴 上 两 个 顶点 
之 间 的 线段 及 其 长 度 2a 亦 都 称 为 长 轴 , 短 轴 上 两 个 
顶点 之 间 的 线段 及 其 
长 度 26 Jp 8b RS Ai 
轴 . 椭圆 的 四 个 常数 a， 
b,c,e 之 间 有 关系 :cc 
=a’—b’,e=c/a. $ E] 
还 是 定 圆 忆 上 任 一 点 
M 与 圆 内 定点 FP’ PE 
线段 的 中 垂 线 的 包 络 ， 
BI ix FPP E £x REGN D 
的 切线 (图 20. 中 国 古 
代 早 对 椭圆 作 了 研究 . 在 《测量 全 义 》.《 恒 星 历 指 》、 
《 交 食 历 指 》《 测 天 约 说) 等 书 中 都 记载 7 不 少 有 关 
椭圆 的 知识 . 1742 年 编 成 的 《 历 象 考 成 后 编 ) 中 ,不 


H M H 


图 1 


图 2 


El 锥 曲 线 


仅 记 载 7 椭 圆 的 许多 性 质 和 通 法 ,而 且 研 究 了 椭圆 
的 切线 和 面积 公式 ,特别 是 项 名 达 、 戴 胞 所 著 《 椭 加 
求 围 术 》 中 ,用 初等 方法 推 得 椭圆 周 长 的 计算 公式 与 
后 人 用 积分 方法 的 结果 完全 一 致 . 
椭圆 的 焦距 (focal distance an ellipse) 
n". 
JK&8ü (major axis) Jl “ARR”. 
$948 (minor axis) J 965 [Bi] ". 
AAI BQH (axis of an ellipse) JL “AR”. 
椭圆 的 中 心 (center of an ellipse) W ^8 [B] ". 
椭圆 的 顶点 (vertex of an ellipse) — VL, ^A IA”. 
H El BY £x AE 7j $2 (standard equation of the el- 
lipse) 椭圆 方程 的 一 种 规范 形式 . 即 椭圆 的 最 简 方 
程 . 在 平面 直角 坐标 系 下 ,椭圆 的 标准 方程 为 


2 PA 
tael (a>b>0). 


VUE 


顶点 ACa,0),A'C—a, 
OY B:€0, bs BCO, 
=O). EON d Ce) 
F' (—c,00 ,相应 于 焦点 
FF MER LUIS Te 
4p 8| A x = a/c, x 
=—a’/c. A Re Hh Al En] 
长 轴 所 在 直线 作 y 轴 , 中 心 作 原点 建立 直角 坐标 系 ， 
则 椭圆 的 方程 为 


2 2 
| (ug 


右 选 取 的 zz 轴 和 >y 轴 与 椭圆 的 长 轴 和 短 轴 分 别 平 
行 , 则 中 心 为 G Cx, yo) BY HE BI 25 BA 
E ms (orm yo 
neue 4 We ae = 
椭圆 的 参数 方程 (parametric equation of the 
ellipse) ”椭圆 方程 的 一 种 常用 形式 . 即 椭圆 方程 的 
参数 表示 . 在 平面 直角 坐标 系 下 ,方程 
2o (9€ [0, 22) 
称 为 椭圆 常用 的 参数 方程 ,点 G(xzo,yo) 是 椭圆 的 中 
心 ,参数 2 是 半径 为 a HA Cla) RA A P 8 BD 
DSA M(x,y) 对 应 的 半径 GP 与 x 轴 正 向 的 交 
角 , 中 心 在 原点 的 参数 方程 为 
x=acos¢g, y = bsing, 
H [3] 89 583 Al (auxiliary circle of an ellipse) 
见 “ 椭 圆 的 参数 方程 ” 
椭圆 的 扁平 度 (flattening of an ellipse) ”刻画 
椭圆 形状 的 数 . 椭圆 的 短 半 轴 和 长 半 轴 的 比值 称 为 
椭圆 的 扁平 度 . 椭圆 


2 2 
的 
a b 


Y 


1. 
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平面 解析 几何 


的 扁平 度 是 6/a (0<b/a<1). b/a 的 值 能 刻画 椭圆 
的 扁平 程度 ,6b/a BTE fr Ber 1 时 ,椭圆 鳄 近 于 圆 . 
M b/a=1 Bl a 二 56) 时 ,椭圆 变 为 圆 ; 当 b/a 的 值 愈 
接近 于 0 时 ,椭圆 就 愈 扁 平 . 习惯 上 ,也 常用 离心 率 
e 一 c/a 来 刻画 椭圆 的 扁平 程度 . 

6 IR] AY) 2E SE EL f (conjugate diameters of an el- 
lipse) ”椭圆 的 重要 概念 之 一 . 椭圆 的 任 一 直径 是 平 
行 纺 中 点 的 轨迹 ,与 此 直径 平行 的 弦 的 中 点 的 轨迹 
是 另 一 条 直径 3X Pi 2& ELI ERO 3688 Efe. 位 于 它们 
上 的 两 条 半径 称 为 共 罗 半径 . 椭圆 的 长 轴 与 短 轴 是 
一 对 共 罗 直径 . 对 于 椭圆 


2 2 
zd l (a T» b> 0), 


it FE — MY 3588 EIE HAN ksk, M) kk = — b/a 
—e —]. Al. BRR Pb SP IR B] FE Ee 
总 被 它 的 长 短 轴 隔 开 . 特别 对 于 圆 (e 王 0) , 它 的 任 一 
对 互相 垂直 的 直径 都 是 共 斩 直 径 . 在 仿 射 变换 下 , 椭 
圆 变 成 椭圆 ,椭圆 的 任 一 对 共 力 直径 变 成 椭圆 的 一 
MHRA AW PREETI A SW. 伸缩 变 
换 r= zr, y = (b/a)y la> b> 0), BA C: r= 
acos p, y =asin & MARIA 2’ =acos¢, y' =bsin g. 
HA C 的 互相 垂直 的 半径 OA, OB 变 成 了 椭圆 的 一 
Xf HE EK 4 OA',OB'. 切线 TA ZR TA. 将 圆 的 
外 切 正 方形 变 成 了 椭圆 的 外 切 平 行 四 边 形 . 设 OA' 
—a' ,OB'=b', 7 A'OB' —0, MWA 
a'b'sin@=ab, 
a +b =a’ +’. 

IX RE oe. HE TE 08 [88] EA] FE f8] — ot FEE £6 E AOR 13 
四 边 形 的 面积 ,等 于 作 在 椭圆 的 两 个 半 轴 上 的 长 方 
形 的 面积 . 椭圆 中 任意 一 对 共 斩 半 径 的 平方 和 等 于 
两 个 半 轴 的 平方 和 . 这 两 个 命题 早 在 阿波 罗 尼 奥 斯 
(Apollonius, (P)) 的 《圆锥 曲线 》 的 第 三 卷 中 就 已 提 
出 , 故 称 之 为 关于 椭圆 的 第 一 个 和 第 二 个 阿波 罗 尼 
奥 斯 定 理 . 

#6 [R] BJ H S8 3E 7% (conjugate radius of an elli- 
pse) J“ AG IA E 4a”. 

椭圆 的 主轴 (principal axis of an ellipse) 亦 
称 椭圆 的 主 直 径 . 描述 椭圆 形状 的 两 条 轴 . 椭圆 的 长 
轴 和 短 轴 合 称 椭圆 的 主轴 . 它们 是 互相 垂直 的 共 力 
直径 . 

椭圆 的 主 直 径 (principal diameters of an elli- 
pse) Bf “#8 [Rl ay + ah”. | 

A [3] BJ «^ 3X (supplementary chord of an elli- 
pse) ”椭圆 的 重要 概念 之 一 . 椭 加 上 任 一 点 与 其 任 
意 直 径 两 端点 的 连 线段 , 称 为 椭圆 的 补 弦 . 设 椭 圆 方 
程 为 


2 2 
ao gel SF SO). 
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PY Rb 2 BU REED ki 和 &;, 当 两 补 弦 不 与 椭圆 的 长 、 
AMEA, WA k * ,二 一 b*/a*( 定 值 ). 

椭圆 的 画 法 《construction of the ellipse) im 
椭圆 的 一 般 方法 .通常 以 椭圆 的 定义 和 各 种 性 质 为 
基础 ,常用 的 画 法 有 下 列 几 种 : 

1. 拉线 法 .已 知 椭圆 的 焦点 ,F' 和 长 轴 长 2a. 
在 点 了 ,FF' 处 钉 上 钉子 ,用 一 根 细 线 结 成 长 为 2a 
十 FF'| 的 圆圈 , 套 在 钉子 上 ,并 用 一 笔尖 PP dU. 
则 笔尖 P 在 平面 上 移 
动 所 画 曲 线 即 为 椭圆 . 

2. 定义 法 .已 知 椭 
圆 的 长 轴 A'A 和 短 轴 
B'B 互相 垂直 平分 于 O 
《参见 “椭圆 的 标准 方 
程 ” 中 的 图 ). 以 B 为 圆 
心 , 半 长 轴 OA 为 半径 作 阅 弧 交 AAT FPR 
A). TE AA' EER AM, GAD POP ARDY 
AM,,A'M, JE fe B ARTT PoP 两 点 .改变 M, 
的 位 置 , 同 样 画 出 P 和 PP LPS PS SR. 把 各 点 
连结 成 光滑 的 曲线 就 得 到 所 要 画 的 椭圆 . 给 定 椭圆 
两 焦点 和 F' 的 位 置 以 及 长 轴 2a, 上 述 画 法 相当 
于 画 出 以 F 和 "为 圆心 的 两 族 同 心 圆 .两 族 圆 中 半 
径 之 和 等 于 2a 的 圆 的 交点 都 是 椭圆 上 的 点 . 用 光滑 
曲线 将 这 些 交 点 连结 起 来 即 得 椭圆 . 

3. 辅助 圆 法 . 以 椭圆 的 长 轴 4 4 和 短 轴 B'B 为 
直径 分 别 作 椭圆 的 大 、 小 辅助 圆 O C, FO. 作 射 线 
OM 和 大 、 小 辅助 圆 分 别 相交 于 MM 和 NN, 作 MQ I 
O04, 作 NP/OA, 交 MQ 于 P, 则 PP 是 椭圆 上 的 点 ， 
取 不 同 的 p= 二 人 AOM 可 以 得 出 椭圆 上 相应 的 不 同 
的 点 P(acos gp,bsin p) ,把 这 些 点 用 光滑 的 曲线 连结 
起 来 ,就 形成 一 个 椭圆 . 椭圆 还 有 其 他 画 法 ,例如 ,可 
以 参照 “椭圆 ”中 的 图 2 那样 作出 一 组 切线 来 画 , 也 
可 以 利用 仿 射 变换 把 圆 变 成 椭圆 的 性 质 来 画 等 . 

椭圆 的 四 心 画 法 (construction of an ellipse 
from its four centres of an ellipse) 椭圆 的 一 种 近 
fA iB TE. 已 知 椭圆 的 长 轴 4' A = 2a 和 短 轴 B' B — 2b 
RE Pt O (参见 “ 椭 
圆 的 标准 方程 ”中 的 
图 ). 在 OB 上 截取 OE 
— OA = 一 a, 以 B 为 圆 
心 , BE 为 半径 画 弧 交 
AB 于 Ff; 作 AF 的 中 
HE 2K 1 36 A'A FO) 58 
OB' F O; ME O; 107 se O A 的 对 称 点 O; 50.3 分别 
以 Oi, 0, 为 圆心 ,O14 为 半径 画 弧 ,以 O;,O, 为 圆 
Ly ,O;B 为 半径 画 弧 , 则 四 段 圆 弧 相 衔接 即 得 所 求 的 
近似 椭圆. 

准 圆 (director circle) 


用 椭圆 参数 确定 的 圆 . 


椭圆 
T+% =] (a coup LS. 
AY) BY 1E 3E H £X E c AY) Ld PR 2 TRE BL BD E ok TE PR 
圆 的 中 心 .半径 为 va’ ti H. 
点 椭圆 (point ellipse) 一 种 特殊 的 椭圆 . 在 平 
面 直角 坐标 系 中 ,方程 (x 一 X00) 十 k(y 一 yo) 二 
0 (0) 的 图 形 是 一 个 点 (Czoyyo), 称 为 点 椭圆 或 交 
于 实 点 的 二 虚 直 线 . 
椭圆 的 切线 方程 (tangent line equation of the 
ellipse) ”椭圆 的 切线 的 表达 形式 . 由 椭圆 的 方程 可 
得 出 其 切线 方程 .过 椭圆 
45-1 (a b 0) 


上 点 (zoyyo) 的 切线 方程 是 


过 此 椭圆 外 点 (zo,yo) 所 引 椭圆 的 两 切线 的 方程 是 


TT 2 2 2 2 2 


KHAA ERRE k 的 切线 方程 是 
yekotk Vak +6", 

$6 [8] 7] k 89 FE (construction of the tangent 
line of an ellipse) iB Af [8] 2] £X B] RAK. E 
al BS OF, FY AA i 8 
长 <, 任 给 一 点 Pil P 
画 椭 圆 的 切线 的 画 法 如 
下 :以 线段 PF 为 直径 作 
圆 交 椭圆 的 大 辅助 圆 于 点 
Q,S, 则 直线 PQ,PS BIA 
椭圆 的 切线 . 设 G,F 关于 
PQ 对 称 ,GF 与 PQ 的 交点 7 就 是 切 点 ( 见 图 ). 

椭圆 的 光学 性 质 (optical property of the el- 
lipse) ”椭圆 在 光学 上 的 应 用 . 经 过 椭圆 上 某 点 M 
的 切线 与 焦 半 径 FAM ,FM eS ff, EZ FMF’ 
之 外 通过 . 这 个 几何 性 质 的 物理 意义 是 :从 椭圆 的 一 
个 焦点 下 发 出 的 光线 或 声波 经 过 绕 长 轴 旋 转 所 得 
的 椭圆 面 反射 后 ,都 通过 另 一 焦点 天 .这 就 是 椭圆 
的 光学 性 质 , 也 是 “焦点 "命名 的 依据 . 

椭圆 旋转 (revolution of an ellipse) 一 种 平面 
仿 射 变换 . 即将 椭圆 绕 其 中 心 旋转 的 平面 仿 射 变换 . 
在 平面 直角 坐标 系 中 ,椭圆 旋转 zt: (x,y) 一 (x',y') 
的 计算 公式 为 


as 
az’ =xcos¢g—y 7 sing 


! 


y—cr* P singt ycos Q. 


椭圆 的 周 长 (perimeter of an ellipse) ZH X ff 


图 He 曲 AK 


的 一 个 基本 公式 .者 椭圆 的 长 . 短 轴 分 别 为 2a 和 
20 ,离心 率 为 
Va — p 


e = $ 
a 


则 此 椭圆 的 周 长 的 计算 公式 为 
C =4a i /1—e’sin’¢dg 
0 
ze) 一 下 He) 
2 a\2 94 
en Dl la eee 
2*4*6 2*4*6*8 


l 


5 7 cel 
具体 计算 时 ,可 查 表 或 者 选择 使 用 下 列 近 似 公 式 : 
C,—nx(a4-5), C,—m V2(c2 十 好 ) ， 


Cs="| = (a+b) — Jab, 


C,—mn AI 2C(a* +6*) — * | P 


C,— E (GC, 3C, 41009). 


其 中 C. 与 准确 值 C 从 e* 项 开始 才 有 偏差 . 当 b/a 
<0. 5 时 , |C—C; |<<0. 000 2a. 

椭圆 的 面积 (area of an ellipse) AXRANK 
一 个 基本 公式 .用 其 长 短 轴 表示 的 椭圆 的 面积 公式 . 
由 椭圆 的 长 半 轴 a, 短 半 轴 5b, 计算 其 面积 的 公式 为 

S = Tab. 

M H tk Chyperbola) 圆锥 曲线 的 一 种 . 它 是 平 
面 内 到 一 个 定点 (焦点) 与 到 不 通过 这 个 点 的 一 条 
定 直 线 必 淮 线 ) 的 距离 之 比 为 大 于 1 的 常数 e( 离 心 
率 ) 的 点 的 轨迹 . 双 曲 线 另 外 还 有 一 个 焦点 FI 
A EE UC D. 
曲线 亦 是 平面 内 与 两 
个 定点 了 ,下 ' 的 距离 之 
差 的 绝对 值 等 于 常数 
2a(2a<i|FF'|=2c) fj 
点 的 轨迹 . 两 焦点 间 的 
距离 2c 称 为 焦距 . 双 
曲线 有 两 条 互相 垂直 图 1 
的 对 称 轴 ( 称 为 双 曲 线 
的 轴 ), 它 们 的 交点 是 
对 称 中 心 ( 称 为 双 曲 线 
的 中 心 ). 通过 焦点 的 
轴 称 为 实 轴 , 男 一 条 轴 
称 为 虚 轴 . SC fa A HH 
线 的 两 个 交点 称 为 双 
曲线 的 顶点 . 两 个 顶点 
间 的 线段 及 其 长 度 2a 
都 称 为 实 轴 . 双 曲 线 的 | 
三 个 常数 4a,c,e 之 间 有 关系 式 


S> 
ant 


ate 


> 
CxS 
SeS 
em, me 


图 2 
一 c/a. 双 曲线 还 有 
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一 个 常数 2 = ve 一 a ,通常 把 双 曲 线 的 虚 轴 上 以 中 
心 为 中 点 \ 长 度 为 22 的 线段 及 其 长 度 都 称 为 虚 轴 . 
双 曲 线 还 是 由 落 在 两 条 相交 下 线 ( 渐 近 线 ) 构 成 的 一 
对 对 顶 角 内 的 点 组 成 的 ,过 这 些 点 分 别 作 渐 近 线 的 
平行 线 , 所 围 成 的 平行 四 边 形 的 面积 是 常数 . 双 曲 线 
还 是 定 圆 (2a) 上 任 一 点 与 圆 外 一 个 定点 F' Bri 
线段 的 中 牌 线 的 包 络 , 即 这 种 中 垂 线 是 双 曲 线 的 切 
线 ( 图 2). 

双 曲 线 的 焦距 (focal distance of a hyperbola) 
见 “ 双 曲线 ” 


双 曲 线 的 轴 (axis of a hyperbola) 见 “ 双 曲 
A". 

双 曲 线 的 中 心 (center of a hyperbola) — Di, ^ XX 
曲线 ”. 

双 曲 线 的 顶点 (vertex of a hyperbola)” 见 “ 双 
曲线 ” 

h Creal axis) 见 “ 双 曲线 ” 

虚 轴 (imaginary axis) WRH”. 

双 曲 线 的 标准 方程 (standard equation of a hy- 
perbola) 双 曲 线 方程 的 一 种 规范 形式 . 即 双 曲线 


的 最 简 方 程 . 在 平面 直角 坐 
标 系 下 ,方程 
af B7 

称 为 双 曲 线 的 标准 方程 , 它 
TE x 轴 上 的 截 距 为 土 a. 顶点 
为 A(a,0) 和 A'( 一 a,0), 虚 
轴 的 端点 为 BC(0,65),B’' (0， 
一 0), 焦点 为 fC(c,0),F'( 一 c,0) 相 应 于 焦点 FP, F' 
的 准 线 71,7 的 方程 分 别 为 X= 二 a*/c,x 二 一 a*/c (如 
图 ). 知 取 双 曲 线 的 实 轴 所 在 直线 作 y 轴 , 中 心 作 原 
点 建立 直角 坐标 系 , 则 双 曲 线 的 方程 为 


xr? 2 
E E 


b a 
FARA cr 轴 和 y 轴 与 双 曲 线 的 实 轴 和 虚 轴 分 别 
平行 , 则 中 心 为 G Cros yo) RIN H A D TEN 
(TX) _ TI)" /— 
a* p 
X HH £k B3 B BUA f£ (parametric equation of a 
hyperbola) 双 曲 线 方程 的 一 种 常用 形式 . 即 双 曲 
线 方程 的 参数 表示 . 在 平面 直角 坐标 系 下 ,方程 
X= 二 Xo 十 asec9g tT K x 3x 
santhi "e| 一 至 ,到 | | 到 
称 为 双 曲 线 的 参数 方程 ,点 G (£o s yo ) te XI HH Be AY FP 
心 . 参 数 是 圆 C(a) 的 与 点 M(x,y) 对 应 的 半径 
GP 与 z 轴 正 向 的 交角 . 中 心 在 原点 的 参数 方程 为 x 
=a sec P, y =b tan gr 双 曲 线 的 参数 方程 也 可 以 表 
不 为 
314 


l. 


A 

2 
或 x 二 ach gq,y 二 bsh 8 但 后 一 种 参数 方程 仅 表 未 双 
曲线 的 一 支 . 

X HA £g BJ S^ 3% (supplementary chord of hyper- 
bola) 双 曲 线 的 重要 概念 之 一 . 双 曲 线 上 任 一 点 与 
其 任意 实 直径 两 端点 的 连 线 段 称 为 双 曲 线 的 补 弦 . 
设 双 曲线 方程 为 


y=b 


2 2 
X 
y jm 


a^ b 
两 补 弦 的 斜率 为 所 A Re, 4 Fh aK AN SL, He HH HE 
HAY. WA k, * &; =b'/a° GEIB). 
等 轴 双 曲线 (equilateral hyperbola) 一 种 特殊 
双 曲 线 . 指 实 轴 和 虚 轴 等 长 的 双 曲 线 . 它 的 两 条 渐 近 
线 互相 垂直 , 故 又 称 为 直角 双 曲 线 . 其 标准 方程 为 
z!— y! =a’, Bee ERA LA zy 二 a?/2. 等 轴 双 曲 


线 的 离心 率 为 V2. 

直角 双 曲 线 (rectangular hyperbola) 即 “ 等 轴 
WX HH Bc”. 

Ht Hip SY H EW (conjugate hyperbolas) 两 条 具有 


特殊 位 置 的 双 曲 线 . 如 果 一 双 曲 线 的 实 轴 及 虚 轴 分 
别 为 为 一 双 曲 线 的 虚 轴 及 实 轴 , 则 此 二 双 曲 线 互 为 
FE He OO HH Be Cl PS). FE a XM HH Bie E [6] — EL PR AB tn R 
中 的 标准 方程 为 


a b a b? 
它们 有 相同 的 渐 近 线 5^ x^ — a^ y! —0,9£ REL 4 个 焦点 
y 

F — 


共 圆 . 它们 的 离心 率 的 平方 之 和 等 于 它们 的 离心 率 
的 平方 之 积 . 对 于 双 曲 线 

x? u y E 

a qu 
上 的 点 Plaseco, btan 9) Brxt zz eK ROP, SEH 
Jg YK 7% OQ 的 端点 Q Ca tan o, b sec o) TE H H Wa X 
曲线 

r* y! EE 

op 1. 


EPQ FÍT TRAER, mA — ZR LL EXPO 


4r. FE— Mt 3E Ue BE BY BER ZR kk' =e 一 1. 设 OP 
=a' ,0Q=0', ZPOQ=0, MWA 

a'b'sin@=ab, 

a'?— b? =a? — b’. 
X EAE V VF oo di FE X — 0] ee E BOE f 
四 边 形 的 面积 ,等 于 以 实 半 轴 和 虚 半 轴 为 邻 边 的 矩 
形 的 面积 . 双 曲 线 的 任意 一 对 共 斩 半 径 的 平方 差 等 
于 它 的 半 轴 的 平方 差 . 这 两 个 命题 由 古 希 腊 阿 波 罗 
尼 奥 斯 (Apollonius,(P)) 在 总 结 前 人 对 圆锥 曲线 论 
方面 的 成 果 的 基础 上 ,加 上 自己 的 创造 , 撰 著 成 的 
《圆锥 曲线 论 》 中 首次 给 出 ,因此 被 命名 为 关于 双 曲 
线 的 阿波 罗 尼 奥 斯 定理 . 

XX H £k BJ iB] jk (construction of the hyperbola) 
画 双 曲线 的 一 般 方法 .通常 以 双 曲 线 的 定义 和 各 种 
性 质 为 基础 . 例如 : 

1. 定义 法 .已 知 双 曲线 的 实 轴 4'4 和 虚 轴 B'B 
互相 垂直 平分 于 O, 以 O 为 圆心 ,4B 长 为 半径 作 弧 
X AAFF FF CRM). Æ F'F 的 延长 线 上 任 取 一 
点 MM, 分 别 以 下, 为 圆心 ,以 AM, AM 为 半径 画 
MEF P P'RA. 改变 M 的 位 置 ,同样 画 出 P 和 
PP, 和 P: 等 点 . 把 各 点 连结 成 光滑 的 曲线 就 得 
到 所 要 画 的 双 曲 线 . 给 定 双 曲线 两 焦点 屎 和 不 的 位 
置 以 及 实 轴 2c, 上 述 画 法 相当 于 画 出 以 天 和 天 为 
圆心 的 两 族 同心 圆 . 两 族 圆 中 半径 之 差 等 于 2a HA 
的 交点 都 是 双 曲 线 上 的 点 .用 光滑 曲线 将 这 些 交 点 
连结 起 来 即 得 双 曲 线 ( 如 图 1. 


ER 


JJ 


P 
@ Ses 
X Q 
Ses 
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图 1 2 

2. 辅助 圆 法 . 以 双 曲 线 的 实 轴 A! AC = 2a) A 
径 作 圆 0. 在 O4 上 截取 OT =b, AT FRR IL 
OA. 任 作 射线 OM 交 @O(a) 于 M, 交 1 于 N. 过 MM 
作 @O 的 切线 交 O4 于 Q, 作 NP//04,QP | OA, 
NP 与 QP 交 于 PP 点, 则 P 是 双 曲 线 上 的 点 . 取 不 同 
的 p= LAOM 可 得 出 双 曲 线 上 相应 的 不 同 的 点 
P(a sec gp,btan9), 把 这 些 点 用 光滑 的 曲线 连结 起 
来 ,就 得 所 要 画 的 双 曲 线 . 双 曲 线 还 有 其 他 画 法 ,例如 
可 以 参照 “ 双 曲 线 ? 中 的 图 2 作出 一 组 切线 来 画 等 . 

双 曲 线 切 线 的 作法 (construction of the tangent 
line of a hyperbola) 画 双 曲 线 的 切线 的 方法 . Be 
双 曲 线 的 焦点 五,F" 和 半 实 轴 长 a, 过 双 曲 线 外 一 点 
P 作 双 曲线 的 切线 的 方法 是 :以 线段 PF 为 直径 作 


El Eo 曲 线 


圆 交 双 曲 线 的 大 辅助 
圆 于 点 Q,S, 则 直线 
PQ, PS 即 为 双 曲 线 的 
切线 . 设 点 下 关于 直线 
PQ 的 对 称 点 为 C, 则 
F'G 与 PQ 的 交点 了 
就 是 切 点 ( 见 图 ). 

双 曲 线 的 切线 方 


#2 (tangent line equa- 


tion of a hyperbola) 双 曲 线 的 切线 的 表达 形式 . 
由 双 曲 线 的 方程 可 得 出 其 切线 方程 .过 双 曲 线 


2 2 


SON 


soy 
ER Go 0B 257; EE 
T$]. 
a’ p? 
HEN HH RUPEE ERRE k 的 切线 方程 为 
3 一 AZz 士 vak — b. 

XX d ££ B] JE E FR Coptical property of a hy- 
perbola) 双 曲 线 在 光学 上 的 应 用 . 经 过 双 曲 线 上 
某 点 M 的 切线 ,与 焦 半 径 FM,E AM 构成 等 角 , 且 在 
了 FM8F' 之 内 通过 . 这 个 几何 性 质 的 物理 意义 是 :从 
双 曲 线 的 一 个 焦点 下 发 出 的 光线 或 声波 ,经 过 绕 实 
轴 旋 转 所 得 的 双 曲 面 反射 后 ,就 好 像 是 从 另 一 个 焦 
点 F'B] tb 3€ B9 — RE. 这 就 是 双 曲 线 的 光学 性 质 . 它 
被 运用 在 反射 式 天 文 望 远 镜 的 设计 制造 上 . 

双 曲 旋转 《revolution of hyperbolic) 一 种 平 
面 仿 射 变换 . 即将 双 曲 线 绕 其 中 心 旋转 的 平面 仿 射 
变换 . 在 平面 直角 坐标 系 中 , 双 曲 旋转 的 计算 公式 为 


= xche + y ashe, 


! 


y uem 2 shp + ychg 


Ef 25 FE E SE (location by difference of times) 
确定 点 的 位 置 的 一 种 方法 . 即 利用 声波 或 电磁 波 到 
达 两 点 的 时 间 差 来 确定 点 的 位 置 的 方法 . 其 基本 原 
理 是 ;到 两 定点 的 时 间 差 与 声速 (或 光速 ) 之 积 为 定 
值 的 点 在 双 曲 线 的 一 支 上 . 船舶 在 一 望 无 际 的 海洋 
上 航行 ,需要 测定 目 己 在 海洋 上 的 位 置 ,可 以 在 沿海 
或 岛屿 上 选择 三 个 适当 的 地 点 ,建立 一 个 主导 航 台 
F 和 两 个 副 导 航 台 Fi Fo 航行 的 船舶 上 装 有 定位 
仪 ,能 接受 从 主导 航 台 发 出 的 无 线 电信 号 和 从 两 个 
副 导 航 台 转发 出 的 相同 无 线 电信 和 号 ,从 定位 仪 上 读 
出 三 个 信号 间 的 两 个 信号 时 差 , 查 阅 预制 好 的 双 曲 
线 时 差 定位 海 图 , 便 知 船舶 在 哪 两 条 双 曲 线 的 交点 
处 . 双 耳 听力 健全 的 人 能 判断 声 源 的 方位 也 是 根据 
这 个 道理 . 

二 次 曲线 (quadratic curve) 即 圆 锥 曲线 . fec 
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平面 解析 几何 


析 几 何 系统 研究 的 一 类 常用 曲线 . 在 平面 仿 射 坐标 
系 或 直角 坐标 系 下 ,关于 变 元 x,y 的 实 系数 二 次 方 
BR F (x,y) Sax’ + Zayzyd azy’ + 2aix + 2any 
taz = 0 的 图 形 称 为 二 次 曲线 ,其 中 二 次 项 系数 
didis REA. 二 次 曲线 下 (zy) 王 0 是 二 次 
锥 面 anr’ Hazy? Haz? + 2a xy t 2az yz t+ 2a xz 
—0 与 平面 z= 二 0 的 交 线 . — V dli £g I n] HIA 
阵 表 示 为 


dj; GG); 413 ab 
Cx y 1) |an as az y | 0. 
Az, Ws» 33 1 


其 中 ar 一 az j=1,2,3), ERE A= Ca FON — X 
Hii x AY) FE, Nr PERS T2 X I; =det A 称 为 方程 左 端 
二 元 多 项 式 F(x,y) 的 大 判别 式 . 可 以 用 所 谓 的 雅 
可 比 配 平方 法 证 明 , 当 且 仅 当 五 =0 时 ,二 元 多 项 式 
可 分 解 为 两 个 复 系数 一 次 因 式 的 乘积 .二 次 多 项 式 
F(x，y) 经 过 仿 射 坐标 变换 ( 当 a1b2—a2b1=1 时 为 直 
角 坐 标 变换 ) 

r-—a,zr-465,y 十 ci， 

ML 


x äi bi al fz 
Bp yl=|a, b c ‘| 
1 0 0 1 1 
所 得 到 的 二 次 多 项 式 的 大 判别 式 为 
di. XA 
I,—l,j1a; b, c 
Oy Q- d 


因此 , 仿 射 变换 不 改变 大 判别 式 的 符号 . 在 直角 坐标 
变换 下 ,1 = 二 13, 即 大 判别 式 的 值 不 变 ( 参 见 本 卷 《高 
等 几何 中 的 “二 阶 曲线 ”和 “二 次 曲线 ”). 

二 次 曲线 的 矩阵 (matrix of a quadratic curve) 
见 “ 二 次 曲线 ”. 

二 次 曲线 的 判别 式 (discriminant of a quadratic 
curve) 见 “ 二 次 曲线 ” 

二 级 曲线 (curve of class 2) 二 次 曲线 的 一 种 
表示 方法 . 即 用 线 坐 标 表 示 的 二 次 曲线 . 当 直 线 ux 
十 vy 十 w 二 0 的 系数 uv w 满足 实 系数 二 次 方程 

Au’ +2Huv+ Bu’ 二 2Guwt+2Fvwt+Cw’=0 
( 式 中 (4,B, 右 ) 关 (0,0,0)) 时 ,这 些 直 线 的 包 络 线 
称 为 二 级 曲线 , 它 与 二 次 曲线 在 本 质 上 是 一 样 的 ( 参 
见 本 卷 4 高 等 几何 》 同 名 条 )， 

二 次 曲线 与 直线 的 相关 位 置 (correlate position 
between a quadric curve and a line) 解析 几何 研 
究 的 重要 问题 之 一 . 即 讨论 直线 与 二 次 曲线 有 多 少 
交点 ,可 以 大 致 了 解 二 次 曲线 的 性 状 . 过 定点 
Cros yo2 » JE I8] 2J l: m 的 直线 X= 二 zo 十 ly 二 yo 十 mt 
与 二 次 曲线 p (tsy) =at tantry tany t 2aux 
十 2azsy 十 aas 二 0 的 交点 由 方程 OC, mop 4-2 
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LLF Goo y H-mF Goo » yo) jt 十 FCxo,yo) 二 0 的 根 确 
定 . 这 里 引用 了 记号 

DCG 59) =at FZanry t äpy 

Ps) Se t aa Fais 

Fy (toy) = agt + agy + az. 
当 OU, m)40N RERA TA a 
的 交点 (相交 O ABE AY 30 CD) RA PLAT 2: E 
Mg R ORE BS. XY PC ea, BY AB ty Ae SE 8 REC. ENT 
中 点 坐标 是 实数 ). 24 BU ,m) =0 时 ,直线 与 二 次 曲 
线 交 于 一 点 或 不 相交 或 直线 全 部 在 二 次 曲线 上 (二 
次 曲线 退化 的 情形 ). 

ZR AY PA (singularity of a quadric cur- 
ve) 二 次 曲线 上 的 特殊 点 . 在 平面 仿 射 坐标 系 下 ， 
TOKAR Fa, y) —0 ETEA Gro yo) Ifl AE AR 
件 

ai(CZzoyyo) 一 40Zo 十 Qizyo 十 Cs 一 0， 
n Cxo s yo) — d 350-425 yo Faz — 05 
FG, Yo) =a13 Lo - às yo 430, 
则 它 称 为 二 次 曲线 的 奇异 点 ,简称 奇 点 . 过 奇 点 的 任 
何 直 线 都 和 此 二 次 曲线 交 于 重合 的 两 点 或 整个 属于 
二 次 曲线 . 例如 ,二 次 曲线 x? — y? = 0 EWR CO. 0) 
是 奇 点 ,二 次 曲线 zx: 二 0 上 的 所 有 点 都 是 奇 点 . 

二 次 曲线 的 切线 (tangent line of a quadric cur- 
ve) ”刻画 二 次 曲线 形状 的 重要 直线 . 大 一 条 直线 与 
二 次 曲线 有 两 个 重合 的 交点 或 整个 属于 二 次 曲线 ， 
则 这 条 直线 称 为 二 次 曲线 的 切线 . 在 平面 仿 射 坐标 
系 下 ,二 次 曲线 F(x,y) 硅 aliix + 2aprytany’ + 
2a13X 十 2423y 十 Qa33 王 0 上 非 奇 点 Cxo » yo) RE B] HJ £X, A 
TR (r— 20) F Cros Yo) + Cy— yo F5 Gro» Yo) — 0, Ep 

(e = 25) Geo c discos) 
+ Cy 一 Yo) Caio + azzyo + 433) = 0. 

二 次 曲线 的 极 线 (polar line of a quadric curve) 
二 次 曲线 的 重要 概念 之 一 . 在 平面 仿 射 坐标 系 下 ,对 
于 一 条 非 退 化 的 二 次 曲线 aux + 2aizy any + 
2013 t t 285 y tan — 0, FERREA P (£o, Yo)» €E PF 
对 应 的 直线 p: 

Caio + Qizyo 十 ai) x 

+ aizto 十 G22Yo + Q23)Y 

十 alsZo 十 4z3yo F a33 = O 
称 为 点 已 对 于 此 二 次 曲线 的 极 线 ,同时 点 P 称 为 直 
线 p 对 于 此 二 次 曲线 的 极点 . A P 为 圆锥 曲线 上 
的 一 点 , 则 对 应 的 极 线 是 圆锥 曲线 的 切线 . Er P 
为 圆锥 曲线 外 的 一 点 , 则 对 应 的 极 线 与 圆锥 曲线 有 
交点 ,这 交点 与 点 卫 的 连 线 是 圆锥 曲线 的 切线 . 反 
之 ,过 圆锥 曲线 外 一 点 已 作 它 的 切线 ,连结 切 点 Ti， 
7 :的 直线 束 是 点 己 对 于 圆锥 曲线 的 极 线 ,又 称 弦 
TT: 为 圆锥 曲线 关于 点 书 的 切 点 纺 . 以 上 对 于 圆 


锥 曲线 的 结论 ,对 于 圆 同样 成 立 . 焦点 对 于 圆锥 曲线 
的 极 线 就 是 圆锥 曲线 的 相应 的 准 线 . 准 线 上 任 一 点 
关于 圆锥 曲线 的 极 线 必 过 相应 的 焦点 (参见 本 卷 《高 
等 几何 ?中 的 “二 阶 曲线 的 极 线 ”). 
二 次 曲线 的 极点 (polar point of a quadric 
curve) 见 “ 二 次 曲线 的 极 线 ” 
WAI (chord at contact) ” 见 “ 二 次 曲线 的 极 
线 ”. 
二 次 曲线 的 中 心 (center of the quadric curve) 
二 次 曲线 的 重要 概念 之 一 . 指 平 分 经 过 它 的 所 有 弦 
的 点 . 在 平面 仿 射 坐 标 系 下 ,点 G 为 二 次 曲线 auc 
+ 2apxrytany’ + 2aisxc - 2423y Faz; =Q 的 中 心 的 充 
分 必要 条 件 是 点 G 的 坐标 适合 方程 组 
FiCr,y)-—aquzrdayuyai—0,; 
E E HE 
该 方程 组 的 行列 式 记 为 
1545 


Qj — Q1 


当 D,250 时 ,二 次 曲线 有 惟一 的 中 心 . 有 惟一 中 心 的 
二 次 曲线 称 为 中 心 二 次 曲线 . 当 了 ,= 二 0 时 , 若 

则 二 次 曲线 没有 中 心 . 没 有 中 心 的 二 次 曲线 称 为 无 
心 二 次 曲线 . E 


LI _ aâ 413 


à12 22 53 
则 直线 anz tary a—0 上 的 所 有 点 都 是 二 次 曲 
线 的 中 心 , 这 条 直线 称 为 中 心 直 线 ,有 中 心 直 线 的 二 
次 曲线 称 为 线 心 二 次 曲线 . 

中 心 二 次 曲线 (central quadric curve) “= 
次 曲线 的 中 心 ”. 

无 心 二 次 曲线 (centerless quadric curve) Jy 
“二 次 曲线 的 中 心 ”. 

线 心 二 次 曲线 (line-central quadric curve) J 
“二 次 曲线 的 中 心 ”. 

中 心 直 线 (central straight line) 
的 中 心 ”. 

非 中 心 二 次 曲线 Cnoncentral quadric curve) 
无 心 二 次 曲线 与 线 心 二 次 曲线 的 统称 . 

二 次 曲线 的 渐 近 方向 (asymptotic direction of a 
quadric curve) 二 次 曲线 的 重要 概念 之 一 . 在 平面 
仿 射 坐标 系 下 ,对 于 二 次 曲线 anx’ + 2a xy d- azy 
J-2ajax + 2a55 y +a = 0, I AE AR E au D + 2a; lm 
-Fassm? — 0 H8 75 E l: m 称 为 二 次 曲线 的 渐 近 方 
问 ,否则 , 称 为 非 渐 近 方 向 . 记 I, = à — aiz. M I; 
220 AY, UR Bil Z eA SC EIE 73 [8] BR DS NR D] 793 ES s 
M 1,0 时 ,二 次 曲线 有 一 个 实 渐 近 方 向 , 称 为 抛物 
型 的 ; 当 7<0 时 ,二 次 曲线 有 两 个 实 渐 近 方向 , 称 


见 “ 二 次 曲线 


为 双 曲 型 的 . 

二 次 曲线 的 非 渐 近 方 向 (Cnonasymtotic direc- 
tion of a quadric curve) — Jl, * — mR 8p T 77 
向 ” 

二 次 曲线 的 渐 近 线 (asymptote of a quadric 
curve) 二 次 曲线 形状 的 重要 直线 之 一 . 通过 二 次 
曲线 的 中 心 , 且 以 渐 近 方向 为 方向 的 直线 . 椭圆 型 二 
次 曲线 只 有 两 条 虚 渐 近 线 ; 双 曲 型 二 次 曲线 有 两 条 
实 渐 近 线 ; 无 心 二 次 曲线 没有 崭 近 线 ; 线 心 二 次 曲线 
有 一 条 实 渐 近 线 ,就 是 它 的 中 心 直 线 . 在 平面 仿 射 坐 
ERA Ps KHR Fr, y)=anr t 2aixy d às y! 
十 2casz 十 2assy 十 as 一 0 的 渐 近 线 方 程 为 

Mayxetepyt+eis) tm appx tanya) =0, 
RP l: m EED m, C ADT anl + 2aislm 
+a,m = 0 确定 . 其 渐 近 线 方程 也 可 写成 anl 
=x) Farle 29) (y — 99) tan Cy — yo)? 20 RF 
FG) —L/I, —0. 前 一 式 中 的 roy 由 中 心 方程 
组 确定 ;后 一 式 中 的 


je ai d» 
412 42? 
jj jj; 413 
I= ài ds sj. 
413 Q23 433 


二 次 曲线 的 直径 人 (diameter of a quadric curve) 
二 次 曲线 的 重要 概念 之 一 . 指 二 次 曲线 平行 弦 中 点 
的 轨迹 . 二 次 曲线 有 非 渐 近 方 向 ! tm YO TK B 
点 所 属 的 直线 称 为 与 非 渐 近 方 向 !/ :mm HEH 
fa. 在 平面 仿 射 坐标 系 下 ,二 次 曲线 az 十 2aizzy 
十 azzy 十 2aisz 十 2axsy 十 ass 一 0 的 与 非 渐 近 方 向 
|: m Hg B3 E S B) 7; RE ON l Cau x Hairy Fag) 
tmlapnxrtanyta,;)=0, XX 2& ELS HJ 7j. lal’ : m = 
— (azl d- asm) : Cayltaym) 与 平行 蓄 的 方向 ! :和 
满足 :al 十 at Gm! +l'm) +aymm!' 二 0, 称 这 样 的 
两 个 方向 是 互相 共 轿 的 方向 . 渐 近 方向 可 以 看 成 与 
Ej 5 3E SE B7; I. 由 于 anal + alm tanm” 
=], la + 2aj,lm 4d- am?) , llt 34 1,—a,1a;5— 215,750 
时 , Sj SE r7; 18] SE V6 B] EL 6 83 77 I8] o Je dE HE A 
向 . RA EHHH 83975 [8] I PI 28 BEALE. 
而 当 J,=0 Bf. 3EHEIZ p]: m 35988 85 BELTS BT 
向 : 六 一 定 是 渐 近 方向 ,因此 ,所 有 的 直径 都 平行 
于 曲线 的 渐 近 方向 . 在 平面 直角 坐标 系 下 ,对 于 椭圆 
和 双 曲 线 rty /(1 — e) — a^, BR PE ZR 8 TH 3E H 
Xp era Fh. Hof B5 A PASE Vu AY) ELTE BY BE k 5 RN 
足 RAR =e]. 

— XR AY HEA o (conjugate direction of a 
quadric curve) 见 “ 二 次 曲线 的 直径 ” 

Zy ADS HB (conjugate diameters of a 

9J f 


平面 解析 几何 


quadric curve) 见 “ 二 次 曲线 的 直径 ” 

二 次 曲线 的 主 直 径 (principal diameter of a 
quadric curve) 二 次 曲线 的 特殊 直径 . 即 垂直 于 它 
所 平分 的 弦 的 直径 , 它 是 二 次 曲线 的 对 称 轴 . 因而 也 
称 它 为 二 次 曲线 的 轴 或 主轴 ,主轴 与 二 次 曲线 的 交 
点 称 为 二 次 曲线 的 顶点 . 主 直径 的 求法 参见 “二 次 曲 
26 AY 3:7; E”. 

二 次 曲线 的 主轴 (principal axis of a quadric 
curve) 见 “ 二 次 曲线 的 主 直 径 ” 

二 次 曲线 的 顶点 (vertex of a quadric curve) 
见 “ 二 次 曲线 的 主 直径 ”. 

二 次 曲线 的 主 方向 (principal direction of a 
quadric curve) 二 次 曲线 的 重要 概念 之 一 . 即 二 次 
曲线 主 直径 的 方向 . 设 主 直径 所 平分 的 弦 的 方向 为 
Lim WSHE.: mm PARAR 2H: 8 A ial 
— Caigl d- asm) : lanl Ham) (参见 “二 次 曲线 的 直 
径 ”) 就 是 主 直径 的 方 回 , 它 们 互相 垂直 的 充分 必要 
条 件 是 


altam aj -d-a;m 


(D 
m 


Be thea AAE A=0, WERRAG HE), Ait 
主 方向 ! : m 满足 方程 组 

aylt+a,m=—Al, 

E ede. 


Nal!) g 


即 
它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 


aj —À 1» 


Qi; 1 
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1? 45, —À 
Bp A — I A+ =O. (3) 
这 个 方程 称 为 二 次 曲线 的 特征 方程 , 它 必 有 两 个 实 
根 ( 称 为 特征 根 ), 而 且 至 少 有 一 个 非 零 的 特征 根 . 式 
HY TD = ay taz, I: = 11422 — ai. 确定 二 次 曲线 的 主 
方向 和 主 直 径 的 一 般 步 又 是 : 

l. 由 特征 方程 (3) 解 出 特征 根 从 至 少 有 一 个 根 
RAN). 

2. 将 特征 根 4 代 入 上 面 方程 组 (2) 解 得 主 方 回 
Lt m=a : (A—ay) =(A—ayz) : au. 当 4 二 0 时 ,对 
应 的 主 方向 是 二 次 曲线 的 渐 近 方向 ， 

3. 将 非 零 特征 根 所 对 应 的 主 方向 代入 直径 的 方 
程 lanz tary tas) tm larr +tazy taz) 二 0, 即 
得 主 直径 的 方程 . | 

4 I, 关 0 f, É A= — 4I = Clan — a) + 4a? 
一 0, 则 特征 根 为 二 重 根 1 一 Qi 一 (天 0). 二 次 曲线 
(为 圆 ) 的 任何 直径 都 是 主 直径 . 若 A 关 0, 二 次 曲线 
A ARERR. E [,=0 时 ,二 次 曲线 (不 妨 设 ay 
>ORA-AERE 
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Gd, + Bars _ 
a’ + p 
式 中 a= V. à 119@12,/a=8, P= al/a1 — 4n. a: BR 
是 特征 根 A—aiy d as PEST IZ BS GE A YT E 77 Ih]. m+ 
直径 的 方向 一 8 : a— —a1; : audi BEXEZ; Ri]. 

二 次 曲线 的 特征 方程 (characteristic equation 
of a quadric curve) — D," — TX Bi £ BJ 3: 7j [5] ". 

— AR HB AS Rr GE TR (characteristic root of a 
quadric curve) Wi“ — YX Hl £ 8 3: Jg [n] ". 

— XR Bii £& 75 EA 40 (8) (simplification of the e- 
quation of a quadric curve) 将 二 次 曲线 方程 化 为 
标准 型 的 方法 . 一 般 指 在 直角 坐标 系 的 情形 用 直角 
坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 以 利于 研讨 此 曲线 . 
设 在 平面 直角 坐标 系 中 ,已 知 二 次 曲线 的 方程 cz 
T-2a,,zy tany 3- 2a44x d- 2a,yta,=—0. 经 过 直角 
坐标 变换 (包括 单独 的 移 轴 或 转轴 ) ,曲线 在 新 坐标 
KPEE Eadar taty Fa ee 4 
+ 2a" 3, y' 十 a 3 一 0. 从 “二 次 曲线 的 正 交 不 变量 "已 
知 有 三 个 不 变量 DIIS 和 半 不 变量 Ki. 化 简 方 程 
的 步骤 是 : 

l. 先 计算 1. 在 1 二 0 时 ,二 次 曲线 退化 . 这 时 只 
要 再 计算 I, 和 KK; 以 确定 曲线 是 什么 样 的 两 条 直线 
《包括 虚 直 线 ? 即 可 ,一 般 不 必 化 简 方 程 .在 六 关 0 时 ， 
二 次 曲线 是 椭圆 (包括 虚 椭 圆 )、 双 曲线 或 抛物 线 . 这 
时 就 要 找 出 直角 坐标 变换 把 方程 化 简 成 标准 方程 . 

2. GCA 1,40, DL. 这 时 有 两 种 可 能 . 先 讨 
论 1,250,1,250. 二 次 曲线 是 椭圆 (包括 虚 椭 圆 ) 和 双 
曲线 , 即 是 非 退 化 的 中 心 二 次 曲线 ,其 惟一 中 心 满 足 
下 列 方程 组 (参见 “二 次 曲线 的 中 心 ”) 

aiZ 十 aay 十 Cs 一 0， 

4151 Fazy Faz — O. 
Wt RR IN Geo yo). 取 点 O' 《xo，yo) 作 为 新 坐标 系 的 
原点 进行 移 轴 x — cr Mx y— y t yv. HF ORT 
次 曲线 的 惟一 中 心 即 对 称 中 心 , 二 次 曲线 在 新 直角 
坐标 系 中 不 含 一 次 项 , 即 方程 为 az 十 2a ux y! 
十 a azy “十 a'33 二 0. 这 时 可 以 进行 转轴 消去 坐标 乘 
积 项 (即使 新 方程 的 a"; 二 0). 只 须 取 旋 转角 0 满足 

cot a T UE z 
最 后 得 到 易于 化 成 标准 方程 的 下 列 方程 :an 
十 azzy” 十 a'ss 二 0. 所 进行 的 直角 坐标 变换 由 先 移 轴 
后 转轴 合成 . 

3. AI 15250, 1, 0. — X li RE M ZR. 这 时 
方程 的 二 次 项 一 定 是 完全 平方 , 即 方程 可 以 改写 成 
(axrtbhy)’+a,rt+b,ytc=0. 作 直 角 坐 标 变换 


ax 十 By 十 0, 


(na Amy s  axthyte 
x =t (y — c " 
V a? +b? | a5* +b? 


"pfe TARER EN EY) BB va! ux H 2a sy 
= 0. 例如 ,二 次 曲线 的 方程 anr’ Za zy tary 
十 2a13X 十 2azsay 十 a3s 二 0 经 移 轴 变换 r—rd- x4, y— 
yc y, HAE au x^ 十 2412TZ3 十 422zY + 24,3% + 24239 
+433=0, AP 
4,74,» dy 一 4， Ang ==An2s 
元 二 六 和 这 让 CC 二 a3 
G33 =A Lh 24 iXoyo- 42280 F 2a13£o + 2425 o 
+33 =ã 3X op Fa23 Yo H (aizo 7 455 yo 3-433). 
又 如 ,二 次 曲线 的 方程 经 过 转轴 变换 
x = x'cosÜ — y'sinO , y= x'sin@+ y'cosé 
BY ABA a'ar 4- 2a! a! y! ta! ay + 2a’ nt +2a’ yy 
+a’ 3 一 0, 式 中 
a! ,,— a, cos?0-- a,,sin 20-- a,,sin*0, 
a! ,,—a,,8in?Ü—a,,sin 20-- a;,cos*0, 
d 1,504,608 20— (ay —as)sin 20, 


(2) 

a',,;=a,,cos?+a,,sin@, 

à! ,,— —a,,8ind+a,,cos@, 

Wain: 

二 次 曲线 的 规范 方程 (normalized equation of 

the quadric curve)” 亦 称 二 次 曲线 的 简化 方程 . 二 
次 曲线 方程 的 一 种 特殊 形式 . 完全 显现 出 二 次 曲线 
类 型 和 形状 的 方程 .经 过 适当 的 直角 坐标 变换 ,二 次 
曲线 的 方程 总 可 以 化 简 为 利用 不 变量 表 出 的 下 列 三 
种 方程 之 一 : 


了 
Ax FA^ TT =0 (1,0) ; 
2 
2 af; 
7 一 2 7 y=0  (4—0,1,0); 
] 
Iat+*=0 (1, —0,14,-—0). 
1 


AP AA, 是 特征 方程 A — LA 15; — 0 的 根 ( 参 见 
“二 次 曲线 的 正 交 不 变量 ”). 

二 次 曲线 的 简化 方程 (reduced equation of a 
quadratic curve) ”有 即 “二 次 曲线 的 规范 方程 ”. 

二 次 曲线 的 正 交 不 变量 (orthogonal invariant 
of a quadric curve) 二 次 曲线 的 重要 概念 之 一 . B 
二 次 曲线 经 正 交 变换 保持 不 变 的 量 . 由 二 次 曲线 在 


直角 坐标 系 中 的 方程 的 系数 组 成 而 在 正 交 变 换 或 直 


角 坐 标 变换 下 不 改变 其 值 的 代数 式 . 常用 于 表达 曲 
线 的 几何 性 质 和 几何 量 . 更 深刻 地 揭示 了 曲线 与 方 
程 的 关系 . 设 二 次 曲线 方程 左 端的 二 元 二 次 多 项 式 
为 
(my T 2a a 
+ 2xi; 工 十 24239 F 235. 
经 过 直角 坐标 变换 


x—zx'cos0— y'sinÜ-4- z,, 
y—z'sin-4- y'cos 0 十 yo， 
F(z, ÆR F' (x! py) =a! ux ^ 十 2a pa! y ta’ voy 
十 2a13 ZX 十 2a'zay Fa! s. 由 Cz,y) 的 系数 a; 所 组 
成 的 一 个 代数 式 f, 若 与 F(x',y ) 的 对 应 的 系数 所 
组 成 的 相同 的 代数 式 的 值 总 是 相等 , 即 无 论 直角 坐 
标 变换 如 何 选 择 , 总 有 
J Xa! ia i sa'33) = f Cai saist saa), 
则 称 代数 式 f 为 二 次 曲线 的 正 交 不 变量 ,简称 不 变 
f. 如 果 f 的 值 只 是 经 过 转轴 变换 不 变 , 那 么 称 它 
为 二 次 曲线 的 正 交 半 不 变量 ,简称 半 不 变量 . 例如 : 


IL =a Faz» 
Qi — Q1 

l= 9 
ai? az? 


| dis 53 433 
是 二 次 曲线 的 基本 不 变量 ,而 


âi) ja Ace 43 


是 二 次 曲线 的 半 不 变量 . 由 不 变量 所 组 成 的 任 一 代 
数 式 仍然 是 不 变量 . 例如 ,特征 方程 尺 一 1714 十 I, 二 0 
的 判别 式 A-— It —AI;— (ai — a3)! 十 4a1z 以 及 特征 
根 也 都 是 二 次 曲线 的 不 变量 . 曲线 的 方程 依赖 于 坐 
标 系 的 选择 ,而 曲线 的 几何 性 质 如 形状 .大 小 等 则 与 
坐标 系 无 关 , 表 示 这 些 几 何 性 质 的 量 , 例 如 离心 率 
e、 焦 参数 p 等 都 是 二 次 曲线 的 不 变量 ,可 以 用 基本 
不 变量 表示 为 : 
27A Re 
We FII 
2/54 


>22; 
VEI 


8 
————— ——— (/,],<0), 
CUN SEDES 


8 |Z, | 
(YA 一 | 五 | 
二 次 曲线 的 正 交 半 不 变量 (orthogonal half in- 
见 “ 二 次 曲线 的 正 交 不 


G,I,770). 


variant of a quadric curve) 
变量 ” 

二 次 曲线 的 基本 不 变量 (basic invariant of a 
quadric curve) ” 见 “ 二 次 曲线 的 正 交 不 变量 ”. 

二 次 曲线 的 分 类 (classification of quadric 
curves) ”解析 几何 研究 的 重要 问题 之 一 . 二 次 曲线 
根据 其 类 型 和 形状 可 分 为 9 类 .通过 直角 坐标 变换 ， 
二 次 曲线 的 方程 总 可 以 化 简 为 下 表 中 所 示 的 9 种 标 
准 方程 之 一 的 形式 :通常 又 将 二 次 曲线 按 I; 二 0 及 
LÆ0 而 分 为 退化 二 次 曲线 及 非 退 化 二 次 曲线 ( 包 
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括 圆锥 曲线 和 虚 椭 圆 ). 二 次 曲线 分 类 如 下 : 


3. 点 椭圆 (相交 于 
实 点 的 二 虚 直 线 ) 


7. 二 平行 直线 K1<0 
8. 二 平行 虚 直 线 Ki >0 
9. 二 重合 直线 K,=0 


上 面 是 关于 二 次 曲线 的 度量 分 类 (二 次 曲线 共 
分 为 9 类 ), 除 重合 二 直线 外 ,其 余 每 一 类 中 有 无 数 
多 个 不 全 等 的 曲线 .但 在 仿 射 分 类 中 ,它们 是 互相 仿 
射 等 价 的 . 因此 ,在 仿 射 变换 群 下 ,二 次 曲线 的 仿 射 
分 类 就 是 9 个 ,它们 的 标准 方程 分 别 为 : 

l.z’?+y*'—1=0. 
ay =F l=, 
r’ +y = 0. 
aay —1=0. 
=y =. 

t —y=0, 
os Ca 


2 十 1 一 0. 


c ON DWT Fe c rn 


x? =0. 

从 表 中 可 知 , 二 元 二 次 多 项 式 可 以 分 解 成 复 系 
数 一 次 因 式 的 乘积 的 充分 必要 条 件 是 1 二 0; 可 以 分 
解 成 两 个 实 系 数 一 次 因 式 的 乘积 的 充分 必要 条 件 是 
I1,—c0 H 7,<.0 R J,=0,K,<0. 

二 次 曲线 族 (family of quadric curves) 二 次 
曲线 的 集合 . 指 具 有 某 种 共同 性 质 的 二 次 曲线 的 全 
体 . 它 可 简化 求 适合 一 定 条 件 的 二 次 曲线 的 方程 的 
p. 

给 定 两 条 二 次 曲线 Fi Gr y) — 0. Fio y) 
一 0, 经 过 这 两 条 二 次 曲线 的 所 有 交点 (一 般 有 4 个 ) 
的 二 次 曲线 族 的 方程 为 ÀF Crs y) FUF: Cosy) 
=0, Ñ PF ALAS 是 不 同时 为 零 的 参数 . 

2. 经 过 两 条 直线 L;— Aix Biy C; 00-1, 
2 ) 与 二 次 曲线 F Gr. y) —0 的 交点 的 二 次 曲线 族 的 
方程 为 下 (zy) 十 42 一 0, 式 中 1) 是 参数 . 

3. 经 过 4 点 Pi Gr; y (i 二 1,2,3,4) 的 二 次 曲线 
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族 的 方程 为 LizLa 十 4LzsaL4 二 0, 式 中 4 是 参数 ， 
Loue Cy — (T(r 
= Zis Ys T5 yi- 

4. 与 已 知 两 直线 L=0,L:=0 分 别 相 切 于 已 知 
点 Pi Cais y1) ,PCzyy) 的 二 次 曲线 族 的 方程 为 Li 
CTAL,L,—0,3kB Li (yz — y) (Xx 一 X1) 一 (Xs 一 Xz1) 
(y—y) 4 是 参数 . 例如 ,已 知 A( 一 1,0),B(1,0)， 
Cab) fll AB 边 上 的 中 线 OC 上 一 点 P.,OP/OC 
二 了 , 则 与 两 直线 AC, BC 分 别 相 切 于 点 A.B. Box 
点 了 的 二 次 曲线 为 £62? 一 2f*abxy 十 (fia: 十 1 
— 2/0 y! + 2f by— fb —0. 34 f=1/2 时 ,图 形 为 抛 
Me :24 0 £F 1/2 时 ,图 形 为 椭圆 ; 当 1/2 f «1 
时 ,图形 为 双 曲 线 . 

5. 与 二 次 曲线 下 (zy,y) 王 0 相 切 于 已 知 点 (cy,p) 
CF (a,b) — 00 88 — IX Hl X E BE REOS F Gr. y) ACE 
—a) --uCy—b)*-—0,3X t A. BER V+ WSO. 

共 焦 有 心 圆 锥 曲线 族 (family of the confocal 
central conics) 一 类 圆锥 曲线 的 集合 . 即 以 两 定点 
F,F' 为 焦点 的 椭圆 以 及 双 曲 线 的 全 体 . 设 焦点 坐标 
为 ( 士 c,0), 则 以 1 为 参数 的 方程 tz 十 (c +1) y, 
=t Gc? 十 为 表 示 该 曲线 族 ,并且 椭 圆 族 (z 之 0) 与 双 曲 
BIRO >t > — IER. 通过 各 象限 内 部 的 点 属于 
这 个 曲线 族 的 椭圆 及 双 曲 线 各 有 一 个 ,而 且 它 们 是 
正 交 的 .因而 ,这 个 曲线 族 构成 的 正 交 曲线 坐标 系 ， 
称 为 椭圆 坐标 系 . 

椭圆 坐标 (coordinate of the ellipse) 
有 心 圆 锥 曲线 族 ” 

共 焦 抛物 线 族 (family of confocal parabolas) 
一 类 抛物 线 的 集合 . 即 有 公共 焦点 的 抛物 线 的 全 体 . 
含有 抛物 线 y=2p7 的 共 焦 抛物 线 族 是 以 上 为 参数 
的 曲线 族 7 一 2(2 HO) (+e). 它 确 定 一 个 正 交 曲 
线 坐 标 系 . 


见 “ 共 焦 


平面 曲线 


曲线 (curve) 亦 称 线 .初等 几何 中 被 作为 不 言 
自明 的 原始 概念 之 一 . 欧 几 里 得 (Euclid)7 在 《几何 原 
本 ) 卷 首 指出 ,“ 面 的 界 是 线 ”,“ 线 有 长 度 没 有 宽度 ”， 
“ 线 的 界 是 点 ”. 这 些 并 没有 给 线 以 完全 的 定义 . 线 分 
为 直线 与 曲线 . 然而 直 与 曲 是 相对 的 . 现 已 把 直线 看 
做 特殊 的 曲线 ,因此 ,曲线 与 欧 几 里 得 的 线 是 同 义 
语 . 若 曲线 上 所 有 的 点 在 同一 平面 内 ,这 曲线 称 为 平 
面 曲 线 . 在 解析 几何 中 ,曲线 被 看 做 质点 运动 的 轨 
迹 . 即 适 合 一 定 条 件 的 点 的 集合 . 建立 了 平面 坐标 系 
后 ,平面 曲线 可 用 方程 f(x,y) 二 0 表示 ,或 者 用 参 
数 方程 
x=ft) y=e(t),t€ lab] (1) 


表示 . 若 fog 是 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 , 则 此 曲线 
称 为 连续 曲线 . 即 连续 曲线 是 线段 La,bj] 的 单 值 连续 
映射 的 象 . 对 应 于 a 或 5 的 点 称 为 曲线 的 始点 或 终 
点 . 如 果 这 两 点 重合 , 则 曲线 为 财 曲线 . 对 于 开 区 间 
(a, 5) ETE XE P [8] B3 BC EE BOSE DEEP] CF COO, 
g(1)) 总 不 同 , 这 样 的 连续 曲线 称 为 简单 曲线 或 简单 
弧 . 即 简单 曲线 是 线段 (包括 或 不 包括 始点 或 终点 ) 
的 一 一 连续 映射 的 象 .平面 上 的 简单 闭 曲 线 称 为 若 
尔 当 曲线 . 若 尔 当 曲线 将 平面 分 为 内 外 两 个 区 域 . 有 
限 个 简单 弧 若 相交 于 有 限 个 点 ,并 且 它 们 的 并 集 连 
通 时 , 称 为 寻常 曲线 . 寻常 曲线 虽 已 包括 常见 的 曲 
线 , 但 仍 存在 其 他 类 型 的 曲线 . 例如 ,由 正弦 摆 线 


y = sin > CER RU E EE 


和 yy 轴 上 的 线段 x—0,—1xzysxc1 组 成 的 曲线 . 又 
如 下 列 曲线 :将 边 长 为 1 的 正三 角形 ,去 掉 每 边 中 间 
的 1/3 的 线段 ,而 代 之 以 它 为 底 边 的 等 边 三 角形 的 
另 两 边 , 得 一 个 周 长 为 3X4/3 的 凹 六 边 形 A, ,再 用 
同样 的 方法 改造 A, 的 每 条 边 而 得 到 A, CULL). 


A G 


如 此 重复 下 去 ,得 到 一 个 周 长 为 3(4/3)" RES 
É A;, 它 是 一 个 简单 闭 曲 线 . 当 n> oo. A, 趋 于 某 
极限 曲线 天, 称 为 科 殉 曲线 . 科 元 (Koch,H. von) F 
1904 年 首先 对 它 作 了 描述 . 对 于 一 般 的 曲线 , 马 雷 
MS CYpvicon, IT. C. 2 Fl] A (Menger, K. ) F 1921 年 
用 一 维 的 连续 统 来 定义 . 

平面 曲线 (plane curve) 

连续 曲线 (continuous curve)” 见 “曲线 ”. 

寻常 曲线 (ordinary curve) UL," gi Ze". 

科 克 曲线 (Koch curve) — DL" Bip £x". 参见 (数学 
辞海 第 三 着 《分 形 几 何 ) 同 名 条 . 

Æ E He (pedal curve) 一 种 平面 曲线 . 即 由 
一 已 知 曲线 所 产生 的 另 一 曲线 . 给 定 一 条 曲线 C 和 
一 个 定点 0,; 从 点 O 向 曲线 C 的 任 一 条 切线 作 垂 
线 , 垂 足 M 的 轨迹 S 称 为 曲线 CKTORNEE 
曲线 . 反 过 来 ,C 称 为 曲线 S XOT OO 点 的 反 垂 足 曲 
线 . 例如, 抛物线 关于 焦点 的 垂 足 曲线 是 直线 ,椭圆 
和 双 曲 线 关 于 焦点 的 垂 足 曲线 都 是 图 ,等 边 双 曲线 
关于 中 心 的 垂 足 曲线 是 双 纽 线 . 

E3ER we (antipedal curve) “Hee HR”. 

等 EB ££ (equidistant line) 亦 称 平 行 曲线 . 一 
种 平面 曲线 . 即 由 一 已 知 曲线 所 产生 的 男 一 曲线 . 曲 
线 夏 上 的 每 点 沿 着 本 在 该 点 法 线 的 一 个 方向 ( 正 负 
两 个 方向 ) 移 动 等 距离 a 得 到 新 的 点 ,这 些 点 的 轨迹 


Ul“ gi zz". 


平 A B 线 


DAD) BRA He OA SEPA. 曲线 Dz =a(t) sy 
= y GO RS SE RR 2 NEM BA 

Nil d... 
J| x! Y + y! GY 

ax' (t) 

Vx! GY + yaY 
X8 BIB AD t DB SERREXITI HRA r 
Ar ARTIA LA Lao MRTA AS A W 
A r,—r4d-a;L,—L-4-2xa;A,— A-F-aL-t- xa?. 后 两 式 
称 为 关于 凸 奢 曲线 的 等 距 线 的 施 泰 纳 公 式 . 

平行 曲线 (parallel curves) 即 “ 等 距 线 ”. 

等 距 线 的 施 泰 纳 公 式 (Steiner formula of e- 
quidistant line) 见 “ 等 距 线 ” 

割 圆 曲线 (quadratrix) DP PRI ALAR. 一 类 特殊 
曲线 . 指 解决 化 圆 为 方 问题 的 曲线 . 求 作 一 个 正方 
JÉ ,使 它 的 面积 与 已 知 圆 的 面积 相等 , 称 为 化 圆 为 方 
问题 . 凡是 可 以 用 来 解决 化 圆 为 方 问 题 的 曲线 ,都 称 
为 制 圆 曲线 . 例如 , 阿 基 洲 德 螺 线 ,蜗牛 线 p= 
asin0/0,9€ Ze E 3i BA > 一 csin(Crz/2a), 奥 扎 南 
曲线 r= 2asin’ (>y/2a) 都 是 割 圆 曲线 . 而 最 有 名 的 
要 算 狄 诸 斯 特 拉 托 斯 制图 曲线 y = x cot (rz/2a ) 
(|z| 筷 a), 极 坐标 方程 为 


.. 2a(0—n/2) ER 2m 
P zsin(0—z/2) |e | 


它 是 圆 的 一 条 匀速 旋转 的 半径 OP (=a) 5 5] BOE S 
的 半 弦 QN 的 交点 M 的 轨迹 ,QN 与 直径 AB EE, 
点 P,Q 开始 时 位 于 有 4 
点 ;同时 到 达 B 点 ( 见 
ED. 此 割 加 曲线 与 y t i EN 
交点 C Mio a/e (P N 
VERE Bt zx, 使 得 OC : AB B OQ AX 
— AB : z, Mj z—4a*/OC = 2ra; BYE x 5 a/2 的 比 
例 中 项 m, M) m? — na’. 以 和 为 一 边 的 正方 形 与 半径 
为 a 的 圆 等 积 . 狄 诸 斯 特 拉 托 斯 割 圆 曲 线 是 希 皮 亚 斯 
(Hippias, ( 匡 )) 发 现 的 ,在 各 种 曲线 里 ,除去 直线 和 圆 
以 外 ,就算 它 发 现 得 最 早 了 . 用 它 很 容易 解决 三 等 分 
任意 角 问 题 . 狄 诺 斯 特 拉 托 斯 (Dinostratus ) 继 续 研 
究 这 种 曲线 ,发现 可 以 用 它 解决 化 圆 为 方 问题 . 

圆 积 线 (Cquadratrix) — B[^ 35 Fa] H”. 

BIR (pearl curve) y 
一 种 特殊 曲线 . 一 族 曲 
线 , 其 直角 坐标 方程 为 


ant ; 
zGEkzY-toy, o 


式 中 porss 为 自然 数 .一 
个 重要 特例 是 :x 十 y 
—az? = 0 (Nr B 3E EZ Fk 
线 , 如 图 ). 


Y = yt) F 


321 


平面 解析 几何 
亚 椭圆 (hypoelliptic) 一 种 特殊 曲线 . 在 平面 
直角 坐标 系 下 ,方程 
+|2 =] 
W KÆ : 4 n=1 时 是 
I; 4 n= 2 时 是 椭 
A; 34 1<n<2 时 称 为 
W A; 24 n> 2 时 称 
为 超 椭圆 . 图 中 用 实 线 
画 出 的 ”一 5/2 ES EB NB 
AF 1959 年 在 斯 德 哥 


尔 摩 城市 建设 中 曾 被 用 于 乞 形 广场 上 的 时 水 池 外 形 


tall Chyperelliptic) Wh“ WR”. 

SM Rcissoid) 一 种 特殊 曲线 . 设 定 圆 的 直 
f$ 0O4=a, 己 是 定 圆 圆周 上 一 点 ,过 4 点 作 定 圆 的 
切线 交 身 线 OP 于 Q 点 .在 OQ 上 截取 OM — PQ. 
当 点 卫 在 定 加 上 变动 时 ,点 M BILE A SMR. 
如 图 ,建立 直角 坐标 系 , 取 一 4OP=0 为 参数 , 则 草 
叶 线 的 参数 方程 为 

[E 


cL) 


y=asin’@ tan. 


^ 1 二 tan9, 它 的 参数 方程 又 可 表示 为 


i 25 
| 1 十: (2) 


普通 方程 为 
(3) 


极 坐 标 方程 为 
p=asinĝtanð. (4) 
蓝 叶 线 在 原点 O(0,0) 处 与 过 轴 相 切 , 点 O 是 尖 


曲线 与 渐 近 线 之 间 的 面 
AAS = 31a*/4. 从 抛物 线 
的 顶点 引 各 切线 的 垂 线 ， 
E EPA E SI. 抛 
物 线 关 于 顶点 的 反 演 图 
JE DS Ay Se MH BG. EP ZEE 
Ak AK GE Fl] Hf CDiocles ) f 
究 立方 体 倍 积 问题 ( 尺 规 
作 图 不 能 问题 之 一 ) 时 首次 发 现 的 , 故 亦 称 为 狄 俄 克 
TIE mz. 应 用 草 叶 线 解 决 立 方 体 倍 积 问题 的 方法 
是 : 作 直 线 AB: x+2y—a=0 交 蔓 叶 线 于 C, 作 CD 
LOA, AA DML OD 为 一 边 的 立方 体 体积 是 以 
CD 为 一 边 的 立方 体 体 积 的 两 倍 . 

Ak && Fz F Er BS H (Diocles cissoid) 
线 ”. 

Jag 


Bp" e np 


Sh 2k H ék cissoidal curve) 一 类 特殊 曲线 ， 
即 由 一 组 曲线 方程 的 线性 组 合 所 表示 的 曲线 . 设 曲线 


Ci,C;, cory Cy 的 极 坐 标 方程 分 别 为 p= (0), 
p fi(G0) o = S0) ,这些 方程 的 线性 组 合 所 成 


方程 o A fi C) - Af CD - 7 --ALÁA COD B] HL EXER DJ 
关于 极点 O 的 CC 的 草 叶 类 曲线 . 例如 , 狄 
俄 元 利 斯 蔓 叶 线 就 是 蔓 叶 类 曲线 的 一 种 . 它 是 由 直线 
C,:0=a/cosO#M Al C,:e=acos0,aA,=1,A,=—1 & 
性 组 合 而 成 的 . 39r A E EZ, JERR Hr Ee tH BB 
HARS AHS Tf EB E 2S HH 2B] — Rt. EBL 
eth, n] A E iE B 2- 08 BR H TI 3] B5) E E S h 
线 的 一 种 . 

.. WE F& & Cophiuride ) 
由 抛物 线 产生 的 一 种 曲 
线 . RO 是 抛物 线 在 其 顶 
点 处 的 切线 上 的 任意 点 ， 
MA O 引 抛物 线 切 线 的 
垂 线 垂 足 的 轨迹 称 为 蛇 
尾 线 ( 见 图 ). 在 以 O 为 原 
点 并 以 抛物 线 项 点 处 的 
切线 为 y 轴 的 直角 坐标 
系 中 , 蛇 尾 线 的 方程 可 以 
写成 


rG*cy)-—y(ay—bz), 


到 草 叶 线 . 

笛 卡 儿 叶 形 线 (Cartesian folium) 
曲线 . TEOE T8] BAY ty A 
中 ,由 方程 rty 3ary 
(a 这 0) 表示 的 曲线 ,简称 
叶 形 线 或 柳 叶 线 . 它 关 于 
直线 y= 二 x 对 称 , 顶点 为 
(3a/2,3a/2>, 原 点 OO, 
0) 是 它 的 结 点 . 在 原点 
处 , 叶 形 线 与 T oh Al y 轴 
相 切 ,曲率 半径 为 3a/2. 叶 形 线 具 有 渐 近 线 x 十 y 
ca-0,H 5 Jr £x 2 H BTE ELS 3a /2. 圈套 所 围 
成 的 面积 亦 为 3a^/2. FRR ILA BH BA 

3at 
BeA 
| 3at 
T 1-48 
极 坐标 方程 为 


一 种 特殊 


(t=tan @). 


u 3atan 
P= cos 0C(1--tan?0)' 


TKR RA (strophoid) 亦 称 结 绳 线 . 一 种 特殊 曲 
线 .已 知 定点 4 EXETHEZ!BMIUBROA-a(a 
>O). ,过 定点 4 的 任 一 直线 交 定 直线 ! FAP BE 


AP 上 到 点 P 的 距离 等 于 |OP| 的 动 点 M 的 轨迹 称 
为 环 索 线 . 点 4 称 为 它 的 顶点 ( 见 图 ). 取 定 直线 /为 
y 轴 建 立 直 角 坐 标 系 . 设 ACa,0) KL AOM —0 为 
参数 , 则 环 索 线 的 参数 方程 为 

1—?? 
IF” 


E (4 = tan). 


yy 


i= 
y =at l+e 

普通 方程 为 y latr) 
二 x*(a 一 x); 极 坐标 方 
程 为 p—a cos 20/cos 0. 
CA A OC,.0,. 有 
渐 近 线 Z 一 一 4, 且 与 渐 
近 线 之 间 的 面积 为 2a^ 
十 xa /2. 圈套 所 成 的 面 
积 为 2a°—1a’/2. HR 
线 也 是 以 O 为 顶点 , 腰 
长 为 定 值 a 的 等 腰 三 
角形 OAB 的 垂 心 的 轨 
X. 等 边 双 曲线 关于 其 一 顶点 的 反 演 图 形 为 环 索 线 . 

结 绳 线 (strophoid)》 即 “ 环 索 线 ” 

$1 5K BLE (oblique strophoid) 一 种 特殊 曲线 . 
已 知 定 直线 /和 其 上 定点 0, 过 直线 PF EX AN 
任 一 直线 交 直 线 TA 
P, 直 线 AP 上 到 点 PP 
的 距离 等 于 10P| 的 动 
mM 的 轨迹 称 为 斜 环 
ZR £x CUL BO. 特别 当 
AO | | 时, 即 为 环 索 
线 . 作 AH LH AE 
fe. RA ARH, AH 
为 极 轴 , 设 AH =a, 
HO==6, 则 和 斜 环 索 线 的 极 坐 标 方程 为 


a a 
p= seg ratand—b BY p= 9 2tanl +b; 
直角 坐标 方程 为 


Cx! -E y?) (xr—2a)+ Ca? — b )x+ 2aby — 0. 
斯 吕 塞 上 晨 线 (CSluse conchoid) 一 种 特殊 曲线 . 


从 定 圆 周 上 定点 O 作 任意 直线 , 交 定 圆 于 P, ZE 


平 m Ë 线 


直线 /于 QQ@, 定 直线 /垂直 于 定 圆 的 直径 OA, 石 为 
垂 足 , 但 /不 过 OO 点 .在 OP ERA M, 使 OM 
=PQ,#HOM5 PQ 同 向 ,点 M 的 轨迹 称 为 斯 昌 
塞 蚌 线 . 定 直线 ! 是 斯 吕 塞 蚌 线 的 渐 近 线 . 当 直 线 / 
与 定 圆 相 切 时 ,斯 吕 塞 蚌 线 化 为 草 叶 线 ; 当 /与 定 贺 
相交 时 ,斯 吕 塞 蚌 线 有 一 个 结 点 , 称 为 长 幅 蔓 叶 线 ; 
当 /与 定 圆 相 离 时 ,斯 吕 塞 蚌 线 没有 尖 点 和 结 点 , 称 
为 短 幅 草 叶 线 . 设 定 圆 直径 OA = 27,OH =a, 4 


OH 5 OA 同 向 时 4 放 0, 异 同时 a 二 0. ROA WHR 
4t .O 为 极点 , 则 斯 虽 塞 蚌 线 的 极 坐标 方程 为 
——25— 2r cos l; 


"^ cos 

其 直角 坐标 方程 为 y (a— x2) — x! (x t+ 2r — a2. M r 
=a 时 为 环 索 线 . 以 极点 为 反 演 极 ,斯 吕 塞 蚌 线 的 反 
演 图 形 为 圆锥 曲线 ,和 且 极 点 是 圆锥 曲线 的 一 个 顶点 . 
短 幅 草 叶 线 反 演 得 到 椭圆 ,长 幅 蔓 叶 线 反 演 得 到 双 
曲线 , 蔓 叶 线 反 演 得 到 抛物 线 

K W S Hé (prolate cissoid)” 见 “斯 吕 塞 蚌 
线 ”. 
xg ba BO Ze Ccurtate cissoid) Wl“ B 3E hE 
£y". 
A £k(versiera) 由 圆 产 生 的 一 种 曲线 . 设 定 
圆 的 直径 OA —a,. xb O 作 任 一 弦 OP ,过 点 4 作 圆 
的 切线 与 射线 OP 26 
T BRE R M, 
BM //OA,PM | OA. 
当 己 点 在 定 圆 上 变动 
时 ,点 M 的 轨迹 称 为 
Ge. 如 图 所 示 , 建 
立 直 角 坐 标 系 ,取信 AOB =b 为 参数 , 则 簧 舌 线 的 参 
数 方程 为 


x=atand, 

ae 
其 普通 方程 为 y(z +a) =a. BRERA IER y 
=0, 曲线 与 浙 近 线 之 间 的 面积 为 na, HH 
(ta/ V 3 ,3a/4) ,在 这 两 点 处 的 切线 斜率 分 别 为 
F3 V 3 /8. 过 曲线 上 任 一 点 M fE MQ | OA 3E BI 
C P.NI QM: QP=OA: OQ. 女 数 学 家 阿 涅 西 
(Agnesi,M.G. ) 对 算 舌 线 作 了 详细 的 研究 , 故 又 称 
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AE T OA ay PG ERR. 费 马 (Fermat,P. de) 和 格 
兰 迪 (Grandi,G. ) 早 已 知道 这 种 曲线 . 

阿 涅 西 算 舌 线 (Agnesi witch) El“ AR”. 

蛇 形 线 (serpentine) 一 种 特殊 曲线 .已 知 定 直 
线 y=a 和 定 圆 x 十 y= 二 cr, 过 原点 O 的 动 直 线 交 
定 圆 于 P 点 , 交 定 直线 于 B nu. BEER MM, 使 PM 和 
MB 分 别 平行 于 xz RHA y 轴 . 点 M 的 轨迹 称 为 蛇 形 
线 ( 见 图 ). 


设 定 直线 与 y 轴 交 于 点 A(0,a), 取 AO0B=0 HB 
数 , 则 蛇 形 线 的 参数 方程 为 
x= atant, 
y = csinĝcosĝ; 

普通 方程 为 yr’ +a’) —acx. 

麦克 劳 林 三 等 分 角 线 (Maclaurin trisectrix) 
可 用 于 将 一 角 三 等 分 的 平面 曲线 . 从 抛物 线 的 焦点 
F 关于 准 线 的 对 称 点 0O, 引 此 抛物 线 的 切线 的 垂 线 ， 
垂 足 的 轨迹 . 设 OF = 4a. 抛物 线 的 方程 为 y — 4a x 
一 34), 则 麦克 劳 林 三 等 分 角 线 的 方程 为 x Ge d y) 
+a(y’— 32?) — 0. FRR 
B (2a, 00 JR A BF 为 极 
轴 , 则 方程 可 化 为 pcos C9/ 
3) =a. 在 麦克 劳 林 三 等 分 
角 线 上 任 取 点 ME DIE 
以 极 半 径 o ARH EK a 
为 直角 边 的 直角 三 角形 
ABC, Il] Z ABC = 6/73. 因 
而 可 用 于 将 角 9 三 等 分 . 

三 等 分 角 线 (trisectrix) 一 种 特殊 曲线 . 指 可 
用 于 将 角 三 等 分 的 曲线 . 例如 , 蚌 线 、 阿 基 米 德 螺 线 
等 都 是 三 等 分 角 线 . 

帕斯卡 蜗 线 (Pascal vortex line) — ZR fy Z. 
一 种 圆 外 旋 轮 线 . 过 直径 为 a 的 定 圆 周 上 的 定点 O， 
引 直 线 交 定 圆 于 点 了 ,在 动 直 线 OP ER PAO 
的 点 M 的 轨迹 . 是 帕斯卡 (Pascal,E. ) 首 先 研究 的 . 
机 需 上 的 凸轮 机 构 有 时 采用 蜗 线 作为 凸轮 的 轮廓 曲 
线 , 可 使 从 动 杆 按 余弦 规律 往返 运动 , 

取 O 为 极点 , 极 轴 通 过 圆心 , 则 蜗 线 的 极 坐 标 
方程 为 

Pp 二 acos9 十 b( 或 p= acos — b). 
其 直角 坐标 方程 为 (x’ Hy — ax — b Gr H3 y?» , Jit 
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b<a = 
XX 57a 时 含 一 个 孤立 点 (0,0). 参数 方程 为 
I = (acost + 5)cost, 
y = (acost + b)sint. 
4 b=a 时 称 为 心脏 线 . 58 2x IE [BI Cc — a)? + y — 6 
关于 原点 的 垂 足 曲线 . 又 是 特殊 的 圆 外 旋 轮 曲线 . 还 
是 圆锥 曲线 关于 其 焦点 的 反 演 图 形 . 
at 22 (limacon) 即 “ 帕 斯 卡 蜗 线 ”. 
心脏 线 (cardioid)” 见 “ 帕 斯 卡 蜗 线 ”. 
蚌 线 (conchoid) 一 种 特殊 曲线 . 沿 给 定 平 面 曲 
线 C:p 二 (0) 的 极 径 方 向 增加 或 减少 一 个 定 长 线段 
b ,这样 得 到 的 曲线 o— f L 称 为 曲线 C HER, 
或 称 为 一 般 蚌 线 . 圆 的 蚌 线 就 是 帕斯卡 蜗 线 . 


直线 上 的 蚌 线 称 为 尼 科 
米 迪 斯 蚌 线 ,通常 的 蚌 线 就 是 
JE JE PHK iE Hr AF k ER] 1). 
它 的 极 坐标 方程 是 ep =a sec 
+b. 蚌 线 有 两 支 , 都 以 定 直 线 
LN WR ZR .— x SER OW 
于 定 直 线 的 同 侧 , 称 为 蚌 线 的 
内 支 , 另 一 支 与 定点 O 位 于 
定 直线 的 异 侧 , 称 为 蚌 线 的 外 
x. 它们 都 关于 极 轴 对 称 . 在 图 2 
广义 极 坐 标 系 下 ,方程 p 
=a sec 0 十 6 与 op 二 asec0 一 b 表示 相同 的 曲线 ,化 


WOE AAR bk Jg a ae’ +?) aa) Hb’, RG 
ex RAHA. 4 a7 5 时 舍 有 一 个 孤立 点 O, 当 a= 
b 或 a<b 时 ,原点 O 是 尖 点 或 结 点 . 尼 科 米 迪 斯 
(Nicomedes) 在 人 研究 任意 角 三 等 分 时 发 现 了 蚌 线 . 
用 蚌 线 三 等 分 任意 角 的 方法 如 图 ZG —5 的 情形 ) 所 
m. Ee ZAOB, Wi OB 上 任 一 点 了 作 与 边 04 
平行 的 直线 , 青 以 两 平行 线 间 的 距离 为 a,OP 长 为 6 
作出 蚌 线 ,以 了 为 圆心 作 半 径 为 6 的 圆 交 蚌 线 于 点 
Q.W|/ AOQ— / AOB/3. 

fe & Æ i Hp dE tk (Nicomedes conchoid) Jy 
Lu 

+ A EM Æ tE (Cassini ovals) 一 种 特殊 曲线 . 
平面 上 到 两 个 相距 为 2c 的 定点 的 距离 之 积 等 于 定 
值 “的 点 的 轨迹 . 其 直角 坐标 方程 为 (x? + y» 
— 2c! (x! — y!) &a' —c*. PRA bj 7E ER 

p! =c’cos26+ V/a* — c'sin?20. 

两 个 定点 称 为 焦点 ,其 坐标 为 ( 士 c,0). 其 图 形 随 常 
Mac HAA Mee 1): 

1:35 ame BI. E 
Ji Wi xc AN 38 RS BRE BR s 
R (GE 2^0) 
(+ væte, 0) Æ M 


AN。 


(CSS EY 
LENE, 


2.234 a=c 时 , 称 
为 们 努 利 双 纽 线 , 简称 
双 纽 线 ( 见 图 2), 是 雅 图 1 
各 布 第 一 ， 伯 努 利 
(Bernoulli ,Jacob I ) 最 先 研 究 的 . 


图 2 

3. 当 c<a<v2c 时 , 它 是 有 四 个 拐点 的 止 曲 
ee. 拐点 坐标 为 ( 士 (Cm —1/2. + V In +n)/2), 
H m= J (at—c")/3 n= (1 —6)0/3c = m/t. 这 
些 拐点 位 于 双 纽 线 o^ = —c’cos 20 E. 

4. 当 za= 一 V2c 时 , 它 是 有 两 个 拐点 的 凸 闭 曲 
线 . 

5. 当 a>YvV2c 时 , 它 是 凸 闭 曲 线 , 有 四 个 顶点 
(+ Ve +c? ,0) f CO, + Va? —c*). 4a MA 0 AEB 
V 2 c BE LR (ER CH V Ac! —a* /2e , ta’/2c) (RK p 
=c,sin@=a’/2c’ {i T IBI op=c E. 


平 wm 曲 线 


-FE Je BBJE £X FEF VU JE (Cassini, G. D. ) 首 先 研 
FHJ. 
4B Sz FN A £& (Bernoulli lemniscate) Ji“ 
PE JE DP JE 2k”. 

MAB demniscate) 人 努 利 双 扭 线 的 简称 . 

f& FE JL BB TZ £k (Cartesian oval) 一 种 四 次 曲 
线 . EAE aR FEF ERE | FM | +n] FM| 
— 2a (2a7» | FF' | WR y 
M 的 轨迹 . 4n=1 时 ， 
曲线 就 成 了 椭圆 . 在 一 
WIRD T E F JLI E 
线 是 四 次 曲线 . 它 包 括 
两 个 没有 共同 点 的 闭 
曲线 ,而 且 一 个 在 男 一 
个 之 内 .在 内 的 一 个 类 似 于 椭圆 ,在 外 的 一 个 可 能 是 
ii B5 , d n] SEA 5 zx Cn FD. É -R JL (Descartes , R. ) 
FEC TIC) BL EHE T xx HAR ANE BI EE IR. 他 成 
功 地 解决 了 什么 样 的 曲面 作为 两 种 介质 的 交界 面 
时 ,能 使 从 第 一 种 介质 内 一 点 发 出 的 光线 射 到 曲面 
上 , 折 和 第 二 种 介质 而 聚 于 一 点 . 他 发 现 具 有 这 个 性 
质 的 旋转 面 是 由 笛 卡 儿 卵 形 线 产生 的 . 

FF Æ BH ON Æ BE (Kepler oval) 一 种 特殊 曲线 ， 
极 坐标 方程 为 


UTI 
的 曲线 称 为 真 开 普 勒 卵 形 线 , 其 直角 坐标 方程 为 
(x5 + y? — ph) Erle H y) = 0, 

而 o= 2a cos*0 HY Bil £X PK A BOT E ODI. EC JE da 
$ ^K (Miinger) PÉ 2 o—2acos"0 W n=3 的 一 种 . 
FF S (Kepler .J. ) 在 《天 文学 的 光学 部 分 》 中 ,研究 
了 二 次 曲线 的 互相 转化 问题 ,并 给 出 了 此 曲线 . 

真 开 普 勒 卵 形 线 (proper Kepler oval) JL“ FF 
BNIB”. 

{Ex Jr 3£ $5 BB JZ £k (improper Kepler oval) Jil 
FEE MORI” 

iB HB (sliding rope curve) 在 物理 中 常见 的 
一 种 曲线 . 4 - — m 4 EYE IER LE OO. — Hg 
穿 过 固定 在 天 花 板 上 的 定 滑 轮 M 以 后 ,在 下 端 挂 一 
个 重 物 天 .在 OO 与 
M 之 间 的 一 段 绳 于 
上 和 套 了 一 个 小 环 ,可 
以 沿 绳子 滑动 , 环 下 
面 挂 了 另 一 重 物 Gc. 
设 重 物 K 在 某 高 度 
时 ,小 环 滑 到 一 点 4 处 使 整个 系统 平衡 . 当天 改变 
高 度 时 ,平衡 点 A 的 轨迹 称 为 滑 绳 线 . 如 图 ,用 向 量 
g, 上 分别 表示 重 物 G,K 的 拉力 ,s 表示 绳子 最 左 部 
分 的 拉力 .根据 力 的 合成 法 则 得 : 
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Is|cosa = |k|cos B, 

Isisina + |k|sin B = |g], 
消去 |s| 得 |g|cosa== |k|(sin Bcosa+cos Psina). i 
JOM | =L., (|k|/|g|=a/l,ACrsy) ,将 


cosa = TM 
代入 化 简 — 
EN Sinn ay 
> a° 一 并 
M =a 时 就 是 环 索 线 . 
卡 帕 曲线 (Kappa curve) 一 种 由 圆 产 生 的 曲 


线 . 半径 为 定 长 a HOR C 的 圆心 在 xz 轴 上 滑动 ， 


从 坐标 原点 O BIC 所 作 切 线 的 切 点 M 的 轨迹 称 
为 卡 帕 (xc) 曲 线 ( 见 y 

图 ). 它 的 极 坐 标 方程 LUUT < 
为 p=acotd, E ff AK GN, N 

标 方 程 为 y Ge + y) Wu 

— a*^3*. 17H £u HE B MN 


一 一 一 一 ee ee 


3€ (Sluse, R. -F. de) 
4 E E Er (Huygens, C. ) 在 通信 中 第 一 次 提 到 卡 帕 
曲线 . 当时 是 为 了 解答 下 面 的 运动 学 问题 :同一 平面 
内 有 一 个 固定 的 直角 坐标 系 xOy 和 一 个 运动 的 直 
角 坐 标 系 x'O'y' ,已 知 x' 轴 始终 通过 点 OS y 58 E x 
轴 的 交点 C 到 0' 的 距离 等 于 定 长 a, 求 动 坐标 系 的 
原点 O' 的 轨迹 . 这 里 的 点 O' 相当 于 图 中 的 点 M,x 
轴 相 当 于 直线 MO. 

皮 利 福 梅 曲线 (Piriforme curve) 
生 的 曲线 . 过 圆 x 十 y 
— 2ax=0(a>0) ŁK 
动 点 了 与 x 轴 平 行 的 
BARA ZEA AB 
(x=a) F Q. É OQ 
与 过 点 尸 且 平行 于 y 
轴 的 直线 的 交点 M 的 
轨迹 ( 见 图 ) 称 为 皮 利 
福 梅 曲线 . 它 所 围 的 面 
BV na^. € By E fü 45 
标 方程 为 x' —2ax^-Fa! y 二 0; 参 数 方 程 为 
x 二 a(l 十 cos 9)， 
y=asing(1+cos¢), 
其 中 g= CP. REAMER (32/2. 3-3 V 3 2/4). 
拐点 坐标 ((3 一 V 32a/2, + Y 12(3— V 3 )a/4). 
尖 点 坐标 (0,0). 

代数 螺 线 (algebraic spiral) 
极 坐 标 方程 为 c 一 ab 的 一 类 曲线 . 

三 次 曲线 (cubic curve) 一 种 常见 的 曲线 . 指 
在 平面 仿 射 坐标 系 ( 包 括 直角 和 坐标 系 ) 中 ,由 三 次 方 
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一 种 特殊 曲线 . dá 


程 表示 的 曲线 ， 
立方 抛物 线 (Ccubical parabola) 一 种 三 次 曲 
线 . 见 本 卷 4 初 等 代数 ?同名 条 . 
半 立 方 抛物 线 (semi-cubical parabola) 亦 称 
JE AR HH Be. 一 种 特殊 曲线 . 
在 平面 直角 坐标 系 中 ,由 方 
FE y =ar 表示 的 曲线 ( 见 
图 ). 它 在 原点 (0,0) 处 有 一 
个 尖 上 点, 它 的 参数 方程 是 
pes | 
y-—at.. 
JE oR (Neile, W. ) HE AH T 3d 
物 线 的 渐 届 线 是 半 立 方 抛 
物 线 . 
尼 尔 曲 线 (Neile curve) 即 "“ 半 立方 抛物 线 ” 
四 次 曲线 (quartic curve) 一 种 常见 的 曲线 . 
指 四 次 方程 表示 的 曲线 . 在 平面 仿 射 坐标 系 ( 包 括 直 
角 和 坐标 系 ) 中 ,四 次 方程 表示 的 曲线 ,下 面 举 几 个 例 ， 
并 在 直角 坐标 系 中 作 图 . | 


2 2 
Eo met n 
mosey 


22 
图 3 PRR y= < LM 图 4 PATI. Lim yi 


NA 
UN 


图 5 8 FR y= zi (ded) 
a 


图 6 HAR yr? 


B 双 叶 线 a5 + y — 843? —0 图 8 RRR y*@ ar)? =b2 (y?— 2) 


5 | 
y 
O a X 
O ax 


图 9 =H xi t+ yt =2ar(2? — y^) 图 10 AHR TER) 


G?—4?)* + Cy? + 4ay) (x? — a?) 4- 4a? y? — 0 


图 12 布 思 纽 状 线 


(22 + ye) = 62 (x? + y?) — 4a? y? 


图 13 MER at ylar? tby —0 

五 次 曲线 (guintic cur- 

ve) 一 种 常见 的 曲线 . 即 

在 平面 仿 射 坐标 系 ( 包 括 直 

角 坐 标 系 ) 中 ,五 次 方程 表 

示 的 曲线 . 例如 ,五 次 方程 

xr — 2r y +y=0 表示 图 中 
的 曲线 . 

六 次 曲线 (sextic curve) 一 种 常见 的 曲线 . 即 

在 平面 仿 射 坐标 系 ( 包 括 直角 坐标 系 ) 中 ,六 次 方程 

表示 的 曲线 .下 面 的 两 条 曲线 ,都 是 在 直角 坐标 系 中 


图 2 风车 线 o—2acot 20 


即 xy (2? +4? )—a(a*-- y» 


图 1 eA p—acosÓ--bcos 20 
(O<a<b) 
E 32 ££ (kinderhemd) 
一 种 特殊 曲线 . 在 平面 直角 坐 
标 系 中 ,由 方程 xy = hex 
十 A 六 表 示 的 曲线 ( 见 图 ). 
连锁 螺 线 (lituus) 一 种 
特殊 曲线 . 指 极 坐标 方程 为 


p0—a* WHA. CAA M 

P 在 极 轴 上 移动 时 ,使 

圆 扇形 OPM 的 面积 保 一 P 7 
持 定 值 </2 的 点 M 的 


轨迹 ( 见 图 ). 极 轴 是 它 的 渐 近 线 ， 
阿 基 米 德 螺 线 (Archimedean spiral) 

速 螺 线 . 在 实践 中 常用 

的 一 种 曲线 . 动 点 在 一 

直线 上 做 匀速 运动 ,而 ---- 

这 条 直线 又 围绕 着 自己 

上 面 的 一 个 定点 作 匀 速 

转动 的 动 点 的 轨迹 称 为 

阿 基 米 德 螺 线 , 它 的 极 坐标 方程 为 p=a0+b(aF0) 

( 见 图 ,5 = 二 0 的 情形 ). 阿 基 米 德 (Archimedes ) 对 它 


亦 称 等 


作 过 研究 . 

等 速 螺 线 (Cconstant velocity spiral) Bil “ [n] HE 
米 德 螺 线 ”. 

伽利略 螺 线 (Galilei spiral) 亦 称 等 加 速 螺 


线 . 一 种 特殊 曲线 . 极 坐 标 方 

程 为 p=al +bhO+c 的 曲线 称 

为 伽利略 螺 线 ( 见 图 ,5 二 c= 二 0 

的 情形 ). 伽利略 螺 线 是 17 E x 

纪 发 现 的 ,在 地 球 赤 道 某 地 的 

上 方 有 一 个 目 由 落体 , 妆 它 随 

地 球 一 起 转动 时 , 画 出 的 曲线 就 是 伽利略 螺 线 . 它 是 

动 点 沿 着 一 条 定 直 线 作 等 加 速 运 动 ,同时 这 条 直线 

又 绕 着 它 上 面 一 点 作 等 角速度 旋转 时 , 动 点 的 轨迹 . 
等 加 速 螺 线 (uniformly accelerated spiral) Bp 

“伽利略 螺 线 ” 


双 曲 螺 线 (Chyperbolic spiral) 亦 称 反 螺 线 . 一 
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种 特殊 曲线 . 是 阿 基 
米 德 螺 线 关于 极点 的 
反 演 图 形 . 极 坐 标 方 
TE o-—a/0 的 曲线 
称 为 双 曲 螺 线 ( 见 
Al). 直线 esind=a 
为 渐 近 线 . 曲率 半径 


m AFE) 
0 0 
BIE OMM, 的 面积 
| 1 
=F a | = 对 (am 一 0 


对 于 双 曲 螺 线 上 任意 点 Mi Co, 00 ,将 极 半 径 OM, 
旋转 0, 角 后 落 到 极 轴 Or 上 ,Mi 所 走 过 的 路 程 


MIN 的 弧 长 等 于 定 长 a. 
I RE (inverse spiral) 
抛物 螺 线 (parabo- 

lic spiral) 一 种 特殊 

曲线 . 指 极 坐标 方程 为 
(e= D = 20 

的 曲线 .! 王 0, 即 方程 为 

p^ =a") 的 曲线 称 为 费 

马 曲 线 ( 见 图 ). 
费 马 螺 线 (Fermat spiral) 
XT HR tk (logarithmic spiral) 


即 “ 双 曲 螺 线 ” 


© : 


见 “ 抛 物 螺 线 ”. 
一 种 特殊 曲线 . 


在 极 坐 标 系 中 , 极 半径 o 的 对 数 与 极 角 9 的 比 为 常数 


的 点 M(p,90) 的 轨迹 . 它 的 极 坐 标 方程 为 pae". AP 
ask 为 常数 ,e 为 自然 对 
数 的 底 . 对 数 螺 线 上 点 
M Co, 00 B) 0] £X, 5j TR 2E 
fe OM 的 夹 角 a 都 相等 x 
(cot a=k) ,因而 亦 称 它 
为 等 角 螺 线 ( 见 图 ). 当 
极 角 按 算术 级 数 增加 时 ,对 数 螺 线 的 极 半径 按 几 何 级 
数 增加 . 对 数 螺 线 关于 极点 O 的 垂 足 曲线 和 反 演 图 形 
仍然 是 与 原 曲 线 全 等 的 对 数 螺 线 , 仅 位 置 有 所 不 同 . 对 
数 螺 线 的 渐 伸 线 和 渐 届 线 也 都 是 对 数 螺 线 . 对 数 螺 线 
是 1638 年 由 稍 卡 儿 (Descartes,R. ) 引 和 人 人 的, 雅 各 布 
第 一 。 伯 努 利 (Bernoulli ,jacob 1 ) 作 了 深入 的 研究 ， 
他 在 遗嘱 里 吟 只 要 把 对 数 螺 线 刻 在 他 的 幕 碑 上 . 因此 
又 称 伯 努 利 螺 线 . 
等 角 螺 线 (equiangular spiral) 即 “ 对 数 螺 线 ” 
伯 努 利 螺 线 (Bernoulli spiral) 即 “ 对 数 螺 线 ”. 
EHX HR tk (Cotes spiral) 一 种 特殊 曲线 . FER 
坐标 方程 为 po 二 asin pO Ci p=acos p0) AY Hh, Bp 
玫瑰 线 . 以 极点 为 反 演 极 的 反 演 图 形 


h 
Sa pp) Re = 


e s 
COS 25] ` 


e = 
328 


4 p=1/3 时 是 麦克 劳 林 三 等 分 角 曲 线 . 当 p= 2 时 
是 十 字 线 . 

正弦 螺 线 (sine spiral) 一 种 特殊 曲线 . 指 极 坐 
标 方程 为 2" 二 acosn0 的 曲线 . 其 上 任 一 点 处 切线 对 
于 极 轴 的 倾斜 角 a 是 极 角 2 TE PRP a= e+ 0— 
(2 十 1)02 十 r/2, 故 极 径 
与 切线 的 夹 角 w 一 20 十 
1/2. 如 图 1, 曲 率 中 心 
C 位 于 法 线 MN 上 ,对 
FEKRR AMN N 
=(n+1)MČ. 正弦 螺 
线 o" =acos nÜR PP]; 

4 n=—2 时 为 等 
31 XX pl ER ; 

Mo n— —1BI XS É 图 1 
Z 

X n= —1/2 时 为 抛物 线 ; 

M n--1/3 时 为 契 尔 恩 罕 条 三 次 曲线 ; 

M n=1/2 时 为 心 胜 线 ; 

“n=1NABR; 

当 2 一 2 时 为 伯 努 利 双 纽 线 . 图 2 上 画 出 2 一 3， 
4,3/5 时 的 正弦 螺 线 . 


SRF 
图 2 
im RIE (Miinger oval) 一 种 特殊 曲线 . 
指 极 坐标 方程 是 = 2a cos"0 的 曲线 , 式 中 ?为 正 整 
AX. 
he + 2 (cochleoid) 一 
种 特殊 曲线 . 指 极 坐 标 方程 为 
asing 
"98 a a 
的 曲线 (如 图 )， 
一 般 旋 轮 线 (Cgeneral cy- 
cloid) 亦 称 轮转 曲线 . WT FE 
曲线 方程 中 必 不 可 少 的 一 种 曲线 . 当 一 曲线 BE 
曲线 C 相 切 ,同时 沿 曲 线 C 无 滑动 地 滚动 时 ,在 本 
上 的 一 定点 M 的 轨迹 称 为 以 C 为 基线 ,以 卫 为 滚 
线 , 以 M 为 极 的 一 般 旋 轮 线 . 例如 , 当 基 线 为 直线 ， 
滚 线 为 抛物 线 ,其 焦点 为 极 的 轮转 曲线 为 悬 链 线 . 基 
线 C 为 直线 RA ARB OM HAR METK 


内 (Delaunay,C. E. ) 于 1841 年 研究 椭圆 和 双 曲 线 
沿 直 线 滚 动 时 其 焦点 的 轨迹 时 提出 的 . 


轮转 曲线 (cycloid)” 即 “一 般 旋 轮 线 ”. 

德 洛 内 曲线 (Delaunay curve) 见 “一 般 旋 轮 
2 

摆 线 (cycloid) ” 亦 称 旋 轮 线 . 在 实践 中 广泛 应 


用 的 一 种 曲线 .平面 上 半径 为 7 的 动 圆 Q@( 称 为 母 
Al ) 沿 着 一 条 定 直 线 !( 基 线 ) 无 滑动 地 滚动 时 , 动 圆 
周 上 点 M 的 轨迹 . 取 定 直线 为 工 轴 ( 水 平 位 置 ), 设 
动 点 M 的 初始 位 置 为 原点 O, 切 点 C Cr 0) , Bt 
OM=00+QM= (røsr)+ (r cos a,r sin a). 
其 中 at+o=3n/2, MERNBRABA 
E 


当 参 数 从 0 变化 到 2x 时 , 便 得 曲线 的 一 拱 . 一 拱 
的 长 为 8r, 且 此 拱 与 xz 轴 之 间 的 面积 为 3r’ C 
面积 的 三 倍 ). 曲率 半径 R=4r|sing/2|. RA 
A,((2k— 1) ar, 2r), RR O,(2kar,0) (k=0, +1, 
十 2,…). 摆 线 具有 等 时 性 . 即位 于 摆 线 轨道 (假定 它 
的 图 形 是 与 上 图 中 的 摆 线 关于 工 轴 对 称 的 ) 上 的 一 
质点 从 静止 状态 落 到 轨道 上 最 低 点 处 所 需 下 降 时 间 
An Vr/g ,与 起 始点 M 位 置 无 关 . 因此 BAM 
称 为 等 时 曲线 . 另外 , 设 P,G 为 一 铝 直 平面 上 不 在 
同一 条 铅 直线 上 的 两 点 , 则 质点 在 重力 作用 下 HIR: 
曲线 无 摩擦 地 从 点 了 滑动 到 点 G, 当 曲线 为 摆 线 的 
一 段 弧 时 ,所 需 的 时 间 最 短 . 因此 , 摆 线 又 称 为 最 速 
降 线 或 捷 线 . 

摆 线 的 定义 是 梅森 (Mersenne,M. ) F 1615 年 
给 出 的 . 伽利略 (Galilei,G. ) 是 最 早 研究 摆 线 的 人 . 
A E Hr (Huygens, C. ) 发 现 了 摆 线 的 等 时 性 以 后 ,就 
用 它 设 计 出 摆动 周期 不 受 振 幅 变 化 的 影响 的 摆 线 时 
钟 . 摆 线 这 个 名 称 , 正 是 由 于 这 种 曲线 被 应 用 于 改进 
钟 摆 而 得 来 的 . 24 959 58 — * IERI (Bernoulli, Jo- 
hann I) 于 1696 年 6 月 号 (教师 学 报 》 上 提出 了 最 
速 降 线 问 题 ,而 正确 答案 是 由 牛顿 (Newton,I. ) 38 
H JEX (Leibniz, G. W.)、 洛 必 达 (L'Hospital,G.- 
F. -A. de) 及 伯 努 利 兄弟 等 多 人 获得 的 . 

旋 轮 线 (Ccycloid) BEZ”. 

等 时 曲线 (tautochrone) BIEZ”. 

By i PEE Cbrachistochrone) BZR”. 

HEt (brachistochrone) il “#228”. 

次 摆 线 (trochoid) 亦 称 余 摆 线 、 变 幅 摆 线 . 摆 
线 的 一 种 .平面 上 半径 为 > 的 动 圆 Q( 称 为 母 圆 ?党 着 


平 ff 线 


一 条 定 直 线 b GER) JG 
滑动 地 滚动 时 ,固定 在 
AQ 所 在 平面 内 但 不 
在 圆周 上 的 点 M 的 轨 
yh. 当 点 M 在 母 圆 外 部 
时 , 称 为 长 幅 摆 线 , 又 称 
长 幅 旋 轮 线 (上 图 ); 当 
点 M 在 母 圆 内 部 时 , 称 为 短 幅 摆 线 ,又 称 短 幅 旋 轮 线 
CP RD. 

设 QM==1/, 得 次 摆 
线 的 参数 方程 为 z+ 二 rp 
—lsing, y=r—Icos¢. 
当 >r 时 是 长 幅 摆 线 ， 
^H SG A 


Dj 2ktr,r—- N P — re 


(k=0, mci EF *** 4 fy 是 方程 t— [sint 的 最 小 正 根 ); 34 
/< 时 是 短 幅 摆 线 ,有 抛 点 


又 右 L—9r SIE TR Z7; Te. 摆 线 和 次 摆 线 是 由 两 种 
简单 运动 合成 的 :一 个 是 圆心 Q 做 匀速 直线 运动 , 另 
一 个 是 动 点 M 同时 绕 @ 点 做 匀 角 速度 旋转 运动 . 
RH (complement cycloid)” 即 “次 摆 线 ”. 
T haja tk (variable amplitude cycloid)” 即 “次 
摆 线 ” 
长 幅 摆 线 (prolate cycloid) 
45 We $e k Ccurtate cycloid) 
长 幅 旋 轮 线 (prolate cycloid) — BD WEHR”. 
短 幅 旋 轮 线 (Ccurtate cycloid) — Bl" 4 i 38 £x". 
Ae hypocycloid) PRA PESE £X. 摆 线 
的 一 种 .平面 上 半径 为 r 的 动 圆 Q@( 称 为 母 圆 ) 在 半 
4220 R 的 定 圆 (0 称 为 基 圆 ) 内 部 无 滑动 地 滚动 时 ， 
动 圆周 上 点 M 的 轨迹 . 它 的 参数 方程 为 


MM | 


2 2 
E, | 二 到 lee een 
r r 


UL“ RR e 
DUM REK P 


R 
1-5 e 


(Rr). 


y= GR —r)sin e4-rsin 


1 一 六 |? 


R= 时 ,图 形 为 基 
圆 的 一 条 直径 r= Rcose. y 
一 0. 这 个 结论 被 称 为 卡尔 达 
诺 定 理 . 由 卡尔 达 诺 (Car- 
dano,G. ) 得 出 . 当 R/r—4 EX 
R/r —4/3 时 ,图 形 是 同样 的 
星 形 线 . 

圆 内 旋 轮 线 (Chypocy - 
cloid) 即 “ 内 摆 线 ”. 
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平面 解析 几何 


卡尔 达 诺 定理 (Cardano theorem) 
线 ” 

外 摆 线 (epicycloid) 亦 称 圆 外 旋 轮 线 . 在 生产 
实践 中 种 用 的 一 种 摆 线 . 平面 上 半径 为 > 的 动 圆 Q 
( 称 为 母 圆 ) 在 半径 为 R 的 定 圆 O( 称 为 基 圆 ;外 部 
无 滑动 地 滚动 时 , 动 圆 周 上 点 M 的 轨迹 . 当 x 轴 正 
半 轴 通过 曲线 上 的 最 近 点 时 ,外 摆 线 的 参数 方程 为 


见 “ 内 所 


三 (R-+r)cos g¢—rcos 


y= (R+rysing—rsin| 1+5 p. 


当 or 轴 正 半 轴 通过 曲线 上 最 远 点 时 ,对 应 于 图 1( 母 
圆 与 基 圆 外 切 ) 的 外 摆 线 的 参数 方程 为 


fr (R+r)cos ptreos| 1+2] 9, 


y= (R+r)singtrsin| d g. 


对 应 于 图 2( 母 圆 在 基 圆 外 部 而 内 切 ? 的 外 摆 线 的 参 
数 方程 为 


i (r— R)cos ¢+rcos 


E 
MEOS 
y=(r—R)sin¢g+rsin 


1 一 全 jy 


图 1 图 2 
«M R/r=1 gk 1/2 时 ,图 形 是 心脏 线 . 

al Sh meee Ze Cepicycloid) 即 “ 外 摆 线 ” 

长 ( 短 ) 幅 圆 内 旋 轮 线 (hypotrochoid) 亦 称 内 
次 摆 线 ,又 称 变 幅 内 摆 线 . 内 摆 线 的 一 种 .平面 上 半 
径 为 > 的 动 圆 Q( 称 为 母 圆 ) 在 半径 为 尺 的 定 圆 O 
( 称 为 基 圆 ?内 部 无 滑动 地 滚动 时 ,固定 在 圆 QF TRI 
内 的 点 M 的 轨迹 . 设 点 M 到 动 圆心 的 距离 为 ,此 
旋 轮 线 的 参数 方程 为 


Ü (R—r)cos e4- cos 


^R 
p 
(Rr). 


y—C(R—r)sin ?— (sin 


zs 
当 Ir 时 为 长 幅 圆 内 旋 轮 线 ; 当 上 < 时 为 短 幅 圆 内 
We FE 2K 3 4 R= 2r 时 为 椭圆 . 

内 次 摆 线 (internal trochoid) 
内 旋 轮 线 ”. 

dr te A HE Ze (variable amplitude hypocycloid ) 
即 “ 长 ( 短 ) 幅 圆 内 旋 轮 线 ”. 
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即 “ 长 ( 短 ) 幅 圆 


长 ( 短 ) 幅 圆 外 旋 轮 线 (Cepitrochoid) 亦 称 外 次 
摆 线 ,又 称 变 幅 外 摆 线 . 外 摆 线 的 一 种 .平面 上 半径 
为 了 的 动 圆 Q( 称 为 母 圆 ) 在 半径 为 R 的 定 圆 OCER 
为 基 圆 ) 外 部 无 滑动 地 滚动 时 ,固定 在 圆 Q 平面 内 
的 点 M 的 轨迹 . 设 点 M 到 动 圆 心 的 距离 为 ,此 旋 
轮 线 的 参数 方程 为 


全 (Kr)cos ?— [cos 


R 


1 十 全 | 
M Zr 时 为 长 幅 圆 外 旋 轮 线 ; 当 /过 r 时 为 短 幅 圆 外 


y= (GRd-r)sin e— [sin 


We $6 2X. 
外 次 摆 线 (external trochoid) 即 “ 长 ( 短 mh 
外 旋 轮 线 ”. 


变 幅 外 摆 线 (variable amplitude epicycloid) 
即 “ 长 ( 短 ) 幅 圆 外 旋 轮 线 ”. 

旋 轮 类 曲线 (cycloidal curve) 亦 称 摆 线 族 曲 
线 . 各 种 旋 轮 线 的 统称 . 长 短 幅 圆 内 、 外 旋 轮 线 (参见 
“长 ( 短 ) 幅 圆 内 旋转 线 ” 和 “长 ( 短 ) 幅 圆 外 旋 轮 线 ”) 
的 方程 可 以 统一 写成 

z=elcos¢+gcos(1—m)¢], 
y=e[sin¢g+ gsin(1—m)¢]. 
它 所 表示 的 曲线 称 为 旋 轮 类 曲线 ,mg Fl e 决定 曲 
线 的 形状 和 大 小 . RP m=ER/r. M mm 1 时 是 长 
( 短 ) 幅 圆 内 旋 轮 线 ; 当 mm 二 1 时 是 长 ( 短 ) 幅 圆 外 旋 
轮 线 . g=l/e 称 为 形状 系数 .e 二 x11 一 m | 表示 母 圆 
与 基 圆 中 心间 的 趾 离 , 称 为 偏心 距 . 基 圆 O 的 半径 
R— [m/(1—m))|e. 曲线 上 点 MORN ER Bit 
FE Q ty zh o 
me COS me sin 
Cet uen 

点 C 4r OQ 所 成 的 比 为 一 mr, 点 M(9) 到 基 圆 中 心 0 
的 距离 o—e V1 十 g 十 2g cosm98 是 周期 性 变化 的 ， 
周期 为 2x/|m|. 24 SEIS EU Q 绕 O 点 旋转 一 周 时 ， 
9 增加 27, 动 点 M 描绘 出 jm|= 二 RV/r CHEM. EK m 
A BEM SCR. | 1 —m | 1 时 : 

1. Zi g=1/|1l—m| (Bl /一 >) WHA DARA 
Sb hee BRA). 

2. Æ g>1/|1—m| CBIl 1277) , WK i A 
内 (外 ) 旋 轮 线 . 

3.9% g«1/Il-—m| 
CRE /<<7), 则 曲线 为 短 幅 
圆 内 (外 ) 旋 轮 线 . 

旋 轮 类 曲线 是 由 两 
个 匀速 旋转 运动 合成 的 : 
点 Q 绕 定点 O 旋转 的 时 候 , 同 时 动 点 M 绕 点 @ 旋 
转 ,两 个 旋转 的 角速度 之 比 为 1 一 mx. 每 一 条 旋 轮 类 
曲线 可 以 有 两 种 不 同 的 创立 方法 ,两 曲线 Om sg 


(1) 


e) 5 Mge) KHAK 
(l—m,)(1—m,) = 1,8g; = l,e, = ge) 

时 ,这 两 条 曲线 全 等 . 当 m =m = 2, e = (a—b)/2 
(a>>6 之 0),g1 二 (a 十 6)/(a 一 56) 时 ,曲线 为 椭圆 ,图 
中 表示 了 它 的 两 种 创立 方法 . 点 PoP: HE AA’ 
运动 , 且 满 足 

P,Q, =0Q, =Q:M=e;, 

Q: M—OQ;-—P;Q;—egi. 
据 此 可 设计 出 加 工 椭 圆 的 机 械 或 椭圆 规 . 当 形 状 系 
A g—1 时 ,图 形 是 玫瑰 线 


p= 2e cos 


一 -0. 
2—m 
3m — —1 时 ,图 形 是 帕斯卡 蜗 线 

p — e(1 + 2gcos0). 


旋 轮 类 曲线 广泛 应 用 于 图 案 设计 、 齿 轮 设计 和 机 油 
泵 .旋转 活塞 发 动机 的 缸 体 轮廓 线 等 方面 . 


摆 线 族 有 曲线 (cycloid family curve) — BI Jig $e 25 
曲线 ” 
形状 系数 (shape coefficient) Jb “he 28 H 


zb. 

偏心 距 (eccentric distance) 见 “ 旋 转 类 曲线” 

星 形 线 (asteroid) ”一 种 特殊 的 旋 轮 线 . 与 半径 
为 a 的 定 圆 内 切 的 半径 为 a/4 的 动 圆 沿 定 圆 无 滑动 
地 滚动 , 动 贺 上 一 点 的 轨迹 
( 见 图 ) 称 为 星 形 线 . 它 是 特 
殊 的 圆 内 旋 轮 线 , 故 又 称 四 
尖 圆 内 旋 轮 线 或 四 尖 内 摆 
线 . 其 直角 坐标 方程 是 


H H a 
3 en 3 
W wo 9g 


其 参数 方程 为 


xr =a cos’, 
oe 
曲线 全 长 为 6a, 所 围 成 的 面积 为 3ra /8. 星 形 线 的 
几何 画 法 : 定 长 线段 4B=a, 它 的 两 个 端点 在 垂直 
相交 于 O 的 两 直线 上 滑动 , 作 和 矩形 4OBC ,过 C 点 
作 AB 的 垂 线 CM , 垂 足 M 即 为 星 形 线 上 的 点 . 改变 
线段 ABN SE. HAE BBA LATA. 
四 尖 圆 内 旋 轮 线 Chypocycloid of four cusps) 
即 “ 星 形 线 ”. 
py £A Chypocycloid of four cusps) Bp 
“ 星 形 线 ”. 
圆 的 渐 伸 线 (Cinvolute of the circle) 亦 称 圆 的 
渐 开 线 . 在 生产 实践 中 常用 的 一 种 曲线 . 当 一 条 直线 
紧 贴 着 定 圆 ( 基 圆 ) 而 无 滑动 地 滚动 时 ,直线 上 一 点 
的 轨迹 (如 图 ). 取 基 圆 圆 心 O 为 极点 , 设 基 圆 半径 
为 ”, 动 直线 与 基 圆 相 切 于 了 点 , 则 


MT — AT — r(0 + a). 


平 面 HH & 


圆 的 渐 伸 线 的 极 坐 标 
参数 方程 为 


| 
0 一 tana 一 wa， 
式 中 参数 a 在 机 械 学 
中 称 为 压力 角 . 机 械 工 
FEE A PKPA O= tana— a 为 a BS RLOT Zt ER C.H] 
inva 表示 .齿轮 的 齿 廓 曲线 常用 圆 的 渐 开 线 . 圆 的 
渐 伸 线 的 直角 坐标 参数 方程 为 
xr=rcos¢+r¢gsing, 
y-—rsin Q—rQcos g. 

式 中 参数 9—0-ra. 

83 3r JT £& Cinvolute of the circle) 
渐 伸 线 ”. 

an JF £& ER A Ginvolute function) 
线 ” 

压力 角 (pressure angle) Jib“ [8] AMHR”. 

ER X Ai tk (generalized involute of a cir- 
cle) ” 亦 称 圆 的 伸展 渐 
开 线 . 圆 的 渐 伸 线 的 一 
般 情况 . 当 动 直线 ! 沿 
着 定 圆 O 的 圆周 无 滑 
动 地 滚动 时 ,平面 上 与 
直线 /固定 连结 但 不 一 
定 在 /上 的 点 M 的 轨 
W. 它 的 参数 方程 为 


— (a — b)cost + atsint, 


BJ" [eal BS) 


见 “" 圆 的 渐 伸 


y = (a — b)sint — atcost. 
Xi 2 一 0, 即 点 M 在 /上 时 ,曲线 就 是 圆 的 渐 伸 线 . | 
0 一 a, 曲 线 就 是 阿 基 米 德 螺 线 , 它 的 极 坐 标 参 数 方程 
为 


2 一 al0 十 了 


圆 的 伸展 渐 开 线 (generalized involute of a cir- 
cle) 即 " 圆 的 广义 渐 伸 线 ” 

玫瑰 线 (rose curve) ”实践 中 常用 的 一 种 曲线 . 
在 极 坐 标 系 下 ,方程 p= 二 acos pC p=asin p0) Br 
表示 的 曲线 称 为 玫瑰 线 , 其 中 ac,z 是 常数 (可 限定 a 
>0,p>0 H #1). 4 p HIER BR n/gn 5q 8. 
AW An Sq 都 是 奇数 , 则 玫瑰 线 有 nn 叶 ; 若 n 和 
q 有 一 个 是 偶数 , 则 玫瑰 线 有 2n IF. 当 p 为 无 理 数 
时 ,玫瑰 线 有 无 穷 多 时. 当 p= 3 Bp.o-—acos30 的 曲 
ZX PS A = RAs p= 2 AW. o—acos 20 的 曲线 
称 为 四 叶 玫 瑰 线 . 玫瑰 线 是 形状 系数 为 1 的 旋 轮 类 
曲线 . 格 兰 迪 (Grandi,G. ) 以 一 生 的 主要 精力 从 事 
平面 曲线 的 研究 . 1714 年 ,他 首次 给 出 玫瑰 线 的 定 
X .性质 及 应 用 . 
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三 叶 玫 瑰 线 (人 three-leaved rose curve) 
PREX. 

H 54 Ba Ze (four-leaved rose curve) 
的 一 种 . 定 长 线段 AB= 
2a , 它 的 两 个 端点 在 垂直 
两 直线 上 滑动 ,从 两 直线 
的 交点 O [n] ZX Ex AB PERE 
线 OM, Æ ft M 的 轨迹 称 
为 四 叶 玫 瑰 线 ( 见 图 ). 其 
极 坐 标 方程 为 

p = asin 26. 

EB Ek H k (transcendental curve) 一 类 重要 的 
平面 曲线 . 在 平面 仿 射 坐标 系 ( 包 括 直角 坐标 系 ) 中 ， 
超越 方程 所 表示 的 曲线 . FPR PIC OT BN PR BY s HE DR 
BX = f8 pRB III RE: SB eae ee HR. 

悬 链 线 (catenary) 一 种 特殊 曲线 . HAAR 
挂 在 两 个 支点 上 的 一 条 理想 的 有 重量 的 均匀 绳索 所 
形成 的 曲线 . 其 最 低 点 4(a,0) 是 顶点 . 伽利略 
(Galilei,G. ) 研 究 过 这 条 曲线 ,他 以 为 就 是 抛物 线 . 
Ja HK. HE A JE HR (Leibniz, G. W.)、 惠 更 斯 (Huy- 
gens,C. ) fU 24 By 28 — * 103 Al (Bernoulli, Johann 
1 ) 找 到 了 正确 的 答案 . 设 悬 链 线 ( 如 图 ) 的 方程 为 

y—yG), 


见 “ 政 


玫瑰 线 


N T 


顶点 A 处 的 水 平 张力 为 To, 沿 点 M 的 切线 方向 的 
KIAT WAM AM 的 长 度 为 ,绳索 的 单位 长 度 
的 重量 为 ww, 则 


Tops s 


AY 
dx a a’ 
A a—T./w fk E BIS. 于 是 悬 链 线 的 微 
分 方程 为 


(1) 


dx a 
在 顶点 4 的 下 方 距离 为 a 的 水 平 线 称 为 悬 链 线 的 准 


三 | 
E 


N 


N 


— 


y — ach, s— ash —. (2) 


所 有 的 悬 链 线 都 在 几何 上 相似 于 双 曲 余弦 曲线 y 
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一 ch zE y= Ce*-c Fe ?)/2. 由 (1),(2) 式 得 

y =s +a, s=atang, y=asecg (3) 
TEREA M 处 的 曲率 半径 等 于 被 轴 所 截 的 法 
线 长 


ds — "E = 
r= ig es g = ysecQ = MN. 


T SE Ze AY HE tk (directrix of catenary) 
链 线 ”. 

Ha H ZE (tractrix) 
一 种 曲线 .用 长 度 为 a 
的 细 线 牵引 一 个 质点 
MM, 使 细 线 男 一 端 P iH 
不 过 质点 的 定 直 线 移 
动 ,这 时 质点 M 的 运 
动 轨迹 . E HA E R 
线 的 渐 近 线 . 电 物 线 的 每 一 条 切线 与 定 直线 的 交点 
到 切 点 的 距离 恒 为 a. 取 定 直线 为 xz 轴 , 并 假设 开始 
时 ,质点 位 于 点 A(0,a) 处 , 细 线 位 于 yy BE. 则 此 中 
物 线 的 参数 方程 为 


Qa 
pw 5 t4cosa, 


We 


在 研究 物理 现象 中 常见 的 


y—asina, 
直角 坐标 方程 为 
天 二 十 Blige ae AE A [ge — yl|, 
l yY 
Bq + =a Arch T + Ja’ — y’, 


UE — 4d AC. a)  AMRISIL H aln(a/y). f 
率 半 径 R=acot(zr/y). 

追踪 曲线 (curve of pursuit) 一 种 特殊 曲线 . 
当 一 点 了 在 x LDR. A AM EA 
xà P 作 勾 速 运动 , 则 点 M 的 轨迹 为 追踪 曲线 . SP 
的 速度 为 M 的 速度 的 & 倍 时 , 则 追踪 曲线 的 方程 

M k#1 时 为 


- 
CES M AMNES 
Ü 
当 & 王 1 时 为 
Mn ERE EU 
2x a)——-Iny ao 


ea P dk x 轴 上 运动 的 条 件 换 成 在 更 一 般 的 
曲线 上 运动 时 ,也 可 考虑 类 似 的 问题 . 


ERE ” 左 狂 如 MAUR 
向 小 引 ” 刘 宇 民 ” 刘 增 贤 ” 李 玉 琪 ” 李 金 旺 
FERE WARE KRE 陈坤 元 H 送 
RER ”和 鲁 钟祥 Wm BS 

王 焕 文 UR Re REF 9? 3X 
谢 文 泉 
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空间 解析 几何 (space analytical geometry) Jf 
称 空间 解析 几何 学 .几何 学 的 一 个 分 文 . 是 用 代数 方 
法 研究 三 维 空间 的 几何 学 .空间 解析 几何 着 重 研 究 
平面 .空间 直线 和 二 次 曲面 的 仿 射 不 变性 (如 平行 
性 ,简单 比 等 ) 和 度量 不 变性 (如 正 交 性 .中 离 .角度 
等 ). 空间 解析 几何 在 仿 射 坐标 系 中 探讨 几何 图 形 的 
仿 射 性 质 , 在 直角 坐标 系 中 探讨 几何 图 形 的 度量 性 
质 . 因为 直角 坐标 系 也 是 一 种 仿 射 坐标 系 , 所 以 在 不 
涉及 几何 性 质 的 本 质 时 ,一 般 也 常 统一 采用 直角 坐 
标 系 . 空间 解析 几何 一 般 用 线性 代数 作为 研究 的 工 
具 . 它 把 几何 同 代数 .分 析 统 一 起 来 ,对 这 三 大 数学 
分 文 的 发 展 起 了 积极 的 推动 作用 . 

把 平面 解析 几何 (二 维 坐 标 几 何 ) 推 广 到 三 维 空 
间 ,是 从 17 世纪 中 叶 开 始 的 . 它 的 发 展 则 是 18 世纪 
的 事 , 而 且 早 期 的 工作 和 微分 几何 的 发 展 有 着 紧密 
的 联系 . 1715 年 ,约翰 第 一 ， 伯 努 利 (Bernoulli,Jo- 
hann I)E% hi JEX (Leibniz, G. W. B5] f&i "P 5| 
用 了 现在 通用 的 三 个 坐标 平面 . SSE 9 (Clairaut, 
A.-C. ) 在 他 的 《关于 双重 曲率 曲线 的 研究 》(1731 
年 ) 中 ,不 仅 给 出 了 一 些 曲 面 的 方程 ,而 且 弄 清楚 了 
表示 一 条 空间 曲线 所 需要 的 相交 成 该 曲线 的 两 个 曲 
面 的 方程 ,并 看 出 过 一 条 曲线 的 两 个 曲面 方程 的 某 
种 组 合 ,例如 ,两 个 方程 相 加 ,给 出 过 这 条 曲线 的 另 
一 曲面 的 方程 .利用 这 个 事实 ,他 说 明 怎 样 才能 得 到 

些 空间 曲线 的 投影 的 方程 ,也 就 是 求 垂 下 于 坐标 

平面 的 柱 面 方程 .他 还 说 明了 z,y 和 > 的 齐 次 方程 
表示 顶点 在 原点 的 一 个 锥 面 . 

欧 拉 (Euler,L. ) 对 曲面 方程 做 过 一 些 早期 工 
作 , 但 是 系统 地 致力 于 三 维 坐标 几何 ,是 在 他 的 《无 
穷 分 析 引 论 》(1748) 第 二 卷 的 附录 中 . 他 引进 了 坐标 
变换 和 欧 拉 角 ,用 它 将 一 般 的 三 元 二 次 方程 化 成 标 
准 形 ,得 到 了 六 种 曲面 : 锥 面 、 柱 面 、 椭 球面 . 单 叶 和 
双 叶 双 曲 面 . 双 曲 抛物 面 ( 这 是 他 发 现 的 ) 以 及 抛物 
柱 面 . 蒙 日 (Monge,G. ) 的 论文 包含 大 量 的 三 维 解 
析 几 何 的 内 容 . 在 他 的 论文 《代数 在 几何 中 的 应 用 》 
(1802) 中 ,证 明了 二 次 曲面 的 每 一 个 平面 截 口 都 是 
一 条 二 次 曲线 ,而 且 邻 近 的 平行 截 口 是 相似 的 二 次 
曲线 . 还 证 明了 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 是 直 纹 曲 
面 , 即 它们 都 能 由 直线 组 成 . 

由 于 欧 拉 、 拉 格 朗 日 (Lagrange,J.-L. ) 和 蒙 日 
的 工作 ,解析 几何 变 成 了 一 个 独立 的 而 且 充 满 活力 
的 数学 分 支 ( 参 见 “ 解 析 几 何 ”). 

空间 解析 几何 学 (space analytical geometry) 


即 “ 空 间 解 析 几 何 ”. 
向 量 与 坐标 
[] SE (vector) ARAB. 数学 中 最 基本 的 概 


念 之 一 . 它 是 速度 .加 速度 . 力 等 这 类 既 有 大 小 ,又 有 
方 回 的 量 的 数学 抽象 ,常用 一 个 拉丁 字母 上 面 加 一 

个 箭 号 或 用 黑 斜 体 字 母 表示 向 量 , 例 如 ae 或 ae 
- 并 且 在 回 量 中 和 定义 了 加 法 和 数 乘 这 样 两 种 运算 . 
相对 于 向 量 , 常 把 仅 表 示 大 小 的 量 称 为 数量 ,又 称 纯 
量 或 标量 . 近代 采用 回 量 的 公理 化 定义 ,认为 回 量 是 

可 量 空间 或 线性 空间 的 元 素 (参见 本 卷 《4 高 等 代数 》 
中 的 “线性 空间 ”). 

在 解析 几何 中 ,常用 空间 的 有 问 线 段 ( 即 有 序 点 
侦 ) 直 观 地 表示 站 量 , 有 时 称 为 几何 癌 量 . 设 有 问 线 
段 的 始点 为 4, 终点 为 B, 则 由 它 表示 的 问 量 记 为 
A 上 BB, 箭头 表示 向 量 的 方向 由 A 到 B, 线 段 AB 的 长 
度 表 示 向 量 A 训 的 大 小 . 4 为 终点 B 为 始点 的 向 量 
BARA BABY Zi, a ud iy AB, BABA 
— — AB. 在 空间 存在 平移 变换 将 4 变 成 4 LB. 变 成 
B'( 即 AB 5 4A'B' 是 平行 .相等 且 同 向 的 有 向 线段 ) 
Ht, ABS AB 称 为 相等 的 向 量 , 记 为 AB = AB’, 
EK AA = BB’. 

所 有 相等 的 有 问 线 段 是 一 个 等 价 类 ,把 相等 的 
回 量 看 做 同一 个 回 量 ,相当 于 认为 同一 个 等 价 类 的 
有 问 线 段 表 示 同 一 个 向 量 . 这 种 始点 可 以 是 空间 任 
意 一 点 的 向 量 称 为 自由 问 量 . 而 始点 固定 的 疝 量 称 
为 国定 回 量 . 例如 ,始点 总 在 原点 的 问 径 就 是 固定 问 
量 . 给 定 任 一 点 4 及 一 向 量 a, 一 定 存 在 惟一 的 点 
B.fff& AB—a. 

亚 里 士 多 德 (Aristotle) 已 经 知道 力 可 以 用 有 问 
线段 表示 ,两 个 力 的 合成 ,可 以 由 平行 四 边 形 法 则 得 
到 . 伽利略 (Galilei,G. ) 清 楚 地 叙述 了 这 个 法 则 . fH 
后 , 韦 塞 尔 (Wessel,C. ). BY AR XJ CArgand,J. R. 2X 
现 了 复数 的 几何 表示 ,高 斯 (Gauss ,C.FF. ) 建 立 了 复 
平面 的 概念 . 在 此 基础 上 ,人 们 开始 寻找 具有 加 、 减 、 
乘 、 除 运算 的 复数 的 三 维 类 似 物 . 哈密 顿 (Hamilton， 
W. R. ) 经 过 15 年 的 研究 被 迫 放 弃 了 乘法 交换 律 而 
T 1843 年 引入 了 “四 元 数 ”, 并 开始 研究 包含 个 分 
量 或 元 数组 的 超 复数 . 向 量 这 一 词 也 是 他 作为 四 
元 数 的 一 部 分 而 首先 使 用 的 . 

1844 年 ,格拉 斯 曼 (CGrassmann,H.G. RR I 
《线性 扩张 理论 》, 引 进 了 内 积 和 外 积 以 及 与 维 几 
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何 有 关 的 高 阶乘 积 , 他 的 思想 有 助 于 进入 张 量 理论 . 
吉 布 斯 (Gibbs ,J. W. ) 和 赫 维 赛 德 (Heaviside , O. ) 
为 三 维 向 量 分 析 的 创立 做 出 了 页 献 ,向 量 从 此 与 四 
元 数 正 式 分 裂 . 为 便于 理解 和 运用 , 赫 维 赛 德 还 把 向 
EEN ERR JLAE ES HJXE : x — Gro xx). 从 
此 向 量 与 向 量 分 析 成 为 数学 和 工程 技术 中 十 分 有 用 
HLR. 

发 展 到 了 近代 ,空间 向 量 的 笛 卡 儿 坐 标 表示 扩 
展 成 为 有 限 维 向 量 空间 在 取 定 基底 后 的 坐标 表示 ， 
导致 反 过 来 用 相当 于 一 组 坐标 的 有 序数 组 来 规定 有 


限 维 向 量 空 间 的 向 量 , 这 发 展 了 向 量 概 念 并 使 之 有 
了 更 广阔 的 应 用 前 景 . 

矢量 (vector) ” 即 向量”. 

Ez Ja) Mi (reverse vector) 见 “ 回 量 ”， 

标量 (scalar) 见 “ 向 量 ” 

“hi (scalar) Bl“ bk E. 

自由 向 量 (free vector) 见 “ 向 量 ” 

固定 向 量 (fixed vector) Wh“ p] & ". 


f$ | ME (radius vector) 亦 称 向 径 , 又 称 径 矢 . 
一 种 特殊 向 量 . 指 始 点 在 坐标 原点 O 的 向 量 . 向 径 
C 方 又 称 为 点 POMBE. 常 以 p 表示 点 卫 的 位 
置 向 量 . 这 样 ,点 与 位 置 向 量 有 一 一 对 应 的 关系 . 
fo) f$ (radius vector) s “ 径 同 量 ”. 
径 矢 (radius vector) 即 “ 径 回 量 ”. 
位 置 向 量 (position vector) 见 “ 回 量 ” 
零 向 量 (zero vector) 一 种 特殊 向 量 . 指 始点 
和 终点 重合 的 向 量 . 记 为 0. 
向 量 的 和 (sum of vectors) 与 两 个 或 多 个 向 
量 有 关 的 一 个 向 量 . 即 对 它们 进行 加 法 运算 的 结果 
已 知 两 个 向 量 a,b, 任 取 一 点 A EISE AB =a, B 
作 向 量 BC=b, 则 以 A 为 始点 ,C 为 终点 的 向 量 AC 
=e 称 为 向 量 a 与 5 HUAN 
的 和 , 记 为 X a+b=c, MAÈ 
十 BC = AC. 上 述 求 两 向 C f 
量 的 和 的 作 图 方法 称 为 向 
量 的 加 法 , 亦 称 癌 量 加 法 1 a B 
的 三 角形 法 则 (如 图 ). [n] 
量 的 加 法 具有 下 列 基本 运算 规律 : 
1. (a+b) d-e— a4d- (b+c). 
2.a d b —b-a. 
3.at 09—a, HP 0 ASHE. 
4.a+ C—a)—0. [0] 3& —a 为 a 的 反 回 量 . 
向 量 加 法 (addition of vectors) 见 “ 向 量 的 
Al”. 
向 量 加 法 的 三 角形 法 则 (triangle law of addi- 
tion of vectors) Ul," Jh] E EJ WT. 
向 量 加 法 的 多 边 形 法 则 (polygon law of addi- 
求 多 个 向 量 的 和 的 一 种 方法 .给 


(结合 律 ) 
(ERE) 


tion of vectors) 
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4E n NEE A, 25° “san B x [A] f£ — 点 O RUE m 
BOA, =a,,A,A,=a;,°",A,A, _,A, =p , Wl [5] ROA, 
MÆ n ^" [5] SE A) A257 On 的 和 : 
OA,= OA; + AA; + + ALA, 
= d, + a, E: da. 

由 向 量 加 法 的 结合 律 和 交换 律 知 道 , 这 些 向 量 相 加 
的 次 序 可 以 随意 交换 ,其 和 不 变 . 这 种 求 向 量 的 和 的 
几何 方法 是 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 的 推广 . 

向 量 的 差 (difference of vectors) 与 两 个 向 量 
有 关 的 一 个 向 量 . 即 对 它们 进行 减法 运算 的 结果 . 设 
a,b 是 两 已 知 的 向 量 , 任 取 一 点 A, A= a, 
再 作 向 量 AC=b, 以 C 为 起 点 ,以 B 为 终点 的 向 量 
CB —d AM a WHE b 的 差 , 记 为 a 一 b 二 d. 即 
AB- AC-CB. 上 述 求 向 量 差 的 作 图 方程 称 为 向 量 
的 减法 (如 图 所 示 ). 从 图 中 可 
知 , 若 从 点 A fF AB =a, 
再 作 B 方 = 一 六 Wf] BAD=a 
十 (一 5), 由 平行 四 边 形 定理 
知 AD = CB =d 可知 a 十 
(—b)—a-—b. 即 向 量 的 减法 ^ 
运算 可 转化 成 加 法 运算 . 

向 量 的 减法 (subtraction of vectors) 
的 差 ”. 

dr FE [n] & (scalar multiplication of vectors) 
与 一 个 实数 和 一 个 向 量 有 关 的 一 种 向 量 运 算 . 即 由 
数量 与 向 量 的 乘法 运算 . 对 于 向 量 a 一 OA 与 实数 ， 
在 两 点 O,4 所 确定 的 直线 上 取 一 点 BB, 使 有 向 线段 
OB SOA BCR Z te FF ROB A> 0 at OB SOAR 
向 ; 当 &<0 Bt ,OB SOAR I] 34 k= 0 BY ,OB=0). 
这 时 向 量 b — OBR b=ka 表示 . 这 种 运算 称 为 向 量 
的 数量 乘法 ,简称 数 乘 . 向 量 b 称 为 数 与 器 量 a 的 
乘积 . 数 乘 具有 下 列 基 本 运算 规律 : 

llesa= 


Gl m] Be 


2. mka) = (mk)a. (结合 律 ) 
3. (m+k)a=matka. 《第 一 分 配 律 》 
4.m(a+b)=ma+mb. (第 二 分 配 律 ) 


AP mk 为 实数 . 

向 量 的 线性 运算 (linear operation of vectors) 
向 量 加 法 与 数量 乘法 两 种 运算 的 统称 . 

向 量 的 线性 组 合 (linear combination of vect- 
ors) 见 本 卷 4 高 等 代数 )》 中 的 "线性 组 合 ” 

共 线 向 最 (collinear vectors) 一 些 有 特殊 位 置 
关系 的 向 量 . 即 彼此 平行 的 一 组 向 量 . 零 向 量 与 任何 
一 组 共 线 的 向 量 共 线 . 在 向 量 代数 中 , 除 特别 声明 
外 ,平行 总 包括 重合 这 一 特殊 情形 ,而 将 重合 归于 平 
行 一 类 之 中 ,因为 所 讨论 的 是 可 以 任意 平移 的 自由 
[5] Æ. 


共 面 向 量 (coplanar vectors) 一 组 有 特殊 位 置 
关系 的 向 量 . 即 平行 于 同一 个 平面 的 一 组 问 量 . 零 问 
量 与 任何 一 组 共 面 的 向 量 共 面 . 

线性 相关 (linearly dependence) ”线性 空间 的 
一 个 重要 概念 (参见 本 卷 4 高 等 代数 》 同 名 条 ). 两 个 
向 量 平 行 (或 称 共 线 ) 的 充分 必要 条 件 是 它们 线性 相 
X. 三 个 向 量 共 面 ( 即 平行 于 同一 平面 ) 的 充分 必要 
条 件 是 它们 线性 相关 . 

£k NE FC (linearly independence) 
等 代数 》 同 名 条 . 

向 量 的 分 量 (Ccomponent of a vector) 

《高 等 代数 ?中 的 ”2 元 向 量 ” 

仿 射 空间 (affine space? 
的 “ 仿 射 几何 ”. | 

内 $R (inner product) 亦 称 数量 积 或 点 乘 . [5] 
量 的 一 种 乘法 . 其 结果 是 一 个 与 二 向 量 有 关 的 数 .两 
个 向 量 a,b 的 内 积 , 记 为 a*b, 也 可 以 写成 (a， b) 
或 ab. 在 解析 几何 中 ,一 般 用 向 量 a BH RE Lb 的 长 
度 和 a 与 5 夹 角 余 弦 的 连 乘 积 定 义 它们 的 内 积 , 即 
a*b 二 la||blcos 了 (a,b) (EWA BBS IL) H 
的 “ 欧 几 里 得 空间 ”). 

数量 积 (scalar product) BPW”. 

A (dot product) BI Ap". 

向 量 的 长 度 (length of a vector) FRBNY 
模 . 刻画 回 量 长 得 的 一 个 数 . 表示 向 量 的 有 向 线段 的 
长 度 ( 参 见 本 卷 《 高 等 代数 ) 同 名 条 ). 

单位 向 量 Cunit vector) ”向量 代 数 的 基本 概 
念 . 指 长 度 为 1 的 向 量 . 


见 本 着 《高 
SAS AB 


见 本 卷 《 高 等 几何 ) 中 


ER (frame) ” 亦 称 坐标 系 . 几何 学 的 基本 概 
D.n 维 仿 射 空间 中 的 一 个 定点 O 连同 一 组 有 序 基 


615€; t En 合 在 一 起 , 称 为 空间 的 一 个 仿 射 标 架 或 
仿 射 坐标 系 , 记 为 {O;el,e;,… ,es). 对 于 n 维 欧 几 里 
得 空间 SEP e1,e;，,… ,er 是 标准 正 交 基 , 即 两 两 互相 
垂直 的 单位 向 量 , 则 称 4O;ei,e:,… ,es) 为 空间 的 一 
个 笛 卡 儿 直 角 标 架 , 简 称 直角 标 架 或 直角 坐标 系 . 点 
O 称 为 坐标 系 原点 ; 
e1,62，,… ,en 称 为 基 疝 
量 . 标 架 与 基 向 量 的 
次 序 有 关 . 空间 任 一 
点 X 所 对 应 的 位 置 
向 量 GX 在 基 Els €», 
Use 下 的 坐标 《xi， 
Lrs ts In) RRA A X 
EERO; eet, 
en} 下 的 坐标 . 点 在 直角 坐标 系 中 的 坐标 称 为 它 的 直 
FA LEER ,在 仿 射 坐 标 系 中 的 坐标 称 为 它 的 仿 射 坐标 ， 
在 三 维 欧 氏 空间 中 ,常用 (0O;i,j,k) 表 示 它 的 一 个 直 


oe 与 e 标 


Ama MADRE kKRAFR. WORE 
TA d. ik AG ADA HAR Ox Oy 和 Ox 分 别 
称 为 横 轴 、 纵 轴 、 立 轴 或 x 轴 、y Bie 轴 , 统 称 为 坐 
标 轴 . 每 两 条 坐标 轴 所 决定 的 平面 称 为 坐标 面 . 按照 
坐标 面 所 包含 的 坐标 轴 , 分 别称 为 zy 平面 .yz 平 
面 .zz 平面 . 三 个 坐标 面 把 空间 划分 为 八 个 区 域 ,每 
一 个 区 域 都 称 为 卦 限 . 各 个 卦 限 的 顺序 名 称 如 图 . 


AKER (coordinate system) BPR”. 
AK AR HH (coordinate axis) 组 成 坐标 系 的 基本 


元 素 . 横 轴 、 纵 轴 及 立轴 的 统称 . 见 “ 标 架 ”. 

AKER] (coordinate plane) — JL" bk 2g ". 

卦 限 Coctant) J Eg AB". 

= iB] {5 St 44 tx *& (affine coordinate system in 
space) 见 “ 标 架 ” 

空间 直角 坐标 系 (rectangular coordinate sys- 
tem in space) WPR”. 

基 向 量 (base vector) 见 “ 标 架 ?” 

向 量 在 轴 上 的 射影 (projection of vector on an 
axis) 人 尔 称 癌 量 在 轴 上 的 投影 . 解析 几何 的 基本 概 
念 . 给 定 某 轴 , 设 与 其 同方 向 的 单位 向 量 为 w. 过 任 
-HRABRA 4 和 终点 B 分 别 作 垂直 于 轴 的 
平面 , 设 垂 足 分 别 为 4, AB. MA u EAB, 
PA RABE u 上 的 射影 向 量 , 轴 x 上 有 向 线段 
A.B. WME ALB, EOS IS BABE Hu 上 的 正 射影 
或 在 向 量 w 上 的 射影 . 

A,B,= | AB |cos o—AB euü, 
RP p BABS u 的 夹 角 ,pE [0.7]. 在 直角 坐标 
f (Oii. jk} P.O) r=zityjtek 的 坐标 zy，z 
EHE or 分 别 在 向 量 i,j,k 上 的 射影 . 

向 量 在 轴 上 的 投影 (projection of vector on an 
axis) 即 “ 向 量 在 轴 上 的 射影 ” 

射影 向 量 (projection vector) 
的 射影 ”. 

[5] & HJ 3e ff (included angle between two vec- 
tors) 平面 或 空间 中 两 非 零 向 量 则 的 夹 角 . 设 a,b 
是 两 个 非 零 向 量 ,自任 意 一 点 O 作 04 =a,0B=b， 
则 由 射线 O4 Fl OB 构成 的 角 称 为 向 量 a 与 5 H9 3€ 
角 i ZZ Ca DO. Æa 5 b Aa, IZ Cab) 0: 
a 5j b s. 7] Ca, b) — npa 与 六 不 平行 , 则 
Z (a,b) € (0,7). 在 空间 直角 坐标 系 中 ,已 知 向 量 a 
= (a,,a5,a4) ,b = (bib, b.) , 那么 这 了 两 问 量 的 夹 角 
了 (a,b) 可 由 下 式 惟一 确定 : 


cos/ (a,b) = run 


uH iD, TF ab F ab, 


N aj d- a$ d a$ Nbi + b: +b 


零 向 量 与 任 一 向 量 的 夹 角 不 确定 . 


见 “ 向 量 在 轴 上 
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空间 解析 几何 


方向 余弦 (direction cosine) 用 以 确定 向 量 的 
方向 的 量 . 向 量 ( 或 有 癌 直 线 ) 与 坐标 轴 正 癌 或 基 问 
量 的 交角 称 为 回 量 的 方向 角 . 向 量 的 方向 角 的 余弦 
称 为 向 量 的 方向 余弦 .一 个 向 量 的 方向 可 以 用 它 的 
方向 角 或 方向 余弦 来 确定 . 设 向 量 r = xi 十 yj 十 zk 
H377 [n] fH Oy BY, W: 


rel x 
cosa 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一， 
|r | (fe F y te 
cos = 17 = X, 
rl ap pe 
D mm do P V 
rl VPP FH 
EP cos’a + cos? B + cos?Y = 1, 
r = |r|(cosa,cos fj ,cos Y). 


FA fa) fA (direction angle) 见 “ 方 向 余弦 ” 

外 积 (exterior product) ARBRE. MRA 
积 、 又 乘 . 三 维 向 量 空间 的 一 种 乘法 运算 的 结果 . 对 
于 两 个 三 维 的 向 量 a 和 5, 它们 的 外 积 aXb( 也 可 以 
写成 [a,bj]) 是 一 个 三 维 向 量 , 其 模 等 于 以 a 和 5。 为 
邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 la||b|lsin0, 这 里 0 是 a 
E b 的 交角 ;其 方向 垂直 上 述 平行 四 边 形 所 在 的 平 
面 , 且 a,b,aXb 成 右手 系 .由 此 定义 可 得 : 

l.axXb=—b Xa. 

2. (Aa) Xb=AlaXb). 

3. (a+b) Xc=aXct+b Xe. 

4. aX (bXe)= Ca * c)b— (a * bode. 
注意 结合 律 (a Xb) Xc==aX (Xec) 一 般 不 成 立 . 

5. Zr a—aji--a;j d- ask b — bi 4-5; j 4- bk , MI 


axb— k, 


Qs Go|. tas Gel. ar ey 
kal ie Bee BS 
#pi= (1,0,0), j=(0,1,0),k= (0,0,1) Æ— HH. 
1HE E H5) BFL iz [n] c. 
[8] BE $R (vector product) 
Sector product) — Bp" 5] fH". 
X 3E (cross product) 即 “ 外 积 ” 
数量 三 重 积 (scalar triple product) ZRERIB S 
A. 三 个 向 量 的 一 种 乘法 运算 的 结果 . 对 于 空间 的 三 
个 回 量 a,b,c, 数 量 (aXb)。，c 称 为 癌 量 a,b,c HR 
量 三 重 积 . 几何 上 ,混合 积 的 绝对 值 表示 以 a,b,c 为 
校 的 平行 六 面体 的 体积 . 辕 在 平行 六 面体 的 同一 项 
点 上 的 三 条 楼 之 间 规 定好 一 个 顺序 (a,b,c), 则 称 这 
个 平行 六 面体 的 定向 为 (a,b,c), 于 是 混合 积 (a X) 
c 称 为 这 个 定向 平行 六 面体 的 有 和 癌 体积 . (a Xb) 
-c>ON MA FA. Xb)» c<0 时 成 左手 系 . 
(aXb) * c—0 时 jc mE a,b,c 共 面 . 在 空间 直角 
坐标 系 里 , 设 回 量 a. boc 的 坐标 分 别 是 
(aisa, 923) s (bi yb, 953) PL GET? ,C3)， 


BD “Hh RA P 


则 
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4, a: dg 
(axXb)-c= |b, b, b]. 
Ci C2 C3 
关于 混合 积 有 下 列 公 式 : 
1. 轮换 混合 积 的 三 个 因子 ,混合 积 的 值 不 变 ; 交 
换 任 何 两 个 因子 ,混合 积 变 号 , 即 
(a X b)*c—(bXxce):a-—(cXa)-*b 
—— (bxa)*:c-——(cxb)-*a 
— —(aXc)-*b. 
2. (aX b) * c=a * (Ob xe). Wit a,b,c HIBS 
IREA (abe) K (a,b,c). 
3. (aX b) * (cXd)=L(aXb) Xc]* d 
a*c aed 
bec bed 


( 拉 格 朗 日 公式 ). 特别 地 ， 
(aXb)’= a’b’— (a * b’. 
4. (aXb,bXc,cXa) 
a*a a*b acre 
= (abc)-—|b*a b*b bec}. 
cea c*b cere 
混合 积 Cmixed product) 即 “ 数 量 三 重 积 ” 
向 量 三 重 积 (vector triple product) 亦 称 三 矢 
RAR. 三 个 回 量 一 种 乘法 运算 的 结果 . 对 于 三 维 空间 
的 三 个 向 量 a.b.c. Tu] d ax (OX eO ERA I] d o 
TR AH 
a x (b X c) = (a*c)b — (a*b)c, 
TKK PRA BR BIB AX. E WECaX DD Xc-— (a * cb 
—(b*c)a. XE X 3E is 85. 25 6 f ax (Ob Xo 
— (a X b) X c Af Bü xr. (HAE tS 
(a X b xcd (bxcexa-d(cxa)xbezng, 
a x (bxce)--bx(cxa)-ccX axb) =Q. 
Z RRE (vector triple product) — B^ [5] = 
重 积 ”. | 
tu # BH BH 2S sh Lagrange formula) 
SHOP. 
ze [B] Ei FR 4^ Es 35 HH (transformation of rectan- 
gular coordinates in space) 一 类 重要 的 坐标 变换 . 
设 空间 任意 一 点 M 在 空间 直角 坐标 系 {0O;i,j,k}) 的 
坐标 为 (xX,y,z), 在 新 坐标 系 (O' ;i ,六 ,Kk') 的 坐标 为 
(x,y sz). BA OM = xi + yj + ek, OM = xli! 
Toy Hz k. 又 设 新 原点 O 在 旧 坐 标 系 中 的 坐标 
H Os Ah; hu ,新 坐标 系 的 基 志 ,六 , 天 在 旧 坐 标 系 中 
的 方 回 余弦 为 (cos ai,cos B;,cos /;) G=1,2,3), Bh 
OO = hi h,j 4- hyk, 
i’ = icosa, + jcos B, + kcos Y, 
j! = icosa, + j cos 8, + kcosY,, 
Kk’ = icosa, + j cos B, + kcos X,. 
将 (cosa;, cos B;, cos?;) Kid A Ce es; cs) 6015.2, 


? 


见 “ 疝 量 


3) W HOM =O0' +0 及 得 
Baye Cay Fere This 
: — cn + Copy! Fezz + h;, 

z = Cyr’ + cy F cz! + hg. 
这 就 是 空间 直角 坐标 变换 公式 . 其 中 的 9 个 系数 cv 
并 不 互相 独立 ,由 于 i,j,k 和 六 ,六 ,Kk' 都 是 由 互相 正 
交 的 单位 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 , 方 向 余弦 cz 满足 
下 列 6 个 正 交 条 件 : 

1 G@=~y)), 
0. irs) 
XE BS Fe RUE PE Coi) Ab IE 30 48 P BY Ce" Cey) — I. 
Fr UJ 4 (0) — I BIA ERAE 4 0 

r= +hoy=y + hz = z' +A. 
此 式 称 为 坐标 轴 的 平移 公式 ,简称 移 轴 公 式 . 而 当 
Chishasha)=(0,0,0)RF , MAIRE RARA 

: = uT 十 cizy To 


CjjC1j 十 C27C27 十 C3jC3j 一 一 


P= C "EF Cy "p Cur , 


Z = Cyr + Cay 十 casz ， 


X Cii Ciz? Cja| iT 

== " » s t 

即 y| = [Car C22 Cox] |Y 
f 

之 C31 C32 C33) (Z 


此 式 称 为 坐标 轴 的 旋转 公式 ,简称 转轴 公式 . 因 新 、 
IH An 2 BOA EAR HK det (c;)=1. 

坐标 轴 的 平移 公式 (parallel translation formu- 
la of coordinates axes)” 见 “空间 直角 坐标 变换 ”. 

坐标 轴 的 旋转 公式 (rotation formula of coordi- 
nates axes)” 见 “空间 直角 坐标 变换 ”. 

移 轴 公式 (formula of translation of axes) ^h 
标 轴 平移 公式 的 简称 . 

转轴 公式 (rotation formula of coordinates 
axes) 坐标 轴 旋 转 公 式 的 简称 . 

欧 拉 角 (Euler angles) 决定 空间 旋转 变换 的 
三 个 特殊 角 . 在 空间 转轴 变换 公式 中 , 九 个 方向 余弦 
cj 只 有 三 个 是 独立 的 , 欧 拉 (Euler,L. ) 曾 经 指出 , 空 
间 的 任 一 旋转 变换 最 多 只 要 依次 作 三 个 绕 轴 的 旋转 
变换 来 完成 ,而 每 次 绕 轴 旋转 的 旋转 角 , 就 构成 了 三 
个 独立 参数 ,通常 称 这 
三 个 旋转 角 为 欧 拉 角 . 
设 旧 坐标 系 为 Oxyz 
CE {O;i, j k}), Ae 
标 系 为 Or y'z' CBBP ÁO; 
i'.j'.Kk' )D ,坐标 面 Oxy 
与 Ox' y' 的 交 线 的 某 一 
方向 为 正 向 (用 单位 向 
Eu 表示 ) ,并 将 它 取 作 x, 轴 ( 如 图 ). 

第 一 次 绕 z 轴 转 角 e— 7 Gu OON ER ,又 
Py dt A) ,使 x 轴 与 x, 轴 重 合 ,坐标 系 Oryz BM 


向 sS 与 8 标 


T. Ox, yiz ,空间 任 一 点 M 相对 于 这 两 个 坐标 系 的 
坐标 分 别 为 (zyyz) 和 (ziyyiyzli) SES 


x cose — sine 0) [axi 
y|= | sing cose 0j | |]. 
z 0 w- T eA 


第 二 次 绕 轴 c. 旋转 角 OC = Lk, KO OON f 
角 , 又 称 章 动 角 ), 使 xz 轴 与 x 轴 重 合 ,坐标 系 
OXYZ 变 成 了 Orne. 设 点 M 相对 于 Oxiy2z 的 
AB BRA Cres yos 2:2 MA 


T] 1 0 QO! |X 
yı |= 10 cos @ — sin @| | yo}. 
gn 0 sin 0 cos Qj iz, 


第 三 次 绕 轴 > 旋转 角 Y= Zu), fe, 轴 与 
7' 轴 重合 ,坐标 系 Ory BMT Ox’'y'z'. 设 点 MM 
相对 于 Oz y'z' FJ AR S Cx! y! ,z'), 则 有 


T, cos —sing 0 a! 
y, | = | sing cosy 0 y! 
25 0 0 1 z' 


坐标 系 Oxyz 相继 经 过 上 述 三 次 绕 轴 旋转 而 变 成 了 
Oz yz ,三 个 角 9.0.9 就 是 欧 拉 角 . 相应 的 转轴 变 


换 公式 为 
x cose —sing 0111 0 0 
y|=| sing cose 0||0 cos@ -—sinÓ 
z 0 0 1j(0 sin cos@ 
cosy  —sinó 0) {x 
X | sind cos 0j |y' |, 
0 0 1 z! 
cos pcos ¢ | 一 cos 9 sin g; 
Ex — sin Q cos @ sin ¢ | — sin Ẹ cos Ü cos ¥ : sin sin 8 | (fxr 
3 | = cos 9 cos Ó sin 4 : COS Q COS cos à : — cos 9 sin 8 y 
z + sin e cos g : — sin gsin 9 | z' 
sin @ sin ¢ sin ĝ cos $! cos @ 
n> 
将 它 与 公式 
T Ci C2 Ci | (x! 
= a ! 
Y| 5 |C2 Cz Caj |Y 
: ! 
z €3 C32 C33) (Z 


比较 ,可 由 9 个 方向 余弦 cv 来 确定 欧 拉 角 v0.9 的 
值 


cosl 一 csinp 一 -3 ，cosp 一 一 -2 
sin @’ sin 0’ 
sing = —_ cosy = — 
n sin @ 


空间 转轴 变换 公式 也 可 以 通过 找 出 标准 正 交 基 
G, Jk 5 G' ,J' KO BI OR A m íE. 

EK Æ $R (spherical coordinates) — ZR EREKRAR ^b dy. 
或 空间 极 坐 标 . 一 种 空间 坐标 . 在 空间 直角 坐标 系 
Oryz 的 基础 上 ,可 按 下 列 方式 来 确定 任意 点 M 的 
球 坐 标 (r,0,9. 取 从 原点 O 到 点 M 的 距离 作为 r= 
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空间 解析 几何 


OM, 以 OO 为 中 心 r 为 半径 作 球 面 ,以 zy 平面 与 此 
球面 的 交 线 作为 球面 的 赤 
道 , 以 zz 平面 与 此 球面 的 
交 线 与 正 半 x 轴 相 交 的 半 
圆 作 为 本 初 经 线 ( 即 经 度 
为 0 的 经 线 ), 然 后 取 点 M 
在 此 球面 上 的 经 度 和 纬度 
分 别 作 为 6 (rxe) 
Wl e Co x/2x exi n/2). 或 者 说 ,0 是 向 量 O 及 在 zy 
平面 上 的 投影 OP 与 x 轴 的 交角 ,9 是 O 用 与 zy 平 
面 的 交角 (但 都 是 有 确定 方向 的 有 向 角 ). 这 里 (96,9) 
是 球面 坐标 , 亦 称 地球 赤 道 坐 标 或 地 理 坐 标 ( 如 图 )， 
球 坐 标 与 直角 坐标 的 关系 是 

r-—rcosQcosÜ, y=rcos¢ sing, z—rsinq. 
三 组 坐标 曲面 族 是 : 

-一 常数 ,表示 中 心 在 原点 的 同心 球面 ; 

0 三 常数 ,表示 以 z 轴 为 边界 的 半 平 面 ; 

9 一 稼 数 ,表示 以 原点 为 顶点 < 轴 为 轴 的 圆锥 
É. 

zx 轴 上 的 点 0 不 能 确定 ,对 于 排除 z 轴 后 的 空 
间 的 点 ,在 直角 坐标 和 球 坐 标 间 有 一 一 对 应 . 

上 述 关 系 式 之 逆 是 

Rma m 


M(r,0,9) 


0 =+ a ee 
Vat y 
z 


0 = arcsin —————————. 
Vx d y di 

EK RÆ ER (spherical polar coordinates ) 
坐标 ”. 

空间 极 坐 标 (polar coordinates in space) Bf 
“ 球 坐 标 ”. 

tÆ $R (cylindrical coordinates) 一 种 空间 
坐标 . 它 是 zy 平面 上 的 极 坐 标 与 竖 坐 标 > 联合 而 成 
的 . 空间 一 点 的 圆柱 坐标 (p,0,z) 与 箔 卡 儿 直角 坐标 
(zy,z) 的 关系 是 : 

x=p cos Ü,y—p sin 0,z=2z, 

AP p> 0,0K0<2n, — oo« z« 4- oo. 三 组 坐标 曲 
面 族 是 : 

?二 常数 ,表示 母线 平行 于 x 轴 的 圆柱 面 , 准 线 
是 zy 平面 内 以 原点 为 中 心 ,o 为 半径 的 圆周 ; 

0 一 和 芝 数 ,表示 以 z 轴 为 边界 的 半 和 平面 ; 

z= BM RDA FT xy 坐标 面 的 平面 . 

排除 9 不 能 确定 的 z 轴 上 的 点 后 ,空间 中 其 余 
的 点 的 直角 坐标 和 圆柱 坐标 是 一 一 对 应 的 . 

椭 球 坐标 (Cellipsoidal coordinates) 一 种 空间 
坐标 . 对 于 共 焦 二 次 曲面 族 
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即 “pk 


xÊ 2 g? 


aa = 
mc deu NI c El (a>b>c>0), 


如 果 把 z,y,z 看 做 已 知 数 , 而 将 4 看 做 未 知 数 , 它 有 

三 个 根 ,as, 这 就 是 点 (zy,y,z) 的 椭 球 坐标 . 可 

以 适当 地 选 定 丸 (i = 二 1,2,3) 的 数值 ,使 得 
一 

当 一 点 的 椭 球 坐标 已 知 时 , 它 的 直角 坐标 由 下 式 决 

jE: 


, (a—AD)0(a— À) (a—A;) 
P (a—b)(a—c) i 
， (6— Nh) 6— Nh) (b— à) 
(b=) =a) 
(c—A)(c—A,)(c—A4,) 
(c—a)(c—b) 
zs E XT BR A BJ 45 Ex (coordinates of symmetric 
points in space) 一 组 空间 点 坐标 . 指 刻画 空间 对 
称 点 的 位 置 关 系 的 一 组 坐标 . 它 是 讨论 空间 曲线 或 
曲面 的 对 称 性 的 基础 . 具体 坐标 如 下 ; 
1. 在 空间 仿 射 坐标 系 中 , 任 一 点 M(x,y,z) 关 
于 原点 的 对 称 点 的 坐标 是 (一 zz, 一 y, 一 z); 
2. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 任 一 点 M(x,y,z), 
关于 工 轴 的 对 称 点 的 坐标 是 (z, 一 y, 一 z)， 
关于 y 轴 的 对 称 点 的 坐标 是 (一 x,y, 一 z)， 
XC oz 轴 的 对 称 点 的 坐标 是 (一 z, 一 y,z)， 
关于 TY 平面 的 对 称 点 的 坐标 是 (zy,y, 一 >)， 
关于 yz 平面 的 对 称 点 的 坐标 是 (一 x,y,z)， 
关于 zz 平面 的 对 称 点 的 坐标 是 (zx, 一 y,z). 


平面 与 空间 直线 


z = 


一 次 曲面 (first-degree surface) 曲面 的 一 种 . 
指 方程 是 一 次 的 曲面 . 在 空间 仿 射 坐标 系 中 ,三 元 一 
次 方程 Ax 十 By 十 Cz 十 D=0 的 图 形 称 为 一 次 曲面 . 
一 次 曲面 都 是 平面 . 每 个 平面 的 方程 都 是 一 次 方程 . 

平面 的 方位 向 量 (azimuthal vectors of a plane) 
确定 平面 位 置 的 重要 癌 量 . 即 与 平面 平行 的 两 个 不 
共 线 的 向 量 . 从 平面 的 一 般 方程 4x 十 By 十 Cz 十 D 
— 0 可 以 直接 写 出 平面 的 两 个 方位 向 量 . 方程 中 至 
少 有 一 个 一 次 项 的 系数 不 是 0, 例 如 ,在 C 关 0 时 ,两 
个 方位 向 量 是 (一 C,0,4) 和 (C0, 一 C,B). 

平面 的 参数 方程 (parametric equation of a 
plane) 平面 方程 的 一 种 形式 .在 空间 仿 射 坐 标 系 
中 ,过 定点 Au(xzoyyoyzo) 且 与 两 个 不 共 线 的 向 量 a 
= (4, 42,43) b= (6,565.6) Æ ÍT SE TT x 是 惟一 确 
定 的 .任意 一 点 M(x,，y,z) 在 平面 fr 上 的 充分 必要 
条 件 是 -— 

M,M = ua + vb (u,v € R), 

即 


y = a,u + bav + y, (u,v € R). 

z = a4u + bav + zo 
此 式 称 为 平面 的 参数 方程 ,其 中 wx, 是 参数 . 

平面 的 点 位 式 方程 (point direction form equa- 

tion of a plane) 平面 方程 的 一 种 形式 .在 空间 仿 
射 坐标 系 中 ,过 定点 MoCzo,yo,zo) 且 与 两 个 不 共 线 
的 回 量 a= (4,142.43) 89 一 (pp03) 平 行 的 平面 的 
方程 为 


: = (an bo ay 


I—Xy y—y, £—2, 
Qi Q» a, |=0. 
b, b; b, 
此 式 称 为 平面 的 点 位 式 方 程 . 
平面 的 三 点 式 方程 (three points form equation 


of a plane) 平面 方程 的 一 种 形式 .空间 不 共 线 的 
三 点 确定 一 个 平面 . 在 空间 仿 射 坐标 系 中 ,过 三 点 
MC yi z)G = 1,2,3) 的 平面 方程 为 
yy Xl 
Yz m i 
Ys — Yı 


ue. 7 EN 
—0, 


3 X Z3 7 4| 


Bp 


一 0. 
Xe Y2 Zə 


T3 Y3 73 
此 式 称 为 平面 的 三 点 式 方程 . 
平面 的 截 距 式 方程 (intercept form equation of 
a plane) 平面 方程 的 一 种 形式 . 在 空间 仿 射 坐标 
系 中 ,已 知 平面 在 x 轴 、y 轴 、z 轴 上 的 截 距 分 别 为 
a,b,c, HH abc 关 0, 即 平面 通过 三 点 M (a,0,0), 
M5C0,5,00 ,M(0,0,c), 则 方程 


ee ee | 
a b C 


PRAF E READ fE. 

3E m AY — fg 7j f£ (general equation of a plane) 
亦 称 平面 的 普遍 方程 .平面 方程 的 一 种 形式 . 在 空间 
仿 射 坐标 系 中 ,三 元 一 次 方程 4x 十 By 十 Cz 十 D=0 
称 为 平面 的 一 般 方程 . 当 方 程 中 不 含 常 数 项 时 , 即 D 
一 0, 它 所 表示 的 平面 经 过 坐标 原点 . 当 方 程 中 一 次 
项 系数 有 一 个 等 于 零 , 例 如 C=0, 它 所 表示 的 平面 
平行 于 > Hh. 如 果 还 有 D0, 平面 通过 zz 轴 . 当 方 程 
中 一 次 项 系数 有 两 个 等 于 零 , 例 如 B==C=0, 它 所 
表示 的 平面 平行 于 yz 坐标 面 . WR D=0, FM 
就 与 yz 坐标 面 重合 . 当 方 程 中 一 次 项 系数 全 不 为 
零 , 则 平面 与 三 个 坐标 轴 都 相交 ,在 xz 轴 、y 轴 、z 轴 
上 的 截 距 分 别 为 : 


l 
Xy yz 1 
l 
l 


平面 与 空间 直线 


平面 的 普遍 方程 (general equation of a plane) 
即 “ 平 面 的 一 般 方程 ”. 

平面 的 法 线 (normal line of a plane) FEHB 
平面 的 直线 . 在 空间 直角 坐标 系 中 ,过 坐标 原点 且 与 
平面 垂直 的 直线 称 为 平面 的 法 线 . 当 平 面 不 过 原点 
O 时 , 设 垂 足 为 N, 规 定向 量 ON 的 方向 为 法 线 的 正 
方向 ; 当 平面 过 原点 O 时 ,规定 法 线 的 正 问 与 坐标 
A 1E [8] 83 3e ff CRF O9 Z3 [61 ff 0a. B. 满足 cos 70,7 
cos Y — 0, M] cos 87» 0; Zr cos Y= cos B — 0, Ill] cos 
二 1. 有 了 时 为 了 方便 , 当 平 面 过 原点 时 对 平面 的 法 线 
的 方 回 不 作 规定 ， 

平面 的 法 向 量 (normal vector of a plane) ff 
定 平面 位 置 的 重要 向 量 . 指 与 平面 垂直 的 非 零 向 量 . 
一 个 平面 的 法 癌 量 可 有 无 限 多 个 ,但 单位 法 向 量 有 
且 仅 有 两 个 . 例如 在 空间 直角 坐标 系 中 平面 Ax 
4+ By+Ce+D=0 KE EY n=A(A, B,C) AX 
0) ,而 它 的 单位 法 向 量 为 

(A,B,C) 
SN AP eB FE 

若 a.b 是 平面 的 方位 向 量 , 则 aX&b 是 它 的 一 个 法 回 
RE. 

平面 的 点 法 式 方 程 (point normal form equa- 
tion of a plane) 平面 方程 的 一 种 形式 .在 空间 直 
角 坐 标 系 中 ,给 定 一 点 Mo Gros yos 40 ME A c 的 一 
个 法 向 量 n= 二 (4,B,O), 则 此 点 M(x,y,z) 在 平面 x 
上 的 充分 必要 条 件 是 。 

n. MM = 0， 

Bl A(x 一 xo) 十 BCy 一 yo) 十 Clz 一 zo) 二 0. 此 式 称 为 
平面 的 点 法 式 方程 . 由 n 关 0 知 A4,B,C 不 全 为 零 . 

平面 的 法 式 方程 (normal form equation of a 


plane) 平面 方程 的 一 种 形式 . 在 空间 直角 坐标 系 
中 , 任 一 平面 T 


Ar + By+Ce+D=0 
所 对 应 的 向 量 n= CA.B,COSE ECT VAOE ni. WR 
量 n 是 单位 向 量 , 且 D 志 0, 那么 此 方程 称 为 平面 的 
法 式 方程 .通常 将 平面 的 法 式 方程 写成 
rcosa + ycosf + zcos? — p= 0, 
式 中 a 8. 是 平面 的 法 线 的 方向 角 ,p 是 原点 到 此 
平面 的 距离 ,p 宇 0. 法 式 方程 的 回 量 形式 为 
n - OM — p= 0,， 

式 中 M 是 平面 上 任意 一 点 . 

点 到 平面 的 距离 (distance between a point and 
a plane) 刻画 点 和 平面 位 置 关 系 的 一 个 数 . ES 
间 直 角 坐 标 系 中 ,点 P (£o, yos z0) BF A Az Byt 
Cz+D=0 WES d 可 用 从 点 了 到 平面 上 任意 点 
M(xzx,y,z) 的 向 量 PMM 在 平面 的 法 线 上 的 射影 ( 即 在 
单位 法 向 量 n。 上 的 射影 ) 的 绝对 值 表 出 . 因此 

d= | PM - n, | 
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空间 解析 几何 


国人 

i JE FBC | 
由 于 Az 十 By 十 Cz 十 D 二 0, 即 Ar+By+Cz=—D, 
MA 
[Ax + By, + Cz, + DI 
0 MRE BO ` 

平面 划分 空间 (cutting space by plane) ”几何 
学 的 基本 概念 .平面 将 其 所 在 空间 分 割 为 两 部 分 .在 
空间 仿 射 坐标 系 中 ,一 个 平面 x: 
Ax + By+Cz+D=0 

将 以 空间 任意 不 在 平面 x 上 的 两 点 Pi Gn 91921) 和 
P (zayyzyzz) 为 端点 的 线段 P,P, 分 成 比 为 


An Boe ns P f 
An LH. trp FOAN 


的 两 段 . 当 4z + By, + Cz, + D 5 Ar, + By, 
+ Cz,+D#S, BM ATO 时 ,平面 7 与 线段 PiP; 相 
交 , 点 PoP: 在 平面 7 的 异 侧 . 当 Ax, + By, + Cz, 
+ D5 Ax, 十 By, + Cz, + D fA) Ss, Bl 4 过 0 时 , 平 
面 x 与 线段 PIP, 不 相交 ,点 PoP: 在 平面 的 同 
M. 因此 ,平面 x:Azx 十 By 十 Cz 十 D==0 将 空间 分 为 
两 个 半空 间 , 向 量 (4,B,C) 所 指 的 一 侧 的 点 的 坐标 
满足 不 等 式 4z 十 By 十 Cz 十 万 >0, 另 一 侧 满足 
Az By--C2-- D=0. 
点 到 平面 的 离 差 (deviation between a point 

and a plane) ”刻画 点 与 平面 间 位 置 关系 的 一 个 数 . 
这 个 数 是 点 与 平面 间 的 带 有 正人 负 号 的 距离 . 当 点 在 
平面 的 法 线 正 向 所 指 的 一 侧 时 , 离 差 为 正 , 当 点 在 平 
面 的 男 一 侧 时 , 离 差 为 负 . 在 空间 直角 坐标 系 中 ,点 
P(xo,Yosz0) 到 平面 zcosa 十 ycos 8 + zcosY — p 
= 0 的 离 差 为 6 二 xocos a 十 yocos f H- zocos 7 一 p. 若 
所 给 平面 的 方程 为 Ax 十 By 十 Cz 十 D==0, 则 点 
P(T: yoz) 到 它 的 离 差 为 

>= Az, + By, + Cz, + D 

lJA BIO 
式 中 土 号 的 取 法 是 ; 当 D 关 0 时 , 取 与 D 异 号 的 ; 当 DD 
=0 C20 I.I 5 C [RE Bg;234 C D--0, BzEO HB. 
X5 B 同 号 的 ; 当 D=C=B=0N. RS 4 同 号 的 . 
两 平面 的 交角 (angle between two intersecting 

planes) 刻画 相交 二 平面 位 置 关系 的 一 个 数 . 在 空 
间 直 角 坐 标 系 中 ,两 平面 : 

tis Axrt+ByytC\z+D,=0, 

Ta; Asx 二 Boy 十 C2z 十 D; 二 0 
相交 所 成 二 面 角 用 和 (x ,zs) 来 表示 . 两 平面 的 法 向 
E n= (4 BC) 5 ;一 (4s,Bi,C;) 的 交角 设 为 9 
= /(n,,n,) WAZ (7, sr) =0 23x Xx 一 9, 故 


nm,en 
cos (mr r) = +— 
P |n, | |n| 


d 


À = 
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AA +B, B,+O,C, 

平面 x 与 my 垂直 的 充分 必要 条 件 是 
A A, + B,B, + C,C, = 0. 

两 平面 的 位 置 关 系 (positional relation of two 
planes) 空间 解析 几何 研究 的 基本 问题 之 一 . 在 空 
间 仿 射 坐标 系 中 ,给 定 两 平面 : 

te Aye By ok Gee), = 0; 

Ty; A£ + Boy + Cz + D, = 0. 
它们 的 相关 位 置 有 平行 (包括 重合 ) 和 相交 两 种 情 
É: 

1. 两 平面 m 与 xs 平行 (包括 重合 ) 的 充分 必要 
条 件 是 A, : B : Cy=A,? Bs: CHECA. Bi. 
Ci) (Ary BoC.) FER. 特别 地 ,重合 的 充分 必要 条 
件 是 


=+ 


ER Eh 
A, 


B. COL. 


BA GC D 

2. 两 平面 x 与 xs 相交 的 充分 必要 条 件 是 

pe Wk By 6. 5d 15.6. 
BD fa] (A,B,C) E CA; Bo CIBER (EWA 
《立体 几何 ) 同 名 条 ). 

三 平面 的 位 置 关 系 (positional relation of three 
planes) ”空间 解析 几何 研究 的 基本 问题 之 一 . 设 三 
个 平面 A;x 十 Biy 十 Cz 十 D;= 二 0G4==1,2,3) 没 有 互相 
重合 的 情形 . 它们 的 相关 位 置 可 有 下 列 四 种 情况 . 先 
设 


1. A 隆 0, 三 平面 相交 于 一 点 . 
2. A\=0,48 A; : B, : CiE A; : B; : Cj pur j 
二 1,2,3) 每 两 个 平面 都 相交 ,又 分 两 种 情形 : 
1) 三 平面 有 公共 点 ,三 平面 相交 于 一 条 直线 . 
2) 三 平面 无 公共 点 ,三 条 交 线 互相 平行 而 不 相 
ae. 
3. A=0,H A; : Bi : Cji—A;: Bj: CUA] i 
二 1,2,3) 中 有 且 仅 有 一 个 成 立 , 则 有 两 平面 平行 且 
都 与 第 三 个 平面 相交 . 
4,.A=0 8. 
As? Day ec o4 1B 1€. 135,164 
三 平面 互相 平行 (参见 本 卷 (立体 几何 ?同名 条 )， 
平面 束 (plane pencil) 一 组 有 特殊 位 置 关系 
的 平面 的 集合 . 即 有 一 条 公共 直线 的 所 有 平面 的 集 
合 . 由 平面 束 中 两 个 平面 : 
m: Ard B,y-rCzE-TD = 0, 
xm; Ax + Bay + Cz +D, =0 
所 确定 的 平面 束 的 方程 为 ACA 2 Bint Cim TD) 


十 pCAsX 十 Bsy 十 Coz 十 D;) 二 0, 式 中 4,p 是 不 全 为 
零 的 参数 .平行 平面 束 实际 上 只 用 其 中 一 个 平面 的 
方程 即 可 确定 (参见 本 卷 《 立 体 几何 同名 条 ). 

平面 把 (bundle of planes) ” 亦 称 平面 从 .一 组 
有 特殊 位 置 关 系 的 平面 的 集合 . 指 通 过 一 个 定点 的 
所 有 平面 的 集合 . 这 个 定点 称 为 平面 把 的 中 心 . 以 点 
(zoyyo,zo) 为 中 心 的 平面 把 的 方程 是 

AGO — uu) By = 95) Te Sy) = 05 
式 中 pw, 是 不 同时 为 零 的 参数 . 通过 相交 于 一 点 
的 三 平面 (参见 “三 平面 的 位 置 关 系 ”.) 

Ax + Biy + C:z + D: = 0 (= 1,2,3) 
的 平面 把 的 方程 为 
ACA x + Biy + Ciz + Di) + lA, + B,y 
c C; + Di) 十 7Y(Asr + By + Cz + D, = 0, 
AF Aue Y 是 不 同时 为 零 的 参数 (参见 本 着 《立体 几 
何 ) 同 名 条 ). 

直线 的 方向 向 量 (direction vector of a straight 
line) 确定 直线 位 置 的 重要 疝 量 . 即 与 直线 平行 的 
非 零 向 量 . 它 的 分 量 称 为 直线 的 方向 数 . 徊 v — w, 
Us » Us ) c 2 A 2 H1] 73. [6] [8] E « DI] oi 02 0s 就 是 该 直线 
AY Jr [5] BX. 与 它 成 比例 的 数组 hv, s ku; s ku (RAO) RE 
是 该 直线 的 方向 数 . 在 直角 坐标 系 下 ,单位 方向 向 量 


CU, ,U5 Us) 


N Ui + v3 + vi 
称 为 直线 的 方向 余弦 . 
直线 的 方向 数 (direction numbers of a straight 
line ) ” 见 “ 直 线 的 方向 问 量 ”. 
直线 的 方向 余弦 (direction cosine of a straight 
line) — I," EEZ B5 77 [8] [6] E". 
空间 直线 的 参数 方程 (parameter equation of 
straight line in space) 空间 直线 方程 的 一 种 . 在 空 
al 仿 射 坐标 系 Oxyz 中 ,对 于 过 定点 Mo Gro» yos zo) 
BOE fT EAE 181 E CRI C7; I8] I] REO v — Qoi 02,03) B 
直线 ,任意 点 M(x,y,z) 在 此 直线 上 的 充分 必要 条 
件 是 OMM=OMo 十 tv GER), BI 
t= ty F ttis 
， = y, F tu, CER), 
See, 
AP t 为 参数 ,此 式 称 为 空间 直线 的 参数 方程 . ES 
间 直 角 坐 标 系 中 , 若 j*"|=1, 则 参数 方程 可 写作 
cim a, 


T = + (cosa,cos B ,cosyY) 


y = yo +5 cos $, 
z = zo +s cos Y, 
式 中 参数 表示 点 Mo 到 点 M BY IR ER BS Las 8. 
是 直线 的 方 回 角 . 
空间 直线 的 标准 方程 (canonical equation of 
空间 直线 方程 的 一 种 形 


straight lines in space) 


平面 与 空间 直线 
式 . 在 空间 仿 射 坐标 系 中 ,由 直线 的 参数 方程 消去 参 
POE: NEM OE 
Vi V2 Us 

此 式 称 为 直线 的 标准 方程 或 对 称 式 方 程 , 式 中 (zo， 
yos zo) Fe BB E — XE E s Vis U2 9 Vs 是 直线 的 方向 数 ， 
因此 又 称 它 为 点 向 式 方程 .为 了 方便 ,约定 分 母 为 零 

时 ,相应 的 分 子 也 为 零 . 
空间 直线 的 对 称 式 方程 (symmetry form equa- 
见 “ 空 间 直线 的 标 


之 一 之 0 


tion of straight lines in space) 
谁 方程 ”. 

空间 直线 的 点 向 式 方程 (point direction form 
equation of straight lines in space)” 见 “空间 直线 
的 标准 方程 ”. 

空间 直线 的 两 点 式 方程 (two-point form equa- 
tion of straight lines in space) 空间 直线 方程 的 一 
种 形式 . 指 由 两 点 所 确定 的 直线 方程 . 在 空间 仿 射 坐 
标 系 Oryz 中 ， 由 不 同 的 两 点 M, Cris yis 21) 和 
M; Ge» yos 22) PAE HO I8] EM M; = (xi 一 iy yo yi 
2 一 z1) 是 直线 MM; H5 77 [8] 回 量 . 因此 直线 MM; 


有 参数 方程 (参见 “空间 直线 的 参数 方程 ”) 


Vy ts GER). (1) 
zg + Ces £I, 
(1) 式 亦 可 消去 参数 改写 成 
TA e uh — Y c 
o c— T £37 Zi 
它们 分 别 是 直线 的 两 点 式 方程 的 参数 形式 和 标准 方 
程 形 式 . 满足 (1) 式 的 任意 点 M Cr y 20 SHAH 
t€[0,1j 时 ,此 点 属于 线段 WMAM:. 因 此 ,只 要 限制 
t€ [0,1j,(1) 式 就 成 为 线段 MM, 的 参数 方程 . 
直线 的 参数 方程 (parameter equation of a line) 
由 参数 所 确定 的 直线 方程 . 见 “ 空 间 直 线 的 两 点 式 方 
m. 由 两 点 M: CTi» yı 921) 和 M; (0292022) RE 
线段 MM, 的 参数 方程 是 
by + Ce, — Vd 
t = yrs — 5 $C L0, J. 
2S eEDeBICE, 21) 
空间 直线 的 一 般 方 程 (general equation of 
straight lines in space) 空间 直线 方程 的 一 种 形 
式 . 即 任何 两 个 相交 平面 确定 一 条 直线 . 在 仿 射 坐标 
系 中 ,方程 组 
Act By +C 2+ D,=0, 
a + Boy + Caz + D: = 0 
称 为 空间 直线 的 一 般 方 程 . 式 中 
A Bitre AAi Brlan 
Pr Ci C, A, A, B, 
Bo XX Gy. dis |^ B, 


i = a C hs 


zZ — X 
T: — Tı 
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空间 解析 几何 


是 该 直线 的 方向 数 . 

空间 直线 的 射影 式 方程 (projective form equa- 
tion of straight lines in space) 空间 直线 方程 的 一 
种 形式 .通过 一 直线 的 平面 有 无 数 多 个 ,选取 其 中 与 
坐标 轴 和 平行 的 两 个 平面 ,它们 的 方程 构成 的 方程 组 
称 为 该 直线 的 射影 式 方程 . 例如 


x = pe Tys 

y = qz + yo 
MENEKAN E. 由 它 易 化 为 点 问 式 

有 

zz o a MM, 


"LAORE E (099020) ,方向 数 为 PP,9,1 的 直线 . 直 
线 的 一 般 方程 用 消 元 法 易 化 为 射影 式 , 可 以 方便 地 
化 为 点 向 式 . 

空间 两 直线 的 位 置 关系 (positional relation of 
two straight lines in space) 空间 解析 几何 研究 的 
基本 问题 之 一 . 在 空间 仿 射 坐标 系 中 ,给 定 直 线 4 : 
UM svi HL DEUM v1. 它们 的 位 置 关系 如 下 : 

l. = Vis Y>? 共 线 时 ,两 直线 平行 , 且 当 MiM ,vi 
共 线 时 ,两 直线 重合 . 

2. M Vi oVe AS SER AY, Æ vi v2 M, M: 3t IB], D] P 
直线 相交 VÉ vi,Vz，M1M; 不 共 面 ,两 直线 异 面 . 

在 直角 坐标 的 情形 , 当 v;，v, 二 0 时 ,两 直线 垂 
直 ( 参 见 本 卷 《 立 体 几何 同名 条 ). 

直线 与 平面 的 位 置 关 系 (positional relation be- 
tween a straight line and a plane) 空间 解析 几何 
人 研究 的 基本 问题 之 一 . 在 空间 仿 射 坐标 系 中 ,给 定 直 
线 li 

v.c EM: MEI E mc. 
X Y Z 

和 平面 7: Ar+By+Cz+D=0. 直线 7 的 方向 向 量 
是 (X,Y 了 ,Z), 平 面 7 的 方位 向 量 当 C 关 0 时 是 (一 C， 
0,4) 和 (0, 一 C,B). 它们 的 位 置 关系 如 下 : 

1.7 与 平行 的 充分 必要 条 件 是 上 述 三 个 向 量 
共 面 ,因而 


X X. uu 
0 SC us 


BU AX+BY+CZ=0.1 在 x 上 , 除 此 条 件 外 尚 有 点 
Cro» yo» Zo) TE x 上 ,因而 Axo t+ByytCz.+D=0. 

2.0 与 相交 即 不 平行 的 充分 必要 条 件 是 

AX + BY + CY #0. 

3. 在 直角 坐标 的 情形 ,: 垂直 于 r,l 的 方向 向 量 

与 x 的 法 向 量 (4,B,C) 平 行 , 当 且 仪 当 
AA = BY =C. 

(参见 本 卷 4 立 体 几 何 》 同 名 条 ). 

空间 两 直线 的 夹 角 (angle between two inter- 
刻画 空间 二 直线 相关 位 置 


secting lines in space) 
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的 一 个 数 . 在 空间 直角 坐标 系 中 , 设 两 直线 的 方向 向 
量 为 Vis Vo» 则 两 直线 的 夹 角 2 一 一 (my pm) 或 
az — 7 ,72) 的 余弦 为 


jc, AV t 
lm 
参见 本 卷 4 立 体 几 何 》 中 的 " 异 面 直 线 所 成 的 角 ” 
直线 与 平面 的 交角 (angle between a straight 
line and a plane) 刻画 直线 与 平面 相交 情况 的 一 
个 数 . 在 空间 直角 坐标 系 中 , 设 直线 的 方向 癌 量 为 » 
= Cui svv) ,平面 的 法 向 量 为 n=(A,B,C) WH 
线 与 平面 的 交角 


6- | 人 Lt) 土 人 | € o. |. 


cos 0 = 


BUR 
In *v| 


sin 0 一 = 
in | iv] 


| Av, 4- Bv, 4- Cv, | 
VAHB EC? A vi 4-vi 4- vi 
(参见 本 着 《立体 几何 》 同 名 条 ). 

点 到 直线 的 距离 (distance from a point to a 
line) 刻画 点 和 直线 位 置 关 系 的 一 个 数 . 在 空间 直 
角 坐 标 系 中 ,点 Mo Gros yos zo) S ER UM sv) BER TS 

Ix MM, | 


Iv | 


异 面 直线 间 的 距离 (distance between skew 
刻画 异 面 直线 相关 位 置 的 一 个 数 .在 空间 直 
角 坐 标 系 中 ,两 异 面 直线 {M1;v1}{M;;v2;} 间 的 距离 
| Oy X yz)。 M,M, | 
I1 X v| l 
(BS WL AS AR YA INDIES “5 TT 2 A Zs ER”). 


lines) 
d = 


直线 把 (bundle of lines) 亦 称 直线 从 .空间 满 
足 某 些 条 件 的 直线 的 集合 . 指 过 空间 一 定点 的 所 有 
直线 的 集合 . 定点 称 为 直线 把 的 中 心 . 以 点 (Czoyyo， 
zo) 为 把 的 中 心 的 直线 把 的 方程 是 
TT YTI» ZT 
式 中 wm,za,zs 是 不 全 为 零 的 参数 (参见 本 卷 4 立 体 几 
何 ) 中 的 “直线 从 ”). 


二 次 曲面 的 一 般 理 论 


曲面 的 方程 (equation of surface) 空间 解析 
几何 的 重要 概念 ,是 用 解析 法 研究 曲面 的 基础 . 曲面 
可 以 看 做 是 由 空间 中 适合 一 定 条 件 的 点 构成 的 . 在 
建立 了 空间 直角 坐标 系 以 后 , 铬 坐标 适合 三 元 方程 
F Gr, y,2) 0 的 点 (z,y,z) 的 集合 是 某 曲面 > s DU] 
称 方程 F(x,y,z) 二 0 是 曲面 > 的 方程 ,而 称 曲面 > 


是 这 个 方程 的 曲面 或 图 形 . 因此 ,车 说 方程 F(z，,y， 
z)—0 是 某 曲 面 > 的 方程 ,必须 具备 以 下 两 点 : 

1. 坐标 适合 方程 (x,y,z) 二 0 的 点 都 在 曲面 
> E: 

2. 坐标 不 适合 方程 f(z,y,z) 二 0 的 点 都 不 在 
曲面 > 上 , 即 曲 面 之 上 所 有 点 的 坐标 都 适合 方程 
Fie sys2) =0; 

在 这 个 曲面 方程 的 概念 中 ,并 没有 对 方程 加 以 
限制 . 解析 几何 中 研究 的 曲面 方程 , 常 是 代数 方程 或 
初等 超越 方程 .有 时 一 个 方程 所 表示 的 曲面 不 含 任 
何 点 ,例如 zz 十 y: 十 z? 十 1 二 0, 也 称 这 种 曲面 为 零 曲 
面 或 虚 曲 面 ;有 时 方程 的 图 形 退 化 为 一 条 直线 或 大 
干 个 孤立 点 PAB Cae? + y?) Ca? + y? +27) =0. 从 函数 
观点 看 ,三 元 方程 F(x,y,z)—0 是 隐 范 数 形 式 , 所 
以 又 称 为 隐 式 方程 或 普通 方程 .曲面 的 方程 还 可 以 
写成 参数 方程 的 形式 . 

dh (zero surface) 见 “ 曲 面 的 方程 ” 

虚 曲 面 (imaginary surface) J “H EK A 
f". 

[8 5€ A f£ (implicit equation?) 
程 ”. 

普通 方程 (general equation) 
程 ”. 

曲面 的 参数 方程 (parametric equation of a sur- 
face) 曲面 方程 中 常用 的 一 种 形式 .在 空间 坐标 系 
下 ,如 果 曲 面 之 上 任意 一 点 的 坐标 分 量 z,y,z 都 是 
变数 usu 的 函数 , 即 

L= xu. 

t = y(u,v), (u,v) € D, 

z — z(u,v), 
而 且 对 于 区 域 D 内 (u,v) 的 值 ,由 上 式 确定 的 点 都 
在 曲面 > 上, 则 将 上 式 称 为 曲面 的 参数 方程 ,其 中 
u,v 为 参数 . 在 空间 仿 射 坐标 系 下 ,也 将 曲面 的 参数 
方程 写成 向 量 形 式 :rw,v) 二 XC(u,v)el 十 y(u,v)e， 
+z(u,v)e;, X r(usv)=(rlu,sv)sylusv)sz(usv)). 
曲面 >) 就 是 平面 区 域 忆 到 空间 的 映射 > 一 r(zyv) 
的 象 . 而 参数 方程 又 称 为 曲面 之 的 参数 表示 , (u,v) 
称 为 曲面 之 的 参数 或 曲 纹 坐 标 . 

曲面 的 参数 表示 (parametric representation of 
a surface) 即 “ 曲 面 的 参数 方程 ” 

曲面 的 参数 (parametric of a surface) 
面 的 参数 方程 ”. 

空间 曲线 的 一 般 方程 (general equation of space 
curve) 空间 曲线 方程 的 一 种 形式 .空间 中 的 曲线 可 
以 看 成 是 两 个 不 同 曲面 的 交 线 ,因此 , 它 由 两 个 已 知 
曲面 的 方程 所 确定 . 设 Fi(zx,y,z) 二 0 M Fir yz) 
— 0 是 两 个 不 同 曲面 的 方程 ,并 且 这 个 曲面 的 交 线 是 
某 曲 线 厂 , 则 方程 组 


见 “ 曲 面 的 方 


见 “ 曲 面 的 方 


V 


二 次 曲面 的 一 般 理 论 


E Cra) = 0; 
P 
PRH a8 HR] HHS D' 85 — 82 7; TE. 显然 ,方程 组 
Fi(xr,y,z)—0, 
fora TER 
tH Fe: HH DP SEAP An Go 00 ATER ER. A 
此 ,曲线 的 一 般 方程 不 惟一 . 
空间 曲线 的 参数 方程 (parametric equation of 
space curve) 空间 曲线 方程 的 一 种 形式 . 指 由 参数 
表示 的 曲线 方程 . 在 空间 直角 坐标 系 下 ,方程 
x= x(t), 
- = yt), GED 
2 = 20) % 
中 的 z,y,z 都 是 上 的 函数 ,它们 的 公共 定义 域 是 某 
个 区 间 T. 如 果 对 于 区 间 了 工 中 的 每 一 个 值 上 由 上 式 
确定 的 以 (z,y,z) 为 坐标 的 点 在 某 曲 线 王 上 , 则 将 
上 式 称 为 曲线 厂 的 参数 方程 ,i 称 为 参数 . 在 空间 仿 
射 坐标 系 下 ,也 可 以 将 曲线 研 的 参数 方程 写成 向 量 
形式 :r(i) 一 (zyyG),z(G)) .空间 曲线 下 就 是 区 
间 了 到 三 维 空间 中 的 映射 的 象 . 
二 次 曲面 (quadric surface) 空间 解析 几何 系 
统 研究 的 一 类 曲面 . 指 方程 为 二 次 的 曲面 . 在 空间 仿 
射 坐标 系 下 ,三 元 二 次 方程 
az? 十 azy + azz’? + axy + 2a,4xz + 2azyz 
+H 2aux + 2any 2842 ay = 0 (1) 
所 表示 的 曲面 之 就 是 二 次 曲面 .为 了 书写 简便 , 常 
将 二 次 曲面 方程 的 左 端 记 为 f(z,y,z), 将 二 次 项 
部 分 记 为 B(x,y,z), 并 引进 以 下 记号 
F;(r,y,z) = aaz + any + Qj;sz + aas 
其 中 i 二 1,2,3,4, 则 有 
F=erF,+yF,+2F,+F,, 
也 可 以 将 方程 (1) 改 写成 如 下 和 矩阵 乘积 的 形式 
ir -dp Oye au [x 
[ry z1]| | e. 
Gag. uoc. sus Gee |e 
ip ag. Sie Big its 
APPa; =a; j= 1.2.3.4). REE A= Ca Pf 
为 二 次 曲面 之 的 矩阵 , 它 完 全 决定 了 二 次 曲面 ,所 
以 也 常 将 方程 为 (1) 的 曲面 之 简 记 为 二 次 曲面 
2505). 还 将 PCr, y sz) RY CIT HER ERI AB [EE 
411 Aiz dis 


A*= 


Qo, ax 423 


431 432 G33 
BW OG. y. zB BER. 
1. 二 次 曲面 与 任何 平面 的 交 线 都 是 二 
2. 一定 存在 着 这 样 的 转轴 变换 (参见 
if”) 


次 曲线 . 
“EME 
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空间 解析 几何 


zr — cuz! decay doo, 
(6:53 C65) = E, 
det(c;) = 1, 


Mie Ge e CoV + Coz! 

z = Cyt! + Cay + C332'， 
可 将 二 次 曲面 的 方程 (1) 化 简 为 
Ai”? + Ay? AU 十 2C 42 


+ 2a' oy’ + 2a' 4z! + a4 = 0. (2) 
XX A 4E FE IE EE C= Ce) ,使 
A, 0 0 ay 
CTA*C= |0 A OLEG ex 
0 0 A C3; 


其 中 1 二 1,2,3, 即 A" G= Aic; A250, RPA 为 二 次 
曲面 的 特征 方程 的 根 ,c 为 特征 向 量 , 它 的 方向 为 二 
次 曲面 的 主 方向 . 

3. 二 次 曲面 包含 17 类 曲面 , 详 见 “二 次 曲面 的 
分 类 ”( 参 见 本 卷 4 高 等 几何 》 中 的 “二 阶 曲面 2). 

二 次 曲面 的 矩阵 (matrix of a quadric surface) 
见 “ 二 次 曲面 ”. 

退化 二 次 曲面 (degenerate quadric surface) 
一 类 特殊 的 二 次 曲面 . 二 次 曲面 矩阵 A = Ca) BT 
列 式 I, — detA — 0 的 二 次 曲面 (参见 本 卷 《4 高 等 几 
何 ) 中 的 “退化 的 三 阶 曲面 ”). 否则 称 为 非 退化 二 次 
曲面 . 

二 次 曲面 与 直线 的 位 置 关系 (positional rela- 
tion between a line and a quadric surface) 空间 解 
析 几 何 研 究 的 基本 问题 之 一 . 它 对 于 研究 二 次 曲面 
具有 重要 的 作用 . 过 定点 (Czoyyo,zo) 方 回 为 U1: U21U3 
的 直线 

ge Oe mC 
t = yo F vit, 
gem E 
与 二 次 曲面 之 《ai 的 交点 由 方程 

Q(v, VV) + 2Rt + EC£osYoszo) = 0 
的 根来 确定 . 这 里 Q (v, ,v; vi) =a vi Hanu +H azvi 
+ 241201 V2 + 2a13V1U3 + 24230203» R =v F; Gxo Yoszo) 
HuFCLos Yoszo) FVF Gro yo»). OF R 的 意义 
参见 “二 次 曲面 ” 当 luvv) 250 时 ,根据 R^— 
QFZ:O,AI E ER / 与 二 次 曲面 > leas 
《相交 ) TH EEA LAE XU. BS c HE AC 
《 相 离 ,这 时 两 交点 的 坐标 是 共 固 虚数 ， 
坐标 是 实数 ). 当 Blvi,v,,v;) 二 0,R 关 0 时 ,直线 / 
与 二 次 曲面 > 有 一 个 交 操 . 当 (vi vv) — R—0, 
F Gro, Yoszo) FO 时 ， 直线 ! 是 二 次 曲面 的 渐 近 
£k. 24 D (vv; v =R=0,F (aos yos29) = 0, BK! 
是 二 次 曲面 之 的 母线 . 

— XX AY BA (singular point of a quadric 
surface) 二 次 曲面 上 的 特殊 点 .对 于 二 次 曲面 
PFCzyyz) 一 0, 行 存在 一 点 (zoyyoyzo) 满 足 条 件 
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41129 Fai Yo Fazo - 414 0, 

Bn) Ly 1-422 yo Fazzo Fay — 0, 

An Lota Y93- d33€9 1-034 — Os 

ao F G42 o9 T 4329 d- 0447 O, 
则 称 它 为 二 次 曲面 的 奇异 点 ,简称 奇 点 .二 次 曲面 上 
的 非 奇 点 称 为 二 次 曲面 的 正常 点 (参见 本 卷 4 高 等 几 
何 ) 中 的 “二 阶 曲 面 的 奇异 点 ”). 例如, 锥 面 


r* y! gz? 
dtp eT? 


的 顶点 (0,0,0) 是 它 的 奇 点 ， 

二 次 曲面 的 正常 点 (regular point of a quadric 
surface) 见 “ 二 次 曲面 的 奇 点 ”. 

二 次 曲面 的 切 平面 (tangent plane of a quadric 
surface) 刻画 二 次 曲面 形状 的 一 个 重要 平面 .二 
次 曲面 在 正常 点 处 的 所 有 切线 构成 一 个 平面 称 为 二 
次 曲面 在 该 点 处 的 切 平 面 , 这 一 点 称 为 切 点 .过 二 次 
曲面 了 《0 上 一 正常 点 Co» yo zo) AER YAK 
面 的 方程 为 C= a (Tos Yos ejr (y y.) 
"d'oro Nose F (9 — 29) P3 os Vor Zo) = Os RI 
Ay LoL + a22 Yoy + aas Zoz + a1 (Loy + yo) + ai Co 
+22) d- as; Cyoz Fyz) tai Gr 4-39) d- a34 Cyt yo + 
azı (z+ zo) Hay — 0. 二 次 曲 面 在 奇 点 的 切 平面 不 确定 . 

曲面 的 法 线 (normal line of a surface) 研究 曲 
面 形状 的 一 条 重要 直线 . 垂直 于 切 平面 的 直线 . 通过 
曲面 F(x,y,z) 二 0 的 正常 点 , 且 垂 直 于 过 这 点 的 切 
平面 的 直线 称 为 曲面 在 这 一 点 的 法 线 . 设 正常 点 的 
坐标 为 (ze,yoyzo), 则 通过 这 点 的 法 线 方程 是 


NU dort EC REN Noo NEUTER... NEN 
F1Cro, yos Zo? Fro, yo»z9) Ir 35526) 2 
xh 中 F (xo » Vo » £9) — a4 Lo tain vot aiszo- a5 , 
He i=1,2,3. 


二 次 曲面 的 中 心 (center of a quadric surface) 
研究 二 次 曲面 类 型 的 一 个 重要 的 点 .通过 空间 任 一 
点 作 二 次 曲面 的 弦 AIK C 点 所 平分 , 则 称 点 C 
为 二 次 曲面 的 中 心 . A CCo yos zo) XZA h E 
FG, y,2) 20 的 中 心 的 充分 必要 条 件 是 

Fitos) = dao py t anua T auam 0 
[risen = duto 十 ay + anzo tag 70, 
Foltos No 920) = Glo T dao T dpm + ay = 0; 

二 次 曲面 的 中 心 方程 组 (equations of center of 
a quadric surface)” 见 “二 次 曲面 的 中 心 ”. 

二 次 曲面 的 渐 近 方向 (asymptotic direction of a 
quadric surface) 研究 二 次 曲面 的 重要 概念 . 设 二 
LX HH TELS] 25 RF Cx y 22 — 0 中 的 二 次 项 部 分 为 
O(r.y,z). WERTE Olu, v; 0,0) —0 的 方向 vv: 
vs 称 为 二 次 曲面 的 渐 近 方向 ,否则 称 为 非 渐 近 方向 . 
如 二 次 锥 面 的 所 有 母线 的 方向 都 是 它 的 渐 近 方向 ， 

二 次 曲面 的 非 渐 近 方向 (Cnonasymptotic direc- 


tion of a quadric surface) 见 “ 二 次 曲面 的 渐 近 方 
[n] ". 

二 次 曲面 的 渐 近 锥 面 (asymptotic conical sur- 
face of a quadric surface) ”刻画 二 次 曲面 形状 的 重 
要 锥 面 .通过 二 次 曲面 的 中 心 且 方 同 为 渐 近 方 问 的 
直线 称 为 二 次 曲面 的 渐 近 线 . 所 有 渐 近 线 构 成 一 个 
二 次 锥 面 , 称 为 二 次 曲面 的 渐 近 锥 面 . Ceo s yo Zo) 
是 二 次 曲面 F Cry 22 —0 的 中 心 , 则 它 的 渐 近 锥 面 
为 OC x— x y— yoz —Zo) =0, BẸ 

ay Gc— x9)! d-ag Gy — yo)? +a z— zo) 

d-2aigIG =z) Cy vo) + 2a14 Cr x9) (x— 29) 

+ 2423 Cy— yo) (2 —z9) —0. 


双 曲 面 

m 2 zo 

一 To i =+ ] 
的 渐 近 锥 面 为 

pe in Be 

a? p ^ TN 


二 次 曲面 的 渐 近 线 (asymptotic lines of a 
quadric surface) WL“ YK pit ri BJ 39r XC EE wo”. 
二 次 曲面 的 切 锥 面 (tangent conical surface of 
a quadric surface) 刻画 二 次 曲面 形状 的 重要 锥 
面 . 过 二 次 曲面 外 一 点 (zos yos zo) 5j — X B E 
F(r,y.z)—0 相 切 的 所 有 切线 构成 一 个 锥 面 , 这 个 
锥 面 ( 可 以 是 虚 锥 面 ) 称 为 二 次 曲面 F(x,y,z) 二 0 
的 切 锥 面 ,其 方程 是 | 
| Gx— x9 F (ro yosz92 + Cy — yo) Flos yos zo? 
+ G—z) FG yoszo) | — GGc— 3x6, y — yo» 
z—zg)* F(xo, yoszo9) =O. 
M [i Cxos yos zo) te — 1X HH TÉ] F(x.y,z)—0 的 中 心 
BeF Ces. 569 20) = Fora Mes 20) KH F939 2) 
— 0. 这 时 切 锥 面 方程 化 为 Dlr xo y — yos z — zo) 
一 0, 即 切 锥 面 就 是 二 次 曲面 的 渐 近 锥 面 . 
中 心 二 次 曲面 (central quadric surface) JRA 
有 心 二 次 曲面 .二 次 曲面 的 一 种 . 指 有 惟一 的 中 心 的 
二 次 曲面 . 记 
Qj dij 413 
I, = |di ds» azl. 
Qj13 423 433 
当 7 天 0 时 ,二 次 曲面 有 惟一 的 中 心 , 称 为 中 心 二 次 
曲面 . 当 1,—0 时 ,二 次 曲面 称 为 非 中 心 二 次 曲面 . 
由 二 次 曲面 的 中 心 方程 组 无 解 或 有 无 数组 解 又 可 将 
它 分 为 无 心 二 次 曲面 、 线 心 二 次 曲面 (中 心 构 成 一 条 
直线 ) 和 面 心 二 次 曲面 (中 心 构成 一 个 平面 ). 
有 心 二 次 曲面 (central quadric surfaces) BẸ 
“中 心 二 次 曲面 ” 
非 中 心 二 次 曲面 Cnoncentral quadric surfaces) 
见 “ 中 心 二 次 曲面 ” 


二 次 曲面 的 一 般 理 论 


无 心 二 次 曲面 (centerless quadric surfaces) 
见 “ 中 心 二 次 曲面 ” 

线 心 二 次 曲面 (line-central quadric surfaces) 
见 “ 中 心 二 次 曲面 ”. 

面 心 二 次 曲面 (plane-centred quadric surfaces) 
见 “中 心 二 次 曲面 ” 

二 次 曲面 的 径 面 (diametral plane of quadric 
surfaces) 与 二 次 曲面 的 仿 射 性 质 有 关 的 概念 . 二 
次 曲面 的 任 一 族 平行 弦 的 中 点 必 在 同一 个 平面 上 . 
这 个 平面 称 为 共 恩 于 平行 弦 的 ( 直 ) 径 面 , 平 行 弦 的 
方向 称 为 这 个 径 面 的 共 斩 方 向 .在 仿 射 坐标 系 下 ,二 
次 曲面 F(x,y,z)-— 0 5A 7; 17573 JE S H42 rn 
方程 为 
UIPIr;9.2) OF ez) Oe a tya) = 05 
Jh B] (cz + avs + atv) + (lav + azv, 
十 42303) y + (aV + A302 + 43303) Z + Ag) 十 4302 
+ auv = 0. 如 果 二 次 曲面 有 中 心 ,那么 它 一 定 在 
任何 一 个 径 面 上 .因此 , 线 心 二 次 曲面 的 任何 径 面 通 
过 它 的 中 心 线 , 面 心 二 次 曲面 的 任何 径 面 与 它 的 中 
心平 面 重合 . 在 径 面 的 方程 中 , 若 

fe vs Fapt == Os 


aiU, 十 azu: + 423v3 = 0， 

aiU, 十 aU 十 433v3 = O, 
则 方程 不 表示 任何 平面 . 满足 上 面 这 个 方程 组 的 
Ui 05 Us 称 为 二 次 曲面 的 奇异 方向 ,简称 奇 向 . 二 次 
曲面 有 奇异 方向 的 充分 必要 条 件 是 1,— 0. 与 ( 非 奇 
异 的 ) 渐 近 方 向 共 斩 的 径 面 必 与 这 个 渐 近 方向 平行 . 
非 中 心 二 次 曲面 的 任何 径 面 必 与 二 次 曲面 的 奇异 方 
向 平行 . 

12 m AY 3£ Be F [8] (conjugate direction of diame- 
tral plane) 见 “ 二 次 曲面 的 径 面 ”. 

二 次 曲面 的 奇异 方向 (singular direction of a 
quadric surface) 见 “ 二 次 曲面 的 径 面 ” 

二 次 曲面 的 共 斩 方向 (conjugate direction of a 
quadric surface) 研究 二 次 曲面 的 重要 概念 . 对 于 
二 次 曲面 25 (2; ,给 定 方向 vi ivo iva ,满足 等 式 

Ca1101 T-a1202 Fav u, + Caqgvi d-a5505 +2303) us 

+ (1301 +2302 +3303) 44 — 0 
的 方 回 Ul :U2 :Us 称 为 与 方向 U1: U2:17U3 dt 58 EA) 7; rn]. 
若 方 向 Ui: Uz2: U3 it s T 7r n] Ui : Uz: Us » A 77 [6] Ui: 
U2:7Us th HHFA In] Ui 32:3. + JE ay F BI mn] Vi: 
U2: V3 dE Su R5 448 OT T 35 98 77 I8] Ui iUo Us WE A 
|] dit H Erde gg 897; e]. THA MERGER A. 

二 次 曲面 的 主 径 面 (principal diametral plane 
of quadric surface) 与 曲面 的 度量 性 质 有 关 的 概 
念 . 对 化 简 二 次 曲面 的 方程 具有 重要 作用 . 如 果 二 次 
曲面 的 径 面 垂直 于 它 了 所 共 轿 的 方向 ,那么 这 个 径 面 
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称 为 二 次 曲面 的 主 径 面 . 二 次 曲面 关于 它 的 主 径 面 
对 称 . 主 径 面 的 方程 参见 “二 次 曲面 的 主 方向 ”. 

二 次 曲面 的 主 方向 (principal direction of 
quadric surface) 为 确定 主 径 面 而 引入 的 概念 . 二 
OK BT TÉ FI] EA Se 77 qe] IER TERM 
向 ) ,或 者 二 次 曲面 的 奇 向 . 在 空间 直角 坐标 系 下 , 设 
Ui :U2:Us 是 二 次 曲面 之 (a;) 的 非 奇 主 方向 , 则 与 它 
共 斩 的 主 径 面 的 法 方向 平行 于 该 主 方向 , 即 有 

Qnvi 十 4157; 十 aiU = Av,, 
er F azzvs + av, = Av, 
4130, F az3V + A330; = Av;. 
VE 71 2 H Fr 968 cE AY SE & [8] t Cs svo v RD FF 4E I8] 
量 ,特征 向 量 的 方向 就 是 主 方向 .方程 组 中 的 4 是 特 
征 方程 


Qj A 12? 13 
Q1» Q5» 一 A a3 = 0 
13 »3 Q33 一 A 


的 根 . 求 出 与 非 零 的 特征 根 4 所 对 应 的 主 方向 vi: 
A(o m 十 Voy 十 vz) 十 za 十 an F was = 0; 
当 特 征 根 4==0 时 ,所 对 应 的 主 方向 为 二 次 曲面 的 奇 
[5] , SE f] 3E B FA] AA E. 

二 次 曲面 的 特征 多 项 式 (characteristic polyno- 
mial of a quadric surface) 研究 二 次 曲面 类 型 的 重 
要 多 项 式 . 是 确定 二 次 曲面 主 方向 的 特征 根 的 多 项 
式 . 二 次 曲面 方程 中 的 二 次 项 系数 矩阵 A = (Cai) Br 


对 应 的 多 项 式 
D(A)= |A* — AE | 
TEE. Ay» ds 
<a 32 d»; — A Q3 
13 23 dj — A 


=—A+],A—-—T,A+T, 
称 为 二 次 曲面 的 特征 多 项 式 . 
二 次 曲面 的 特征 根 (characteristic root of a 
quadric surface) 二 次 曲面 的 重要 概念 . 二 次 曲面 
方程 中 的 二 次 项 系数 矩阵 A" 所 对 应 的 方程 


Ay. mÀ di» Ci3 
Q1? di; — A A 23 = 0, 
dis Ao; — À 
即 A? — IAIA w = -次 南面 的 特征 方程 
它 的 根 称 为 二 次 曲面 的 特征 根 . 式 中 
太一 Ci 十 azz 十 33， 
L= Qi. d ER Gi bs 1 fins: ds 
Ai2 455 Q13 433 Q33 433 
Qi; Qi Qj 
I;= ài dg dg 
di3 ds 4d33 


二 次 曲面 的 三 个 特征 根 都 是 实数 , 且 至 少 有 一 个 不 
为 零 . 因 此 ,二 次 曲面 至 少 有 一 个 主 径 面 . 两 个 相 蜡 
的 特征 根 对 应 的 主 方向 互相 垂直 又 互相 共 罗 . 相 重 
的 特征 根 对 应 的 主 方向 垂直 于 另 一 个 单 根 对 应 的 主 
方向 的 所 有 方向 . 若 特 征 根 是 三 重 根 , 则 任 一 方向 都 
是 主 方向 . 因此 ,二 次 曲面 总 存在 互相 正 交 的 三 个 主 
m. 

二 次 曲面 的 特征 方程 (characteristic equation 
of a quadric surface) 见 “ 二 次 曲面 的 特征 根 ” 

二 次 曲面 的 不 变量 (invariant of a quadric sur- 
face) 研究 二 次 曲面 的 几何 形态 的 几 种 特征 量 . 它 
们 深刻 地 揭示 了 曲面 与 方程 的 关系 . 设 二 次 曲面 方 
程 左 端 的 三 元 二 次 多 项 式 为 

Faya A 
空间 任意 直角 坐标 变换 


x 
f 
y Cà Cz Cnm h; y 
3 
之 
l 


1 0 0 0 il 
WA XH—C XP posts) (= 二 1,2,3) 是 第 i 个 
新 坐标 轴 的 单位 方向 向 量 . 该 变换 将 FCzr,y,z)b 
A F'(z yy’ 52’) — Ge y z! 1) A' G y! z' 1)" 即将 
二 次 曲面 的 矩阵 A = Ca; E A AB e Al = (a = 
C AC. 由 系数 az 所 组 成 的 某 个 函数 S BRL C 
所 组 成 的 相同 的 函数 ,其 函数 值 总 相等 , 即 无 论 直 角 
坐标 变换 如 何 选择 ,总 有 
Fad ani) ai a 

SU ER ES Bf 为 二 次 曲面 的 一 个 正 交 不 变量 ,简称 不 
变量 . 如 果 函 数 了 的 值 , 只 是 经 过 转轴 变换 不 变 , 那 
么 称 它 为 二 次 曲面 的 一 个 正 交 半 不 变量 ,简称 半 不 
变量 .二 次 曲面 的 特征 多 项 式 

D(A)— |A* — AE | 

—— Š + IX — ILà+ I, 

经 直角 坐标 变换 是 不 变 的 ,又 detA' =detA =. X 
P lL LARAN“ BEIBBIREAUET S 


称 为 二 次 曲面 的 基本 不 变量 .由 它们 所 组 成 的 任 一 
代数 式 ( 例 如 特征 根 ) 也 都 是 二 次 曲面 的 不 变量 . 由 
二 次 曲面 方程 的 系数 av 所 对 应 的 4 的 多 项 去 


dij 一 人 aiz 213 2Q14 
C12 d»; — A 53 Q» 
di3 Q3 Q33 — À dg 
ai4 Q» Q34 Q4 


=— au + Ku — KÀ +K, 


经 过 空间 转轴 变换 也 不 改变 其 值 ， 因此 G44 K’ K: 
都 是 二 次 曲面 的 半 不 变量 . 其 中 


K E 1| Q4 dé Ay od E G33 Q34 
== 9 
dl4 A44 Ao, A44 As, A44 
Qi, CI2 dj di 413 Gi 
K,— |di ao Goa | + [di as dg 
CI4 Az Ay Ul4 Q34 A44 


+ |a az azal, 

H 天 :一 7 它们 分 别 是 由 I, +t, 的 式 子 ,在 其 右边 和 
下 边 “ 久 上 ”一 次 项 系数 和 和 常 数 项 所 组 成 的 . 而 曲面 
的 方程 依赖 于 坐标 系 的 选择 ,但 由 方程 的 系数 所 确 
定 的 这 些 不 变量 和 半 不 变量 与 坐标 系 的 位 置 变化 无 
关 , 它 们 反映 了 曲面 本 身 的 形状 、 大 小 等 几何 量 , 更 
深刻 地 刻画 了 方程 与 图 形 的 关系 . 利用 不 变量 来 化 
简 方 程 , 对 方程 所 表示 的 曲面 进行 分 类 和 判别 都 是 
十 分 方便 的 . 

二 次 曲面 的 正 交 不 变量 (orthogonal invariant 
of a quadric surface) 见 “ 二 次 曲面 的 不 变量 ” 

二 次 曲面 的 基本 不 变量 (basic invariant of a 
quadric surface)” 见 “二 次 曲面 的 不 变量 ”. 

二 次 曲面 的 正 交 半 不 变量 (orthogonal semi-in- 
见 “ 二 次 曲面 的 不 变 


variant of a quadric surface) 
g". 

二 次 曲面 的 分 类 (classification of quadric sur- 
faces) 空间 解析 几何 研究 的 基本 问题 之 一 . 通过 
空间 直角 坐标 变换 ,二 次 曲面 的 方程 总 可 以 化 简 为 
如 下 面 的 分 类 表 所 示 的 17 种 标准 方程 之 一 . 运用 不 
变量 和 半 不 变量 ,还 可 以 直接 判别 三 元 二 次 方程 所 
表示 的 是 何 种 曲面 .这 17 种 曲面 中 , 除 重 合 二 平面 
外 ,其 余 每 一 种 类 中 又 有 无 数 多 个 不 全 等 的 曲面 . 这 
是 关于 二 次 曲面 的 度量 分 类 . 对 二 次 曲面 进行 仿 射 
分 类 ,就 只 有 17 个 二 次 曲面 (也 有 分 为 15 个 仿 射 类 
的 ,而 将 虚 椭 球面 、 虚 椭圆 柱 面 和 平行 二 虚 平 面 算 作 
同一 个 “ 零 曲 面 ”, 即 空 集 ). 它们 的 标准 方程 分 别 为 : 


1. x^ y! +z —1 CA ER TET). 
2. x5 d- y!" F^ ——1 Cie WB BR TAI). 
3 by e =À ( 虚 二 次 锥 面 或 点 ). 
4. Hy —z5— ( 单 叶 双 曲 面 ). 
apy —2-—] ( 双 叶 双 曲 面 ). 
6. x^ 十 y 一 2z 二 0 (二 次 锥 面 ). 
7. x* d y! — 2z (椭圆 抛物 面 ). 
8. x? 十 y: 二 1 CORB [|] RE TR D. 
9. x 十 y: 二 一 1 ( 虚 椭 圆柱 面 ). 


10. r?’ +y = 0 
AHS T — ER AY — ee FD). 


— AR 8 ru B — Bg 38 i6 


( 双 曲 抛物 面 ). 


llr =y =z 

l2 ye CXX HH $E TD. 
13. 3! — y! —0 (相交 二 平面 ). 
14. z^—2y (抛物 柱 面 ). 
15. z^—1 (平行 二 平面 ). 
16. zx? 一 一 1 平行 二 虚 平面 ). 
17.2550 (重合 二 平面 ). 

二 次 曲面 的 分 类 与 判别 表 


标准 方程 


zr y 
POR 


4. 单 叶 双 曲面 
I4>0 
5. 双 叶 双 曲 面 
I4«0 


Ix 


Ih Ks«0 
9. 虚 椭 圆柱 面 


I,=0 | 10. 相交 二 虚 平 —— 
K;—0]| 面 ( 一 条 直线 ) 
11. 双 曲 抛物 面 


$RP sI Il, 是 二 
K, K: 是 半 不 变量 . 
主轴 变换 (transformation of Principal axis ) 
用 于 化 简 二 次 曲面 方程 的 一 种 转轴 变换 . 选取 与 二 
次 曲面 的 互相 正 交 的 三 个 主 方 向 作为 新 坐标 轴 的 方 
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次 曲面 的 不 变量 . 


空间 解析 几何 


向 ,这 种 由 旧 直 角 坐 标 系 到 新 直角 坐标 系 的 转轴 变 
换 称 为 主轴 变换 . 设 主 轴 变 换 为 

(X = Cae Pey Tirts 

Y — caT F Copy! F Cz, 


z — Cy Fo + C332", 


Cl 
C» " 
C3 


式 中 问 量 Ci 一 (ci， Cos C3i) G=1,2,0KH Ah we 
主 方向 (参见 “二 次 曲面 的 主 方向 ”), 它 满足 A* ei 
一 和 ic ), 则 二 次 曲面 的 方程 中 二 次 项 部 分 
O(r,y,z2)— (ryz)A'(ryz) 
经 主轴 变换 可 化 简 为 
D(zT,y2Z) =AL 十 Ay tae’, 
式 中 Ài sÀ? A; 是 特征 根 . 

二 次 曲面 方程 的 化 简 (simplification of the e- 
quation of quadric surface) 研究 二 次 曲面 类 型 的 
一 种 手段 . 二 次 曲面 的 方程 通过 主轴 变换 可 化 简 为 
Aix? + Any’ + A3z? + 2b,2+ 26 y + 2632 tay = 0, AF 
À Ars As 是 特征 根 . 再 运用 不 变量 和 半 不 变量 ,就 各 
种 情况 分 别 通 过 坐标 变换 (可 用 配方 法 ), 而 将 方程 
化 简 为 下 表 所 示 的 五 种 类 型 : 


Bi Cr Wem Wa) 


A 无 心 型 一 
Ax’ -A;y! +2 


-I 
I; z—0 


3. 线 心 型 : 
2 2 K, — 
Ax +A ,y Tr Y 
2 


注 : 表 中 1 是 二 次 曲面 的 不 变量 ,天 ,, 开 ,是 半 
不 变量 . 表 中 这 些 方程 ,它们 的 系数 是 用 不 变量 表达 
的 ( 当 I,—1,—0 时 K, 是 不 变量 ), 称 为 规范 方程 或 
简化 方程 . 从 表 中 还 可 知 , 当 7 二 7, 二 0 时 , 必 有 

I,—0. 

二 次 曲面 的 规范 方程 (normalized equation of a 
quadric surface) ” 见 “ 二 次 曲面 方程 的 化 简 ”. 

二 次 曲面 的 简化 方程 (reduced equation of a 
即 “ 二 次 曲面 的 规范 方程 ”. 


quadric surface) 
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曲面 与 空间 曲线 
曲面 (surface) 空间 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 


空间 满足 某 种 条 件 的 点 的 轨迹 . 曲面 也 可 以 认为 是 
曲线 按照 一 定 条 件 移动 形成 的 轨迹 ,这 种 朴素 的 看 
法 对 于 在 解析 几何 中 寻求 曲面 的 方程 有 方便 之 处 . 
为 了 深刻 地 揭示 曲面 的 本 质 属 性 ,近代 拓扑 学 的 观 
点 认为 ,将 一 段 柔 软 的 可 伸 长 的 金属 丝 ( 拉 直 了 就 是 
线段 的 直观 模型 ) 经 过 拓扑 变形 (可 逆 的 连续 映射 ， 
其 逆 映 射 也 连续 ) 就 变 成 了 空间 的 一 简单 曲线 弧 .类 
似 地 ,将 一 块 橡皮 薄膜 ( 紧 绷 在 一 平面 朵 曲线 上 便 形 
成 平面 上 的 初等 区 域 ) 经 过 拓扑 变形 (可 逆 的 连续 映 
射 , 其 逆 映 射 也 连续 ?就 变 成 空间 一 简单 曲面 片 . 更 
复杂 的 曲线 、 曲 面 可 分 别 看 做 是 由 有 限 个 简单 曲线 
弧 、 简 单 曲 面 片 适当 拼接 而 成 的 .有 这 样 一 种 抽象 定 
义 ,曲线 是 一 维 的 连续 统 ,曲面 是 二 维 的 连续 统 . 

曲面 的 分 类 (classification of surfaces) 空间 
解析 几何 研究 的 基本 问题 之 一 . 指 曲面 按 其 方程 所 
分 成 的 各 种 类 型 . 曲面 的 方程 可 以 因 坐 标 系 的 不 同 
而 有 不 同 的 形式 . 但 是 ,在 空间 仿 射 坐标 系 ( 包 括 空 
间 直 角 坐 标 系 ) 下 ,由 于 仿 射 坐标 变换 和 它 的 逆 变 换 
都 是 一 次 的 ,曲面 的 方程 f(x,y,z) 二 0 经 仿 射 变换 
可 以 变 为 

f (cux Foy” 十 cl3z thy ena 十 czzy 

tena Fhan "onay ey Fhad =i; 
于 是 得 到 关于 a y ,之 的 方程 ga’ (y ,z/)-—0. M 
f Ges yz ERMA RBA Sg Ge iy 2 ) 仍 然 是 


代数 式 或 超越 式 , 而 且 代 数 方程 可 化 简 为 整 式 方程 . 


可 见 曲 面 的 方程 的 代数 性 或 超越 性 ,以 及 整 式 方程 
的 次 数 都 不 因 仿 射 坐 标 系 选取 的 不 同 而 改变 ,这 些 
都 是 曲面 固有 的 不 变性 质 . 因 此 ,在 空间 仿 射 坐标 系 
下 ,曲面 可 以 按 其 方程 进行 分 类 . BH ELO 77 EE ON n 
次 整 式 方程 , 它 所 表示 的 曲面 就 称 为 次 曲面 ; 石 为 
代数 方程 , 则 它 表 示 的 曲面 称 为 代数 曲面 , 非 代 数 曲 
面 称 为 超越 曲面 . 

n 次 曲面 (n-degree surface) 
类 ”. 

代数 曲面 (algebraic surface) 
- 

超越 曲面 (transcendental surface) 
的 分 类 ”. 

Æ Ce H TH] (pedal surface) 
JV Er 3E 28 E- 8 He pip qp. A AP ER E 


到 十 次 十 所 一 1 

a b C 
的 中 心 到 它 的 切 平 面 作 垂 线 , 垂 足 的 轨迹 是 四 次 曲 
E rtty +2? — a? x! toy te. Y H IB A 3E 


见 “ 曲 面 的 分 


见 “ 曲 面 的 分 


Ji," 曲面 


曲面 的 一 种 类 型 . 


ii E th HE Bi ph] 2X, He A. SEV H Fresnel, A. J. ) 
在 研究 光波 衍射 的 规律 时 所 建立 的 波动 曲面 理论 中 
给 出 了 垂 足 曲面 的 概念 . 

菲 涅 耳 弹 性 曲面 (Fresnel elastic surface) BP 
“ 垂 足 曲面 ”. 

柱 面 (cylindrical surface) 一 种 特殊 曲面 . 指 
平行 于 某 定 方向 v 且 与 定 曲 线 荆 相交 的 所 有 直线 构 
成 的 曲面 . 曲线 古称 为 它 的 准 线 或 导线 ,构成 杜 面 
的 每 一 条 直线 称 为 它 的 母线 . 柱 面 被 它 的 准 线 及 母 
线 方向 完全 确定 ,但 准 线 并 不 是 惟一 的 ,与 柱 面 的 所 
有 母线 都 相交 的 任何 一 条 曲线 和 展 可 以 取 作 该 柱 面 的 
准 线 . 在 空间 仿 射 坐标 系 Oxyz PAE BEAR 
[8] JJ vi :v2:vV3, 惟 线 厂 的 方程 为 

Fi(r,y,2)—0, 
on = 0. 
则 过 准 线 上 一 点 Mo Cro» yo ,zo) 的 母线 方程 为 
t= mxyd- oU, y— Mt Vets FZ = zd vst. 
因此 , 柱 面 的 方程 可 由 方程 组 
hl 5 
| vt) = 0 
消去 参数 上 而 得 到 . 特别 地 aE oY BEART Fz 
轴 , 准 线 是 zy 坐标 面 内 的 平面 曲线 f Cr. y) = 0, B] 
此 柱 面 的 方程 为 f(x,y) 二 0. 换 句 话 说 ,在 空间 直角 
坐标 系 中 , 缺 一 个 变 元 的 方程 f(x,y) 二 0,g(y,z) 
二 0 或 h(r,z) 二 0 分 别 表示 母线 平行 于 zz 轴 、z 轴 
或 y 轴 的 柱 面 . SHER NBR EN 
we 
母线 的 方向 为 v1:v;:v3, 则 柱 面 的 参数 方程 为 
t = f(t) + vu, 


Fox =< Vits Y == Vol 42 m 


y= gt) + vu, 
z = h(t) + vu. 
TE TEL B 7E £€ (directrix of a cylindrical surface) 
见 “ 柱 面 ”. 
柱 面 的 导线 (derived line of a cylindrical sur- 
face)” 见 “ 柱 面 ”. 
柱 面 的 母线 (generating line of cylindrical sur- 
face) JL“ HER”. 
# St 4t TA (projecting cylinder) 柱 面 的 一 种 . 
过 曲线 上 各 点 作 平 行 于 某 一 方向 的 直线 ,所 有 这 些 
直线 构成 的 柱 面 , 称 为 该 曲线 沿 某 一 方向 的 投射 柱 
面 . 在 空间 直角 坐标 系 下 , 治 某 一 坐标 轴 的 方向 , 曲 
线 的 投射 柱 面 的 方程 中 , 缺 一 个 变数 ,研究 空间 曲线 
常用 这 类 二 元 方程 .例如 ,对 于 空间 曲线 
22 十 光一 4z 一 4y， 
z’*+3y+8z=12y, 
分 别 消去 两 个 方程 中 的 y,z 得 曲线 的 投射 柱 面 方 
T£ 2° —4z=0, x+y = 4y. 从 而 知道 所 给 曲线 是 圆 


E mp E; zs je) Hh £& 


柱 面 z^ (y — 22! —4 SWE x’ —4z 的 交 线 . 
这 时 容易 将 曲线 的 普通 方程 化 为 参数 方程 
r = (2 cos0,2 + 2 sin@,cos’@). 

二 次 柱 面 (quadric cylinder surface) 一 类 特 
殊 曲 面 . 指 方程 是 二 次 的 柱 面 .在 空间 直角 坐标 系 
中 ,方程 

le nl 
的 图 形 分 别称 为 椭圆 柱 面 \ 双 曲 柱 面 \ 抛 物 柱 面 ( 如 
图 ), 统 称 二 次 柱 面 .它们 的 母线 平行 于 xz HH ERR E 


TE Oxy 平面 上 的 椭圆 、 双 曲线 .抛物 线 . 
w [3] E TRI Celliptie cylinder surface) 
柱 面 ”. 
双 曲 柱 面 (hyperbolic cylindrical surface) 见 
“二 次 柱 面 ”. 
”抛物 柱 面 (parabolic cylindrical surface) J 
“二 次 柱 面 ”. 
锥 面 (conical surface) 一 种 特殊 曲面 . 指 以 顶 
点 作为 对 称 中 心 的 曲面 . FH Hl X D 的 各 点 与 不 在 芽 
上 的 定点 V 连结 的 直线 所 构成 的 曲面 . 点 了 称 为 锥 
面 的 项 点 . 曲线 荆 称 为 锥 面 的 准 线 或 导线 ,构成 锥 
面 的 每 一 根 直 线 称 为 母线 . 在 空间 仿 射 坐标 系 Oxyz 
中 , 设 锥 面 的 准 线 工 的 方程 为 
F (XY 5Z) = 0; 
FRAG AZ) 505 
ABA HR V Go yos 20) MER E TE XR — A 
(X,Y,Z) 的 直线 ( 锥 面 的 母线 ) 的 方程 是 
ae ia cee T 
由 (1),(2) 消 去 X,Y,2Z 即 得 锥 面 的 普通 方程 . 在 空 
间 仿 射 坐 标 系 中 ,三 元 的 齐 次 方程 FG, y 220 
(对 于 任意 正 实数 t, 有 F Om ty te) =t’F (ry, 
z)), 它 所 表示 的 曲面 (包含 原点 ) 一 定 是 以 原点 为 顶 
点 的 锥 面 . 反之 顶点 位 于 原点 的 锥 面 可 以 用 zyz 
的 齐 次 方程 表示 . 顶点 位 于 《xo,yo,zo) 的 锥 面 可 以 
用 关于 x 一 xo,y 一 yo，z 一 zo 的 齐 次 方程 表示 . FE 
面 的 准 线 方程 为 r 一 (zx) ,顶点 ro 一 Cos Yos Zo) s M 
锥 面 的 向 量 式 方程 为 r=ro 十 vf (wu). 
锥 面 的 顶点 (vertex of a conical surface) J 
“ 锥 面 ” 


“xx 


(1) 
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空间 解析 几何 


锥 面 的 准 线 (directrix of a conical surface) T 
“ 锥 面 
锥 面 的 母线 (generating line of a conical sur- 

Sh” FE TAL”. 

二 次 锥 面 (quadric conical surface) 一 种 特殊 
的 二 次 曲面 . 指 方程 是 二 次 的 锥 面 . 在 空间 直角 坐标 
系 下 ,关于 x 一 4,y 一 6,;z 一 c 的 齐 次 二 次 方程 所 表示 
的 曲面 是 以 (ae,2,c) 为 顶点 的 二 次 锥 面 . 例如 ,方程 
aj X^ Hany d- a3327 + 2a xy t 2a141z t 285) yz — O 就 
表示 以 原点 为 项 点 的 二 次 锥 面 , 它 与 平面 z= 二 1 的 交 
线 一 般 是 二 次 曲线 ,可 以 作为 这 锥 面 的 准 线 . 

BK (sphere) 见 本 卷 《 立 体 几 何 》 同 名 条 . 球 
面 是 三 主轴 相等 的 椭 球 面 . 其 方程 参见 “ 椭 球 面 ”. 

椭 球 面 (ellipsoid) JN Ak HH Al rig. 一 种 重要 的 
二 次 曲面 .在 空间 直角 坐标 系 中 ,由 方程 


face) 


ey Eq 
ae E e 
Fr fü xE A] BE EI ER JPG EK 


面 , 式 中 a, b,c 是 正 的 
常数 . 椭 球 面 关于 三 个 
坐标 面 、 三 条 坐标 轴 和 
坐标 原点 都 对 称 . 两 两 
垂直 的 三 个 对 称 平面 和 
三 条 对 称 轴 分 别称 为 椭 
球面 的 主 径 面 和 主轴 . 
椭 球 面 与 主轴 的 六 个 交点 (十 a,0,0),(0, 土 6,0)， 
(0,0, 士 c) 称 为 椭 球 面 的 顶点 . 三 条 主轴 上 以 两 个 项 
点 为 站 点 的 线段 按 长 得 依次 称 为 长 轴 、 中 轴 和 短 轴 . 
三 轴 长 度 互 不 相等 的 椭 球 面 称 为 三 轴 椭 球面 . 两 轴 长 
度 相等 的 椭 球 面 称 为 旋转 椭 球 面 , 它 又 分 为 长 球面 Ca 
>b=c) ARERR Ca — 02-0). 三 轴 长 度 相等 的 椭 球 面 
就 是 球面 . 椭 球 面 上 与 任 一 主 径 面 平行 的 截 口 曲线 是 
一 族 相似 的 椭圆 (离心 率 相 同 ). 椭 球 面 的 参数 方程 为 
t = acosgcos 8, 


y = bcos gsinQ, 
z = csing, 
式 中 参数 OCIO ).o€|—2x/2./2)]. 
椭圆 面 (surface of an ellipse) BI WB EK MI ". 
AA xk ri mJ :xE 4 Tli (principal diametral plane of a 
ellipsoid ) W “ARER M ”. 
H6 EK mu HJ E $A (principal axis of a ellipsoid) 
见 “ 椭 球面 ” 


WEEK HATA A (vertex of a ellipsoid) J “fRER 
mm". 

= Sh ABER HM (three-axes ellipsoid) Ji, “FA EK 
mm. 

fe 6 #6 EK A (revolution ellipsoid) 1 “Ha EK 
my”. 
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单 叶 双 曲 面 (hyperboloid of one sheet) 一 种 
重要 的 二 次 曲面 . 在 空间 直角 坐标 系 中 ,由 方程 


2 2 2 


并 和 a 
a? b? c? 
所 确定 的 曲面 称 为 单 叶 双 曲 


面 , 式 中 asbsc 是 正 的 常数 . 
特别 当 a—5 时 , 称 为 旋转 单 
叶 双 曲面 . 单 叶 双 曲 面 关 于 三 
个 坐标 平面 .三 条 坐标 轴 和 坐 
标 原 点 都 对 称 . 两 两 垂直 的 三 
个 对 称 平面 和 三 条 对 称 轴 分 
别称 为 单 叶 双 曲 面 的 主 径 面 
和 主轴 . 单 叶 双 曲 面 与 主轴 有 四 个 交点 ( 士 a,0,0) 和 
(0, 士 ,0) 称 为 单 叶 双 曲面 的 顶点 . 与 Oxy 坐标 面 
的 交 线 是 椭圆 


称 为 单 叶 双 曲面 的 腰 椭 圆 或 咽喉 椭圆 . 单 叶 双 曲面 上 
与 腰 椭 圆 平行 的 截 口 是 一 族 相 似 的 椭圆 . 腰 椭 圆 是 这 
族 椭圆 中 最 小 的 . 单 叶 双 曲 面 上 有 两 族 直 和 母线 ,同一 
族 的 任意 两 条 直 和 母线 总 异 面 ,异族 的 两 条 直 和 母线 总 共 
面 . 经 过 单 叶 双 曲面 上 任意 一 点 ,在 两 族 中 各 有 一 条 
BAER. 同一 族 的 任意 三 条 直 和 母线 不 平行 于 同一 个 平 
面 , 与 任意 三 条 两 两 异 面 且 不 平行 同一 平面 的 直线 皆 
相交 的 所 有 直线 构成 一 个 单 叶 双 曲 面 . 单 叶 双 曲面 


r* y? z^ 


SUB S 
的 两 族 直 母 线 的 方程 是 
A ec -4i-i. 
iC MC NE MET 
s PM Meg 
z[ 三 一 全 |] = | ix. 


AP A, 及 ,py 是 不 同时 为 零 的 任意 一 对 实数 . 单 
叶 双 曲面 的 参数 方程 为 
X=asecucosv, 
ne 
z--ctanu. 

旋转 单 叶 双 曲 面 (hyperboloid of revolution of 
one sheet) ” 见 “ 单 叶 双 曲面 ”. 

5& pt X dh T Hy X f$ m (principal diametral 
plane of hyperboloid of one sheet) JU“ 0+ ox H 
m. 

% H XX da m By SE A principal axis of hyper- 
boloid of one sheet) J“ £& HF XX Bl ih”. 


单 叶 双 曲 面 的 顶点 (vertex of hyperboloid of 
one sheet)” 见 “ 单 叶 双 曲 面 ”. 

单 叶 双 曲 面 的 腰 椭 圆 (central ellipse of hyper- 
boloid of one sheet) 见 “ 单 叶 双 曲面 ” 

双 叶 双 曲 面 (hyperboloid of two sheets) 一 种 
重要 的 二 次 曲面 .在 空间 直角 坐标 系 中 ,由 方程 


所 确定 的 曲面 称 为 双 叶 双 曲 面 , 式 中 ap,c 是 正 的 
常数 . 特别 当 a — b 时 , 称 为 旋 
转 双 叶 双 曲面 . 双 叶 双 曲 面 关 
于 三 个 坐标 平面 、 三 条 坐标 轴 
以 及 坐标 原点 都 对 称 , 两 两 垂 
直 的 三 个 对 称 平 面 和 三 条 对 
称 轴 分 别称 为 双 叶 双 曲 面 的 
主 径 面 和 主轴 , 双 叶 双 曲 面 与 
主轴 有 两 个 交点 (0,0, 土 c)， 
称 为 双 叶 双 曲 面 的 项 点 . 双 叶 
双 曲 面 的 参数 方程 为 


| = atanucosv, 


y = btanusinv, 
z — csecu. 

旋转 双 叶 双 曲 面 (hyperboloid of revolution of 
two sheets) 见 “ 双 叶 双 曲面 ” 

双 叶 双 曲 面 的 主 径 面 (Cprincipal diametral 
plane of hyperboloid of two sheets) Ji “XX v Xx HA 
m. 

XX nr XX dH m dg x 8B principal axis of hyper- 
boloid of two sheets) 见 “ 双 叶 双 曲面 ” 

X mt XX. dB T BJ TUI UR (vertex of hyperboloid of 
two sheet) Ul, Xx n xx Him”. 

WH Chyperboloid) 单 叶 双 曲 面 和 双 叶 双 
曲面 的 统称 . 

XX H T EH) Er gE TBI (asymptotic conical surface 
of hyperboloid) 刻画 双 曲 面 形 状 的 锥 面 . 由 经 过 
双 曲 面 中 心 的 双 曲 面 的 渐 近 线 所 组 成 的 锥 面 . 双 曲 
面 族 


a? i p c? ~ 
(参数 KAO) A 4 fE B Ai I HE Tq 
2 2 2 
Seg- 
蒙 日 球面 (Monge sphere) 与 中 心 二 次 曲面 有 


关 的 一 个 球面 . 中 心 二 次 曲面 ax + by’? ez! —1 的 
三 个 两 两 垂直 的 切 平 面 的 交点 轨迹 称 为 月 日 球面 . 
其 方程 为 

BS ee ae 1 T 


1 ] 
F co 


曲面 与 空间 曲线 


蒙 日 (Monge,G. ) 于 1802 年 ,在 巴黎 多 科 工 艺 学 校 

学 报 上 发 表 的 论文 中 给 出 了 这 个 轨迹 . 
椭圆 抛物 面 (elliptic paraboloid) 

二 次 曲面 . 在 空间 直角 坐标 系 中 ,由 方程 


ge 2 
ge ee 


所 确定 的 曲面 , 式 中 a,b 是 正 
的 常数 . 特别 当 < 一 2 时, 称 为 
旋转 抛物 面 . 它 常 用 于 微波 天 
线 的 反射 曲面 和 军事 探照灯 、 
汽车 前 灯 的 反光 镜面 . 椭圆 抛 
物 面 关于 两 个 坐标 面 Oxy, 
Oyz 都 对 称 , 关 于 > 轴 也 对 
称 . 分 别称 它们 为 椭圆 抛物 面 
的 主 径 面 和 主轴 . 与 某 一 主 径 
面 平行 的 截 口 是 全 等 的 抛物 
线 . 因 此 可 以 把 椭圆 抛物 面 看 做 是 平移 抛物 线 ,使 它 
的 顶点 始终 位 于 另 一 条 与 它 开 口 方向 相同 且 不 共 面 
的 抛物 线 上 而 产生 的 . 椭圆 抛物 面 的 参数 方程 为 

x =alu + v), y=bt—v),2=v4+ 0’ 


一 种 重要 的 


或 z= au, y = bv, z = LT. 

旋转 抛物 面 (paraboloid of revolution) 
圆 抛物 面 ” 

He [E] $5 Y» m AY = 7  Cprincipal diametral 
plane of elliptic paraboloid) JU“ 3985 [5] fu, 7 mh”. 

椭圆 抛物 面 的 主轴 《principal axis of elliptic 
paraboloid)” 见 “椭圆 抛物 面 ”. 

双 曲 抛物 面 (hyperbolic paraboloid) 亦 称 马 
Bp. 一 种 重要 的 二 次 曲面 . 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 
由 方程 


VA 


所 确定 的 曲面 , 称 为 双 
曲 抛 物 面 . 式 中 ac,2 是 
正 的 常数 . 曲面 关于 坐 
标 面 Ozy,Oyz 都 对 称 ， 
关于 z 轴 也 对 称 , 分 别 
称 它 们 为 双 曲 抛物 面 
的 主 径 面 和 主轴 . 与 某 一 主 径 面 平行 的 截 口 是 全 等 
的 抛物 线 .因此 ,可 以 把 双 曲 抛物 面 看 做 是 平移 抛物 
线 ,使 它 的 顶点 始终 位 于 另 一 条 与 它 开 口 方向 相反 
且 不 共 面 的 抛物 线 上 而 产生 的 . 双 曲 抛物 面 上 有 两 
族 直 母 线 , 同 一 族 的 任意 两 条 直 母 线 总 异 面 . 异族 的 
两 条 直 母 线 总 相交 . 经 过 双 曲 抛物 面 上 任意 一 点 ,在 
两 族 中 各 有 一 条 直 母 线 . 同一 族 的 所 有 直 母 线 都 平 
行 于 同一 个 平面 . 与 任意 三 条 两 两 异 面 且 平行 于 同 
一 平面 的 直线 缘 相 交 的 所 有 直线 构成 一 个 双 曲 抛物 
Sil 


= m 


空间 解析 几何 


面 . 双 曲 抛物 面 
22 y! 
mum 29 
的 两 族 直 母 线 的 方程 是 
T 
Mew 
x y\ 
À z ž]=z 
Tol —2g, 
a b 
及 x 
A Li 


AP 4,p 为 任意 实数 . 互相 垂直 的 直 母 线 的 交点 位 
于 平面 z=’ —a’)/2 A. 双 曲 抛物 面 的 参数 方程 
为 

z—2uv. 


即 “ 双 曲 抛物 


x=alutv), y=blu-v), 

U $ m (hyperbolic paraboloid) 
H”. 

双 曲 抛物 面 的 主 径 面 (principal diametral 
plane of hyperbolic paraboloid) 见 “ 双 曲 抛物 面 ”. 

双 曲 抛物 面 的 主轴 (principal axis of hyperbol- 
ic paraboloid) Ji“ XH wim”. 

抛物 面 (paraboloid) 一 类 重要 的 二 次 曲面 . 即 
椭圆 抛物 面 与 双 曲 抛物 面 的 统称 . | 

共 焦 二 次 曲面 族 (family of confocal quadric 
surface) 一 个 有 重要 意义 的 二 次 曲面 族 . 在 空间 
直角 坐标 系 中 ,由 方程 

r? 2 g? 
2 ca i e 
表示 的 一 族 有 心 二 次 曲面 称 为 共 焦 二 次 曲面 族 , 其 
中 a>b>c>0,A 为 参数 . 24 A€ (一 co,c) 时 ,表示 椭 
EK [8] ; 4 AC (c,5) 时 ,表示 单 叶 双 曲 面 ; 当 AE€ (osa) 
时 ,表示 双 叶 双 曲 面 . 作为 极限 情况 的 椭圆 
x? y? 
a—c b—c i 


和 双 曲 线 


z—0(A—c) 


a=b b—c 
称 为 这 族 二 次 曲面 的 焦点 二 次 曲线 ( 焦 椭 圆 和 焦 双 
曲线 ). 共 焦 二 次 曲面 族 构成 正 交 系 . 这 就 是 说 :过 空 
间 各 点 (x,，y,z)( 关 0) 必 有 族 中 的 三 个 曲面 ,它们 分 
别 是 单 叶 双 曲 面 , 双 叶 双 曲 面 和 椭 球 面 . 而 且 它 们 在 
这 点 两 两 正 交 (参见 “ 椭 球 坐标 ”). 
焦点 二 次 曲线 (focal conic)” 见 “ 共 焦 二 次 曲面 
族 ”. | 
旋转 曲面 (surface of revolution) 一 种 由 旋转 
而 产生 的 曲面 .一 平面 曲线 绕 与 它 共 面 的 直线 旋转 
一 周 所 产生 的 曲面 称 为 旋转 曲面 .曲线 称 为 旋转 曲 
面 的 母线 . 直线 称 为 旋转 轴 ,或 简称 轴 . 旋转 曲面 被 
SoZ 


以 轴 为 边界 的 每 个 半 平 面 所 截 得 的 截 线 称 为 经 线 
(或 子午 线 ). 垂直 于 旋转 轴 的 每 个 平面 与 旋转 曲面 
的 交 线 称 为 纬 线 ( 或 纬 圆 ), 经 线 亦 可 作为 旋转 曲面 
的 母线 . 在 空间 直角 坐标 系 Ozyz 中 ,通常 取 旋 转轴 
作为 > 轴 . 设 这 时 旋转 曲面 与 zz 平面 相交 的 经 线 在 
平面 坐标 系 Ozz 中 的 方程 是 已 (zy,z) 王 0, 则 旋转 曲 
面 的 方程 就 是 
F CE V x! 4 y! ,2) —0. 

旋转 曲面 的 母线 (generating line of surface of 
revolution)” 见 “旋转 曲面 ”. 

旋转 轴 (axis of revolution) Ji “mess Him”. 

4 fl (parallel circles) 旋转 曲面 上 的 一 组 圆 . 
指 旋 转 曲面 的 纬 线 . 见 “ 旋 转 曲 面 ”. 

子午 线 (meridian) 旋转 曲面 的 经 线 . 见 “ 旋 转 
曲面 ”. 参见 本 卷 《 球 面 几何 ) 同 名 条 . 

圆 环 面 (torus) ”简称 环 面 ,旋转 曲面 的 一 种 . 
一 个 圆 C 以 它 所 在 的 平面 上 不 与 其 相交 的 直线 为 
轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲 
面 . 圆 C 上 的 点 绕 轴 旋 
转 时 生成 的 圆 称 为 环 面 
的 平行 圆 或 纬 圆 . 圆 C 
绕 轴 旋转 时 的 每 一 位 置 
圆 称 为 环 面 的 子午 圆 或 
经 圆 . 圆 C 的 中 心 画 出 * 

的 圆 称 为 环 面 的 基本 圆 . 取 旋 转轴 为 = 轴 建 立 空间 
直角 坐标 系 , 让 轴 通 过 圆心 , 设 圆 C 的 方程 为 
(pte cp e 
N = 0, 


则 圆 环 面 的 参数 方程 为 
x=(c+rcosf)cos p, 
[rm cores 
z=rsing, 
普通 方程 为 
Cee ty te2te?—r’?)?=4e7 Cr’ + y*). 
圆 环 面 的 表面 积 S=47irc. 圆 环 面 围 成 的 体积 
Ve 

环 面 (torus) [Al PR gi Ba p. 

圆 环 面 的 平行 圆 (parallel circles of torus) W, 
“RR”. 

圆 环 面 的 基本 圆 (toroidal fundamental circles) 
^mm. 

EK tb Berd (Mobius strip) 最早 发 现 的 单 侧 
(有 界 的 ) 曲 面 . 这 个 曲面 是 将 长 方形 ABCD 的 对 边 
4 号 与 CD 扭转 粘 合 (4 5S C 重合 ,B 与 DD 重合 ) 而 
得 到 的 . 如 图 所 示 , 默 比 乌 斯 带 也 可 以 看 做 是 将 xOz 
坐标 面 上 的 线段 AB Cr =a, —b<iz<b) B z 轴 旋 
转 , 同 时 让 线段 AB 绕 中 点 G 旋转 ,使 得 当 线 段 OG 


tezh T Ault, ABBAS CRA u/2. 这 样 当 GG 
绕 z 轴 和 运动 一 周 时 ,4B RA Sie. Atm oR 
比 乌 斯 带 . 其 参数 方程 为 


" u 
E 4 二 VsSin 7 COS 4 


sinu (Oxcusc2m), 


. u 
a+vsin > 


y= 


(—b<v<b). 


UCOS a 
z= — 
2 


该 曲面 是 默 比 乌 斯 (M6bius,A.F. ) 于 1858 年 提出 
的 , 故 名 默 比 乌 斯 带 . 


维 维 亚 尼 曲 线 (Viviani curve) 一 种 特殊 曲 
线 .球面 x 十 y: 十 z* —a? 与 圆柱 面 xy —ar-0 
的 交 线 . 它 的 参数 方程 可 写作 
r(t)=(a cos?0,a cos 0 sin 9,a sin0),0€ [0,2m ]. 
是 由 球面 上 经 度 与 纬度 相 
等 或 成 相反 数 的 点 组 成 
Ay. 维 维 亚 尼 (Viviani， 
V. ) 在 整理 和 修复 佛 罗 伦 
萨 图 书馆 所 藏 的 东方 学 者 
对 阿波 罗 尼 奥 斯 (Apollo- CST 
nius , (P)) 所 著 《 圆 锥 曲线 
论 光 5 卷 的 评注 时 ,于 1692 年 正式 提出 了 佛 罗 伦 
萨 之 迷 : 求 一 个 教堂 的 半球 形 屋顶 的 面积 ,在 屋顶 的 
四 面 挖 去 相同 的 圆 孔 形 窗户 ,此 即 球面 与 两 个 柱 面 
的 交 线 ,这 个 问题 曾经 引起 过 许多 数学 家 如 约翰 第 
一 。 伯 努 利 (Bernoulli,Johann I 2, KA) Ep Wallis, 
J. ) 和 洛 必 达 (L'Hospital,G.-F. -A. de) H Æ X, $F 
别 是 早 在 1689 F, 3 AG JE X (Leibniz, G. W. ) 还 从 
德国 到 意大利 去 会 见 维 维 亚 尼 , 并 用 积分 法 给 出 此 
问题 的 解法 ， 
圆 形 截 线 (circular section) 一 种 特殊 截 线 . 蔡 
存在 一 族 平行 平面 ,它们 与 二 次 曲面 的 交 线 为 圆 , 则 
称 这 些 交 线 为 圆 形 截 线 . 这 族 平面 中 若 有 与 曲面 相 
切 的 , 则 切 点 就 是 二 次 曲面 的 圆 点 . 例如 , 顶 球 面 
E e REY eeu 
> OE. > 
与 两 个 平面 
e 
p^. a 
的 交 线 是 两 个 圆 


ee ee 
a y 


2 — 
之 


x£ — 


曲面 与 空间 曲线 


(人 Z 
b æ c B 
Z2 十 多 十 z2 一 02. 


所 以 ,三 轴 椭 球面 存在 两 族 平行 的 圆 形 截 线 ,有 四 个 
圆 点 .长 球面 和 局 球面 仅 有 两 个 圆 点 ,球面 上 每 一 点 
都 是 圆 点 . 又 如 单 叶 双 曲 面 


2 +%-2=1a>0>0) 
与 两 个 平面 
—— 
的 交 线 是 圆 ; 双 叶 双 曲面 
£4+%-2=-1>6>0) 
与 两 个 平面 
让 


平行 的 截 口 也 是 圆 . 因此 ,它们 有 且 仅 有 两 族 平行 的 
圆 形 截 线 , 双 叶 双 曲面 上 有 四 个 圆 点 , 单 叶 双 曲 面 上 
没有 圆 点 ,而 当 a=b 时 ,旋转 双 曲 面 上 只 有 一 族 平 
行 的 圆 形 截 线 . 再 如 椭圆 抛物 面 

LÀ = 2a >b>0) 


与 两 个 平面 


的 交 线 也 是 圆 ,可 见 它 有 两 族 平 行 的 圆 形 截 线 , 有 两 
TAR. MS a=b 时 ,旋转 抛物 面 x 十 y= 二 2pz 上 
仅 有 一 族 平行 的 圆 形 截 线 和 一 个 圆 点 . 


撰 A 马 振江 ELF ERR KA 左 狂 如 
BE XE ME Re 徐 源 富 
谢 文 果 
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9) 等 


初等 数论 (elementary number theory) ”数论 
的 基础 部 分 , 常 限于 用 初等 数学 的 方法 ,而 不 借助 于 
其 他 数学 工具 ,去 研究 整数 性 质 . 它 主 要 包括 :整除 
理论 ,不定 方程 . 同 余 式 和 连 分 数 等 . 

时 在 公元 前 3 世纪 的 古 希腊 时 代 , 欧 几 里 得 
(Euclid) Er E 几何 原 本 》 一 书 中 就 记载 了 对 素数 无 
限 性 的 证 明 .整数 的 因数 分 解 . 求 两 个 正 整数 最 大 公 
因数 的 思 转 相 除 法 .关于 完满 数 的 一 个 著名 定理 等 . 
此 外 ,还 有 埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 , 阿 基 米 德 
(Archimedes) fl = Æ B| (Diophantus ) 对 不 定 方 程 的 
研究 等 . 在 数论 发 展 史上 , 费 马 (Fermat,P. de), $ 
Wr (Gauss, C. F. ) AK A| Æ H (Dirichlet, P. G. L. ) 
等 都 做 出 了 贡献 . 

中 国 古 代 在 初等 数论 方面 也 有 过 光辉 的 成 就 ， 
例如 勾 股 定理 、 孙子 定理 (国外 称 为 中 国 剩余 定理 ) 
与 圆周 率 的 计算 结果 . 数论 也 是 中 国 近 代 发 展 得 最 
时 的 数学 分 支 之 一 ,从 20 世纪 30 年 代 开 始 ,在 解析 
数论 `. 丢 番 图 方程 一致 分 布 等 方面 都 有 过 贡献 . 华 
罗 庚 在 三 角 和 估计 与 堆 又 素数 论 方面 的 研究 , 陈 景 
润 对 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 ,都 走 在 数论 研究 的 前 沿 . 
在 初等 数论 中 , 常 采用 算术 推导 方法 来 论证 数论 命 
题 . 往往 首先 根据 一 些 感性 知识 ,提出 某 个 数学 猜 
想 , 然 后 予以 证 明 . 春 这 个 猜想 为 真 , 即 成 为 数论 中 
的 定理 ;者 这 个 猜想 不 成 立 , 即 被 否定 . 

数论 中 的 猜想 都 是 关于 判断 某 个 整数 性 质 的 命 
题 ,意义 常常 是 浅显 易 懂 的 ,但 其 证 明 却 往往 非常 困 
难 , 需 要 高 深 的 数学 工具 . 例如 , 哥 德 巴赫 猜想 、 费 马 
猜想 等 ,具有 初中 数学 知识 的 读者 ,都 能 明白 其 意 
义 , 但 是 ,这 些 问题 却 非 常 难 解 , 几 百 年 来 ,经 过 不 少 
数学 家 的 努力 都 尚未 彻底 解决 .尽管 如 此 ,数学 家 们 
在 这 方面 的 努力 不 是 徒劳 的 ,他 们 在 努力 证 明 猜 想 
的 过 程 中 ,引入 了 许多 新 的 数学 思想 ,创造 了 许多 新 
的 方法 和 概念 ,发 展 成 新 的 理论 ,从 而 推动 了 数论 以 
至 整个 数学 科学 向 前 发 展 . PL. ITE CS RAEAN 
计 和 组 合 论 的 重要 方法 ;研究 费 马 猜想 引入 的 理想 
BORE EBA BRA RL a AZ P8 43 PTS] X 
的 数学 领域 . 男 一 方面 ,其 他 各 数学 分 支 的 研究 成 果 
也 促进 着 数论 的 发 展 ,法 尔 廷 斯 (Faltings,G. ) 利 用 
代数 几何 的 成 就 证 明了 莫 德 尔 (Mordell,L.J. ) 提 出 
的 英 德 尔 猜想 ,从 而 使 费 马 猜想 的 研究 工作 前 进 了 
一 大 步 . 1995 年 , 怀 尔 斯 (Wiles,A. ) 终 于 完满 地 证 
明了 费 马 猜想 

初等 数论 是 思维 的 体操 ,能 锻炼 人 们 的 抽象 思 
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数 论 


维 能 力 和 逻辑 思维 能 力 , 随 着 科学 技术 的 发 展 ,在 当 
今 计算 机 时 代 和 信息 社会 ,在 计算 方法 ,密码 学 、 组 
合 数学 .通信 工程 .离散 控制 系统 等 许多 领域 都 有 广 
泛 的 应 用 . 所 以 ,初等 数论 不 仅 是 数学 工作 者 ,而 且 
也 是 许多 从 事 应 用 和 实际 工作 的 工程 技术 人 员 所 不 
可 缺少 的 数学 知识 . 


整除 (divisibility) 初等 数论 的 基本 概念 之 一 . 
WV a.b 为 整数 ,2 天 0, 如 果 存 在 整数 c. E1 abc 成 
立 , 则 称 5 BESEBR za, 记 为 la; 否则, 称 2 不 能 整除 
a, ity bla. 4b BESEER a FE LER ba 的 因数 ( 约 数 
或 因子 ) ,a 称 为 6 的 倍数 . 当 5 是 a 的 因数 , 且 满 足 
1<b6< lal. X f o 是 a 的 真 因数 (或 称 真 约 数 、 真 
因子 ). 对 于 任何 整数 a, EUR CH Ja Cua) | a. BD 
+1, ta Ea 的 因数 . 称 土 1 Ata 是 a 的 平凡 因 
数 , 或 称 a 的 当然 因数 .整除 的 概念 是 初等 数论 的 起 
源 与 核心 内 容 ( 参 见 本 卷 《 算 术 》 中 的 “ 带 余 除法 ”). 


因数 (factor) WMR”. 
约 数 (divisor)” 见 “整除 ”. 
AF (actor) WRR”. 
f=#F (multiple) 见 “ 整 除 ”. 


真 因数 (proper factor) 见 “ 整 除 ”, 


真 约 数 (proper divisor) WAR”. 
BAF (proper factor) “IR”. 


整除 的 性 质 (properties of exact division) X 
于 整除 的 基本 性 质 , 是 整除 理论 的 重要 内 容 之 一 . 设 
a.b.,c.d,m,.n 都 是 整数 , 且 4 天 0, 由 整除 的 定义 出 
发 , 数 的 整除 有 如 下 一 些 性 质 : 


l. a a | b, W la | |^] ,从 而 每 个 非 零 整 数 的 因 
子 只 有 有 限 多 个 . 

2. Æ a |b, Mj ca |cb. 

3. Æ a | 6, Wl] albc. 

4. Ei alb, Mi |a | t |o]. 

5. & albsc|d, W] ac | od. 

6.3 alb, b c.l] ale. 

7.3 alb, bla, W] a= +b. 

8. # alb, H bA0, W| b/a |b. 

9. Zr albsale. Wl] a | Cbm-- cn). 


10. £i a |b; (1 二 1,2,…,n), 则 


Ge b,). 


a 


非 负 最 小 剩余 Cnonnegative least residue) 7X 
论 的 基本 概念 之 一 . 设 a,b 是 两 个 整数 ,其 中 00, 
则 存在 两 个 惟一 的 整数 g 及 r, 使 得 a= 二 bq 十 r(0 志 7r 
DL. VR q 为 & 被 2 除 的 不 完全 商 ; 称 > 为 a 被 
b 除 的 余数 ,也 称 > 为 非 负 最 小 剩余 , 记 为 (a),==x. 
常设 5 二 0. 在 不 致 引 起 混淆 的 情况 下 , GO, 中 的 2 
常 略 去 不 写 . 非 负 最 小 剩余 有 下 面 的 性 质 ( 各 式 中 
Q1yQ2，O 都 是 整数 , 且 b>0,b 略 去 未 写 ) : 

1. 两 个 整数 和 的 非 负 最 小 剩余 ,等 于 这 两 个 整 
数 各 自 的 非 负 最 小 剩余 的 和 的 非 负 最 小 剩余 , 即 

(a, tas) — CXQu 2 tH (a9) ). 

2. 两 个 整数 差 的 非 负 最 小 剩余 ,等 于 这 两 个 整 

数 各 自 的 非 负 最 小 剩余 的 差 的 非 负 最 小 剩余 , 即 
(arm d: = (C(ai? dr, 

3. 两 个 整数 积 的 非 负 最 小 剩余 ,等 于 这 两 个 整 

数 各 自 的 非 负 最 小 剩余 的 积 的 非 负 最 小 剩余 , 即 
(2145) — (<a) (az?) 

公 因 数 (common factor) ” 亦 称 公约 数 . 初等 数 
论 的 基本 概念 之 一 . 指 能 同时 整除 几 个 整数 的 数 . 设 
aa ya J& n A SEC (On 20 ,如果 正 整 数 4 EE 
们 中 每 一 个 数 的 因数 , 即 41a;(i 二 1,2,…,n), 那 么 4 
就 称 为 C19229 *** $0, 的 公 因 数 . 因为 任 一 个 a; =l, 
2,… ,7) 的 因数 只 有 有 限 个 ,所 以 C19C2， ”Cn 的 公 
因数 也 只 有 有 限 个 . 

c EB greatest common factor) 亦 称 
最 大 公约 数 . 一 种 特殊 的 公 因 数 . 设 atya，…a 是 
n 个 整数 (2 之 2), 其 公 因 数 中 最 大 的 d 称 为 41:402» 
tà, 的 最 大 公 因 数 . 最 大 公 因 数 通 稼 用 圆 括 号 表 
不 ， 记 为 d= (ai saz," san). 最 大 公 因 数 有 以 下 性 质 . 

1. 415425 *** à, 的 最 大 公 因 数 , 是 这 组 数 的 其 他 
公 因 数 的 倍数 . 

2. (ai sas" san) — CCa a5 *** a, 12504). 

3. 存在 整数 st, 178 Ca b) — ast - bt 成 立 . 

4. 如 果 a b 都 是 大 于 1 的 正 整 数 ,它们 的 标准 
分 解 式 分别 为 a = pp peer po b= pu per po. KP 
Pim prop; TE 38 035,0; 0,0 1,2, 5239 dE 
T BL, MM Ca, b) = pi pes po. XP e; = min Ca, B.) 
(i 二 1,2,…,s). 这 个 性 质 可 以 推广 到 有 限 个 正 整数 
的 最 大 公 因 数 的 情形 . 

5. 4&3 (athkb,b) = (a,b) FAEM ERM a Los 
成 立 . 

求 一 组 正 整 数 的 最 大 公 因 数 的 方法 一 般 有 以 下 
三 种 : 

1. 根据 上 面 性 质 4 分 别 写 出 被 求 各 数 的 标准 分 
解 式 , 将 各 分 解 式 中 公有 的 素 因 数 写 出 ,每 一 素 因 数 
都 取 它 在 各 分 解 式 中 的 最 低 次 器 ,把 这 些 素 因 数 的 
FEA FE , BI 4S RAK Al. 


整数 的 整除 性 


2. BE SC TE. 在 可 整除 所 有 数 的 条 件 下 把 从 小 到 
大 的 素数 依次 作 除 数 去 除 ( 有 了 时 ,同一 个 素数 可 以 除 
若干 次 ) ,直到 被 除数 互 素 时 为 止 ,这 时 将 所 有 除数 
相 乘 的 积 就 是 最 大 公 因 数 . 

3. Bee FARK CS: DL“ HRS FARIA”). 正 整 数组 
dida» san 的 最 大 公 因 数 还 有 下 面 两 种 记 法 :G， 
C.D(Coaa)3G.C.FCalay，…ya). 

素数 (prime number) 亦 称 质 数 . 一 类 重要 的 
正 整数 . 指 不 存在 真 因数 的 大 于 1 的 自然 数 . 例如 
2,3,5,7,11,… 就 是 素数 . 在 素数 中 只 有 惟一 的 一 个 
偶 素 数 2, 其 他 都 是 奇 素数 . 有 真 因数 的 自然 数 称 为 
复合 数 , 简 称 合 数 . 根据 以 上 定义 ,全 体 自然 数 可 以 
分 为 三 类 : 

1. 1, 只 有 上 自然数 1 为 它 的 因数 . 

2. 素数 ,只 有 1 和 它 本 身 为 因数 . 

3. 合 数 , 除 有 1 和 它 本 身 为 因数 外 ,还 有 异 于 1 
和 本 身 的 真 因 数 . 

素数 有 如 下 一 些 性 质 : 

1. 如 果 a 是 一 个 大 于 1 的 整数 , 则 a 的 大 于 1 
的 最 小 因数 一 定 是 素数 . 

2. 每 一 个 复合 数 至 少 有 一 个 素 因数 

qx vn. 

3. i p 是 一 素数 ,a 是 任 一 个 整数 , 则 pla 或 
(a,p) 二 1, 二 者 必 居 其 一 . 

4. 设 p 是 素数 ,a;(i 二 1,2,…,n) 是 整数 , 若 


P Ila. 
则 请 至 少 能 整除 茶 一 个 a Akn). 


5. 如 果 2 十 1 是 素数 ,那么 mw 二 2". a F= 
十 1 的 数 称 为 费 马 数 . 

6. WR a? 一 1 是 素数 ,那么 a= 二 2, 是 p 为 素数 . 
形 如 M,=2?—1 的 数 称 为 梅森 数 , 当 M, 是 素数 时 
称 为 梅 穆 素数 . 

欧 几 里 得 (Euclid) 在 他 的 《几何 原本 》 中 就 已 证 
Bj ,素数 有 无 穷 多 个 .但 至 今 不 能 写 出 任意 大 的 素数 
来 , 亦 找 不 到 一 个 表达 素数 的 通 项 公式 . 1992 年 3 
月 ,英国 数学 家 在 原子 能 技术 研究 机 构 哈 韦 尔 实验 
所 ,借助 超级 计算 机 得 到 梅森 素数 人 
一 1, 这 是 个 有 227 832 位 数字 的 素数 . 

质数 (prime number) “HR”. 

合 数 (composite number) MRA”. 

偶数 (even number) ” 亦 称 双 数 .一 类 重要 的 整 
数 , 能 被 2 整除 的 整数 称 为 偶数 . 设 ”为 整数 ,偶数 
用 2n 表示 ,偶数 的 和 、 差 、 积 都 是 偶数 . 2 是 惟一 的 
偶 素数 ,其余 的 偶数 都 是 合 数 . 任何 一 个 非 零 正 偶数 
n SAT EAR A n= 2! Xm iX Hm 是正 奇数 ,& 是 
非 零 正 整数 . 0 FERRY (RL. E DRERI 2^ Xm 的 
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形式 . 任何 偶数 的 平方 总 能 被 4 整除 . 

双 数 (double number) ”有 即 “偶数 ”. 

E% leven prime number) 见 “ 偶 数 ”. 

育 数 (odd number) ” 亦 称 单数 .一 类 重要 的 整 
数 . 即 不 能 被 2 整除 的 整数 . 奇数 常 表示 为 2n+1 或 
Zn — l1. rr n di EC. 奇数 有 下 列 性 质 : 

1. 一 个 整数 的 个 位 数字 是 奇数 , 则 这 个 数 必 为 
奇数 . 其 逆 亦 真 . 

2. 两 个 奇数 的 和 或 差 必 为 偶数 . 

3. 两 个 奇数 的 乘积 仍 为 奇数 . 

4. 一 个 奇数 与 一 个 偶数 的 和 或 差 必 为 奇数 . 

. 一 个 奇数 与 一 个 偶数 的 乘积 必 为 偶数 . 

当 HFR, H ”之 3 时 ,8| 和 一 1 总 能 成 立 . 

对 任意 的 正 整 数 ”总 有 : | 

A ——35ueeOns- 1, (1) 

n? OF —n +1) + (n? — n +3) 
doses n ALN (2) 

上 面 的 (1) 式 说 明 :任何 一 个 整数 的 完全 平方 数 都 

可 表 为 从 数 1 起 的 ”个 连续 奇数 的 和 ;(2) 式 说 明 : 

任何 一 个 正 整 数 ”的 完全 立方 数 ,都 可 表 为 首 项 为 

n’ —n t1 和 末 项 为 到 十 2 一 1 的 2 个 连续 奇数 的 和 . 
单数 (odd number) 即 “ 奇 数 ”. 

BR (relatively prime) 初等 数论 的 基本 概念 
Ay (a, 9 CC29 44) — 1 , il fg Qj 25» *** » d, HR. 
整数 disas" 90 互 素 的 充分 必要 条 件 是 :存在 整数 
ti sto, tatus TB aiti tact, te-+a,t,=1. 

被 2( 或 5) 整 除 的 判别 (divisible criterion by 2 
(Cor 5)) 整除 的 常用 判别 方法 之 一 . 一 个 整数 能 被 
2( 或 5) 整除 的 充分 必要 条 件 是 :该 数 的 末 位 数字 能 
被 20 508€ p. 

被 3 整除 的 判别 (divisible criterion by 3) 3 
除 的 常用 判别 方法 之 一 .一 个 整数 能 被 3 整除 的 充 
分 必要 条 件 是 :该 数 的 各 个 数位 上 的 数字 之 和 能 被 
3 整除 . 

被 11 整除 的 判别 (divisible criterion by 11) 
整除 的 常用 判别 方法 之 一 . 一 个 整数 能 被 11 整除 的 
充分 必要 条 件 是 :该 数 的 奇 位 上 的 数字 和 与 偶 位 上 
的 数字 和 之 差 能 被 11 整除 . 

被 7,11,13 整除 的 判别 (divisible criterion by 7 
or 11 or 13) ”整除 的 常用 判别 方法 之 一 .一 个 整数 
能 被 7 或 11 或 13 整除 的 充分 必要 条 件 是 :该 数 的 
末 三 位 数字 所 组 成 的 数 与 其 余数 字 所 组 成 的 数 之 差 
的 绝对 值 能 被 7 或 11 或 13 整除 .对 很 大 的 数 可 连 
续 用 此 法 判别 ,直到 最 后 不 超过 三 位 数 时 为 止 . 

整除 的 弃 尾 判别 法 (divisible criterion for cast- 
ing out the last digit) 一 种 整除 判别 法 . 适用 于 与 
10 互 素 的 所 有 整数 . 设 有 正 整 数 A=10ut+v,b 5 k 
ER, THA: 
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NO C! 


1. Æ b| 10k—1), Mj b| AG6| Cut+ve). 

2. di b|(10k+1), W) b| AG | Cu— vk). 
fal 3 5—21,21| (10 24- D HF A=882=10X 88 
+2, 21|(88— 2X2), Bl 21/84, @ 21/882. BR 
地 , 称 此 种 判别 法 为 整除 的 弃 尾 判别 法 . 

由 互 素 可 知 , 对 于 与 10 互 素 的 45, 一 定 存 在 整 
Rost, 484 bs--10t— 1, Mii Me Atm. HA 
b|(10k—1)3 b| (10k 3-DD.3£ B b 5 & ER. Fl 
地 ,对 于 异 于 2:5 的 素数 p, 能 应 用 此 种 判别 法 . 50 
以 内 的 素数 的 有 关 情 况 ,列表 如 下 : 


ED — —— 


由 表 得 出 :对 于 0-3, 8 ELI SERERE ORK 
刻画 ;对 于 之 =11, 可 以 用 “ 弃 尾 减 尾 ”的 口诀 来 刻 
画 ; 除 p= 二 37,43,47 之 外 ,对 于 50 以 内 的 素数 ,用 弃 
尾 判 别 法 很 方便 . 实际 上 ,对 于 素数 p ARE 0 二 & 
二 p/2, 则 相应 的 是 惟一 确定 的 . 进而 ,可 以 由 了 之 
的 结构 来 确定 ,不 必 像 上 面 那 样 用 辊 转 相 除法 来 
确定 ,有关 情况 如 下 表 : 


2=20,67|(10X 20+1),4 A=74 437=10 X7443 
十 7, 则 由 7443—7 X 20=7303,7303=10X 730+3, 


730—3 X 20=670 得 ,67174437. 

弃 尾 判别 法 可 以 发 展 为 更 一 般 的 弃 末 尾 m 位 
判别 法 . 对 于 与 10 互 素 的 任意 整数 5, 仿 照 上 面 的 
做 法 ,能 够 具体 地 设计 出 弃 末 尾 m 位 判别 法 . 24 m 
—2 时 ,50 以 内 的 素数 的 情况 如 下 表 : 


Fae a a 
ES 3X (— 33) 10 X1-1;3| 00? X1— D 


7X 43—10? X 3=1;7/ (10? 34+1) 


11 X (—9)+10’ X 1=1;11[(10? 1-1) 


17 X (—47) +10? X 8=1;17| (10? X8—1) 


4 | 19X(—21)4+10?X4=1;19| (10? x 4—1) 


13 X (—23)4+10? X 3=1;13| (10? X 3—1) 


23 X (—13)4+10? X 3=1;23|(10? x 3— D 


ES 29x (—31) +10? K 9=1;29|(10?X9—1) 


31X (—29) +10? X 9—1,31| (10x 9— DD 
37x (—27) +10? X 10=1;37/(10?X 10—1) 
41X (—39)+10? X 16=1;41|] (10? x 16— D 
43X 7—10* Xx 3=1;43| (10? X3+1) 
EJ 47X (—17) +10? X 8=1;47| (10? X 8—1) 


mi ele tw lw] mel me le] 一 
“sa }fofleinf{|Fejolwtiwolaa 


同样 地 ,可 由 素数 p 自身 结构 来 确定 .例如 , 取 m 
二 2, 对 于 素数 p — 67 ,oR 4 67X 3—-10°X2=1, Br 
Li, PK R=2,67|(10°R +1), 4IE E MW A=74437 
—]10'x7444-37HWf.B] 744—37X 2— 670 及 67 | 670 
B 67|74437. 

整除 的 弃 末 尾 m 位 判别 法 (divisible criterion 
for casting out the last m digits) ” 见 “ 整 除 的 弃 尼 
判别 法 ”. 

整除 的 分 段 判 别 法 (divisible criterion with 
piecewise) 一 种 整除 判别 法 .适用 于 与 10 互 素 的 
所 有 整数 . WA n 位 正 整 数 4 一 aa ii…asaly 从 个 
位 a, 开始 ,由 右 回 左 每 六 位 分 为 一 段 , 当 hm 时 ,最 
左边 的 一 段 不 足 h 位 ,也 视 为 一 段 , 记 H Sar 
aza; s H =a" antant H3 5 aar Antan’ F 
是 有 : 

1. Zr 10^ — Ib -- 1, | b|ASS|(H,4+H,4+ H4 
+e), 

2.4 10=hb—1, M] b| ASb| CH H+H; +e) 
= GH ILE, 

由 10=3X34+1,% 3| AS&3| laita: t 
+a); H 10 二 1X9 十 1,; 得 9/AS9| laita: 4 
an); H 11 二 1X11 一 1, 得 11|1A 人 S11|((ai 十 Qs 十 …) 


一 (Q@z 十 Q@4 十 …)), 这 是 三 种 常见 的 判别 法 . 当 2 一 21 
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时 ,由 10 二 47619X21 十 1, 得 

21 | A&21 | (ag@5Q4Q3Q2Q, Faia] gaga; t+") 
由 此 得 出 2119000012. 自然 地 , 称 此 种 判别 法 为 整 
除 的 分 段 判别 法 . 

由 欧 拉 定 理 , 对 于 与 10 互 素 的 6, 上 面 的 h 一 
定 存 在 .h 的 求法 :用 5 对 10,10?,… 进 行 试 除 , 当 余 
数 为 1 或 一 1 时 , 即 得 到 hh. 特别 地 ,对 于 异 于 2,5 的 
素数 p, 能 应 用 此 种 判别 法 . 50 以 内 的 素数 的 有 关 
情况 ,列表 如 下 ,其 中 同 余 式 的 模 为 pA). 


En 
3 | XI 

2 10 =1;10=9X11+1 

3 10°=—1;10°=77X13-1 
ESEN 10525 — 1;10°=5 882 353 X17—1 
pis |e 10°=— 1;10°=52631579xX19—1 
10''=— 1;10'' = 4347 826087 X 23—1 
10“ =— 1; 

roc 10°=1;10°=27027 X37+1 
ot 10°=1;10°=2439x414+1 
10952—1;B& 


被 素数 整除 的 割 尾 判别 法 (divisible truncated 
criterion by prime number) 整除 的 常用 判别 法 之 
一 . 指 判 断 某 正 整 数 能 否 被 不 小 于 7 的 素数 整除 的 
Ji dk. 以 a = aanita RI E R R H R p 
二 pa…po 是 不 小 于 7 的 素数 ,这 个 方法 就 是 将 判断 
“是 否 pla” 换 成 判断 “是 否 pla”, Wah a! 一 aai 
十 sao, 而 * 则 是 这 样 来 确定 的 :大 po 二 1, 则 s— — Cp 
一 1)/10; 若 po=3, M] s=(3p+1)/10;F po 7 Ml s 
=— Gp— 10/10: po 9, W] s=Cp+1)/10. 

€ JL ik (rule for casting out the nines) 亦 称 
je ILIA. 一 种 检验 整数 计算 结果 是 否 正确 的 方法 . E 
只 能 用 来 判定 “结果 是 错误 的 ”. 通常 ,用 它 不 能 判定 
“结果 正确 ” 设 将 整数 a — aua, seas B b 
二 bnbm_1…bibo 相 乘 , 相 加 ,或 相 减 后 得 到 的 结果 是 
eieo EX a — b 
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ab =c = cue "Clcoy a FO = e = erer] 


Oo = 数 it 


—d,d, "dido, BB A MR Can Hani + + tao) Cb, 
十 ba i 十 十 60) 与 G0 十 ci 十 十 ci 十 co) 被 9 除 的 
余数 不 相等 , 则 ab — c 一 定 是 错误 结果 . 同样 地 ,由 
Cantani ds dra +O, tbn- $b.) SGT 
eri b tt bes KB 9 除 的 余数 不 相等 ,可 知 a 十 b= 二 =e 
是 错 的 . 对 减法 结果 也 可 同样 检验 . 在 进行 上 述 检验 
时 , 若 有 某 些 位 的 数码 是 9, 就 可 以 把 它 删 掉 , 不 参 
加 运算 . 

弃 九 法 (rule for casting out the nines) 
九 法 ”. 

算术 基本 定理 (fundamental theorem of arith- 
metic)” 亦 称 整 数 惟 一 分 解 定理 . 数论 的 重要 定理 
之 一 .该 定理 断言 :任何 一 个 大 于 1 的 整数 都 可 以 
Ot AR DL TPR AA ERER, OR ANITA TRA 
数 的 顺序 ,那么 这 种 分 解 是 惟一 的 . BI >l, WA 


Bp “ae 


n-—pipas'tt Pms (1) 
pipi. BRA. DX n ICN 
n= piper pit» (25 


其 中 ,pi 过 ps 二 … 二 ps B Xug-1.2,0 
ERR. (2) 式 称 为 n 的 标准 分 解 式 , 又 称 为 质 因 数 
分 解 式 、 素 数 寡 分 解 式 等 . 若 (2) 式 成 立 , 则 ”的 任 一 
正 因数 d 都 可 表 成 
d= pi pr ph (3) 

WF sh HB a B50 G=1,2,-°-,2). 利用 标准 分 
fe X HARB RE) ASE ETE ECC Hc 
KA AM. MBA m= pope pi n= pi pz pi 
其 中 a0, 8:20 G=1,2,-°,k) W m,n) = pi p? 
pi XE n —minCG, 82 G=1,2,°°,k). 把 一 个 给 
定 的 充分 大 的 整数 分 解 成 它 的 标准 分 解 式 ,不 仅 具 
有 理论 意义 ,而 且 具 有 实际 应 用 价值 ,但 这 是 一 个 十 
分 困难 的 工作 . 即使 借助 于 电子 计算 机 也 要 花费 惊 
人 的 时 间 . 算术 基 本 定理 早 在 欧 几 里 得 (Euclid) 的 
《几何 原本 ;第 9 卷 命题 20 中 已 有 陈述 . 1801 年 ,高 
斯 (Gauss ,C.F. ) 又 重新 提出 ,并 给 出 证 明 . 

整数 惟一 分 解 定理 (unique decomposition the- 
orem of integers) 即 “ 算 术 基 本 定理 ” 

AAR Ay EXC (prime factor factorization) Fl, 
“算术 基本 定理 ” 

n 的 标准 分 解 式 (standard factorization of n) 
见 “ 算 术 基 本 定理 ”. 

BW FS ERI. (prime power factorization) J 
“算术 基本 定理 ”. 

te Fr FER E HIE (Eratosthenes sieve method) 
简称 埃 氏 篇 法 . 最早 的 一 种 造 素 数 表 的 方法 . 设 有 正 
整数 入, 可 按 下 列 方法 求 出 一 切 不 超过 入 的 素数 . 
将 不 超过 N 的 一 切 正 整 数 按 大 小 顺序 排列 ,首先 划 
去 1, 第 一 个 留 下 的 是 素数 2:1,2,3,4,5,6,7,8,9， 
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10,.,N. 其 次 ,从 2 起 划 去 2 的 一 切 倍数 :1,2,3， 
4,5,6,7,8,9,t0 ,…, 入 ,第 一 个 留 下 的 是 案 数 3， 
然后 从 3 起 划 去 3 的 一 切 倍数 :1,2,3,4,5,6,7,8， 
8,19- ,--- N. 如 此 进行 ,所 划 去 的 都 是 合 数 ,最 后 留 
下 的 总 是 素数 ,用 这 种 方法 可 逐一 地 把 素数 找 出 来 ， 
就 好 像 用 筛子 往 出 素数 一 样 . 此 法 是 埃 拉 托 斯 特 尼 
(Eratosthenes ) 最 先 给 出 的 . 
ix ee tH RR E (Euclid algorithm) 亦 称 欧 几 里 

得 算法 . 一 种 著名 的 算法 . 它 是 数论 和 代数 学 中 求 两 
数 ( 或 两 式 ) 的 最 大 公约 数 ( 或 最 高 公 因 式 ) 的 重要 方 
法 , 它 的 理论 基础 是 带 余 除 法 . 对 任意 两 个 整数 a,6 
二 0, 重 复 应 用 带 余 除法 ,得 到 : 

a=bq,+r,,0<r,<6, 

br Ko OE is 

r,—r$gad- rara, 


f 15259 nn T Fas Sh rus 

a-i = ranti Frnt rnt OS 
于 是 (a,6)= (bsri) = (riora) =*= (Fris ) Ene 
Fl) Fl xx — 3& 9| SE SX RT AOR Hi CC st, PEG (a,b) 
二 as 十 bt 成 立 . PER ER IK FE BL E 13 (Euclid) Bj 
《几何 原本 ;第 9 卷 命 题 1 中 已 有 陈述 (参见 本 卷 《高 
等 代数 ) 同 名 条 ). 


欧 几 里 得 算法 (Euclidean algorithm) — Bp" 5 
转 相 除法 ”. 
公 倍 数 (common multiple) 初等 数论 的 基本 


概念 之 一 . 指 能 被 几 个 数 同 时 整除 的 数 . aia) 
"a, ten PBR n2, n EN), WR m 是 这 个 
数 的 公共 倍数 , 即 alm G=1, 2,05) W m 称 为 
415d5 v1 au 的 公 倍数 . 一 组 正 整 数 的 公 倍 数 有 无 穷 
多 个 

最 小 公 倍 数 (least common multiple) 一 种 特 
殊 的 公 倍 数 . 设 alyaz，…，a, E n PERNE, nE 
NO ,它们 的 公 倍 数 有 无 穷 多 个 ,其 中 最 小 的 正 的 公 
倍数 m, 称 为 a1,4a;,…,a, 的 最 小 公 倍 数 . 最 小 公 倍 
数 通 常用 方 括号 表示 , 记 为 m — [ai CC29 jd]. 最 小 
公 倍 数 有 以 下 性 质 : 

l. Qty aa，…，an 的 最 小 公 倍 数 m ,是 这 组 数 的 其 
他 所 有 公 倍 数 的 真 因数 . 

2. La, saz" san |= LLa: $55, *** ids dedi]. 

3. 在 一 组 正 整数 中 , 耕 最 大 的 那个 正 整 数 恰 是 
其 余 各 数 的 倍数 , 则 该 数 即 为 这 组 数 的 最 小 公 倍 数 . 

4. 如 果 一 组 正 整 数 两 两 互 素 , 则 这 组 数 的 乘积 
就 是 它们 的 最 小 公 倍 数 . 

5. £r a.b 都 是 正 整 数 , 则 有 ca2=(e,2)[a,o], 即 
两 个 正 整 数 的 乘积 等 于 它们 的 最 大 公 因 数 与 最 小 公 
AUR BJSETH, 4 (2,5) —1 Rt, A ab=la,b]. 

6. 知 ca; 都 是 大 于 1 的 正 整数 ,它们 的 标准 分 


ERA a= pr peer pr b= pi peer pe A bic pi 
«n b, 是 素数 ,a;,BGt 二 1,2,…,s) 是 非 负 整数 , 则 
[a.5]— phptt pl RP f max (Gi B) (i =1,2, 
es). 这 一 性 质 可 以 推广 到 有 限 个 正 整 数 的 最 小 公 
倍数 的 情形 . 正 整 数 C19C29 *** sg 的 最 小 公 倍 数 还 可 
WA lazaz" san} ;LL.C.M(al,as,… ,a,) 等 . 

补 因数 (complementary factor) 一 个 数 的 一 
组 特殊 的 因数 . 设 和 N,a,b 都 是 整数 , 且 N=ab, Fa, 
b 都 是 入 的 真 因数 , 则 称 a,6b 关于 整数 入 BHAA 
数 . 素数 p 只 有 平凡 因数 p 和 1, 不 存在 真 因数 ,所 
以 素数 无 补 因数 . PON — n^. 为 平方 数 ( 为 整数 ), 则 
n 和 和 它 自身 关于 NN 互 为 补 因数 , 即 是 说 平方 数 有 相 
同 的 补 因数 . 

因数 个 数 的 奇偶 性 (parity of factor numbers) 
初等 数论 的 基本 概念 之 一 . 即 判 定 一 个 自然 数 的 因 
数 个 数 为 奇 或 偶 的 方法 . 设 n FEB RR dn) RA n 
的 不 同 正 因数 的 个 数 . 阁 n= 二 ab, 且 a 与 5 是 nn 的 不 
fl AE A. M adn it A 029 n Bn f 
因数 中 小 于 Vn 与 大 于 vn 的 正 因数 总 是 成 对 出 


现 的 ,惟有 在 n 是 完全 平方 数 时 ,其 因数 vn 是 单个 
的 . ie HERR n 的 正 因数 的 个 数 dq(n) 为 奇数 
的 充分 必要 条 件 是 :n 是 一 个 完全 平方 数 . 
完满 数 (perfect number) 亦 称 完美 数 或 完全 

数 . 一 种 著名 的 正 整数 . 当 且 仅 当 一 个 正 整 数 等 于 除 
它 自身 以 外 的 各 个 正 因数 之 和 时 , 称 该 数 为 完满 数 . 
n 是 完满 数 的 充分 必要 条 件 是 其 正 因 数 和 oo (n) 
—2n. 例如 o(6)==1 十 2 十 3 十 6 二 12 王 2X 6, 所 以 6 
是 完满 数 , 它 是 最 小 的 一 个 完满 数 . 公元 前 6 世纪 ， 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 兽 根据 ox) 的 值 是 大 于 2n、 等 于 
2n JF 2n ,依次 称 半 为 丰 数 (富裕 数 )、 完满 数 ( 完 
美 数 )、 亏 数 ( 不 足 数 ). 如 

o(12) 二 1 十 2 十 3 十 4 十 6 十 12 二 28， 

o(28)=1+2+4+7+14+28=56, 

0(8) 王 1 十 2 十 4 十 8 一 15， 
因此 ,12 是 丰 数 ,28 是 完满 数 ,8 是 亏 数 . 欧 几 里 得 
(Euclid) 的 《几何 原本 ;第 9 卷 中 给 出 了 一 个 关于 完 
满 数 的 定理 , 即 : 若 2 一 1 是 素数 ,那么 2" (27—10 
是 完满 数 . 书 中 证 明了 :p A 2—1 均 为 素数 时 ,2?” 
(2 一 1) 是 一 个 偶 完 满 数 . 自然 数 中 前 5 个 完满 数 是 
6,28,496,8 128,33 550 336. 在 古 希 腊 时 人 们 只 知 
道 前 4 个 完满 数 . 他 们 把 这 些 数 赋 以 神秘 的 色彩 , 认 
为 这 些 数 反映 了 宇宙 的 和 谐 , 只 有 这 些 数 才 是 完美 
HJ. 在 欧 几 里 得 2000 年 后 , 欧 拉 (Euler,L. ) 证 明了 
& — 8 76 UR AC n 都 具有 欧 几 里 得 指出 的 形状 ,上 即 
n 二 2* (2—1), AF p A 2—1 均 为 素数 . 1911 
年 ,迪克 森 (Dickson,L. E. ) 给 出 了 这 个 结论 的 一 个 
简短 证 明 . 由 此 可 见 , 偶 完满 数 与 梅森 数 M,—2^—1 
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有 着 密切 的 关系 . 是 否 有 无 数 多 个 偶 完 满 数 的 问题 ， 
归结 为 是 否 有 无 数 多 个 梅森 素数 的 问题 ,这 是 数论 
中 尚未 解决 的 问题 . 1992 年 3 月 ,英国 数学 家 在 原 
子 能 技术 研究 机 构 哈 韦 尔 实验 所 ,借助 超级 计算 机 
得 到 完满 数 N= 2°88 C2 — D. 这 个 完满 数 共 
有 455663 位 数字 . 偶 完满 数 有 下 面 两 个 性 质 . 

1. 偶 完 满 数 必 有 2^ 1 027— D BUEX.H. pA 2^ 
一 1 是 素数 . 

2. 偶 完满 数 的 个 位 数字 必定 是 6 或 8. 

是 否 存 在 奇 完 满 数 ,也 是 数论 中 一 个 著名 难题 . 
人 们 现在 知道 的 完满 数 都 是 侦 完 满 数 , 还 没有 找到 
一 个 奇 完满 数 ,但 这 并 不 能 说 明 奇 完满 数 不 存 在 . 
1973 年 , 哈 吉 斯 (Hagis,P. ) 已 证 明 , 要 找 奇 完满 数 
只 能 在 大 于 10” 的 数 中 去 找 . 当然 ,这 并 不 意味 着 可 
以 找到 . 欧 拉 曾 证 明 过 ,如 果 存 在 奇 完满 数 , 它 必 有 
p"UQ 的 形式 , 式 中 p 为 奇 素数 ,a,Q 为 整数 . 

近代 已 将 完满 数 的 概念 推广 到 多 倍 完 满 数 . 对 
B ZUR nA o(n) =kn(h3,REN,) Mn HR 
音 完 满 数 . 如 o (120) = 360,0(672) =3 X 672, At 
120,672 都 是 3 倍 完满 数 . 在 1993 年 以 前 ,人 们 发 


现 了 约 700 个 多 倍 完满 数 ,其 中 最 大 的 为 8 倍 完 } 


数 .1994 Æ ,海伦 尼 乌 斯 (Helenius ) 用 他 编制 的 计算 
机 程序 得 到 了 大 批 多 倍 完 满 数 ,使 已 知 的 多 倍 完满 
ARISE 1228 个 . 其 中 位 数 最 多 的 是 一 个 有 588 位 
的 9 倍 完满 数 . 现在 已 知 3 倍 完满 数 6 个 ;4 倍 的 36 
个 ;5 TRAY 65 个 ……;8 FRAY 400 多 个 .还 未 找到 10 
倍 以 上 的 完满 数 , 也 不 知道 是 否 有 无 穷 多 个 多 倍 完 
满 数 . 

完美 数 (perfect number) B “SCHR”. 

完全 数 (perfect number) 即 “ 完 满 数 ” 

多 信和 完满 数 (multifold perfect number) Jy 
“完满 数 ” 

= #8 (abundant number) 
满 数 ”. | 
5 ¥ (deficient number) JRA i. 见 “ 完 
d 

几乎 完满 数 (almost perfect number) ZR É£KJL 
乎 完美 数 . 一 类 丰 数 . 它 是 最 小 丰 数 , 即 o 60 — 2n 
1 的 正 整 数 n. Bn 是 它 的 所 有 真 因数 的 和 :nn 二 oln) 
一 (1 十 2). 然而, 至今 还 未 找到 任何 一 个 几乎 完满 
BX. 和 几乎 完满 数 相对 应 的 是 最 大 亏 数 ,就 是 使 s(n) 
二 2n 一 1 的 正 整 数 ”容易 验证 ,2 的 一 切 正 整数 次 
Fe Hb Ex — 283. 

JL 3E SE = BW (almost perfect number) 
乎 完满 数 ” 

半 完 满 数 (semiperfect number) 


亦 称 富裕 数 . 见 “ 完 


BH "JL 


几乎 完满 数 
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vj 等 数 论 


的 一 种 推广 . 硅 一 个 自然 数 n 等 于 它 的 某 些 真 因子 
的 和 , 则 称 ”为 半 完 满 数 . 例如 m — 12 是 半 完 满 数 ， 
因为 12=6 十 4 十 2. 半 完满 数 不 可 能 是 亏 数 . 任何 几 
乎 完满 数 都 是 半 完 满 数 . 由 于 丰 数 多 半 是 半 完 满 数 ， 
例外 的 情形 极为 少见 ,所 以 丰 数 中 不 是 半 完 满 数 的 
数 被 称 为 怪 数 . 前 三 个 怪 数 是 70,836 和 4030, 但 至 
今 尚 未 发 现任 何 奇 数 的 怪 数 , 爱 尔 特大 (Erd6s,P. ) 
曾 悬 赏 求 出 第 一 个 奇数 怪 数 或 者 最 先 证 明 不 存在 奇 
数 怪 数 的 人 . 爱 尔 特 希 已 经 证 明 有 无 限 多 个 怪 数 ,并 
且 怪 数 的 序列 具有 正 的 施 尼 雷 尔 曼 密度 . 这 表明 了 ， 
用 怪 数 来 得 自然 数 , 这 个 筛子 要 比 素数 及 其 他 密度 
为 零 的 序列 要 密 . 

怪 数 (freak number) ” 见 “ 半 完满 数 ”. 

i Elt (remainder number) 与 完满 数 有 关 的 
一 类 数 . A XT A 然 数 myn ,能 满足 m<in 时 ,都 有 


clm) oln) 
m n’ 


就 称 ” 为 过 剩 数 ,此 处 on) E n 的 所 有 正 因 数 之 
Al. 如 果 称 o(n) /n 是 2 的 相对 因数 和 , 则 过 剩 数 的 
相对 因数 和 大 于 比 它 小 的 自然 数 的 相对 因数 和 . 例 
如 

GCL) C2) ol3) o(4) ol(5) 


分 别 为 


都 小 于 o(6)/6 二 2, 故 6 是 过 剩 数 . 过 剩 数 这 一 概念 
是 爱 尔 特 希 (Erd6s,P. ) 和 阿 劳 格 鲁 (Alaoglu,L. ) 
T 1944 年 提出 的 ,并 由 爱 尔 特 希 证 明了 存在 无 限 多 
的 过 剩 数 . 

SEAM (practical number) 与 完满 数 有 关 的 
一 类 数 , 设 为 自然 数 ,如 果 任 何不 大 于 nn 的 自然 数 
k 都 是 ”的 某 些 不 同 的 真 因 数 ( 这 里 把 1 视 为 真 因 
数 ) 的 和 , 则 称 自 然 数 ”为 实用 数 . 容易 验证 ,不 大 于 
6 的 任 一 个 目 然 数 ,都 是 6 中 某 些 不 同 因数 的 和 (如 
6 王 1 十 2 十 3;5 一 2 十 3;…). 所 以 6 是 实用 数 . 可 以 证 
8j ,所 有 的 偶 完 满 数 都 是 实用 数 . 事实 上 ,对 于 所 有 
的 n= 二 2,3,4,…, 不 论 2 一 1 BAR RM, 
2" (2" 一 1) 都 是 实用 数 . 因此 ,实用 数 有 无 穷 多 个 . 

梅森 数 (Mersenne numbers) 一 种 著名 的 正 
整数 . 指 形 如 2* 一 1(p 为 素数 ) 的 数 , 记 为 Me p 为 
素数 是 M 二 2* 一 1 为 素数 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 
条 件 . 如 果 梅 森 数 是 素数 , 则 称 为 梅森 素数 . 迄 至 
1992 年 已 发 现 的 梅森 素数 有 31 个 ( 见 附 表 :“ 已 知 
的 梅森 素数 及 其 证 明年 代 ”). 关于 梅森 数 有 下 面 性 
质 : 

1. At p 是 奇 素数 ,素数 g|M,, 则 4g 形 如 

g=2kp+l. 
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2. 设 p=4n+3 是 一 个 素数 , 则 2p 十 1 二 8n 十 7 
是 一 个 素数 的 充分 必要 条 件 是 2p 十 1|M. 由 此 推 
出 231Mi1,47 1M;s,167 | Mo $. 

3. 设 pq. MCM, M, — Mic,» 1. 

1640 Æ ,梅森 (Mersenne ,M. ) 在 一 次 给 友人 的 
信 中 提出 ,可 能 发 现 了 一 个 构成 部 分 素数 的 公式 M, 
= 2'’—1(p HER), “4 p=2,3,5,7513517,19,31; 
67,127,257 时 , M, 都 是 素数 ,但 并 非 p 为 素数 时 
M, 都 是 素数 ,如 My, =2" —1=2047=23 X 89 就 不 
是 素数 .后 人 发 现 2” 一 1 和 2” 一 1 也 不 是 素数 . 他 
猜想 当 p 为 更 大 的 素数 时 ,M, 中 可 能 还 有 其 他 的 
素数 ,这 成 为 当时 数学 界 的 难题 , 曾 在 1644 年 的 理 
科 杂 志 《 物 理 数学 随感 ) 中 两 个 地 方 讨论 到 他 提出 的 
这 个 问题 . 1878 F, B -R (Lucas, F. -E.-A. ) 给 出 了 
一 个 判断 M, 是 否 为 素数 的 方法 :车 有 A> 0, f 
让 德 符号 


且 在 二 次 域 QCv A ) 中 有 一 个 单位 数 e 适 合 NC) 
一 一 1, 则 M, 为 素数 的 充分 必要 条 件 是 
gi^-! -E g^ = 0(mod M,), 

式 中 € 为 3 AY te dg Br. 后 人 用 此 法 证 明 Mei» Moos 
Mis Mis d& XX. 1930 年 , 菜 默 (Lehmer D. H. ) 改 
进 吕 卡 的 结果 ,得 到 判别 法 则 :; 设 p 是 一 个 奇 素数 ， 
定 义 序列 Lo=4,* Las = (Ee 2 RECON P 当 
Aw L,2.=0 时 ,2 一 1 是 素数 . 对 于 大 的 M,, 一 
般 都 用 这 个 方法 在 计算 机 上 进行 计算 ,以 判断 其 是 
否 素数 . 梅森 数 与 偶 完 满 数 密切 相关 ,求偶 完满 数 等 
价 于 求 梅 森 数 中 的 素数 . 因为 2* 一 1 这 个 可 构造 性 
的 数 大 大 缩小 了 探寻 的 范围 ,现在 所 知道 的 大 素数 
都 是 梅森 数 . 这 也 是 研究 梅森 数 的 意义 之 一 . 是否 有 
无 穷 多 个 p 使 M; 为 素数 ,是 数论 中 尚未 解决 的 问 
题 . 还 有 一 个 未 曾 解 决 的 猜想 是 ;M, 无 平方 因子 . 
1967 Æ, 4e (Warren, L. J.D WEH T EAM q 满足 
q? | M, , Wi 27 =1 C(modg?). 1981 4E, 3E BR UE HAT 4 
q«.6 * 10°, RRR 41093 410943511 外 , 同 余 式 
2°-'=1 (moda RE ft Bf. 表 中 0521 以 后 的 
M, 值 都 是 利用 电子 计算 机 算出 的 .1979 年 4 月 , 美 
国 劳伦斯 ， 利 莫 费 尔 实验 室 的 斯 洛 温 斯 基 (Slowin- 
ski,D. ) 等 使 用 电子 计算 机 Cray 一 1 证实 了 2777 — 
1 是 素数 . 这 是 上 表 中 列 出 的 第 27 个 梅森 素数 . 四 
年 后 ,他 们 又 用 Cray 一 1 型 计算 机 运算 了 5 782 秒 
后 ,证 实 了 2 “一 1 是 素数 . 表 中 第 30 个 梅森 素数 
为 2“” 一 1 的 计算 ,是 美国 得 克 萨 斯 州 休斯敦 的 切 
夫 隆 地 球 科学 公司 在 测试 一 台 超 级 计算 机 Crayx 一 
MP 时 发 现 的 . 他 们 用 这 人 台 计 算 机 运算 了 3 个 多 小 
时 . 表 中 最 后 一 个 梅森 素数 2 “一 1, 是 1992 年 3 


月 25 日 ,英国 数学 家 在 原子 能 技术 研究 机 构 哈 韦 尔 
实验 所 用 超级 电子 计算 机 得 到 的 ， 
已 知 的 梅森 素数 及 其 证 明年 代 


EM 

5 8191 1461 
er 
[* | | zm | wm 
9 61 19 位 

10 _ 89 27 位 1911 
ens a 有 记 汪 
I 587 
3217 969 位 
4253 1281 位 
NUM 


1332 位 1961 


LAN 


Cw *-[ [we 


到 1992 年 已 证 实 了 后 四 个 梅森 素数 ,但 并 没有 
确定 44497< p< 756839 中 ,还 有 没有 其 他 的 梅森 
素数 ,因此 ,这 后 四 个 梅森 素数 ,只 能 算 作 人 们 已 知 


NN 9689 2917 位 1963 


整数 的 整除 性 


的 第 28,29,30,31 个 ,还 未 能 确定 它们 是 否 是 从 小 
到 大 的 顺序 排列 的 第 28,29,30,31 个 梅森 素数 . 表 
中 对 这 四 个 序号 旁 记 了 “?” 号 . 其 实 , 在 1988 年 已 有 
人 利用 一 台 超级 计算 机 NEC SX 一 2 发 现 一 个 p= 
110503 的 梅森 素数 . 

梅森 素数 (Mersenne prime number) 
Pr. 

昌 卡 检验 法 (Lucas test) Il “HERR”. 

费 马 数 (Fermat numbers) 一 种 著名 的 正 整 


数 . 指 形 如 27 -- 102 00 IC 记 为 F2" +1. 4 
ROMP, 为 素数 时 , 称 为 费 马 素数 . 1640 年 , 费 马 
(Fermat,P. de) 发 现 前 5 个 形 如 22 十 1 的 数 3,5， 
17,257,65537 全 是 素数 ,就 猿 想 数列 ({F,} 中 的 数 全 
为 素数 . 1732 年 , 欧 拉 (Euler,L. ) 发 现 F;= 641 X 
6700417 ,上 断定 费 马 的 猜想 不 真 .到 20 世纪 90 年 代 
为 止 , 只 知道 以 上 5 个 费 马 素 数 ,另外 还 证 明了 在 5 
委 2 魏 1945 中 ,至 少 有 48 个 nn 所 对 应 的 HAR: 

1. 3$ 5—5,6,7 时 ,得 到 Fn 的 标准 分 解 式 . 

2 n= 8595105 115.12 5 13515916185 195215 
235255 265275 305 325 365 385 395425525555 585 635 
73,77, 81,117, 125, 144, 150, 207, 226, 228, 250, 
267,268, 284, 316,452,556, 744,1 945 时 ,只 知道 
F, 的 部 分 素 因 数 . 


JL" HE BR 


3. 当 n=14 时 , 只 知道 Fu 是 合 数 ,但 是 它 的 任 
何 素 因数 都 不 知道 . 
此 外 , 当 n==17,20,22,24,… 时 ,还 不 知道 下 


是 素数 还 是 复合 数 ,其 证 明 方 法 通常 用 的 是 昌 卡 定 
理 和 佩 宾 检验 法 . 在 费 马 数列 中 是 否 有 无 数 多 个 费 
LAR ,或 是 有 无 数 多 个 费 马 合 数 ,都 是 尚未 解决 的 
问题 . 还 有 一 个 未 解决 的 猜想 : 费 马 数 无 平方 因数 . 
RAMA UP TEES: 

1. 当 整 数 ROOM. AP, Fidel. 

2. 设 n 之 0, 下 , 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 

av. Df = 1 (mod F,). 
3. n> 1. F, 的 每 一 个 素 因 数 形 如 
te grr 1b > 0, 

费 马 数 与 正 nO HL fe Ed o] A EIRA. 
1801 4E, B Er (Gauss, C. F. OuEBH T , 34 n=2" (m> 
20ÓÀ n—2'-* E LS E ese F, (Oxzn, <n < 
713<< t n,,5221, 8220) ,F, (i 二 1,2,3,…,s) 都 是 费 
马 素 数 时 , 正 n 边 形 可 用 圆规 和 直 尺 来 作 图 . 近年 
来 , 费 马 数 在 数字 信号 处 理 中 得 到 应 用 . 又 费 马 数 在 
数论 变换 中 有 用 . 

费 马 素数 (Fermat prime number) 
数 ” 

佩 宾 检验 法 (Pepin test) 


WRS 


日 卡 检验 法 的 一 种 
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I 等 数 it 


改进 . 检验 费 马 数 是 素数 或 合 数 的 方法 . RR F, 
—2* 十 1 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 


(22 —1) 


F,|G' +1). 
例如 Fiss 是 一 个 580 多 位 的 大 整数 ,要 直接 判定 它 
是 素数 或 是 合 数 很 困难 ,通过 证 明 


1945 
(2 1) 
2 


Fgh 3 十 1》 
来 判定 就 比较 容易 . 

AREH (Lucas theorem) 初等 数论 的 一 个 
重要 定理 . 该 定理 断言 :7 的 每 一 个 因子 都 是 形 如 
2"**R+1CREN) AK. BDF, 的 因子 都 是 下 列 算术 数 
列 的 某 些 项 :1。 277--1,2* 277 -1,3* 277 F1, 
1957 4E , & Xx f) (Robinson, R. M. ) 发 现 

(5 2 un T dons 
这 样 , 既 证 明了 Fiws 是 合 数 , 又 给 出 了 Fo 的 一 个 
iE AK. 

Æ FAR (amicable number) 亦 称 互 完 数 . 一 类 
著名 的 正 整 数 . 它 与 完满 数 有 密切 关系 . 如 果 正 整数 
m 的 小 于 自身 的 因数 之 和 等 于 ”而 ”的 小 于 自身 
的 因数 之 和 又 等 于 么 , 则 称 m,n 为 一 对 亲 和 数 . 即 
亲 和 数 是 o(n)—n=m 和 o(m)—m=n 同时 成 立 的 
两 个 数 msn. 例如 : 

6(220).— 220 = C1 2 ae Oe 1H 
ae ZO 22a 44 66a LI9 
T 220) — 220 = 284; 
0(284)—284=(1+2+4+714+142 
+ 284) —284= 220. 
所 以 220 和 284 是 亲 和 数 . 这 对 亲 和 数 是 毕 达 哥 拉 
Er (Pythagoras) d tH 3e B9. 第 二 对 亲 和 数 17296 和 
18416 是 1636 年 费 马 (Fermat,P. de) 提 出 来 的 . 第 
三 对 亲 和 数 9363584 和 9437056 是 1638 年 笛 卡 儿 
(Descartes, R. ) 发 现 的 . 1750 Æ, Kk dy (Euler, L. ) 
比较 系统 地 研究 了 亲 和 数 后 ,提出 了 61 HA. 
有 一 对 较 小 的 亲 和 数 1184 与 1210, 在 1866 EA 4t 
发 现 .已 知 的 一 对 最 大 的 亲 和 数 是 . 
m=3'*5+*11°5281'% * 29° 
89(2 +1291 + 5281"^— D, 
n—3'*5*]11*5281"?(22* 3°. 
5 *1291 «5281 =T]; 
它们 各 是 152 位 的 数 . 亲 和 数 的 性 质 有 : 
1. myn 是 亲 和 数 的 充分 必要 条 件 是 
olm) = a(n) — m 4 n. 


2. A m,n 为 杀 和 数 , 则 


3. F Mn 是 亲 和 数 , 则 Mm yn 都 不 是 素数 . 
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4. 3 p' 是 一 对 亲 和 数 中 之 一 个 数 , 则 有 
| 
p—1 
5. p? 决 不 会 是 一 对 亲 和 数 中 之 一 数 . 
求 亲 和 数 有 如 下 公式 : 设 4,B 互 为 亲 和 数 , 则 
A=2""'d;B=2""'bc RH n 为 自然 数 , 而 5,c,d 之 
[X 5—3x2'—1,c—6X2'—1,d4—-18x2"*—1,H 
b,c,d 同 为 素数 . 


c(p')-—o 


互 完 数 (amicable number) BH“ FR”. 
形 数 (figurate number) APPR RA. HERR. 


一 种 与 图 形 有 关 的 数 . Bae PIA RSA 
2A A A 
3 6 10 


1 


O 


zo ug ou 


16 


] 5 12 

图 1 
究 数 论 时 非常 注意 形 与 数 的 
关系 . 形 数 便 是 数 与 形 相 结合 
的 一 种 概念 . 他 们 用 点 子 排 成 
三 角形 、 正 方形 、 五 边 形 …… 
(图 1). 每 个 图 形 的 点 数 分 别 
称 为 三 角形 数 、 四 边 形 数 ,五 


图 3 


数 ). 即 满足 递 推 关系 
Q,=15An41—Ga= (m—2)n+1 Cn,n€ N m2) 


的 数列 {a,} 中 的 数 . {a,) 的 通 项 公式 为 
a,— m2) $m—4)n] (n€ ND. 


5—n—2|12 
pe 


rGr+1)/2 


fae [3 [ee ewe 
Bee jeu cu on on 08 ce 0 Gi 
CCENNENIT 


r(2r—1) 


ems ?7 | s pr 


r(5r—3)/2 


nals [ee we ewe 
ham[«| 7 jc» m ow sw 


“在 用 rss 表达 时 ,这 个 等 式 应 是 pp 二 rrs 一 s 十 2)/2, 其 中 s—n—2 


当 mm 二 3,4,5,… 时 , 按 图 形 每 边 点 数 递 增 排列 分 别 
得 到 : 

三 角 数 数列 {1,3,6,10,15,21,*…}; 

四 角 数 数列 {1,4,9,16,25,36,.…); 


五 角 数 数列 {1,5,12,22,35,51,…); 


— fH, 4 m>k YA 可 得 EY 
1,453(R—-1) ,2(3k—4) 55 (2k —32, 355 — 8,7 
KA 2 可 看 出 ,从 1 开始 连续 奇数 之 和 是 一 个 平方 
数 :1 十 3 十 5 十 7 十 9 十 11 十 13 二 7?, 做 出 平方 数 n? 后 
AR E— E UTE, GI Hl RIG HRE gnomon, H 
字 来 自 伊 奥 尼 亚 学 派 ) 的 边 , 其 中 点 数 是 22 十 1, 就 
得 出 下 一 个 平方 数 : 

1 十 (22 十 1) 一 (2 十 1) 

形 数 2n+1 称 为 遍 折 形 数 , 又 称 曲 尺 形 数 、 拐 尺 形 数 
等 . 用 点 子 排出 五 角 数 和 六 角 数 ,每 边 点 数 为 n( 图 
3» FAN AY BESTE HES) Bc 3n 一 2 和 4n 一 3. 对 三 
角 数 来 说 , 声 折 形 ( 推 广 , 只 是 一 条 边 ,对 nn 阶 三 角 
数 , 边 中 点 数 是 nn 十 1) 数 是 nn 十 1. 将 声 折 形 数 按 所 对 
应 的 多 角 数 种 类 及 多 角 数 每 边 点 数 排列 起 来 形成 遍 
折 形 数 数列 . 三 角 数 、 四 角 数 .五角 数 、 六 角 数 ……: 的 
BE TI CHES) BOBO FE s {2,3,4,5,…}),{3,5,7,9， 
e.e}, {457510513508} 5 (5,9,13,17, 77), BD 43 Bl 
由 2,3,4;,5,… 开 始 , 以 1,2,3,4,… 为 公差 的 等 差 数 
Jj. n fü 3 BM p B3 2S SDJE GE DOO CC XE 
(G0 —1), (m—1) +s, (n—1)+2s,°+}, REB s 
二 n 一 2, 因 此 ,可 计算 出 角 数 的 第 r 个 数 pr A] 
Br 为 阶 数 .上 表 是 计算 结果 及 公式 .上古 希腊 人 已 得 
出 有 关 多 角形 数 的 一 些 定理 (由 几何 方法 证 明 ): 

1. 任 一 平方 数 都 是 二 相继 三 角形 数 之 和 , 即 


n? = jc 一 1)n 十 Snn +1). 


2. 从 1 开始 ,任意 7 个 从 1 开始 的 奇数 之 和 是 
完全 平方 数 , 即 1 十 3 十 5 十 … 十 《22 一 1) 一 和 

3. 一 个 五 角形 数 可 表 为 同 阶 四 角形 数 与 前 一 阶 
= FAT ASA: p= pit ps’. 

4. 首 项 为 a =1 ABW d —&(E—1,2,3,:0H 
等 差 数 列 (a,} 是 十 2 角形 数 的 导出 数列 , 称 为 & 阶 
多 角形 数 的 导数 列 . 导数 列 的 公差 为 1,2,3,…, 可 
分 别 导 出 三 角 数 数列 .四 角 数 数列 五角 数 数列 …… 
导数 列 的 公差 为 时 ,可 导出 十 2 角形 数 . 


TE 
TRUE 


gu 
sss, 


1 
SA 
oe 


SSSI 


j 


n(n+2) 

图 5 

1636 年 , 费 马 (Fermat,P. de) 提 出 :每 一 正 整 数 
可 以 用 mm 个 mx 阶 多 角形 数 之 和 来 表示 ,但 未 给 出 证 
HA; 1798 ^E, my ik # (Legendre, A.-M.) wEHA f m 
= 3 的 情形 ;1772 4E. fu d BH H (Lagrange, J.-L. ) HE 
明了 m= 二 4 的 情形 ;1813 4E. fy P8 (Cauchy, A. -L. ) 
证 明了 一 般 情 形 . 


n(n+1) 
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4) = 数 论 


除了 多 角 数 外 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 还 研究 了 立方 数 、 棱 
锥 数 ( 图 4) 及 形 如 nn 十 m)(m 宇 1) 的 长 方 数 (图 5)， 
并 发 现 立方 数 与 三 角 数 有 联系 :从 1 开始 的 连续 
个 立方 数 之 和 必 等 于 第 7 个 三 角 数 的 平方 . BD 
P+ 2?teetr=([r(r+1)/2)?=A1+2+-4+r)’, 

拟 形 数 (figurate number) WME”. 

ERE (stacks number) Jl “FBR”. 

H tr gnomon) Jl“ FBR”. 

亏 折 形 数 (gnomonnumber)” 见 “ 形 数 ”. 

蓄 折 形 ( 推 广 ) 数 数列 (series of gnomonic num- 
ber extended) Jl “FBR”. 

多 角形 数 的 导数 列 (derivative row of polygonal 
numbers)  W,'JE&". 

Ch 阶 ) 多 角 数 的 导数 列 (derivative row of 
polygonal numbers (of k-th order)) WE A. 

立方 数 (cubic number)” 见 “ 形 数 ”. 

FE GER (pyramidal number) JL “FBR”. 

长 方 数 (oblong number) 见 “ 形 数 ” 

= HB (triangular numbers) 简称 三 角 数 . 
常见 的 形 数 之 一 . 指 满足 递 推 关系 

Qi 二 1]y4n41 一 Qn 二 Xn 十 1 (nn 之 1) 

的 数列 (4;} 中 的 数 . 数列 {a,) 的 通 项 公式 为 


a,— 1 GE) i0). 


当 n 二 1,2,3,… 时 ,可 得 三 角形 数 :1,3,6,…. n 
腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 在 数论 方面 非常 注意 数 与 图 形 
的 关系 ,曾经 研究 过 三 角形 数 . 他 们 把 整数 看 成 沙 


[ ees 


图 1 

粒 、 小 石 块 , 排 成 图 形 如 图 1, 并 称 之 为 三 角形 数 之 
图 . 又 如 图 2, 在 人 A4BC WIA A 两 边 AB, AC 的 延 
长 线 上 ,分别 截 AB, AC 的 
2 倍 ,3 售 ,4 倍 …… 所 得 各 
分 点 依次 为 Bis B25*, B:s 
TIET ONT Co. tty HE 
相应 的 分 点 连结 成 诸 三 角 
形 4BICI，4B;C，，…， 
4BC，…，, 缘 与 原 三 角形 
ABC 相似 ,再 在 B.C; 边 上 图 2 

mE: TGH 等 分 ) 点 ,此 图 称 为 三 角形 数 之 形 . 图 
2 中 的 点 4 所 含 的 点 数 1, 称 为 第 一 个 三 角形 数 ; 
AABC HARM 3, 称 为 第 二 个 三 角形 数 …… 
AAB;C; PARES ARGH 02-32 /2 称 为 第 i 十 2 个 
三 角形 数 . 


A 
BB,B,B, B; 
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三 角 数 (triangular numbers) 三 角形 数 的 简 
称 . 

角形 数 (quadrangular numbers) ” 亦 称 正方 
形 数 ,或 称 平方 数 . 常见 的 形 数 之 一 . 指 满 足 递 推 关 
Kay = lan a, = 2n +121 ICA] (a,) PR 


T. {a,} 的 通 项 公式 为 a, =n". LT n=1,2,3,455,6, 


ml . 


… 时 ,可 得 四 角形 数 :1,4,9,16,25,36,…', 古 希腊 的 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 曾 经 研究 过 四 角形 数 ,并 把 上 面 的 
图 1 称 为 四 角形 数 之 图 . 
又 ,在 如 图 2Lj4BCD 的 
边 AB, AD 的 延长 线 上 ， 
分 别 截 AB,AD 的 2 信 ， p, 


3 倍 ,4 倍 …… 所 得 各 分 D 
点 依次 为 Bi, Bos Bis "ER 
eH Dy, Drs Dos, p 


作 诸 正方 形 ABCD, a M 
ARC Dae ABC Ds a 
…, 并 在 BC, 和 CiD; 边 内 各 加 上 i 个 (十 1 等 分 ) 
点 ,此 图 称 为 四 角形 数 之 形 . 图 2 中 的 点 4 Fr Sr BS x 
数 1, 称 为 第 一 个 四 角形 数 ; 正 方形 ABCD 所 含 的 点 
数 4, 称 为 第 二 个 四 角形 数 ……… 正方 形 AB;C;D; 内 所 
含 点 数 人 十 2), 称 为 第 ;十 2 个 四 角形 数 . 由 此 可 几 
何 地 证 明 下 面 两 个 定理 : 

1. 任何 一 个 正方 形 数 都 是 两 个 相继 的 三 角形 数 
之 和 , 即 


S,—n'— XD Dn. 


2. 从 1 开始 ,任何 个 相继 的 奇数 之 和 是 完全 
平方 数 , 即 1 十 3 十 5 十 … 十 (22 一 1) 一 和 于. 
正方 形 数 (quadrangular numbers ) 
mU". 
AW (square number) Bp" pu ER”. 
五 角形 数 (pentagonal number) 简称 五 角 数 . 
常见 的 形 数 之 一 . 指 满足 递 推 关系 
&i 一 1, ai 一 2 一 32 十 1 
的 数列 {a,} 中 的 数 . (a,} 的 通 项 公式 为 
1 
a, = ? 
当 n 二 1,2,3,4,5,6,7,… 时 ,可 得 五 角形 数 ;1,5,12， 
22,35,51,70,…,' 古 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 曾 经 研究 
过 五 角形 数 , 并 把 下 面 的 图 1 称 为 五 角形 数 之 图 . 又 ， 


Bn" “四 角形 


这 Gn n 


eae) 


如 图 2.) CO ABCDE 的 顶 角 A 出 发 ,在 AB, AC, 
4D,4 匹 的 延长 线 上 ,分 别 截取 它们 的 2 倍 ,3 倍 ,4 
1 所 得 各 分 点 依次 为 
By, B,,*, Bis 83 Cis Cos 
rd Oia wy Oem P, ve D;, 
e.: E, Et, E, vee 连结 
相应 各 分 点 得 诸 五 边 形 
ABCDE + ABC DE 
5, AB.C,D;E;5 +, 并 在 
B.C,,C;D;, DE; 各 边 内 加 
上 i 个 G4 十 1 等 分 ) 点 ,此 图 
称 为 五 角形 数 之 形 . 图 2 中 的 点 4 所 含 的 点 数 1, 称 
为 第 一 个 五 角形 数 ; 五 边 形 ABCDE 中 所 含 点 数 5， 
称 为 第 二 个 五 角形 数 d 五 边 形 ABC; DE; 中 所 含 
点 数 (i 十 2) (3i 十 5)/2, 称 为 第 i 十 2 个 五 角形 数 . 由 此 
可 几何 地 证 明 下 面 定 理 : 第 ”个 五 边 形 数 等 于 第 
十 1) 个 三 角形 数 的 3 倍加 上 n, BT 


1 十 4 十 7 十 … 十 (32 一 2) 一 2 十 3。 


n(n—1) 
p 
E fH (pentagonal number) 五 角形 数 的 简 
p. | 

抽 民 原理 (drawer principle) ZR£ER 85 4 Ji li sy 
ACRI v £8 EE. 数学 的 重要 原理 之 一 . 可 表述 为 : 假 
如 有 nn 十 1( 或 更 多 ) 个 物体 装 入 个 盒子 里 ,那么 一 
定 有 某 个 盒子 至 少 装 有 两 个 物体 . 抽 居 原理 还 可 表 
述 为 : 

1. 把 m 个 元 素 按照 任 一 确定 的 方式 分 成 个 
集合 ,如果 m —nq-- r0 rnm PAH BDA 
一 个 集合 里 的 元 素 要 多 于 qi UR m=ng PAB 
少 有 一 个 集合 里 的 元 素 不 少 于 9 个 . 

2. 把 无 穷 多 个 元 素 , 按 照 任 一 确定 的 方式 分 成 
有 限 个 集合 ,那么 其 中 至 少 有 一 个 集合 里 含有 无 限 
个 元 素 ， 

3. 平 面 上 有 个 面 块 ,面积 分 别 为 Al, Asses 
A, ,把 它们 放 进 一 个 面积 为 4 的 区 域 里 ,如 果 


a ed, 
i=] 


则 个 面 块 中 至 少 有 两 个 要 重合 一 部 分 , 亦 即 4 中 
存在 同时 被 这 个 面 块 中 至 少 两 个 覆盖 的 点 ;如果 


fe [ia] 5 X-—Gi xe 


S beu 
则 4 中 至 少 有 一 个 点 不 被 4 As Ay 中 的 任何 


一 个 覆盖 . 

E doy fiut JE PB SS 3 条 表述 ,又 称 为 重 符 原 
H. 抽 层 原理 在 数论 和 组 合理 论 中 有 许多 应 用 , 它 常 
用 于 证 明 离 散 情 形 的 一 些 结 论 , 但 重 伙 原理 常用 于 连 
续 情 形 的 结论 . 对 抽 居 原理 的 应 用 ,有 如 下 一 些 结 论 : 

1. 在 不 超过 2n 的 任意 ”十 1 个 正 整数 中 ,至 少 
有 一 个 被 男 一 个 整除 . BDA laa aa Ss 
2n MA 15i ;jxn-c1,1818 ala. 

2. #i IES RX dl dd29""" »Q, 是 数 1,2,° ,nn 的 某 种 
排列 ,21n, 则 乘积 (aj 一 1)(as 一 2)… (a 一) 是 偶数 . 

3. WE 15m n X vr 71 e 2H 

Ly = 42, dax pgdeeayxr—0, 

Ly =A Hat t a32,—0, 
L,7a,1X1- 455232 bee? d- a0, 0, 
K'BaaG—1,2,mik-1,2,, HRR, ETE 

x, 70, Ae 


x |< CA Agee? >And” 7 (1,2, m). 
pH A pay TE lap ee ay G1 2; m 

上 面 第 一 个 结论 是 1935 年 爱 尔 特 希 (Erdos, 
P.D E, H hS (Lehmer, D. H. 2? uE BH B9. 抽 居 原 
XE h žk All $5 E (Dirichlet, P. G. L.) F 19 世纪 最 先 
提出 并 应 用 . 


$ & JRE (pigeonhole principle)” 即 “ 抽 居 原 
Jg". 
A Fl FE BR FE (Dirichlet principle) — BD “+h J£ 


原理 ”. 


同 R A 


同 Fe (congruence) 数论 的 基本 概念 之 一 . 设 
m fe 2 EW — TIE a.b PE BR ATA LE m | (a 
—b) Wea 与 5 XI m 同 余 , 记 为 a =b(modm), 
或 记 为 a=b(m). 这 个 式 子 称 为 模 m HARR. Am 
1(a 一 5), 则 称 a. b 对 模 m AR fal. dn az 
b(mod m), REA a 闫 blm). 同 余 概念 又 常 表达 为 : 

l.a=b+km(kE€Z). 

2.a Fl b BK m 除 时 有 相同 的 余数 . 

同 余 式 的 记号 由 高 斯 (Gauss,C.F. ) 于 1800 年 
首创 ,发 表 在 他 的 数论 专著 《算术 研究 ZU. 

E Rt (congruence) 见 “ 同 余 ” 

同 余 的 基本 性 质 (fundamental properties of con- 
gruences) 同 余 理论 的 重要 内 容 之 一 . 关于 同 余 的 
基本 性 质 ,可 分 为 如 下 三 类 : 
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I = 数 it 


l. 同 余 是 一 种 等 价 关 系 , 即 具有 自 反 性 、 对称 性 
和 传递 性 . 

2. 同 余 有 四 个 与 等 式 相 类 似 的 性 质 : 

1) 如 果 a1sD1s a5 D; 都 是 整数 ,而 m 是 正 整 数 ， 
则 当 a =b (mod m) ,a; =b; (mod m) 都 成 立时 ,有 a, 
+a,=6b,+6.(modm). 

2) 如 果 413015425 D; 都 是 整数 , 而 m 是 正 整 数 ， 
则 当 a=b; (mod m) , a: = b, (mod m ) EB KW HT, A 
aia: 7b, b, (mod m). 

3) WR a,b,c 都 是 整数 ,而 和 2 是正 整 数 , 则 当 a 
+b=c(modm) Ht ,4 a=c—b(modm). 

4) 如 果 a,b,c,d 都 是 整数 ,而 m 是 正 整数 , 则 
当 c 二 d(modm),(c,m) 二 1 HY ,ac=bd(modm) 45 a 
=h(mod m) ffr. — RH, £ E Die 
Yi G=1,2, PR BR mk 都 是 正 整数 , 则 当 

Aa a ,a Be a, 


2 


a a a 
> A PS ae rene 
By Ay ote My 1 2 k 
EL SRL 


k 


versa, * Pio Tin 


on (mod m) , x; 7 y; jÁjmod m) , 


L— 0 B, aa, SIE yi (mod m). 


特别 地 , 若 anbi (—0,1,2, mA my 都 是 整数 ， 
H a=b; Knod m) , x7 y mod m) , WA 
aj uq epa, 

=6,y"+6,-1y" ‘tee +8, y, Hb Gnod m). 

3. 同 余 有 五 个 与 等 式 不 相似 的 性 质 : 

1) 如 果 a,b 都 是 整数 ,而 &A,m 是 正 整 数 , 则 当 a 
=h(modm) MW At, A ak=bk(mod mk). 

2) 如 果 a,b 都 是 整数 ,d ,m 是 正 整 数 ,d E a,b 
及 m 的 任 一 公 因 数 , 则 当 a— o (mod m) RW AT. A 
a/d-b/d (mod m/d). 

3) 如 果 a.b Bh EC m 是正 整数 , 且 d Im, 
NW 34 a=b (mod m) E SB]. a=b(modd). 

4) WI JR a,b 都 是 整数 ,m; 是 正 整 数 , 则 a 
—b(mod m;) (一 1,2,…,R) 时 ,有 

a = b(mod[m, smsem; |). 

5) 如 果 a.b 都 是 整数 ,而 d,m 是 正 整 数 , 则 当 
a=b(mod m) AMAT, A Cam) — (5 ,mD A d 能 整除 
m 及 a,b 中 的 一 个 , 则 d 必 能 整除 a.b 中 的 另 一 个 . 

剩余 类 (residue class) 亦 称 同 余 类 . 数论 的 基 
本 概念 之 一 . 指 全 体 整 数 按照 对 一 个 正 整数 的 同 余 
关系 而 分 成 的 类 . 设 m 是 给 定 的 正 整 数 ,以 C, (r= 
0,1,*…,m 一 1) 表 示 所 有 形 如 gm 十 r+ 的 整数 组 成 的 
集合 ,其 中 g= 二 0, 圭 1, 十 2,…, 则 Co,Ci,… 5 Cn- R 
为 模 m 的 剩余 类 . 模 m 的 剩余 类 具有 性 质 : 

1. 每 一 个 整数 恰 包 含 在 某 一 个 类 C; EOSS 
m — 1). 
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2. 两 个 整数 z,y 属于 同一 类 的 充分 必要 条 件 是 


x=y(modm). 
全 体 整 数 可 分 为 m 个 互 不 相交 的 模 m 的 剩余 
类 ,这 样 的 m 个 集 (Ce USC a B RT 


X E :C = (r} Bee, —2m+r,—mt+ryr,mt+r,2m 
cr. lmr, (0<r<m—1). 如 果 某 个 剩余 类 中 
的 数 和 模 是 互 素 的 , 则 称 该 剩余 数 为 m 的 一 个 互 
素 剩 余 类 ,或 称 模 的 缩 同 余 类 . 显然 ,在 剩余 类 
C.(0 委 r 委 和 一 1) 中 ,只 要 有 一 个 整数 与 m 互 素 ,其 
余 的 整数 均 与 m BR. 全体 与 m 互 素 的 整数 可 以 分 
为 p(m) 个 互 不 相交 的 模 m. 的 互 素 剩余 类 C., 这 里 
plm) 是 欧 拉 函数 ,C, (0 过 7r 志 mr 一 1,《r,m)= 二 1) 由 所 
有 形 如 lm 十 r( 二 0, 土 1, 圭 2,…) 的 整数 组 成 . 剩余 
类 这 个 概念 在 抽象 代数 里 有 应 用 ,如 群 论 中 的 陪 集 、 
环 论 中 的 剩余 类 环 等 理论 都 是 在 此 基础 上 建立 的 . 
模 m 的 剩余 类 之 间 可 以 定义 运算 . 在任 给 的 模 xm 的 
两 个 剩余 类 CC 中 各 取 一 代表 i,j, 并 且 记 i 十 ;或 
i。j, 所 在 的 剩余 类 为 Cosy 3X Co. s. MW Cou; sk 
Ci.j» 仅 与 Ci,C; 有 关 , 而 与 所 选择 之 代表 无 关 , 故 可 
定义 C4 C; Z p AS Jn 1E CD A 3E X OO 7g COC, 
一 CCGOC= 一 CCoCc Co 对 上 述 加 法 
和 乘法 成 环 , 称 为 模 m 剩余 类 环 , 记 为 Zn Æ m 
剩余 类 之 间 定 义 的 这 些 运算 和 整数 运算 一 样 ,满足 
通常 的 那些 结合 律 、 交 换 律 与 分 配 律 . EE m BIA 
类 环 给 出 了 有 限 环 的 例子 . 

同 余 类 (congruence class)” 即 “剩余 类 ”. 

互 素 剩余 类 (coprime classes of residues) Ji, 
“PRA”. 

w E # AE (reduced congruence class?) 
余 类 ”. 

完全 剩余 系 (complete system of residues) fj 
称 完 系 . 数论 的 基本 概念 之 一 . 它 是 由 剩余 类 产生 的 
一 组 数 . 在 模 m 的 剩余 类 Co, Ci, Cu 中 各 取 一 
数 aiECi(01 一 0 1 1 一 1), 此 和 个 数 asas, 
an FRA m 的 一 组 完全 剩余 系 . m 个 整数 构成 模 
m 的 一 组 完全 剩余 系 的 充分 必要 条 件 是 它们 对 模 m 
两 两 不 同 余 . 模 m 的 完全 剩余 系 有 无 穷 多 组 . 例如 ， 
下 列 序列 : 

0,1,2,**,m—1; 

0,m--1,***,am--a,**,m— 1) m-o-m—15, 

O,—m+1,°,(—l)*m+a,-, 

(C—1)"7'm4d-m—1 

都 是 模 m 的 完全 剩余 系 . 当 m 是 偶数 时 ,序列 


Th Fe 


7n 7 nm 
DE 2 Aela 9 1,0,1, S l 
m 


m m 
与 ge eG 0,1, ty lev 


都 是 模 m 的 完全 剩余 系 ; 当 m 是 奇数 时 ,序列 


m — 1 m — 1 
5 ,'*,— 1,0,1,1, 7 
是 模 m 的 完全 剩余 系 . 完全 剩余 系 的 一 般 形式 为 a, 
=q,m+r,0<r<m—1. 4¢,=0 时 ,得 到 0,1,2,…， 
m 一 1 BRAK m 的 最 小 非 负 完 全 剩余 系 , 简称 最 小 
JE HSER. 4Lm/2)>r0 BE. ¢,=0; 24 m—1>r 
宇 Lm/2jJ 时 , 取 9, 二 一 1, 这 样 得 到 的 完 系 称 为 模 m 
的 绝对 最 小 完全 剩余 系 ,简称 绝对 最 小 完 系 , m 
为 偶数 或 奇数 时 ,其 绝对 最 小 完 系 分 别 为 


2 
m-—1 n 一 1 
及 一 2 votes — 1,0,1,:, zc 
完全 剩余 系 有 如 下 性 质 : 
1. im BEER, (a.m) — 1,0 是 任意 整数 , 若 
Z 通过 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , 则 az 十 2 也 通过 模 
m 的 完全 剩余 系 . 
2. Æ (msm) — 1, 21,2: 分 别 通过 模 mi ms 的 
完全 剩余 系 E, mz domi; 通过 模 mim, 的 完全 剩 
3. Æ mi. ma, uma 为 两 两 互 素 的 正 整 数 ,zl， 
X29""" Lk 分 别 通过 模 11) » 005 y *** Mk 的 完全 剩余 系 , 
则 Mix; + Mex, +0 + Mir, 通过 模 m=mm me 
的 完全 剩余 系 ,其 中 冯 一 mA G—1,2, 4). 
4. 21 Mis T» y *** Mek 为 正 整 数 , Lis 29° 9 Le 45} 
别 通过 模 mimis ,ms 的 完全 剩余 系 ; 则 m; Hmi 
Hmmz; 十 十 7217722 M15 通过 模 mim em, 的 
puc p 
5. Wom 是 正 整 数 ,a 为 整数 ,z 通过 模 m 的 完全 
剩余 系 , 则 当 mia 时 ， 


m m 
， — vor dw , 7 1,0,1,° a = 1 


2 
Yel», 
M mia, 
27i e 
dye A teat i) 
St A (complete system of residues) Wy“ SES 
剩余 系 ”. 


最 小 非 负 完全 剩余 系 (least nonnegative com- 
plete system of residues) 见 “ 完 全 剩余 系 ” 

绝对 最 小 完全 剩余 系 (absolute least complete 
system of residues) JU“SE@RIR AK”. 

简化 剩余 系 (reduced residue system) ZR ER Af 
系 . 一 种 特殊 的 完全 剩余 系 . ER m 的 每 个 互 素 剩 
余 类 C, (OCrm —1, Gm) =1) HAR a, WY 
Ar aA a, (0X r<m—-1,07.m)=1) PARE, 
RAK m 的 一 个 简化 ( 互 素 ) 剩 余 系 . 有 无 穷 多 个 简 
化 剩余 系 , 其 一 般 形 式 为 a,= 王 gm 十 r,0 委 r 委 六 一 1， 
q. 可 任意 选取 ,9,.=0 是 最 常用 的 取 法 ,这 时 aSr, 


f] 余 x 


(r,m)-—1,0xirxim —1. M m-— p 为 素数 时 ,最 重要 
HY fal 4538] i 0 29 11,2, b — 1. BS m BY f EAR A 
由 plm) 个 整数 组 成 , 且 任 意 pC) 个 整数 组 成 模 m 
的 一 组 简化 剩余 系 的 充分 必要 条 件 是 这 些 数 与 m 
互 素 , 并 对 模 m 两 两 不 同 余 . 

简化 剩余 系 有 下 列 性 质 ， 

1. 设 和 为 自然 数 ,&, :为 任意 整数 ,(&,) 一 1， 
则 当 z 通 过 m 的 简化 剩余 系 时 ,kz 十 lm 亦 通过 模 m 
的 一 组 简化 剩余 系 . AAU m Ej m — x 同时 通过 模 
的 简化 剩余 系 . 

Zs 设 00,570» 为 自然 数 , Oni omi = 1, Wi 24 Xy 
分 别 通过 模 mW s 70; 的 简化 剩余 系 时 ,mszx 十 miy 通 
过 模 m=mim, 的 简化 剩余 系 . 

3. 设 mo sm sm, FER 个 两 两 互 素 的 自然 数 ， 
;Xk 分 别 通 过 模 7^4 97005 y 7** s Mg 的 简化 剩余 
系 , 则 Mixid Mix; + +e +H Mixi 8Zmmmsm, 
的 简化 剩余 系 , 其 中 m= 二 mM Gi 二 1,2,…,k). 

4. m 是 大 于 1 的 正 整数 ,a AER, (asm) = 
1,z 通过 模 m 的 简化 剩余 系 , 则 

5 -de 

缩 同 余 类 的 概念 在 近世 代数 中 有 应 用 .各 4 是 
模 m 的 缩 同 余 类 ,把 满足 Ar=C 的 惟一 的 缩 同 余 
类 r 表示 成 A', WW Ar=B 的 惟一 解 可 记 为 z= 
BA ' 二 4 1B( 或 写成 B/4), 即 只 有 模 m 的 缩 同 余 
类 才能 作 分 母 , 于 是 在 模 m 的 缩 同 余 类 之 间 可 以 定 
义 除 法 运算 . 特别 地 , 当 mo 为 素数 p 时 ,除了 Co 之 
外 ,其 他 p 一 1 个 同 余 类 都 是 缩 同 余 类 . 因此 ,加 减 乘 
除 四 则 运算 在 模 p 同 余 类 集合 中 都 是 可 以 进行 的 
(当然 Co 不 能 作 分 母 ), 这 样 的 集合 称 为 “ 域 ”. 模 p 
的 pp 个 缩 同 余 类 构成 了 有 限 域 . 这 为 近世 代数 提供 
了 有 限 域 的 实例 . 

4a % (reduced residue system) 
AR. 
整数 的 剩余 表示 (integral residue representa- 

对 整数 的 一 种 刻画 . 以 两 两 互 素 的 & 个 正 整 
RM mos" sm, 分 别 为 模 , 则 任 一 整数 x 对 模 mis» 
M29 *** 5 ME 的 剩余 表示 为 序列 C2) m9 Tp ut 
G4 GEP Go, SER a BE m BRET ED ic 
zc (Gu s Gu ett Gs. 一 个 数 的 剩余 表示 是 
惟一 的 ,但 其 逆 是 多 值 的 , 即 是 说 可 以 有 许多 数 具 有 
相同 的 剩余 表示 . D AL Hm, =2,m,=3,m,=5, WU 
22 的 剩余 表示 为 (0,1,2) ,并且 形 如 30012-2266 € 2) 
的 整数 ,其 剩余 表示 均 为 (0,1,2). 两 个 整数 xz,x' 对 
模 mim;emiCOn;,m;) —1,0«:« j Cb) I 3la| 4s 
表示 相同 的 充分 必要 条 件 是 r= x (mod MO ix HR 
tma. Wr Al y 的 剩余 表示 分 别 为 
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Lis Ts 


即 “ 简 化 剩余 


tion ) 


M=m m" 


I 等 X de 


人 
《y)m), 则 整数 的 剩余 表示 有 以 下 两 个 重要 性 质 : 

1.〈z 士 yw BERI ZR EIS D. CC Em dE Os m» 
UE HE A educa tec do EE Ne 8 

Z. (x * yim 的 剩余 表示 为 ((《zt Dm Cu )m， 
人 

整数 的 剩余 表示 理论 在 计算 机 技术 中 有 应 用 . 

逐步 淘汰 原则 (successive sweep principle) 
亦 称 容 斥 原理 . 数学 的 重要 原理 之 一 . RA n TERR 
物 ,其 中 ,Ni 件 有 性 质 ai No TER TERR ass INS TIE 
有 人 性质 an NAFRA TEI a; 及 aj(i,j 二 1,2,*…,n)， 


Nin tt HA FE M Qisdj 及 ar (is jk 1,2, n), veers 
N s, ERA TERR 21.2: Ran, Wik n FRM PR 
有 任何 性 质 a; 的 件数 为 

gem XN, 十 > 一 十 (一 IYN 
ee 中 ,党 常常 遇 到 二 些 计数 问题 ， 这 些 计 数 问 题 归 

结 到 计算 有 限 集 $ 人 

M 例如 

l. isast sAn, Al N 个 非 负 实数 , 则 


7 
max (a, ,0Q,"" ,0,) = >) 4; = >) min(aa,) x 
i=] E] 


20 min (a;a;a,) — aoe 


a 《一 1)"min(a, 9 C2 9 san). 
ik 


s 设 n 是 正 整 数 ,al,as,*…,aw 是 N 个 两 两 互 
素 的 正 整 数 , 则 满足 O0<Rk<n ya; |nG=1,2,°" N) K 
整数 的 个 数 等 于 
AF T 


5» n 
I&i«N c di I«icj«N 
n 


ig 

A Fe UR EB Cincluding-excluding principle) BẸ 
“逐步 淘汰 原则 ” 

模 系 数 记 数 法 (modular coefficient notation ) 
与 剩余 表示 有 关 的 概念 .和 铝 以 两 两 互 素 的 上 个 正 整 
Bl mom e om 分 别 为 模 , 则 整数 CO MM 
m4) 的 剩余 表示 Cm, Gu tt KL) my) 
PRA x 的 模 系 数 记 数 法 .由 于 限定 OS <M =m m, 
vemi, DRRR z 对 于 模 mi ms soma 的 剩余 表 
示 也 是 不 同 的 . 阁 知 道 了 整数 x 的 模 系 数 记 数 法 
《CCT)m，《Z)m，"…*，《Z)m)， 用 孙子 定理 即 可 惟一 地 定 
出 x. WEZ 表 整 数 集 ,Z, 二 (0,1,…,! 一 1} 表 示 / 的 最 


LI 211?75*** 


小 非 负 剩余 组 成 的 集合 , 且 m 0m > 0, Mis 
m) =1,0 <i <j Sk, 0 Sr<mm e m WEF S= 
T | Oxcr«m,m;m, 与 集合 S= (sas ak) | 
a,€ Z, j= 1.2, RE) ZTE HE —— at MM. BL 0<x 
<M ,0<y<M, Wi] r 的 模 系 数 记 数 法 有 下 列 性 质 : 


1. (ot yy 的 模 系 数 记 数 法 为 (((zx)。 + 
368 
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2. (Cr * you BY BAR BI RIK A am, 
On a s GER Oy ace C GE s 

下 面 举例 说 明 使 用 模 系 数 记 数 法 进行 加 法 和 乘 
法 运算 带 来 的 方便 . 例如 ,对 模 3,4,5,11. 2 = 209 
(2,1,4,0), y=135 (0,3,0,3). 

1) 进行 加 法 运算 


209 (2,1,4,0) 
+135 (0,3,0,3) 

(344) 6 <> (2,0,4,3) 

2) 进行 乘法 运算 : 

209 
X 135 

1045 

627 (223450) 
209 (0,3,0,3) 


(28215660 > (0,3,0,0) 


从 上 例 中 看 出 ,这 里 乘法 和 加 法 无 须 进 位 ,特别 是 乘 
法 无 需 进 位 ,这 对 计算 机 的 制造 和 使 用 将 带 来 很 多 
的 方便 . 用 模 系 数 记 数 法 ,Zw 中 的 数 对 模 M 的 运 
算 ,可 以 分 别 通过 Zim, 中 的 数 对 模 M;Cj—1,.2, 7. E) 
的 运算 来 完成 . 

欧 拉 定 理 (Euler theorem) 数论 的 重要 定理 之 
—. 设 moa 都 是 整数 ,月 m2 Rlasm)=1, em) Æ 
欧 拉 函数 , 它 表 示 小 于 m AS m 互 素 的 正 整 数 个 
数 , 则 a” =1 (modm). 由 此 定理 可 以 直接 得 出 ; 若 
(a,;m) 二 1, 则 同 余 方程 ax — b (mod m2 fs f X 
z=a"”"| b (modmO. fl w, f Al RA FE 
24x=7(mod59). A 59 为 素数 ， P59) = 58, 所 以 方 
fg AY BRA = 24°" * 7=47(m0d 59). 这 是 一 个 用 简 
化 剩余 系 证 明 的 定理 . 1736 年 , 欧 拉 (Euler,L. ) 证 
明了 费 马 定 理 后 ,又 于 1760 年 提出 并 证 明了 此 定 
理 . 345 m 为 素数 p 时 , 因 eC) — p — 1. BL 48 99 E 
理 . 所 以 , 欧 拉 定理 是 费 马 定理 的 推广 . 

费 马 小 定理 (Fermat small theorem) 人 简称 费 
马 定理 .初等 数论 的 重要 定理 之 一 . 该 定理 断言 A 
PARR, Ca, p)=1, N] a^ '=1(mod $). 该 定理 是 
数论 中 欧 拉 定 理 的 一 个 特殊 情况 ,因为 在 欧 拉 定理 
PH p 是 素数 时 ,pl(p) 二 p 一 1, 就 得 到 费 马 定理 . 费 
马 定理 也 可 和 投 述 成 : 设 p 为 素数 , 则 对 于 每 个 整数 a 
都 有 a* 夺 a (mod p). 此 定理 由 费 马 (Fermat,P. de) 
在 1640 年 10 月 18 日 给 德 。 贝 西 (de Bessie,F.B.) 
的 信 中 给 出 的 ,但 未 作证 明 , 欧 拉 (Euler,L. ) F 
1736 年 发 表 了 第 一 个 关于 费 马 定理 的 证 明 . 1801 
年 ,高 斯 (Gauss,C.F. ) 在 他 的 数论 专著 《算术 研究 》 
中 用 同 余 式 的 方法 ,简捷 地 证 明了 这 个 定理 . 此 定理 
在 数论 发 展 史 上 有 重要 地 位 , 它 是 研究 二 次 同 余 式 
的 关键 ,还 有 许多 其 他 的 应 用 . CRRA RSE 
理 , 是 为 了 有 别 于 费 马 大 定理 . 


威尔逊 定理 (Wilson theorem) 数论 的 重要 定 
理 之 一 . 该 定理 断言 :如 果 p 为 素数 , 奢 么 (p 一 1)! 
= — ] (mod p). 该 定理 的 逆 命 题 也 是 正确 的 ,从 而 
有 :大 于 1 的 自然 数 ”为 素数 的 充分 必要 条 件 为 

(n — 1)! =— 1(modn). (1) 

虽然 (1) 式 是 判别 一 个 自然 数 n 是 否 为 素数 的 充分 
必要 条 件 , 但 对 于 大 整数 ,计算 起 来 困难 是 很 大 的 . 
例如 , 当 是 一 个 3 位 数 的 自然 数 时 , (2 一 1)! 十 1 
就 是 一 个 超过 100 位 的 数 . 所 以 ,这 个 素数 的 判定 定 
理 并 无 实际 应 用 价值 . 威 尔 人 进 定理 实际 并 非 威 尔 远 
(Wilson, J. ) 最 先 提出 , 亦 非 他 给 出 过 证 明 , 只 是 他 
曾 猜 想 这 个 命题 是 正确 的 ,并 就 此 事 写 信 给 他 的 老 
WE HK Waring E. ). 华 林 于 1770 年 在 他 著 的 4 代 
数 沉思 录 》 中 未 加 证 明 就 发 表 了 此 命题 ,并 称 是 威 尔 
逊 提出 的 .实际 上 莱 布 尼 茨 (Leibniz,G. W. ) 早 在 
1682 年 就 发 表 了 这 个 猜想 ,但 未 能 给 出 证 明 . 拉 格 
朗 日 (Lagrange,J.-L. ) 在 1771 年 给 出 了 这 一 命题 
的 证 明 . 虽 是 这 样 ,习惯 上 仍 称 为 威尔逊 定理 . 

数论 倒数 (number-theoretic reciprocal) 亦 称 
算术 倒数 . 与 同 余 有 关 的 一 个 基本 概念 . Km 为 模 ， 
a 为 任意 整数 , 且 (a,m)= 二 1. 车 有 整数 a' 能 满足 同 余 
xt a'a=1(modm), Wi ff a'  a(modm) HY RH fl 
Ke, sk i oc. BAD. BM a=2.m=3,8(2,3)=1, 
M J —2 FÉ alac2 * 2=4=1(mod3), M) a’ —2 
就 是 整数 2 (mod 3) 的 数论 倒数 . 整数 a 存在 数论 倒 
数 a' (mod m) HY 3E 4 AE EE (am) = 1. 数论 倒 
数 常用 于 求解 同 余 式 组 . 例如 ,使 用 孙子 定理 求解 同 
余 式 组 r=b (mod mi) , x95; (modm,),* 
(mod mx) 时 ,此 同 余 式 组 的 正 整 数 解 为 

x=b M M, +b:M;' M; +" +b:M: Mi(mod M), 

这 里 M;' 就 是 满足 同 余 式 M; M:=1(mod m;) G=1,; 
2,…,&) 关 于 M; (modm;) 的 数论 倒数 . 式 中 


. E ER 


M-—mym; ** m, = m,M, = mM, 一 … = mM. M; 
—M/m;, B.CM;, m) — 1. 

算术 倒数 (arithmetic reciprocal) El “Rie Hl 
数 ”. 

同 余 方程 (congruence equation) 初等 数论 的 


重要 概念 之 一 . 指 含 有 未 知 数 的 同 余 式 . WR aoas 
a, 都 是 整数 ,m 是 模 , 且 a,40Cmod m), Bt] 
Tasa hau aie ao 

=0(mod m) (1) 
称 为 模 m BS n 次 同 余 方 程 . WRB ro 满足 f (x0) 
— 0(mod m) , Wl] zx, (mod m) FRA AA EF CIO Bj 
fgt , 3X EE TARA Lay |= {km 十 Xo,kEZ}) 都 是 方程 (1) 
的 解 . 5 H [XX f£ Cx) =0Cmodm), f xi) 
—0(mod m), H. ra, (mod m) Bb, £k x— [x 181 x 
一 Lzi 是 不 同 的 解 . 式 中 [zr]= {km 十 Xx1,kEZ). 求 


同 a X 


解 高 次 (2 之 3) 同 余 方 程 ,无 一 般 的 方法 . 

同 余 方程 和 的 解 (solutions of congruence equa- 
tions) 与 同 余 方程 有 关 的 一 个 概念 . 指 满足 同 余 方 
程 的 未 知 数 的 值 . 设 f(x) 为 一 整 系数 多 项 式 , 则 同 
余 方程 

Tasas tea pee Pa 

= 0 (mod m) (19 
的 所 有 对 模 m 不 同 余 的 解 的 个 数 , 称 为 同 余 方程 
(1) 的 解 的 个 数 , 记 为 p(f,m). 要 求 同 余 方程 (1) 的 
解 ,只 要 把 模 m 的 一 组 完全 剩余 系 0,1,…,m 一 1 逐 
个 代入 (1) 中 进行 验算 ,总 可 以 判定 完全 剩余 系 中 者 
些 整 数 是 方程 (1) 的 解 .但 当 m 是 个 大 整数 时 ,计算 
量 往 往 太 大 . 有 了 时 为 了 减轻 计算 的 工作 量 , 可 以 取 绝 
对 值 最 小 的 完全 剩余 系 一 (mm 一 1)/2,*…, 一 2, 一 1， 
0,1,2,…,《m 一 1)/2 逐个 代 人 验算 . 当 模 m 为 合 数 
时 ,有 定理: 

1. Bt m= pipe po 为 其 标准 分 解 式 , 则 同 余 
方程 f (x) =0(modm) 5 [B] 4x Jr EBA f(x) 
=0(mod pt); f (x) = 0 (mod pz); e; f x) 
—0 (mod ps) 是 等 价 的 . 

2. 同 余 方程 f (a2280(mod p") 的 解 一 定 是 同 余 
方程 f(x) 圭 0Cmodp) 的 解 ,反之 不 一 定 成 立 ( 参 见 
“ 同 余 方 程 ”). 

一 次 同 余 方程 (linear congruence) 亦 称 线性 
同 余 方 程 . 一 类 简单 的 同 余 方 程 . 指 未 知 数 仅 出 现 一 
RAR ATT. A as b 都 是 整数 ,” 是 正 整数 , 当 a 
zÉ0 (mod m2 时 ,把 ax=b (mod m) YR HIR m 的 一 元 
一 次 同 余 方程 ,简称 一 次 同 余 方程 . 关于 其 解法 和 性 
质 有 下 述 定 理 : 

1. Ht (a, m) =1,m>0, M fR] AR az 
—b(mod m) 恰 有 一 个 解 x9ba* "^ (mod m). 

2.1% (a. m) =d, m 2 O, MW A AX az 
=b(mod m) 有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 415, 此 时 恰 有 
d ^£. 

根据 以 上 两 个 定理 , 同 余 方程 ab (mod m 1E 
a 关 0 且 (a,m) |b 的 条 件 下 , 必 有 (a,m) 个 关于 模 m 
互 不 同 余 的 解 . 又 根据 最 大 公约 数 的 性 质 , 必 有 二 整 
数 zx,y, 能 使 az 十 my 二 (a,m). BELT Cam) | b. Br VA 
有 xo 二 bX/ (aym) ,yo 二 by/《a,m) ,使 axotmy=b, 
由 此 即 可 得 到 原 方程 的 (4a,m) 个 关于 模 m 互 不 同 余 
的 解 为 z= 二 zo 十 mt/ (aym) ,t= 二 0,1,2,, (a,m) 一 1. 

线性 同 余 方程 (linear congruence equation) 

即 “一 次 同 余 方程 ” 
一 次 同 余 方程 组 (system of linear congruence 
一 类 简单 的 同 余 方程 组 . 指 形 如 
r-b;(modm;) (1==1,2,.",k) (1) 
的 同 余 方 程 构成 的 组 .= 二 2 是 最 简单 的 一 次 同 余 方 
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equations ) 


Tz 2H . Bil 
x =b (mod m), 
| x =b,(modm,). d 
HE [n] aR Jj ER 2H C20 P, dx Gm m =d,M=m m2. Xi d 
| (6,—6,) , WAT EA (22 70. 若 d | Cos — 0D , B] 
方程 (2) 对 模 M 有 解 . 设 解 为 cox, (mod M) Jl] zo 
=b + mtoto 为 mt 三 6s 一 b1 (mod m; B f£ — fi. 关 
于 一 般 同 余 方 程 组 (1) 的 解法 (参见 “孙子 定理 ”). 
孙子 定理 (Chinese remainder theorem) 亦 称 
中 国 剩余 定理 . 中 国 古 代 关 于 求解 一 次 同 余 方程 组 
的 著名 定理 . 如 果 正 整数 ma most ,ms 是 两 两 互 素 
HS s BD Gn m) —1 GzEjilmu jm. B bi bose ,be 
是 任意 整数 , 则 同 余 方程 组 
x=b;(modm;) (1=1,2,.,k) (1) 
可 解 , 且 这 个 同 余 方程 组 的 全 部 解 是 模 M — mim 
m, 的 一 个 同 余 类 . 同 余 方程 组 (1) 的 解 可 表示 为 
x=6,M,' M,+6,M,'M,+++6,M,' Mi (mod M) , (2) 
式 中 M,— M/m,; M M 是 M, 关于 模 Mk 的 数论 倒 
数 , 即 M: 是 满足 M,'M,=1 (mod m,) B 1E XX. 在 中 
国 古 算 书 《孙子 算 经 ) 的 下 卷 中 已 记 有 下 面 的 “ 物 不 
知 数 问题 ”: 今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 
之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ? 管 日 ;二 十 三 .用 
同 余 记 号 译 为 今 文 , 即 求 解 下 面 同 余 方 程 组 
x =2(mod 3), 
| x =3 (mod 5); (3) 
x =2(mod7). 
书 中 给 出 了 解法 ,其 解法 还 能 推广 到 任意 ”个 两 两 
互 素 的 自然 数 的 同 余 方程 组 的 情形 . 秦 九 韶 在 他 的 
著作 《 数 书 九 章 》 中 提出 了 同 余 方程 组 Ma 
=] (mod mD (1 二 全) 的 解法 ,并 称 之 为 “大 衍 求 一 
术 ”. 程 大 位 在 他 所 著 《 直 指 算法 统 宗 兴 共 17 卷 ) 中 
把 方程 组 (3) 的 解法 概括 为 下 面 的 口诀 : 
三 人 同行 七 十 稀 FT EE HAR. 
七 子 团圆 月 正 半 , 除 百 零 五 便 得 知 . 
其 中 ,前 三 名 中 的 70,21 和 15( 月 正 半 ) 分 别 就 是 (2) 
式 中 的 MM, M? Mi 和 Ms'M;s, 所 以 “ 物 不 知 数 问 
题 “ 的 一 个 解 是 
r2:25*7043-3-214-2* 15 = 233(mod 105). 
口诀 最 后 一 句 中 的 105 即 现在 的 记号 (mod 105) , Zh 
即 与 233 相差 105 的 任意 倍数 的 数 都 是 问题 的 解 . 
其 最 小 正 整 数 解 为 r=23(mod105). 孙子 定理 在 数 
论 中 的 应 用 是 广泛 的 ,其 方法 的 原则 也 反映 在 插入 
理论 .代数 理论 及 算 子 理论 ( 泛 孔 分 析 ) 之 中 . 例如， 
关于 同 余 方 程 f(x) 圭 0C(mod mm) 解 的 个 数 问 题 , 应 用 
孙子 定理 可 得 出 下 面 结 果 : 设 m= MMs (Mis Mz) 
=1, AR AWE f(x) 三 0(modm) 解 的 个 数 记 为 
P(f,m), 则 有 PC(f,m) 二 pC(f ,ma)。，。pP(f ,ms), 即 解 
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的 个 数 为 m B5 AY Fe eS Bx. 
A E $ S E E (Chinese remainder theorem) 
即 “ 孙 子 定 理 ”. 
KT K— Å (Chinese remainder theorem) Jy, 
“孙子 定理 ”. 
覆盖 同 余 式 组 (cover congruence system) — 25 
特殊 的 一 次 同 余 方程 组 . 如 果 每 一 个 整数 都 至 少 满 
足 同 余 式 组 
x — a,(modns)),x = a,;(modn;),--., 
x =a,(modn,), 

(1n «n;«-:-:n0zia;«n ,1-—1;,2,1*:,5) OD 
中 的 一 个 ,那么 就 称 (1) 为 一 组 覆盖 同 余 式 组 . 如 果 
每 一 个 整数 满足 (1) 中 一 个 且 仅 满足 一 个 同 余 式 , 则 
称 (1) 为 一 组 不 相交 的 覆盖 同 余 式 组 . 因为 每 一 个 整 


数 至 少 满 足 同 余 式 组 
x = 0(mod2),z = 0(mod 3) ,x = 1(mod4), 
x = 5(mod6),x = 7(mod 12) (2) 


中 的 一 个 ,所 以 ,(2) 即 为 一 组 覆盖 同 余 式 组 . 利用 电 
子 计 算 机 已 经 证 明了 ,对 25 «20, HRB A 
RAA. 有 关 和 覆盖 同 余 式 组 的 下 面 两 个 著名 猜想 尚 
未 获得 证 明 : 

1. WEA m 09 1 REE RRA. 

2. 如 果 (1) 是 一 组 覆盖 同 余 式 组 , 则 有 

2 | [mi sns" sn]. 
覆盖 同 余 式 组 有 下 面 性 质 : 
1. 如 果 (1) 是 一 组 覆盖 同 余 式 组 , 则 有 


2; 二 > 
此 性 质 是 爱 尔 特 希 (Erd6s,P. ) 首 先 提出 猜想 ,以 后 
才 给 出 证 明 的 . 
2. 如 果 (1) 是 一 组 不 相交 的 覆盖 同 余 式 组 , 则 
有 : 


wa 
1) 2; aa 
2) qun) Æl, ISi <J SR. 
3) 不 可 能 有 <n <n: <" <n. 


连 分 数 


连 分 数 (continued fraction) 一 种 特殊 形式 的 
分 数 . 它 是 求解 不 定 方 程 的 重要 工具 . 设 (6,?(n 王 0， 
lsem), {en} 《1 二 1,2,…,m) 是 数 域 下 中 的 元 素 所 
组 成 的 有 限 序 列 , 形 如 下 面 形式 的 分 数 


aa = 


C2 
E cum " 


称 为 有 限 连 分 数 . 只 要 在 简化 时 没有 出 现 零 为 除数 ， 
alike F 中 的 一 个 元 素 , 常 简 记 为 : 


b, b C2 Cm—] Cm ; 
: ^ Ca ae M 
b, l eme 
uuu S by ded pes ub] 


L C1 C2 Cm—) 2 
09 9 9°*% 5 , 
b, b, Duos On 


等 形式 . 或 更 简便 地 记 为 


C, 17 
bot || 
zi (b,} n=0,1,°"*) 9 fen) au 1,2, 22g PN 2C FE 
列 , 则 称 
by+ — 
D pce 
ooo ft Cn 


b. us 


为 无 限 连 分 数 . 和 有 限 连 分 数 的 情况 一 样 , 也 可 简 记 
为 
C; 


DI dud uy 


Ste, 
在 无 限 连 分 数 中 ， 
一 bo 十 对 


b + S 


eg pa p Rh 
称 为 第 n see PRAID sbn c, 21) 4p Hl] 
称 为 部 分 分 母 及 部 分 分 子 . 当下 为 实数 域 或 复数 域 ， 
Tj E76 3& FF JI Ce, ) c SCENE DU] JG J BR e p 3C cx 
的 ,(&,) 的 极限 值 称 为 无 限 连 分 数 的 值 . 在 有 限 或 无 
限 连 分 数 中 ,如 果 所 有 的 c, (xn 宇 1) 全 都 等 于 1,6o 为 
整数 ,b, (n 宇 1) 全 都 为 正 整数 时 , 则 称 为 正则 连 分 
数 , 或 称 简 单 连 分 数 , 并 用 [5b。,51,，… ,6 表示 有 限 或 
无 限 正则 连 分 数 的 级 近似 值 . 一般 而 言 ,一 个 有 限 
正则 连 分 数 表示 一 个 有 理 数 , 而 一 个 无 限 正则 连 分 
数 表示 一 个 无 理 数 . tn E Loos bis ttt sbn ] 是 有 限 连 分 
数 , 则 称 它 的 项 数 为 n 十 1. Te Bc w, 
以 符号 Lzj 表 示 不 超过 z 的 最 大 整数 , 令 


w = b, 十 lp, = [w], 
1 


= b, 


o, — b, + sb, = [m] = 1,25). 
利用 此 方法 就 可 将 “展开 成 一 个 正则 连 分 数 
= l l 
Dro bi five + OB, 十 … 
如 果 w 是 无 理 数 , 则 其 正则 连 分 数 展开 式 是 惟一 确 


定 的 . 如 果 w 是 有 理 数 , 则 此 展开 式 将 在 有 限 步 后 
(wn =bn) ER ,得 到 


w = b, + > ] 


een 
若 将 上 式 中 的 5b, 以 (5, 一 1) 十 1/1 来 代 换 , 则 得 到 有 
理 数 w 的 另 一 种 正则 连 分 数 的 表示 式 , 即 有 理 数 的 
正则 连 分 数 表示 式 不 是 惟一 的 . 无 限 正则 连 分 数 的 
例子 有 :由 朗 伯 (Lambert,J. H. ) 得 出 的 

d Aaj 


aF eO 
AF p 为 自然 数 . 由 欧 拉 (Euler,L. ) 得 出 的 
as ae lod 
d EM eg a 
do Wb cb 
als aft wit ppg eun 


由 于 近代 计算 数学 的 需要 ,还 可 将 正则 连 分 数 中 的 
bos bis tt bu t MMV x NICH B UK. 此 时 o; 
=) (r) Sanr" tanx i++ + Gin = 05152509). 
也 将 上 述 形式 的 连 分 数 分 别称 为 无限 连 分 数 与 有 限 
连 分 数 , 它 在 近代 计算 数学 中 常 和 某 些 微分 方程 或 
差分 方程 有 关 , 和 茶 些 与 递 推 关系 有 关 的 孔 数 构造 
的 应 用 相 联 系 . 连 分 数 早 就 在 初等 数论 中 运用 , 阿 耶 
波多 第 一 (Aryabhata I ) 就 曾 用 连 分 数 求 一 次 不 定 
方程 axtby=cla,b 互 质 , 且 a,b,c 为 正 整 数 ) 所 有 
的 整数 解 . 他 用 欧 几 里 得 (Euclid) 的 输 转 相 除 法 ,把 
方程 的 系数 a,b 表 成 连 分 数 , 即 


a 
3 T. 
E P EL. daa "d 
推 得 aq — bp — c1, BC aq —6p — 1, E 5E 21 EIE DI 
ax —by-—aq— bp, RUA r=qtbht,.y=ptatte 
Z), 从 而 求 得 不 定 方程 的 整数 解 . 沃 利 斯 (Wallis， 
J.) Æ 1655 年 出 版 的 著作 《无 穷 算 术 》 中 ,第 一 次 引 
人 了 连 分 数 这 一 数学 名 词 . 1685 年 ,他 又 指出 如 何 
使 用 连 分 数 去 得 到 某 些 无 理 数 的 好 的 逼近 .在 对 圆 
周 率 x 的 研究 中 , 沃 利 斯 和 布 龙 克 尔 (Brouncker， 
W. ) 将 r/4 表 为 连 分 数 
9 25 49 
Beet te 

TE Wl) 3 43 AB (regular continued fraction) J 
“ 连 分 数 ” 

简单 连 分 数 (simple continued fraction) J 
“ 连 分 数 ” 

有 限 连 分 数 (finite continued fraction) 
分 数 ”. 

无 限 连 分 数 (infinite continued fraction) J 
“ 连 分 数 ” 


Jh 连 
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v 等 X dt 


JE Ju] 3 >> BBY Hit 23 BW (asymptotic fraction of 
regular continued fraction) 对 正则 连 分 数 的 一 种 
刻画 . 即 正则 连 分 数 的 一 类 近似 分 数 . 在 正则 连 分 数 
[bo bist 0] 中 取 


b, 
Loo] X d 
Lbs T 一 MS : , 
bi 
OF] 92 EE 


6,6, +1 : 


0. D. + jt RES Px 
b ,已 ,*** sb, = Se ie a a a ee 
L : i J big. 二 dn—2 dn 


其 中 psg, EZ, 且 (pp,,g,) 二 1. /da 称 为 正则 连 分 


X [ b; 201 5°** ,bn, … 的 第 n 个 渐 近 分 数 . 设 既 约 分 数 
E E E 
q, ZEN Forth, (n= J3 


4 p.;—0.p.,—1.q.:—1,4.1—0 E TERI XX 
Pn=OnPn—1t Pn—299n = OnGn—1 Farn- (n=0). 
由 此 推出 
fida Pado 6—1 (nz—1D. 
任何 正则 连 分 数 总 表示 一 个 实数 w, 当 o 为 无 理 数 
时 ,在 两 个 渐 近 分 数 p,_:/q,-: 和 n/n 中 间 插 入 的 
分 数 | 
b bertkba 
Q^ Qi tQ, 
均 称 为 中 间 渐 近 分 数 ,而 原来 的 渐 近 分 数 称 为 主 渐 
近 分 数 . 渐 近 分 数 尚 有 如 下 性 质 : 
1. 当 & 之 3 时 ,as 人 ao 十 1, 因 而 对 任何 & 有 qi 
zk—1,.H 
Pav Pu Pai Pas Pa Paa 
G2ck—1) dz Qm-i  Qzs-s dz zi 
2. Lobos bi pp] 是 无 限 正 则 连 分 数 . Aa k 
一 co 时 De Qs 有 极限 , 则 有 
Pau 
< 一 | bo 2 rT tee] <i see 
ae A ag hrc ae eat Ea 
qio ds ds Q4 q2 
称 此 极限 为 连 分 数 L5o,51,…,5,,… JES ME. 设 分 数 
p/4 具 有 下 述 性 质 : 对 于 任何 其 他 分 数 p' /gq' ,9 <a, 
WA |w— p/q|<|w—p'/q'| WW p/qPKRA c AY Re Pal 
近 分 数 . o W Ex Fea XE 4 EEE BY ET a a 
或 中 间 渐 近 分 数 ps /qs . A R2 5,/2 3X R=b,/25q, 
2» qu 0, Go, 的 意义 参见 “ 连 分 数 ”). 渐 近 分 数 满足 
关系 式 


(R=1,2,°°,5,—1) 


b. Pr-1_ (~ 1)" 
Qn d. Qaan- ` 
E s BAY { Pon/aon? > { Ponti/Qon+i} 分别 是 单调 递增 
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和 单调 递减 的 . SFM A CH EDI FIA 
I. ud. 


Qs 1Q dn 


o B e 


Ble 
Qn q 


w = li Pr = s c=) 
Hm qn pst 2; Quis - 
XT ATURE KA THAR: 
Pn 1 
ares xem 
qn V 5q 


成 立 的 n 有 无 限 多 个 . 如 果 A> 5 , 则 存在 w, 使 得 
b. 
一 


w — 一 一 
dn 


2 


Aq; 


只 对 有 限 个 = 成立， 
2. 相 邻 的 两 个 渐 近 分 数 至 少 有 一 个 满足 不 等 式 


3. 相 邻 的 三 个 渐 近 分 数 至 少 有 一 个 满足 不 等 式 
Pn 1 
a | /5q' 

1572 年 , 邦 贝 利 (Bombelli,R. ) 在 他 所 著 的 《 代 
数学 一 书 中 ,第 一 个 使 用 了 渐 近 分 数 通 近 无 理 数 的 
方法 ,他 成 功 地 应 用 了 连 分 数 逼 近 无 理 数 V 2 . 设 
V2 二 1 十 l/y; 则 y= V2 十 1,; 所 以 y=2 十 V2 
一 1 二 2 十 1/y, 从 而 有 


oo 


2 eee ] 
ý ie 
y 
= 1+ 一 一 一 一 =-1+ 一 
2 1 2 1 
is En m num 
1 1 1 
EPOD E 
因此 v 2 可 用 数列 
Peak Lard a i 
lo glt Se 
UCD, 
中 间 渐 近 分 数 (Cintermediate asymptotic frac- 
tion) 见 “ 正 则 连 分 数 的 渐 近 分 数 ” 
zE A Wu principal asymptotic fraction) 
见 “ 正 则 连 分 数 的 渐 近 分 数 ” 


Ax E d VT 43 JH (best approximations fraction) 
见 “ 正 则 连 分 数 的 渐 近 分 数 ” 

有 理 数 的 连 分 数 表 示 (representation of ratio- 
nal number by continued fraction) 对 有 理 数 的 一 
种 刻画 . 即将 有 理 数 表示 成 正则 连 分数 . 每 一 个 有 理 
数 都 能 表示 成 两 个 不 同形 式 的 有 限 连 分 数 , 其 中 一 


个 的 项 数 是 奇数 , 另 一 个 的 项 数 是 偶数 . 设 a/b BA 
理 数 ,其 中 a 为 整数 ,2 HERS A bla, Waiz a/b 
=c, HER, 3E] ERR ON a/b — [e ). Æ bla, W a/b 
是 有 理 分 数 ,其 中 a 为 整数 ,2 为 大 于 1 的 正 整 数 , 由 
AR ETHER IE : 

= 0 
b 


r r 
二 gy 十 一 ,0 二 一 < 之 1; 
ri ri 


式 中 77 都 是 正 整数 , 且 Dort r2, 
i rear, 

成 立 ,其 中 ci 是 非 负 整数 ,g,(n 宇 2) 是 正 整 数 .于 是 

有 理 分 数 a/b 可 表 成 有 限 连 分 数 

a 1 

op ae 

b pu 


fe 


Gnti 
= [di 9da9°** sat1 , 
或 表 成 下 面 形式 的 有 限 连 分 数 


$a 
q; 十 二 


l 


a SS 
l 
dei lot Y 


= [d15925***5Q.41 — 151]. 

阿 耶 波多 第 一 (Aryabhata 1 2 R Ep EE SE 
(Brahmagupta) YE oK A 4E Jj £& ax t+ by — c (Ca, 0) 
=1, H a,b,c IE SECO HI A AET , FH SERERE 
法 ,最 先 把 a/b 表示 成 有 限 简单 连 分 数 , 即 


Bas ad 4 l 二 

b ° 人 村 

Pp i 1 E 
E q EC AERE NES. 


Sy uk ag—bp=+1,R aq—bp-—1.8B2, 9] 387; E ax 
+by=1 ER ar+by=aq— bp, AMA 
Eug uoMT 64 
b 7 
得 c=qtbt,y=ptattt 为 整数 ), 即 可 求 得 方程 的 
全 部 整数 解 . 

无 理 数 的 连 分 数 表 示 (representation of irra- 
tional number by continued fraction) XJ ZG EB ZA Ej 
一 种 刻画 . 即将 无 理 数 表示 成 正则 连 分 数 . 每 个 无 理 
Ba 只 能 有 一 个 无 限 连 分 数 表示 式 , 它 的 渐 近 分 数 


=f 


连 分 数 


FF Au WF o. 项 数 无 限 的 连 分 数 都 是 从 无 理 数 产 
生 的 . 设 “是 一 个 无 理 数 ,用 a 的 整数 部 分 [cj 和 小 
WEBS (a) Rem SR ama] (009,0 (a 1. S [a] 
=a] 和 a=1/{a}>1, MA 

1 


4 一 CI 十 一 ， 
| 


Lla] —a;,f4$l1e,—1/(a >11, HF a 是 无 理 数 ， 
且 0< (aj « I, Burg 
1 


Q —— a 十 —— see 
1 2 a. 


Lar |=a, Al e, 1/(a, 1) 271, M 


=a loa LL 
1 à; 于 ao 
Q5 
= a, + l : 
a, + 
a> 
1 
a, t P 
=. [415055 *** 50450 |. 
aya +l a, Pit pri 
= ,0 — k=2, "°° 
并 有 a a n aqa + qe ( a ) 
Pr CCD 15, pe, (—1) 06, 
一 从 十 一 一 或 a= 人 二 一 一， 
Be ? Qi QiQis41 或 a qz qi 


其 中 0-8,«1,0—0, —1. 世界 上 最 先 使 用 无 理 数 的 
连 分 数 表示 法 的 是 邦 贝 利 (Bombelli,R. ) (参见 “ 正 
则 连 分 数 的 渐 近 分 数 ”). 

实数 的 连 分 数 表 示 (representation of real num- 
ber by continued fraction) 对 实数 的 一 种 刻画 . 有 
理 数 的 连 分 数 表 示 和 无 理 数 的 连 分 数 表示 共同 组 成 
实数 的 连 分 数 表 示 . 

SE 26 AY BOB XT (rational approximation of re- 
al number) 对 实数 的 一 种 刻画 . 指 实 数 为 无 理 数 
BT AU FEHLT. 给 定 无 理 数 a, 若 p/q 是 a 的 第 上 个 
渐 近 分 数 , 则 在 分 母 小 于 等 于 qu 的 一 切 有 理 数 中 ， 
bilg 是 a 最 好 的 有 理 近 似 值 , 即 奇 0 和 go 委 que, 则 对 
于 任意 p BA 

bi «|. 
Qi q 

这 一 性 质 在 求实 数 的 有 理 近 似 值 中 有 广泛 的 应 用 . 
例如 , 求 1 十 v5 精确 到 小 数 点 后 五 位 的 有 理 近 似 
fH. 由 计算 知 1 十 V5 二 [3,4,4], 因 此 gq=1， 
Q2=13,93= 17591 = 72595 = 305,95 = 1292; 7, =3, 
pr2= 13s p3=55s pr=233, ps = 987, FÆ 


EI 1 1 
lt v 5 —308|/7308x1292 105 


BX 987/305223. 23606 即 为 所 求 . 
循环 连 分 数 (recurring continued fraction) Jf 
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称 周期 连 分 数 . 一 类 特殊 的 连 分 数 . 指 其 数字 出 现 周 
期 变化 的 连 分 数 . 对 一 个 无 限 简单 连 分 数 [ai 9429435 
… 0], 帮 能 找到 两 个 整数 s0,t>>0, [E48 
Gap = Gee Kt = 1525 etst R= 051525), 
成 立 , 则 这 个 无 限 简单 连 分 数 称 为 循环 连 分 数 , 并 简 
记 为 
Bs 15:45 5*90,45]5 
或 记 为 
La, SA dac er os] 
34 5—0 时 , 称 为 纯 循 环 连 分 数 ; 当 s 宇 1 时 , 称 为 混 循 
环 连 分 数 . Lassi ttt ,as+,j 称 为 循环 节 或 循环 周期 . 
关于 循环 连 分 数 有 下 面 定理 : 
1. 无理 数 a 的 连 分 数 为 循环 连 分 数 的 充分 必要 
条 件 是 a 为 二 次 无 理 数 , 即 a 是 方程 ax* 十 bx 十 c= 二 0 
MAR Ca, b,c € Q.b^—4ac 为 非 平 方 的 正 数 ). 
2. 无 理 数 a 可 用 纯 循 环 连 分 数 表示 的 充分 必要 
条 件 是 a 为 二 次 无 理 数 ,并 且 它 所 满足 的 二 次 方程 
的 另 一 根 在 0 与 一 1 之 间 . 
3. 无 理 数 a 为 非 平方 数 的 有 理 数 的 平方 根 的 充 
分 必要 条 件 是 a BJ 3k Ot BAL La sins tt ,a 2， 2a, | 
Car- =a) FE XX. 
Ja) BA 3E ^y BW (periodic continued fraction) Bl 
“循环 连 分 数 ” 
纯 循 环 连 分 数 (pure recurring continued frac- 
见 “ 循 环 连 分 数 ” 
混 循 环 连 分 数 (mixed recurring continued frac- 
见 “ 循 环 连 分 数 ” 
二 次 无 理 数 (quadratic irrational number) — 
类 特殊 的 无 理 数 . 指 满足 整 系数 二 次 方程 的 无 理 数 . 
这 个 方程 的 另 一 个 解 称 为 这 个 无 理 数 的 共 斩 数 . 称 
这 两 个 二 次 无 理 数 互 为 共 轿 数 . 二 次 无 理 数 有 下 面 
TE ph s 
1. 每 个 纯 循 环 连 分 数 对 应 着 一 个 大 于 1 的 二 次 
无 理 数 , 它 的 共 罗 数 是 大 于 一 1 的 负数 ;反之 亦 然 . 
2. 二 次 无 理 数 的 连 分 数 都 是 循环 的 ;反之 亦 然 . 
1770 年 ,柏林 出 版 了 欧 拉 (Euler,L. ) 的 数论 专 
著 《 代 数 指南 》, 书 中 附 有 拉 格 朗 日 (Lagrange,J.- 
L. ) 的 《数论 随笔 ), 并 称 上 面 的 性 质 2 为 关于 二 次 无 
理 数 的 拉 格 天 日 定理 . 
FE AE XI (Diophantine approximation). 数 
论 的 一 个 分 支 . 研究 函数 的 一 类 问题 与 方法 . 早期 指 
估计 整数 变量 的 郴 数 的 上 .下 界 问题 . AS (x) E 
意 的 已 知 函 数 ,zEZ 或 x 为 菜 数 域 中 的 整数 值 , 则 
估计 |f(x)| 上 、 下 界 的 问题 称 为 丢 秋 图 逼近 . 在 近 
代数 学 中 丢 番 图 交 近 的 含义 更 为 广泛 ,已 成 为 研究 
自 变 量 取 整数 值 时 函数 值 的 界限 或 分 布 状态 的 一 个 
数论 分 支 名 称 . 格 的 几何 学 ,有 理 数 逼近 , 连 分 数理 
论 ,一 致 分 布 , 以 及 解析 方法 、 三 角 级 数 和 狄 利克 雷 
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tion) 


tion) 


fh it REE. s Eug PARI VT US ALA. EE AB XT 
在 超越 数 、 不 定 方程 及 代数 曲线 理论 中 得 到 了 重要 
的 应 用 . EE PE iB yr xx — ES dc dé B DUBIE Nr 4E 
(Minkowski, H. ) £ 1907 4E Br A zx B E CE ESI 
逼近 》 中 首次 提出 的 . 

法 里 数列 (Farey progression) 数论 中 的 重要 
数列 之 一 . 它 是 由 0 与 1 之 间 的 诸 既 约 分 数 , 按 递增 
顺序 排列 组 成 的 . 设 为 正 整 数 ,其 分 子 和 分 母 均 小 
于 等 于 ” 且 按 分 数值 的 大 小 从 0 排 到 1, 所 得 的 


1+ 2, om) 


个 数组 成 的 数列 , 称 为 BYE LB F,. Bl 
如 ,5 阶 法 里 数列 F, 由 


5 
1+ >) 9Y(m) 一 1 十 1 十 1 十 2 十 2 十 4 一 11 


m=) 


个 数组 成 : 
Lege p eed 9 2 ba 
] 5479 5 v2 157 ee 
n 阶 法 里 数列 有 下 述 性 质 : 
1. i& a/b M c/d & F, PRABM, A 
a € 
ESO 


Wo+d2n+1M bc—ad=1. 其 道 亦 真 . 

2. 设 a/5b 和 c/d 是 F, PI AABM, Ha/b<c/d, 
则 由 它们 构成 的 分 数 (a 十 c) /C2 十 Q) 称 为 这 相 邻 两 
项 的 中 项 ,和 且 满足 


JF Sk Catc)/(6+d) d& a / b c / d E IM MR At RM. 在 下， 
中 插入 那些 分 母 为 上 十 1 HPWH RB FE 
a/byc/dye/f 是 ,中 的 相 邻 三 项 , 且 


a C e 
则 区 间 
$ +c c+e | 
b+ddt+f 
PAc/dWes Hy. 
(555) T 
1 
4 
5 
3 
5 
2 
5 
H 
5 
(0,0) l (5,0) c 


3. 任 给 一 个 无 理 数 0,0< 0<1, 设 > 是 任 一 正 整 
BX WI FF ETE EK n, [848 F, 中 有 两 个 相 邻 有 理 数 
a/b,c/d 满足 a/b<0<c/d,b>r,d>r. 

4. F, 还 有 一 个 重要 的 几何 性 质 . 在 直角 坐标 系 
中 ,以 (0,0),(n,0) 及 n,n) 为 顶点 的 直角 三 角形 中 ， 
画 出 从 原点 (0,0) 到 这 个 三 角形 内 部 和 边界 上 的 各 
个 格 点 的 线段 ,这 些 线段 的 斜率 以 严格 递增 顺序 排 
列 , 正 好 组 成 一 个 nn 阶 法 里 数列 .例如 FS. 
3 23 4 1 


Toa up mug ear eT 
如 图 所 示 . 15 BRN TE BE2E ARH ABE FUB 
应 用 ,1891 4E dR A d (Hurwitz, A. ) 曾 利用 法 里 
数列 证 明 他 的 关于 无 理 数 的 有 理 有 逼 近 定 理 . 此 数列 
是 法 里 (Farey ,J. ) 于 1816 年 最 先 提出 的 . 

法 里 弧 (Farey arc) ” 见 “ 法 里 数列 ”. 


数论 函数 Cnumber-theoretic function) JR £f 
算术 函数 . 一 类 重要 的 函数 . 指定 义 在 正 整数 集 上 的 
KERRE ew aX. 更 一 般 地 ,也 可 把 数论 函数 看 做 是 
在 某 一 整数 集 上 定义 的 范 数 ,例如 

d(n) = > 
als 

算术 函数 (arithmetic function) 
数 ”. 

整数 部 分 函数 (integer part function) IRA 
斯 函数 . 一 种 特殊 的 数论 函数 . 整数 部 分 函数 [zj] 表 
示 不 超过 z 的 最 大 整数 , 读 作 z 的 整数 部 分 . 此 定义 
说 明 [zxj 是 满足 zx 一 1 和 [zj] 科 xz 的 惟一 整数 . 

整数 部 分 函数 Lzj 有 以 下 重要 性 质 : 

1. i zzz y, MWLeleLy]. 

2. [x ]|& x« [x ] 4-1. 


3. 若 "为 自然 数 , 则 | EA |=[z] 
4. 右 7 为 整数 , 则 [2 十 zj 一 "十 [zj 


5. 若 为 自然 数 , 则 D [a + A] = [ne] 


6. 当 工 为 整数 时 ,[ 一 xj]== 一 [xj， 
M 过 为 非 整 数 时 ,[ 一 zx]== 一 [zj 一 1. 
(Lege ey lela ol yl: 
8.[x]—ly]9 [z— » ]E [x — ».]-- 1. RH. 
[ze [s Ls Lyle lel: 


9. [zj 十 [z+ 去 |=[2z] 
10. 素数 p 在 乘积 n! 中 的 最 高 次 宕 为 
wn-[3] H8] 0] 


式 中 pr<n< pr+1. 


BI "38 16 K 


高 斯 函数 (Gauss function) 
Br». 

小 数 部 分 函数 (decimal part function) ” 亦 称 分 
数 部 分 函数 . 一 种 特殊 的 数论 函数 . zx 的 小 数 部 分 记 
HÀ jj mdi Go ETE x 的 小 数 部 分 (或 分 数 部 
分 ). 小 数 部 分 函数 被 定义 为 

(z)—r—l|z]J. 
(x) ABE 0 或 正 的 纯 小 数 , 即 (4z)} 满 足 OL Gn) «1. 

"en mags } 有 以 下 性 质 : 

1. An ABR WM intr) = (n). 

2 iy zy 

[r][y] ({z}+{y}<1), 
$n Welt p] (e) H-otz0. 

Ln HARIOM E Um) = (i /2. 

分 数 部 分 函数 (fraction part function) 
数 部 分 函数 ” 

除数 函数 (Cdivisor function) 亦 称 因数 个 数 函 
数 . 重要 的 数论 函数 之 一 .除数 函数 dn) ROS EB 
3X n 的 正 因数 个 数 , 即 

d(n) = de 
d|n 

符号 名 表示 和 式 中 的 4 经 过 ?的 所 有 因数 ,函数 
d(02) 称 为 除数 函数 .如 400 =1,d(2)=2,d(3)=2, 
d (4) —3. PR d(n) 是 一 个 积 性 函数 ,但 非 完 全 积 性 
函数 . 1 APA BR n 的 标准 分 解 式 为 n= pipe pr 
(对 所 有 OB eZ HE ij B}, pA p), W 

d(n) 一 (al 十 1)(a 十 1)…(as + 1). 
XE BIE BRM mn, A dmn)<d(m)d(n). 

Ale ^- 3r e A (factor single function) 
BU eR BL”. 

因数 和 项 数 (factor sum function) ZR ERES 
Al PRIA. 重要 的 数论 函数 之 一 . 指正 整数 的 所 有 正 
因数 之 和 . 因数 和 因数 被 定义 为 


BI 整数 部 分 函 


即 éé 小 


即 “ 除 


a(n) = » da 
d |n 
例如 o(24)=1+2+3+44+6+8+12+24=60. 
AR. BRR n piste n= py ie 
pu^ E des: Miis m Pe aes | 
一 d EE 2 | : 
oe 2; b—l ps—l ai 


因数 和 函数 是 积 性 函数 ,但 不 是 完全 积 性 函数 . 
除数 和 函数 (divisor sum function) 即 “ 因 数 
Fil ER BL”. 
广义 因数 和 函数 (generalized factor sum func- 
tion) JEKT PRA AD ew. 重要 的 数论 函数 之 一 . 
n 是正 整数 ,而 o 是 非 负 整 数 的 函数 , 则 


o,(n) 一 2:8. 
符号 名 表示 和 式 中 的 4 ui» 的 所 有 因数 ,函数 
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a. Cn PRAT) XA BX A PR BK. PRB. Cn) FE — 1 AE PR 
数 ,但 不 是 完全 积 性 函数 . 设 自 然 数 ”的 标准 分 解 式 
为 n= py py t py 5 Ml) 


k «(a r1) — 1 


Il Pi 
i=] p=] A 
a, (n) = 


k 
Ii c7» (a9. 
i=} 


= a=0 时 ,函数 os(2) 为 除数 函数 d(n) , Bl 
ay n) =d(n) = (a, +1) Ca; 4-127 Ca +1). 
34 a— 1 H}, PRÉC o. (n) AAR A PLC a(n), 即 


Gn) = 24. 


广义 除数 和 函数 (zeneralized divisor sum func- 
Bp"p- X A KA PBI BC”. 

3k A I 3C ER E (prime factor numbers func- 
tion) 一 种 特殊 的 数论 函数 . 素 因 数 个 数 函 数 O(n) 
表示 正 整 数 ” 的 所 有 素 因 数 的 个 数 ( 按 重 数 计算 ). 
An HDR HE TT AN A n= pr pees pi WW Qn) =a, + 
a; +a, 并 规定 QCI) —0. 

A A RA R R R Q(n) 有 如 下 性 质 : 

1. QGD A E FR PRG. 

2. 2,060 —zlnlnz4d-cix do), 其 中 e, 为 


nir 
正常 数 . 
3. 2? (n)=r(nIn x)? +e,2InInz+o (x), 
nx. 


中 C2 是 正常 数 . 
4. >) (Qn)—lnlnz)’=zlnlnztol(z). 


5. 任 给 e>0, 则 在 区 间 [L1,zj] 中 ,使 得 

|Q(n) — Inlnn| > dilaan 
Hy n 的 个 数 为 olx), x>. 

TB R 3R [A] 3L TS A HB (different prime factor 
numbers function) 一 种 特殊 的 数论 函数 . PRE 
因数 个 数 函 数 w(n) 表 示 正 整数 的 所 有 不 同 素 因 
数 的 个 数 . Kn WERDERA n= pi pr pt Å w 
(n)=k. 4n=1 时 ,规定 w(1) 王 0. 

TH SF FR AL BT BK PRK wl(n) 有 以 下 性 质 . 

1.w(n) 不 是 积 性 函数 . 

2. S oGD —zxlninz-d-cird-oCz) 


(ei HERM). 
3. Sie? G0 —xnlnz)!J-oCclnln z). 


nmr 


tion) 


4. py (o1) —1nln zx)? —-o(Cxlnln 2). 


5. 任 给 se 之 0, 则 在 区 间 [1 ,zx] 中 ,使 得 
Ie (2 —1nlnz | Sint” 
AMA PEW o (x2 ze oo (此 即 哈 代 - 拉 马 努 金 定 
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理 ). 
6. D2(d) = 27? & 
d |n 


Sed) = c 
t|n 


keer eg Euler function) 重要 的 数论 函数 之 
—. KARKR p(n) 表 示 所 有 不 超过 正 整 数 n, 日 与 n 
互 素 的 正 整数 的 个 数 . 如 pg(2)==1,9(3)==2,9(4)= 
2,9(5) 二 4 等 .为 了 计算 的 需要 ,还 规定 P(1) 王 1. 如 
果 自 然 数 的 标准 分 解 式 为 n= pi pee pit» Wl 
gn) = pt !(p,—Dp» (ps—1) pr | Ca 1), 


Bee 


或 p(n)=n | --(1-=]. 
特别 地 , 4p 为 素数 时 ,有 
ppp)=p—1, pp )=p" !(p—1). 


欧 拉 函数 有 如 下 性 质 : 
欧 拉 函 数 p(n) 是 积 性 函数 ,但 不 是 完全 积 性 
函数 ， 


2. an Cmn) — d , Il] gGnn) = 
3. 如 果 整 数 nS 1, Mn = >) (a). 
d\n 


d * g(m)q(n) 
old) i 


4. 如 果 整 数 4 之 1, 则 gn) = nS) EP. 
dln 
5. 如 果 整 数 n= 1, W 


20 es 


1760 年 ， ik Rr (Euler, L. SN TETRA 
AKT n AS n 互 素 的 正 整 数 个 数 的 问题 .10 年 后 
的 1770 年 ,柏林 出 版 社 出 版 了 欧 拉 的 数论 专著 《 代 
数 指 南 》(Anleitung zur algebra), 此 命题 被 收入 该 
书 中 . 1801 年 ,高 斯 (Gauss,C.F.) 在 他 的 《算术 研 
究 ) 一 书 中 证 明了 

2 be =n, 


并 将 p(n) AF 5 CUECHL ERU XT Er ES 16.1932 年 ， 
3E 8 CLehmer , D. H. ) 提 出 猜想 ;不 存在 复合 数 ,使 
Fpl) | (2 一 1). 这 个 猜想 至 今 尚未 解决 . 
默 比 乌 斯 函数 (M6bius function) 重要 的 数论 
图 数 之 一 . 默 比 乌 斯 图 数 n G0 XE XN s 
1 (n=l); 
rozin (n fer PATA RB RED 
0 (n 能 被 一 素数 的 平方 整除 ). 
SA EE -B Bir ERU A F PE Mik : 
14 p 为 素数 时 , 则 有 a=. 
2. y(n) 是 积 性 函数 ,但 不 是 完全 积 性 函数 . H 
FQ H n[ RRR n= pi poe ee pit 为 其 标准 分 解 式 
时 ,有 


(n) = sm + O(Cnlnn). 


2 n f) 


a P CPi Il pn) Clo T 3): 


3. Æ n= pipe pe 是 nn 的 标准 分 解 式 , 则 有 


0 (n>1),， 
a)=| 
2; nae 1 (n1); 


并 有 
AC) 
yer 


1 1 1 
-| 1 
1 (n=1). 
4. Zr 01505, 7*7, On 是 任意 n AY TE BR, COL), 


allah obla: 
= 22:008 $,— Dd) FO), 
d|à, 
其 中 Py 表示 对 等 于 1 的 一 一 切 6; 求 和 ， Py RAM BE 
Wd ELS d 的 倍数 的 一 一 切 ô; KFN, W 


-5 Md )S 4, , 


其 中 did; d, 是 至 少 能 整除 一 6; (1—15,2, 
…,7) 的 一 切 正 整数 . 
i 
pes, ^ 
6. 4 x ooftt,A M(x) = >) y(n)==0(zx). 
NT 
ie, 


S. xls "a Y Iun) | = Sarto). 


9. 21, WE 3E |=1. 


nr 


默 比 乌 斯 变换 (M6bius transformation) 简称 
默 氏 变换 . 数论 中 的 一 种 重要 变换 . EL OD 
和 8g(z) 适 合 

fay = Ved) = Sel F)> 
din din 
WE fn) A g bx) 的 默 比 乌 斯 变换 ,而 称 g (xn) 为 
fn) OR Eb 55 9p a SR. 例如 
d(n)= »1- d 
d |n d |n 
dit i OD SR EGER , mM aín) d d GU BS] A EG adi 
变换 ， 
In) = Yinta) = [=], 
d |n 
Tm) 是 y(n) 的 默 氏 变换 ,而 yt) 则 是 T(r) 的 默 氏 
逆 变 换 . 
lnn = > AG): 
d|n 
lnn & X gg; PBRA A(n) 的 默 氏 变换 ,而 AGO E 
Inn ABR wae f. 


An) = P in(d)ln ^ = 5, — dnd, 
d|n d |n 


AGO X. d — pO) Inn 的 默 氏 变换 . 

默 比 乌 斯 变换 有 下 列 基 本 性 质 : 

1. fln) 的 默 氏 变换 及 首 变 换 是 惟一 存在 的 . 

2. 当 f(n) 是 积 性 函数 时 ,其 默 氏 变换 及 道 变换 
BB AE FALE K BL. 

3.86 gG0 R gi G0 EN £F G0 R AMARRE 
换 , 则 


Ld 
a 


DEDA F= Xe 
din d |n 
4. f(n) 的 默 氏 变换 的 默 氏 变换 为 
f(d)4| +]. 
Riana 7 
常用 的 默 比 乌 斯 变换 如 下 表 : 


g(n) = Mf» fa) = Dadel | 
din d|n 


pu) (n)dan) 
l (n=1) 


0 (11) pan 


» (n=1) 
0 (nÆ1) 


— p(n) Inn 


Hk Fi Sy E FE FA (Dirichlet product) 
数论 函数 的 重要 运算 之 一 
i€ PR 2 , ti 


亦 称 卷 积 . 
. 设 SOA gn) ET RE 


h(n) = S)f@Mae| ^ 
d |n 


BRA MOS ed HKALE BRE IA hf * g. 
ix U (n)=l, 
Ws POE 
及 un) H sk tS Hi ew po U — I PB 
1 (n= 135 
21 nd) = lo (sy. 
ACRI Ge E HE RA DA P SEAS PER. 
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l. 满足 结合 律 . 设 f,g,h 为 任意 三 个 数论 函 
数 , 则 (fxg)xh=f * (gx A). 

2. 满足 交换 律 . 设 fog 为 任意 二 个 数论 未 数 , 则 
fx*xg=g*/f. 

3. 对 于 所 有 的 数论 函数 f(r) SSA fn) * ICa) 
=I(n) * Fo) 一 Fo), 故 In) EKA BHA A 
单位 元 的 作用 ,简称 T(x) 为 单位 数论 函数 ,或 称 
1(n) 为 卷 积 单位 元 . 

4.6 fl(n),g(n) 均 为 积 性 函数 , 则 fxg 亦 为 积 
性 函数 . o n Eg G0 53 Cf * go GO REALE HR, 
则 £2 JR A FA p. 特别 地 ,当天 三 也 * B NEU 
PR CST FO DR ALTA TE ER ZG. 

5. 若 g G0 dé SE ARE RAVEIRT BE A — f gM f 
=h * ug. BIG 


h(n) — > fg 
dla 


Eon 
d 9 


n 


d 


则 yes n h(a) a 
d |n 
常用 的 狄 利克 雷 乘积 有 : 
l (n=l), 
1. wx UL7 一 了 ,有 d -| 
^ ? 2j = N 
2.px U=N, Ht NGO—n, Bl >) gd) =n. 
d |n 
3. px N—o, HP N(n) =n. Bl 
no n. 
Wad) F = Syaz 2 ein). 
4. ACn) *U=Inn, Bl >) ACd) —In n. 
d |n 
5. (nn) * uy) — AC) . BH 
-" TM 
2, 5GDIn ^ = AQ. 


žk All $0 8 (Dirichlet , P. G. L. ) 的 学 术 成 果 遍 布 
数学 各 个 分 支 , 尤 以 数论 和 位 势 论 而 著名 .在 他 
1863 年 出 版 的 《数论 讲义 中 ,首次 引入 数论 函数 的 
积 运算 . 

FR (convolution) BN Zk fil yu ERER”. 

卷 积 单位 元 (convolution unit element) 
利克 雷 乘 积 ”. 

单位 数论 函数 Cunit number-theoretic function) 
见 “ 犹 利克 雷 乘积 ”. 

Ak Fil vs Bw (Dirichlet inverse) Wit KAN 
要 运算 之 一 . 即 狄 利克 雷 乘积 的 逆 运 算 . 设 fn) AK 
ie PRBS a FETE BLD Pe G0 ,使 得 了 <* g = DW ER 
sgG2) 为 ja2) 的 狄 利克 雷 逆 ,或 简称 逆 , 记 为 f Cn) = 
g(n). Pe x U=1, RU ein) =U (n) = 
1. 反 之 ,U (0751 的 逆 U ! (n) — nOD. 从 定义 及 交 
RETA Ge ASHE MPRA g BUG. MWA c= 
f WI f—g.XoR vum Pit: 

1. Ge PRÉC fn) 满 足 £1) 750, WEEE 
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见 “ 犹 


BM 广 !(2), 且 满足 
Toy CIS 


= NN a 
f (0 = 335 uF 
d< 


故 知 积 性 函数 S VAD S, H £C TA ERTE R gr. 

2. E GIC ERA fin) gene 1(1) 关 0,g(1) 关 
0, 则 (fxg) Sf xg. 

3. E fm) 为 积 性 函数 , 则 fn) 为 完全 积 性 函数 
的 充分 必要 条 件 是 广 Cn) = uG0 f G0. 特别 地 , 当 
g (n) 为 完全 积 性 函数 ,上 且 4 二 /xg 时 ,有 f=h * ug. 

重要 的 狄 利克 雷 逆 有 : 

1. 设 o(n)= >) d*, Ml 

d n 


f (d) (mn 1) 


2 
d 


on) = Dadipa) 4). 
d|n 
特别 地 , S4 A—O we 1 时 ,得 到 


d(n) = Seal 7 


及 D= Udud T). 
d\n 
2. YE p(n) 为 欧 拉 函数 , 则 yg G0 —. Dd) dud). 
d n 


3. BALLS Br ERG wa) 的 逆 en) =U G0 = 1. 
4. XJ AER BR AC B9 3E A71 Can) = (0A €. 

T nA. 

0 (nFk’*), 


—] n 
则 g~ (n) = 2 ae 


广义 狄 利克 雷 乘 积 (Cgeneralized Dirichlet pro- 
duct) 狄 利克 雷 乘积 的 一 种 推广 . 设 fn) ARI PR 
数 ,H(z) 是 (0, 十 co) 上 定义 的 实 函 数 , 称 
X 
Door =| 
为 了 与 吾 的 广义 犹 利克 雷 乘 积 . WHU HO Gr). Àj 
Z 为 整数 ,(f。H)(zx)=(f x H)G). 
广义 犹 利 克 雷 乘积 有 如 下 性 质 : 
1. Zi f,g 为 数论 函数 , 吾 (z) 是 定义 在 开 区 间 
(0, roo) ERU SE PR CL fe Cg * H= g) ° 
H. 特别 地 , 令 f/—g—UGD, 
0 (0<<z<]1 )， 
Ite 


时 ,得 Dad) = EE 
LGÉ PRE SO 
G(r) = > HS 


5 itg =a U= | 


H(2)=U(a) = | 


等 价 于 Hix) = f-G0G x 
特别 地 , 当 f(x) 为 完全 积 性 函数 时 ， 


LA 
Gy = Yona : E 


e 
a |: 
3. Bh=f*g H(x)= >) 户 (2)， 


n E 


H(zx) = >) un) f(n)G 


nT 


F(x) = MfG)Go)- Dd) gi), 


RET 
v M 
n * 


a z Dg)rF 


NT 


则 Ho = 2,fG)G 
特别 地 , 当 n>1 时 ， 
dx] = |= 1. 
)— 2 h(n), 
F(x) = S boi = Sig), 
HEM a bM Rab MO 
H (x) = VIG E 


Ex DeF] 三 | — Fia)F(5). 


广义 狄 利克 雷 乘 积 有 下 述 应 用 性 结论 : 
1. 3jdGD —xlnz-- (27—1)r+O(V x ) 


nT 


(zx 之 1), 式 中 7 为 欧 拉 常数 . 
2. Xom) — ior a! EO GrIn x) (22). 


4. i h—f*g.H(x 


3. 2900 = Orlnz) (G5). 


6 
4. QC) = 211 = 
mi 
(722 l4m> 1); 
其 中 人 (Cz) 表 示 不 超过 xz 的 无 平方 的 因子 的 个 数 . 
曼 艾 尔 特 函数 (Mangoldt function) 重要 的 数 
论 函 数 之 一 . 曼 苞 尔 特 函 数 A() 定 义 为 : 
Inp (n= p”,m 之 1,p 是 素数 )， 
An) = 
0 (n Æ p"). 
ail A(12—0, A(2 =1n2,A(3) —1In3, AC —1n2 等 . 
曼 苞 尔 特 函 数 有 如 下 性 质 : 
1. AGO A FEAR PE R RC. 


2. AG) = »  uG)ln P 
d |n 


3. >) A(d) —Inn. 
d n 


4. AG) —Oxr), > am) — In zc-O(1). 


nc 


5. i 6G) — X ilng, WC) = D/A), W 


pex 
Xv = yA 5 |= Dylan, 


HH roof] Vr) ~z,0 (x) ~x HH (ar) ~ 


r/ln x38 E 5 ffr. 

6. 参见 “ 塞 尔 们 格 渐 近 公 式 ” 

SX OR BXEBEexXts CMangoldt,H. C. 
F. von) F 1897 年 研究 素数 论 时 提出 的 . 

积 性 函数 (multiplicative function). Jk fk n] Æ 
函数 .重要 的 数论 函数 之 一 . 如 果 数 论 函 数 FOOD S 
恒 为 0, 且 当 ( n2 — 1 Wf onn) =f On)2 f(a), Wl f 
PK XC OD Ay BRE R BM. LER PERPE PR COS] TE E 
IE BR mon (2A f On) — f On f 60 , WEI x) 为 
完全 (或 绝对 ) 积 性 函数 , A] AD o (2 , d GO JÉ A TE PR 
BX {EAS E SE PAE PRICE ,7T(n) 是 完全 积 性 函数 . 

积 性 函数 有 以 下 性 质 : 

1. 寿 六 sg 为 积 性 (或 完全 积 性 ) 函 数 , 则 fs 及 
jg(Cg8 天 0) 亦 为 积 性 (或 完全 积 性 ) 函 数 . 

2. 设 Fn) 为 积 性 函数 , 则 必 有 fO) =1, Bn 
= pi peer by 是 标准 分 解 式 时 ,ja) =f pif (pe) 
v fps). 

3. jz) 为 完全 积 性 函数 的 充分 必要 条 件 是 对 任 
BW p R k21, B8 f= F). 

4. 积 性 函数 f(xn) 的 默 比 乌 斯 变换 

F(n) = >) f(a) 
d|n 


亦 为 积 性 函数 ,并 有 
ipo Ds f(d)= cee ese G 
n P^ ln 


式 中 p n xz pln AE p^ In. 
5.38 g GOD h(n) B EEA RR, N 
fin) = (Ahi 5.1 — Z Cd 
2,8 T Zel 7| 
Si ud fd) = TT a-fo». 
d|n Pin 
APF p 取 的 不 同 素 因 子 . 


fmn)f CEm n D — fm) fa). 


RJ 3€ E BW (multiplicative function) BI fH PE p 
g. 

St e UE EX completely multiplicative func- 
tion) W“ H S”. 


绝对 积 性 函数 (absolute multiplicative func- 
tion) 见 “ 积 性 函数 ” 

刘 维 尔 函 数 (Liouville function) 重要 的 数论 
PRX T —. 设 O(n) RA EBM n 的 全 部 素 因 子 的 个 
数 (要 计算 重 数 ), 则 数论 函数 4(x) 二 (一 1)”” 称 为 
刘 维 尔 函 数 . 如 4(1)==1,4(2)== 一 1,4(3)= 一 1， 
A(4)=1 等 ， 

刘 维 尔 函 数 有 下 列 性 质 ， 

1. 刘 维尔 函数 是 积 性 函数 . 
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= 数 论 


2| 
[x] m 

ee ae) |- E ze. 
k=] 

4.7 L(x)— »,AGD , WY 


NX 


LG) —O0G) (a> 00) ,g #5 
DH) =O(2) Go) 


2.u(n)= pad) 
d? |n 


nx. 


等 价 . 
5. 4 n=k Bt, DAD 地 |=1. 
d |n 
M nz It, >) Ad) yp = = 0, 
d|n 


刘 维 尔 (Liouville,J. ) 于 1836 年 创刊 (纯粹 与 应 
用 数学 杂志 》, 并 任 该 杂志 主编 ,他 的 许多 数学 论文 
均 发 表 于 此 刊物 . 该 函数 即 在 此 期 刊 一 篇 论文 中 被 
首次 定义 . 
塞 尔 伯 格 渐 近 公 式 (Selberg asymptotic formu- 
la) 素数 论 中 的 重要 公式 . 设 x 之 1, 且 
W(x) = Djinn, 


则 塞 尔 伯 格 渐 近 公 式 为 


V(rz)lInxz + DY] Sina 2xlnx + Ox) 
m n 


或 nn + > Inminn = 2x1nx + Oz). 


MNT 


此 公式 是 塞 尔 伯 格 (Selberg,A. K E RREA 
数 通过 默 比 乌 斯 反 演 公式 而 导出 , 塞 氏 还 巧妙 地 运 
用 部 分 求 和 法 由 此 公式 导出 0(z)~z, 首 次 成 功 地 
不 用 函数 论 方法 而 证 明了 素数 定理 . 此 公式 载 于 塞 
氏 的 论文 《等 差 数 列 的 素数 定理 的 初等 证 明 》 中 . 

吕 卡 序列 (Lucas sequence) 判定 大 素数 的 重 
要 工具 . 设 整 系数 一 元 二 次 方程 x* 一 Pr 十 QQ 二 0， 
XIP,Q0 —1 的 两 根 为 a,B, 则 序列 
a" — f” 
a — B 
和 U, =a + & (n= 0,1,°%) (2) 
PRA BP. 这 类 序列 在 大 整数 的 分 解 和 解 不 定 
方程 等 方面 都 有 用 . 从 定义 可 知 序列 (1) 和 (2) 分 别 
为 以 下 整数 序列 ; 

Unie = Puy, — Quno = 0,4, = 1 (3) 

和 Unt? 一 Pv,ri EE Qv, ,vo = 250, = D (4) 
序列 (3) 和 (4) 称 为 循环 序列 .序列 u, RU vs 还 满足 以 
下 诸 关 系 式 : 

Uon — 44U,3 

vi— (a— B) u} =4Q"; 

DU m+n UmUn d Um 

2Un4277 Dus tt, l- v4v,,D-—P*—4Q; 

Un — Un—\Un4+1 = Q” t. 
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(n = 0,1,°**) (1) 


U, 一 


设 素数 2120.4 ui} 是 序列 uisus FR BRE TX P 整除 
的 足 标 最 小 的 数 , 则 plu BO FE ah a BE RF BEL |n. 应 
用 二 次 剩余 理论 , 昌 卡 序列 在 大 整数 的 分 解 中 有 极 
重要 的 用 途 . 设 u, e—a RFI, Ag 是 一 个 奇 
素数 , 且 @i!Q,D=P’—4Q, W 

aij 


其 中 | 二 | 是 勒 让 德 符号 ,利用 这 个 结果 就 较 易 得 到 
某 些 大 整数 的 一 个 素 因 子 .例如 , 取 P=4,Q=1,Al 
用 昌 卡 序列 v9 = 2 00, = 45 Und 2 = 40n41 — Une 1930 年 ， 
3€ BK CLehmer ,D. H. ) 给 出 了 判别 梅森 数 2 一 1 是 否 
为 素数 的 一 个 有 效 方法 : 设 4 是 一 个 奇 素数 ,定义 序 
列 Lo= 4, Lr = (D2) ais EAD EE RIR x 对 模 
m 的 剩余 , 则 2* — 1 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 L 
二 0. 上 述 方法 称 为 莱 默 判别 法 . 举例 说 明 如 下 ;为 了 
确定 梅森 数 M =2'-1=127 是 否 素数 ? RL =4, 
并 通过 公式 Li = (12-2) 计算 LI G—0,1,2, 
…,5) 之 值 ,得 序列 . 

Lom i hi SI ds 

Ly = (Li — 2) 27 = (14? — 2) 107 = (194) 197 = 67» 

Leg = 2 107 = (67° — 2) 107 = (4 487) 107 = 42, 

I = RD 

= (] 762515111; 

Ls = (Li— 2) 29 = (111 2) 10 

= (12 31925,5720. 
由 于 Ly-2=1,.=L;=0, KA M, 是 素数 . 本 例 似乎 
并 未 显示 出 莱 黑 判别 法 的 优越 性 ,但 在 判定 很 大 的 
梅森 数 时 ,如 判定 687 位 数字 的 梅森 数 Mm 一 2 
一 1 是 否 为 素数 时 , 即 可 显示 其 重要 作用 ,虽然 Mon 
判定 的 计算 量 很 大 ,但 使 用 电子 计算 机 来 完成 将 是 
不 困难 的 . 事实 上 人 们 后 来 知道 的 那些 更 大 的 梅森 
素数 ,都 是 通过 高 速 电子 计算 机 采用 此 法 来 完成 的 . 

He BE HGF Lehmer test) "^ BRR”. 

陷 门 单 向 函数 (trap-door unilateral function) 
一 种 重要 的 数论 函数 . 指 满足 下 列 条 件 的 数论 函数 
f(n): 

1. 对 fln) 的 定义 域 中 的 每 一 个 n, 均 存在 逆 孙 
数 SID ,使 得 FNL AP GD J=SLF Hn) J=n. 

2. f(n) 与 广 :(C) 都 容易 计算 . 

3. 仅 根 据 已 知 的 计算 f(n) 的 算法 ,去 找 出 计算 
三 (GD) 的 容易 算法 是 很 困难 的 . 

陷 门 单 同 函数 在 密 钥 码 理论 中 占有 十 分 重要 的 
地 位 . 传统 的 密 钥 码 , 是 收发 双方 都 有 相同 的 加 密 密 
钥 和 相同 的 解密 密 钥 ,致使 整个 保密 系统 密 钥 数量 
很 大 ,难于 分 配 和 管理 ,易于 失 密 . 1976 年 ,由 迪 费 
(Diffie, W. ) 和 海尔 曼 (Hellman) 提 出 了 上 述 陷 门 单 
向 函数 作为 公开 密 钥 码 的 理论 基础 ,将 传统 密 钥 体 


制 改 为 公开 密 钥 体制 . 其 特点 是 将 加 密 密 钥 和 人 解密 
密 钥 分 开 , 加密 密 钥 可 以 公开 ,而 解密 密 钥 严格 保 
密 . 例如 , 某 个 部 门 ,下 设 ABC. Æ TOLA ALE 
各 机 构 的 陷 门 单 癌 函数 分 别 为 fa (n), fs(n)， 
Fo Gn) 各 函数 的 算法 作为 各 部 门 的 加 密 编 码 方 
CY AGE Sn YES m Bs iX Sa d), fs OD, 
大 (CD)，… 的 容易 算法 则 是 保密 的 . 这 样 , 部 门 中 任 
一 机 构 , 都 可 给 其 中 任 一 机 构 发 保密 信 , 如 BB 向 4 
发 保密 信和 的 明文 为 ,代入 A Br STE BIER C] a PR 
数 fa(ln), 得 fa(n)= 二 zm,m 即 为 密 文 , 由 于 只 有 4 部 
l1 038 fa! OO HAD BIE, Ak, A 可 由 fa Cm) 
= fa aan) =n 而 脱 密 . 此 外 , 陷 门 单 癌 函数 还 可 
用 于 部 门 内 的 各 成 员 彼 此 发 签名 密 信 . i Bi A 
BES fs WW B 先 用 fa1() 对 明文 n 加 密 , 得 fe! G0 
=m FRA fam) X m 加 密 得 f4 n) =t. A 收 到 z 后 ， 
H fa (t)=m 得 fCm)= 二 fp《(fa'(n)) 二 n, 妈 可 读 到 
B 发 出 的 原 信 了 . 因为 只 有 B 才能 发 这 样 双 重 加 密 
信 , 所 以 B 的 签名 是 无 法 伪造 的 . 

1977 年 ,里 凡 斯 特 CRivest) 首 先 找 到 了 一 类 便于 
应 用 的 陷 门 单 向 函数 . E m = pa. pa 为 奇 素数 , 若 正 
SOS s HG, p—-1l=(s.g—-1)=1, 0 fii fn) 
= (n), Fe Al KELL, m— 1] ERSFAT] 5 19] eR C. 通常 
Wk RSA 体制 . 例如 ,可 设 pg 分 别 为 64 位 和 65 位 的 
素数 , 则 m — pq 是 一 个 130 位 的 数 , 取 s=9 007 , Zhi 
码 方法 是 将 需要 加 密 的 拼音 文字 首先 译 成 一 个 数 n. 
如 果 nm, AK n DRA n (1 二 1,2,*…), A 0n 
<m. 用 电子 计算 机 计算 x ); 只 需 几 秒 钟 的 时 间 ， 
就 是 陷 门 单 呵 函数 用 于 公开 密 钥 码 的 一 个 实例 . 


高 次 剩余 


二 次 剩余 (guadratic residue)” 亦 称 平方 剩余 . 
与 二 次 同 余 式 有 关 的 重要 概念 . Rm 是 大 于 1 的 整 
数 , 如 果 二 次 同 余 式 

z’=n(mod m), m,n)=1 (1) 

有 解 , 则 称 n AK m. B5] — UK TEL AS s 如果 无 解 , 则 称 为 
Bim 的 二 次 非 剩 余 ( 或 平方 非 剩余 ). 二 次 剩余 有 如 
FEM: 

1. Wt p ARM WWE p 的 缩 系 1,2,…,p 一 1 中 ， 
有 (Cp 一 1)/2 个 模 p 的 二 次 剩余 和 (Cp 一 1)/2 4 p 
的 二 次 非 剩 余 , 且 序列 1,020, , 0008 10/2)», 
即 为 模 p 缩 系 中 的 全 部 二 次 剩余 . 

2.1 p 为 素数 ,n ABM Wn AK pH — DX 
余 的 充分 必要 条 件 是 nx*，“ 圭 1(modp); 而 n WHE p 
的 二 次 非 剩余 的 充分 必要 条 件 是 


(p—1)/2 
n 


=— 1 (mod p). 


3. Ut p 为 素数 , 则 模 p 的 两 个 二 次 剩余 之 积 仍 为 
Bi 之 的 二 次 剩余 ; 模 p 的 两 个 二 次 非 剩余 之 积 亦 为 模 
p 的 二 次 剩余 ; 模 p 的 一 个 二 次 剩余 和 一 个 二 次 非 剩 
余 之 积 为 模 p 的 二 次 非 剩 余 . 

平方 剩余 (quadratic residue) — B — v3 As". 
= RIERA (quadratic non-residue) — J^ — 1x 
FR”. | 

3E. 75 dE 8| 4: (quadratic non-residue) 
剩余 ” 

ay 7iL i 5 (Legendre symbol) 


TR. 若 p 为 奇 素数 ,a 为 整数 , 称 符号 


p 的 勒 让 德 符 号 ,其 值 规 定 如 下 : 
| 1 (pla, B. GO , 是 二 次 剩余 ); 


Z 


数论 中 的 重要 
“| 为 4 关于 


P 


—1 (pia, Ata), 是 二 次 非 剩 余 ); 


0 (pla). 
勒 让 德 符 号 具有 以 下 性 质 : 
1. a,7-a; mod p), H. pla, Al pla; 时 ,有 
B ei (oe 
p P 
44- a — 
2. # plast| 5 =a ? (mod £), JIE BD EX fiz oJ 
别 准则 ， 
3. pla. A P A 
l|.Q.|[—1l|l,: Q5, 
a.{ 5] =1,| "d ie. 
5. Zr bla; G—1,2,*,À) , Mi 
M42 E. cde ee sce 
b bip fu 
即 | | 为 积 性 函数 ， 


By iL #8 (Legendre, A.-M. ) F 1798 年 发 表 的 专 
著 《 关 于 数论 的 研究 》 中 ,系统 地 整理 了 数论 研究 的 成 


果 , 书 中 创 用 了 符号 一 ,对 于 计算 a 是 否 为 模 p 的 


二 次 剩余 带 来 很 大 方便 . 

欧 拉 判 别 准 则 (Euler criterion) 亦 称 欧 拉 判 别 
条 件 . 判别 二 次 剩余 的 重要 准则 之 一 . 其 准则 为 : 设 p 
是 奇 素数 ,a 是 整数 ,pla, 则 


a 


P 
其 等 价 命题 是 : 若 a 是 二 次 剩余 , 则 
p= 
a? =1(modp); 
若 a 是 二 次 非 剩 余 , 则 


zt 一 1 


=4 (mod p). 


a ? =— ](mod p). 
由 判别 准则 可 以 推 知 : 
1. 当 pha 及 plb 时 ， 
ab [a 2. 
P Pi\ P 
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2. F b 为 奇 素数 , 则 


[=)= (p=1(mod 4)), 

f —1 (p=3(mod4)). 

[2) =op (p—1 或 7(mod 8)), 
2 一 ] (p=3 Emi 5(mod8)). 


此 判别 准则 最 先 见 于 欧 拉 (Euler,L. ) 有 关 数 论 的 论 
文中 ,后 收入 欧 拉 的 数论 专著 《代数 指南 》. 

欧 拉 判别 条 件 (Euler criterion condition) Bl 
“ 欧 拉 判别 准则 ” 

高 斯 判别 准则 (Gauss criterion) ” 亦 称 高 斯 引 
理 . 判别 二 次 剩余 的 重要 准则 之 一 . 其 准则 为 : 设 p H 
奇 素数 ,n HER. ODD —1. HCA— D /2 个 整数 


Un) us 2H tts — 
p 


PR m 个 大 于 p/2. 0) 


n 


P 
应 用 高 斯 判别 准则 还 可 推 得 

[z|-c»*. 
这 是 判定 二 次 剩余 的 一 个 重要 结论 . 设 p 是 一 个 奇 素 
数 , 如 果 (p 一 1)/2 个 整数 mr ropp E p—1 
PBR Ers Erots Erop ET p 的 一 组 简化 系 ， 
则 有 下 述 结 果 ; 设 pln,ri,r;， "tro 1) oi EL IRA 


件 , 记 


二 (一 1)”. 


nr;=(—1)"r; (mod p) 
| = l 2 A der 9 


则 
si & 
这 是 高 斯 引 理 的 一 个 推广 . 高 斯 判别 准则 是 由 高 斯 
(Gauss,C. F. ) 提 出 并 给 予 证 明 的 ,发 表 在 他 1801 年 
所 著 的 《算术 研究》 中 . 
高 斯 引 理 (Gauss lemma) 即 “ 高 斯 判别 准则 ” 
二 次 互 反 律 (quadratic reciprocity law) 数论 
发 展 史 上 占有 中 心 位 置 的 重要 工具 . 该 定律 断言 :对 
(pq) —1 的 奇 素数 p,q, 有 
q P "m ( DUE —1) 
dest. 
这 个 定律 反映 出 p 与 g 之 间 的 二 次 剩余 关系 . HAL 
当 p=q=3(mod 4) HT, 


ee 
当 p=1 KR q—1Gnod 4) PRDA—P RITA, 
DR Nd 
2 5 
一 次 互 反 律 可 以 用 来 决定 ， 
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1. p 为 素数 时 ,整数 ”是 否 为 模 的 二 次 剩余 . 

2. 对 整数 ,有 哪些 素数 p 能 使 是 模 p 的 二 次 
剩余 . 

1772 年 , 欧 拉 人 (Euler ,L. ) 开 始 对 二 次 互 反 律 进 
行 探讨 ,并 在 1783 年 的 一 篇 论文 中 用 五 条 定理 对 二 
次 互 反 律 给 出 了 清楚 的 叙述 . 遗憾 的 是 他 一 直 未 能 给 
出 此 定理 的 证 明 . 1785 年 , 勒 让 德 (Legendre, 人 A.- 
M. ) 重 新 发 现 这 个 定律 ,并 予以 证 明 , 但 证 明 不 够 完 
整 . 1790 年 ,他 提出 把 二 次 互 反 律 表示 为 : 当 pg 是 
不 同 的 奇 素数 时 ， 

q\{ Pp mars 
idem" *. 

因而 二 次 互 反 律 亦 称 为 二 次 剩余 的 勒 让 德 符号 的 互 
RE. 二 次 互 反 律 在 初等 数论 中 占有 极 重 要 的 地 位 ， 
因而 引起 数学 家 的 广泛 重视 . 38 ot AR (Dickson, L. 
E. ) 说 :“ 它 是 数论 中 最 重要 的 工具 ,并 且 在 数论 发 展 
史上 占有 中 心 位 置 ”. 高 斯 (Gauss ,C.F. ) 称 它 为 数论 
中 的 黄金 定律 . 1796 年 ,高 斯 19 岁 时 首次 严格 地 证 
明了 二 次 互 反 律 ,后 来 他 又 用 完全 归纳 法 证 明了 这 个 
结论 ,并 载 人 他 的 数论 名 著 《 算 术 人 研究 ) 中 . 高 斯 先后 
给 出 此 定律 7 种 以 上 的 证 法 ,其 中 有 个 证 明 是 用 高 斯 
引 理 证 得 的 . 他 称 这 定律 为 数论 之 酵母 ,还 相继 引出 
了 双 二 次 互 反 律 和 三 次 互 反 律 ,以 及 与 此 相 联系 的 双 
二 次 和 三 次 剩余 理论 . 为 了 使 三 次 和 双 二 次 剩余 理论 
优美 而 简洁 ,高 斯 又 发 展 了 复 整数 和 复 整 数论 ， 

雅 可 比 符 号 (Jacobi symbol) 勒 让 德 符 号 的 推 
广 . 设 m 是 大 于 1 的 奇数 ,日 m 的 素 因 数 分 解 式 为 
= pip: pe APART EAR IRD «IR Ca 0D = 1, Bü] 
定义 
«uds 
为 雅 可 比 符号 . m 是 素数 的 雅 可 比 符号 即 勒 让 德 符 
5. ^H OY 3 Ee XL TERT EL PS. REED (a.m) = 1, 
SUE IU Ca oO 1 S| 和 | =0. 

雅 可 比 符号 具有 下 列 性 质 ; 

l. Wm 为 正 奇 数 , 则 

lsn] en 2 

2. ux msm, 为 正 奇 数 : 
1) Zi n=n, (mod mm) 和 (rn,m) 二 1, 则 


ny 


n 


m 


; 
m 


2) xr (nm) — (n,mi)—1 Nil 
n n 
m 


3) ÆC(n,m)=(n;;m)=1, W 


n 
my, 


mmj’ 


Y 


n,\ (mnm, 


n 
m m m 


3a Ww m 为 正 奇数 , 则 


| m*—1 
Iz|l-c»'. 
m 
4.4 m n 均 为 正 奇 数 , 则 
m ec i 
n m 
5. Æ (nsm)=(n;sm)=1, M]; 
2 
D Le 
m , 
2) [mi-[* 
mi imi 
6. zr On ,m) = G5 m) =" = (ym) = 1, M) 
m limi lm mi' 


雅 可 比 符号 具有 与 勒 让 德 符号 相同 的 计算 法 则 , 当 m 
为 正 奇 数 时 ,无 需 把 m. 分 解 成 素 因 数 的 乘积 ,计算 起 
来 更 方便 . 在 计算 勒 让 德 符 号 时 ,必须 时 刻 注意 其 分 
母 是 否 素数 ,而 雅 可 比 符号 的 计算 只 需 分 母 为 正 奇 
数 ,还 可 免 去 分 解 因数 之 劳 . 如 
2 15 
E a | T. 


263] - 71383] ~ — (333) 
lop im 


443} | 383 
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雅 可 比 符 号 首次 出 现 于 雅 可 比 (Jacobi,C.G.J. ) 在 人 研 
究 数论 的 二 次 互 反 律 时 于 1827 年 发 表 的 论文 中 . 
二 元 周期 序列 (binary period sequence) 一 种 
特殊 的 序列 . 即 只 取 两 个 非 0 数值 的 周期 序列 . 设 序 
列 为 


Qo»Q|»d2» ** Cn (1) 
FETE EER t, ii 
à,4;7a, (n70,1,2.**), (2) 
成 立 , 则 称 序列 (1) 为 二 元 周期 序列 . 并 称 满足 (2) 式 
的 最 小 正 整 数 上 为 序列 (1) 的 周期 . 如 果 有 正 整 数 /， 
{Ë a,,,—a, (n= 二 0,1,2,…)，, 则 tL. 设 序列 (1) 的 周期 
HÀ td 


O M arare OSIK — 12, (3) 


WR CCO)=1 为 序列 (1) 的 自 相关 主 值 ， Fk COO 
/过 1 一 1) 为 序列 (1) 的 自 相 关 非 主 值 . BEM 
C= max ICD}, 


ISi] 


AUR C 很 小 , 则 称 序列 (1) 是 自 相 关 良 好 的 序列 . BUB 
为 士 1 的 自 相关 良好 的 周期 序列 ,在 数字 通信 中 有 重 
要 应 用 . 设 p 为 奇 素数 , 且 定 义 序列 (1) 中 的 


à, -| b SPI (4) 
l (pin), 
则 有 C<3/p. 按照 (4) 定 义 的 序列 称 为 二 次 剩余 序 


Jj. 当 p 较 大 时 , 它 也 是 一 个 目 相 关 良 好 的 序列 . 
自 相 关 主 值 (autocorrelation principal value) 


ruence) 


剩余 


见 “ 二 元 周期 序列 ”. 

自 相 关 良 好 序列 (autocorrelation well-ordered 
见 “ 二 元 周期 序列 ”. 

二 次 剩余 序列 (quadratic residue sequence) |, 
二 元 周期 序列 ” 

二 次 同 余 式 (quadratic congruence) 亦 称 二 次 
同 余 方程 . 一 类 同 余 方程 . 它 是 关于 未 知 数 的 二 次 多 
项 式 的 同 余 方程 . EIE EE m>1,H a 关 0 (modm)， 
则 称 形 如 


sequence) 


ax’ +bxz+c=0 (modm) (1) 
的 同 余 式 为 二 次 同 余 式 的 一 般 形式 ,简称 模 m 的 二 次 
FIRI. 此 外 , 称 形 如 
z’=a(modm) (2) 
的 同 余 式 为 最 简 二 次 同 余 式 ,或 称 最 简 二 次 同 余 方 
程 . 满足 同 余 式 (1) 或 (2) 的 过 值 , 分 别称 为 二 次 同 余 
式 (1) 或 (2) 的 解 , 亦 称 二 次 同 余 式 的 根 . FF ze 为 其 一 
解 , 则 cot me G € 20 93 ARE. MAUL ze 适合 同 余 
式 (1) 或 (2), 则 ze 所 代表 的 剩余 类 中 的 每 一 个 数 皆 
能 适合 (1) 式 或 (2) 式 .但 常 指 该 类 中 的 最 小 正 整 数 为 
其 解 . 故 方程 (1) 或 (2) 的 解 的 个 数 , 系 指 不 同 剩 余 类 
中 的 能 适合 (1) 式 或 (2) 式 的 解 之 个 数 . 二 次 同 余 式 不 
一 定 都 有 人 解 ,如 果 有 人 解 时 ,其 解 的 个 数 参 见 “二 次 同 余 
式 的 解数 ”. 

二 次 同 余 方程 (quadratic congruence equation) 
即 “ 二 次 同 余 式 ”. 

最 简 二 次 同 余 式 (simplest quadratic cong 
见 “二 次 同 余 式 ” 

二 次 同 余 式 的 解数 (solution numbers of a quad- 
ratic congruence) 对 二 次 同 余 式 的 一 种 刻画 . 即 二 
次 同 余 方 程 解 的 个 数 的 判定 : 设 p ARM. pln, Al 
>0, 二 次 同 余 式 

x’=n(mod p’) (1) 
在 p>2 时 , 解 的 个 数 为 1+| 2 
TE p—2 时 , 解 的 个 数 有 下 面 三 种 情形 : 
1.1—1,48—^ E. 
2.1—2,X4 n2] qmod ATA — fit, 
n=3(mod 4) 时 无 解 . 
3. 222, 24 n=] (mod 8 EE VU fA , 
nzÉ] (mod 8) 时 无 解 . 
i p 最 简 二 次 同 余 式 的 解法 (solution of the 


simplest quadratic congruence to modulus p) 二 
次 同 余 方程 的 解法 之 一 . 设 p 为 奇 素数 , 且 pin, D 
ZAFRA 
x’=n(mod 9p) (1) 
的 解法 概述 如 下 : 
1. 在 方程 (1) 中 , 若 p 二 2, 求 解 是 容易 的 . 24 p 
为 不 太 大 的 奇 素数 时 ,可 用 观察 法 求解 . 勒 让 德 符号 
383 


Af ， (1) 式 有 二 解 . Al P 不 太 大 ,可 将 r= lss 
一 1)/2 依次 代入 ,适合 方程 (1) 的 x; G 1,2, 7. Cp 
-D/DA BS —7 88. p—xG—101,2: n p— 
1)/2) 为 另 一 解 . 


2. 在 方程 (1) 中 ,| 


p 较 大 时 ,有 如 下 结论 : 
1) 34 p 夺 3(mod4) 时 ,方程 (1) 的 解 为 土 

M 
2) M p=5(mod8).n? ?“=1(mod p) it , 7; 
CD B9 Og o n 777.8 p=5 (mod8), a aE 
一 1(Cmodzp) 时 ,方程 (1) 的 解 为 
+ [cp — 1)/2]! ° 


=1 时 ,方程 有 解 ,但 素数 


LN 
P 


(p+3)/8 
n á " 


n 
n 
N 
p 三 lmod8) [77 | ——], 
则 同 余 式 (1) 的 解 为 
nN 
其 中 ,hh 满足 p 二 2%h 十 1,21h,S4 之 0 是 整数 . 

模 p 一 般 二 次 同 余 方程 的 解法 (general solu- 
tion of quadratic congruence equations to modulus 
H 二 次 同 余 方 程 的 解法 之 一 . A p 为 素数 , 且 aA 
O(mod p) 时 , 解 二 次 同 余 方程 


ax’ +bxt+c=0(mod p) (1) 
的 基本 方法 ,是 将 二 次 同 余 方程 (1) 化 为 
y’=n(mod p) (2) 


的 形式 来 求解 . HF (a, P0 — 1) DFE a’, fia a= 
1(mod p).a' 乘 以 (1) 式 两 边 , 得 到 
x’ +a'bx+a'c=0(mod p). (3) 
方程 (3) 与 方程 (1 A A R.A CDR a'b 为 
偶数 ,可 通过 配方 得 
E a'b|* /lab 
2 2 
右 (3) 式 中 的 adb 为 奇数 ,可 通过 abt p 的 方法 把 
《3) 式 的 一 次 项 系数 化 为 偶数 后 再 配方 . > 
QUIT V. 
"ord Tac, (5) 
代入 (4) 式 , 即 得 形 如 (2) 式 的 最 简 二 次 同 余 式 . 所 
以 ATE p 为 素数 时 , 均 可 将 一 般 形式 的 二 次 同 余 方 
程 化 为 最 简 二 次 同 余 式 来 求解 (参见 “ 模 p 最 简 二 次 
同 余 式 的 解法 ”). 
模 m 最 简 二 次 同 余 式 的 解法 《solution of the 


— 


simplest quadratic congruence to modulus m) 二 
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[a6 


2 
—a'c(mod p). (4) 


次 同 余 方程 的 解法 之 一 . 设 m 为 任意 正 整 数 ,在 二 
次 同 余 式 

z? =n(modm) (1) 
中 , 设 m RFE INCUN m= pi pie pr MOR 
的 任 一 解 都 满足 同 余 式 组 x? =n (mod pt) (R= 1,2, 
D. 由 孙子 定理 可 把 问题 归结 为 求 二 次 同 余 式 

z’=n(mod p°) (2) 
的 解 . 这 样 同 余 式 (1) 的 解 最 终 可 由 r’ =n (mod p) 
的 解 而 求 出 . 其 解法 概述 如 下 : 

l. p ABR on 为 奇数 ,e 宇 1, 则 同 余 式 (2) 
变 为 

x: =n(mod 2°). (3) 
其 解法 为 : 

1) Se=1 时 ,方程 (3) 的 解 为 x 三 ] (mod 2). 

2) 4 e—2 时 ,方程 (3) 有 解 的 充分 必要 条 件 为 
n =] (mod4). 当 此 条 件 成 立时 ,方程 (3) 的 解 为 xz 
=-+1 (mod 4)( 即 所 有 奇数 ). 

3) 当 e 宇 3 时 ,方程 (3) 有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 
n=1(mod 8). 若 此 条 件 成 立时 , 设 a 是 方程 (3) 的 
一 个 特 解 , 则 方程 (3〉 有 4 个 解 

g= an t ua 2") (mod: 25. 


2. 设 p X4 Xem spin. WY - 


时 , 同 余 式 (2) 无 解 ; 当 5 —] Hj, a 


三 n(modp) 的 一 个 特 解 , 则 同 余 式 (2) 的 全 部 解 为 
z=+PQ (God p°), 


其 中 
p=- [a+ Vn y+ a Vn) Jez, 
Q- — Gar Jn Y—(a— Vn EZ. 


而 Q EWE QQ '=1Gmod p) Hy RM. 

3. m=p'd pq 为 素数 , 则 二 次 同 余 式 (1) 与 

同 余 式 组 

r? = n(mod p) fil z^ = n(mod 4) (4) 
P) f£. 按 上 述 方法 求 出 同 余 式 组 (4) 的 诸 解 后 ,再 由 
孙子 定理 得 出 风 余 式 (1) 的 全 部 解 . 

模 m 一 般 二 次 同 余 方 程 的 解法 (general solu- 
tion of quadratic congruence equations to modulus 
m) ”二 次 同 余 方程 的 解法 之 一 . 设 m WR BRED 
式 为 m= pi pic pí M — RE — KARTE 

ax’ +bx+c=0(modm) (1) 
的 任 一 解 都 能 满足 下 述 同 余 方 程 组 

ax’ +bzat+c=0(mod p?) (&—1,2,:,D. (2) 

解 同 余 方 程 
ax’ +bzx+c=0(mod p’) (3) 
可 从 同 余 方程 


ax’ +bx+c=0(mod p) (4) 
开始 , 先 求 出 (4) 的 解 ,并 利用 这 些 解 逐步 求 出 对 模 
ps pists p° 的 解 , 再 应 用 孙子 定理 , 即 可 由 方程 组 
(2) 的 解 求 出 方程 (1) 的 解 . 并非 所 有 形 如 (1) 的 同 余 
方程 都 有 解 . 如 果 有 人 解 , 则 均 可 由 上 述 方法 求 出 其 全 
部 解 . 

两 平方 数 之 和 (sum of two squares) 与 华 林 
问题 有 关 的 一 个 数论 问题 . 若 对 自然 数 ” 存 在 整数 
Ly $E n= r +y, MER n 可 表 为 两 平方 数 之 和 .如 
AR Ge, 32 — 1, WK n 能 本 原 地 表 成 二 个 平方 数 之 和 ， 
WI n=r ty (70,7 v0) A n=a +b’ (a0, b> 
0) 能 推出 a 二 x,b 二 y 或 4 二 y,6 二 xz, 则 称 表 法 惟一 . 

关于 表 两 平方 数 和 的 问题 有 以 下 定理 : 

LE n=3(mod 4) , Wil n=x +y 不 可 能 . 

2.46 n 可 表 为 两 平方 数 之 和 , 则 对 任 一 整数 ， 
kin 亦 可 表 为 两 平方 数 之 和 . 

3. n 不 能 表 为 两 平方 数 之 和 的 充分 必要 条 件 是 
n 的 标准 分 解 式 中 有 一 个 素 因数 与 3 同 余 (mod4)， 
且 它 的 方 次 为 奇数 . 

4. 若 0h, 371) 均 可 表 为 两 平方 数 之 和 , 则 其 积 n7» 
亦 可 表 为 两 平方 数 之 和 ， 

5. 每 个 与 1 同 余 Cmod4) 的 素数 均 可 表 为 两 个 
数 的 平方 和 , 且 表 法 惟一 . 

6. an n ——nin; jM 为 正 整 数 ,n， 无 平方 因数 , 则 
n 能 表 成 两 整数 的 平方 和 的 充分 必要 条 件 是 n; 没有 
形 如 4m 十 3Cm 为 非 负 整数 ) 的 因数 . 

7. 若 nn 为 自然 数 , 则 x 十 1 的 每 一 个 素 因 数 都 
能 表 成 两 个 平方 数 的 和 ， 

8. 设 Pp 是 m 的 一 个 奇 素 因 数 ,p 能 表 成 两 个 平 
方 数 的 和 ,m 能 本 原 地 表 成 两 个 平方 数 的 和 , 则 mmx/p 
也 能 本 原 地 表 成 两 个 平方 数 的 和 . 

9. ix p=1(mod4),&, p)—1, 

s(k) = 2 EE =) , 
则 有 p-—GG2/2»2-GG0/2»),Xm 


b-—1 


P P 

把 一 个 自然 数 表 成 两 平方 数 之 和 是 数论 中 的 一 
个 古老 问题 , 远 在 公元 3 世纪 末期 , 丢 番 图 (Dio- 
phantus ) 通 过 研究 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 后 ,已 经 知 
道 如 何 把 某 些 自 然 数 表 为 二 平方 数 之 和 ,也 知道 形 
如 4m - 3 的 自然 数 不 能 表 成 二 平方 数 之 和 . EBA 
将 这 些 研 究 写 人 了 他 早已 失传 的 《 衍 论 ) 中 ,这 些 内 
容 可 从 后 人 对 该 书 的 评注 中 见 到 . 丢 盔 图 的 研究 停 
留 在 算术 阶段 ,缺乏 数论 的 特色 . 1640 年 12 月 25 
日 , 费 马 (Fermat,P. de) Z3 ff Z& (Mersenne, M. ) 的 
信 中 最 先 提出 了 形 如 4n 十 1 的 素数 可 以 表 成 两 个 平 
方 数 的 和 . 1754 年 , 欧 拉 (Euler,L. ) 首 次 证 明了 它 ， 


还 证 明了 表达 式 的 惟一 性 . 

四 平方 数 和 定理 (theorem on the sum of four 
squares )” 亦 称 拉 格 朗 日 四 平方 数 和 定理 . 四 平方 
数 和 问题 是 著名 的 数论 问题 .由 拉 格 朗 日 (La- 
grange, J.-L. ) 最 终 解 决 , 从 而 有 上 面 的 定理 名 字 . 
该 定理 断言 :每 个 正 整数 均 可 表 为 四 个 整数 的 平方 
和 (其 中 有 些 整数 可 以 为 零 ). 

关于 表 四 平方 数 和 的 问题 有 以 下 结论 : 

1. 两 个 四 平方 数 之 和 的 乘积 仍 是 四 平方 数 之 
A. 对 此 只 要 证 明 下 列 恒 等 式 : 设 AsbsCrdsrsSytyul 
都 是 整数 , 则 

Caso she Ed Gasset Fu) 
=(artbstcttdu)’?+ Cas—br+cu—dt)’ 
+ (at—bu—cr+ds)’+ (autbt—cs—dr)’. 
此 恒等式 的 证 明 很 容易 ,但 是 发 现 它 却 不 那么 容易 . 
欧 拉 (Euler,L. ) 从 1730 年 首次 研究 这 一 问题 开始 ， 
到 1743 年 发 现 这 个 恒等式 时 ,经 过 了 13 年 的 时 间 . 

2. b p 是 奇 素数 , 且 Or p/2,0x y p/2, Ml 
] 4- x* 4- y*z50 Qnod p) HA — £H ft. 

3. 对 每 个 奇 素数 p E EE m p. 
使 方程 mpr ty tz tw 有 人 解 . 

4. Xi m Al p RETK, I<m<p, H mp=x’ 
Hy oz! Fw? VEEXEIESES nnm fii np=a +b’ 
Fe? Rd? HH a,b,c,d 均 为 整数 . 

”四 平方 数 之 和 问题 是 华 林 问题 的 起 始 命 题 . 
1770 年 , 华 林 (Waring,E. ) 曾 提出 ,每 一 个 整数 是 4 
个 平方 数 之 和 ,9 个 立方 数 之 和 ,19 个 4 次 方 数 之 和 
等 .但 命题 每 一 个 正 整 数 均 可 表 为 4 个 整数 的 平方 
和 ”并 非 华 林 最 先 发 现 . 对 此 命题 的 研究 有 悠久 的 历 
史 , 远 在 公元 3 HER, EKA Oiophantus) 8 c Ze 
知道 每 个 正 整 数 可 表 为 四 个 平方 数 之 和 ,不 过 他 从 
未 将 此 结论 作为 定理 明确 地 叙述 出 来 . 梅 齐 利 亚 克 
(Meziriac,C. G. B. de) F 1621 年 出 版 了 附 有 拉丁 译 
文 和 注释 的 丢 番 图 《算术 3》 的 希腊 文本 . 书 中 对 四 平 
方 数 和 问题 给 出 了 从 1 到 325 的 数字 验证 ,说 明 此 
命题 是 正确 的 ,但 他 未 能 给 出 严格 的 证 明 . 费 马 
(Fermat , P. de) 就 是 在 这 种 版 本 的 丢 番 图 (算术 》 书 
上 写 了 他 的 许多 著名 的 页 边 注 ,他 在 对 此 命题 的 页 
边 注 中 说 ,他 能 够 用 他 的 递 降 法 对 此 命题 作出 证 明 ， 
然而 照例 地 又 未 提供 证 明 的 任何 细节 . 从 他 对 此 命 
题 的 有 关 著 作 来 看 , 费 马 的 证 明 是 欠 完 整 的 . 笛 卡 儿 
(Descartes , R. ) 也 说 过 这 一 定理 无 疑 是 正确 的 ,但 
要 找 出 证 明 “实在 太 难 了 ,以 至 我 不 敢 动手 去 找 ” 
1730 年 , 欧 拉 开 始 研究 此 问题 .到 1743 年 ,他 给 出 
结论 两 个 四 平方 数 之 和 的 乘积 仍 为 四 平方 数 之 
和 ”, 使 本 定理 的 证 明 向 前 跨 了 一 大 步 . 直到 1770 
年 , 拉 格 朗 日 (Lagrange,J.-L. ) 才 作出 了 一 个 证 明 . 
其 证 明 方 法 基本 上 是 以 欧 拉 的 探讨 线索 为 依据 的 . 
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拉 格 朗 日 四 平方 数 和 定理 (Lagrange theorem 
on sums of four squares) ” 即 “ 四 平方 数 和 定理 ”. 

AAK R (residue of higher degree) JMR 1X 
剩余 .二 次 剩余 的 推广 . 当 &>1 的 情形 , 设 有 1,m 
>1, 二 项 同 余 式 r =al(modm), (a,m) =1 WR 
解 , 则 a RAK m 的 & 次 剩余 ,否则 称 a AB m Hk 
KIERR. A m 的 标准 分 解 式 为 m= pt pr pr M 
a 是 模 m 的 次 剩余 的 充分 必要 条 件 是 a 为 每 一 个 
Bà pii(i 二 1,2,…,s) 的 次 剩余 . WR a 是 模 p" HL E 
1K Fl a=b (mod p°), W b EER 之 的 次 剩余 ， 
因此 ,一般 所 指 & 次 剩余 的 个 数 时 ,是 指 对 之 不 同 
余 的 个 数 . 关于 高 次 剩余 有 如 下 一 些 结论 : 

1l. & p dé — 8 Xo 0, WA p)/ 
CPH) ROT RS p 的 有 次 剩余 . 特别 地 , 当 a—1 时 ， 
Bi (p—1)/(p—1, AK p B) k RBA. 

2. 右 是 一 个 奇 素数 ,plk, 则 对 所 有 的 a, 当 a 
ER p Hk RRR , r =a (mod pA (p—1,2) 
个 解 ;a 是 模 p k RIRE, MEIR. 


3. 若 p A-PARRM, pd, MM a FE p 


的 & 次 剩余 的 充分 必要 条 件 是 a 为 p^ B3 d 次 剩余 . 
当 d 二 时 ,把 模 p^ BO UXORIS EROS ER KRR. 当 
d< it JER p* 的 次 剩余 称 为 非 真 & 次 剩余 . 

k R F| (residue of degree-k) — BD “Hv H 
余 ” 

k RIERA (non-residue of degree-k) 
次 剩余 ” 

A k REA (proper residue of degree-k) Jil 
“高 次 剩余 ”. 

JER k 次 剩余 (non-proper residue of degree-k) 
见 “ 高 次 剩余 ”. 

高 次 同 余 方程 (congruence equation of higher 
degree) 一 类 同 余 方程 . 它 是 关于 未 知 数 的 n(n 二 
1) 次 多 项 式 的 同 余 方程 . ER m>1,.n>0, BRK 
多 项 式 

J 帮 zz) 一 ai 十 ai 十 十 QT 十 Co， 
a,250 (mod m) , AA 5X 
f Cx) = 0(mod m) (1) 
PRA n KARDE Kn RATE OAR, K n 
> 1 时 ,1) 称 为 高 次 同 余 方程 .如果 r 满足 f Geo) 
=0(modm), Mj c9 x; (mod m2 £k [6] 4 7; £2 CD HH] 
fe. 7S [8] BY PE e dE m. 互 不 同 余 的 解 . 当 同 余 方 
程 (1) 的 首 项 系数 a 之 1 时 ,总 可 以 用 a, 的 数论 倒数 
a, (Bl a,'a,21Gnod m)) 去 乘 方 程 (1) 的 各 项 ,将 首 
项 系数 化 为 1, 因 此 ,研究 高 次 同 余 方程 时 ,常设 a, 
=1. ARE m WETER m= pipz pr, MIIE 
(1) 和 下 面 方 程 组 
f(x) =0(mod p) (1 <i xs) (2) 


66 ThE 


DL” Tea 
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等 价 , 且 方程 (1) 的 解数 为 方程 组 (2) 中 各 个 方程 的 
解数 之 积 . 所 以 ,讨论 方程 (1) 的 解法 ,都 可 转化 为 研 
究 首 项 系数 为 1, 模 为 素数 p^ 的 高 次 同 余 方 程 的 解 
法 问题 . 
7 次 同 余 方程 (2-th-degree congruence equa- 
tion) 见 “ 高 次 同 余 方 程 ” 
素数 模 的 高 次 同 余 方 程 (congruence equation 
of higher degree to a prime modulus) 一 类 高 次 同 
余 方程 . 它 的 模 为 素数 . 1824 p ARM, A n, 
省 
为 整 系数 多 项 式 时 的 同 余 方程 
f Cx) = 0(mod p). (D 
以 df 表示 mod pp 的 多 项 式 f(z) 的 次 数 n. 设 ,为 
同 余 方程 (1) 的 解 , 则 
IO =F = Bez) Cod p); (2) 
其 中 g(Cz) 为 2 一 1 次 多项式 (参见 “ 恒 等 同 余 ”). 反 
ZIAR. GS (re) =, (Xx 一 zo)” g(x) (mod p), HP 
g(x.) 7£0 (mod p), WK zo 为 同 余 方 程 (1) 的 a 重 
解 . 对 高 次 同 余 方程 和 以 下 重要 定理 : 
1. I d, f —n. SORR p 的 标准 多 项 式 为 
For) rcp) te a) 
Cr — z,)*go) (nod p), 
其 中 27, ish p 两 两 不 同 余 ,g(Cz) 为 二 次 以 
上 的 模 p 的 不 可 约 多 项 式 之 积 ,a 十 a 十 … 
-Fa, d- 8,g — n. 因此 (1) 式 的 所 有 按 重 数 计算 的 解数 
<A, fHn. AIK f (2) ,0(mod p) ARTE) 
模 p 不 同 余 的 解数 OCP, Smin P & 
Tl Da Daa D mdp): 
2. 设 FSJ ase f(x)= 二 (zx? 一 XT)g(zx) 十 r(xz)， 
d,r« p. MGA) E rIGos0nod p) S ffr. 由 此 可 
得 , 同 余 方 程 (1) 有 p 个 不 同 余 的 解 与 x* 一 x|f G) 
(mod 22 && fr , 5j r(x222,0(mod 户 ) 等 价 . 
3. Xp f (x2 5,0 (mod p), M ep, f =F S 5 
f IG |z^—xKGnod p) 等 价 . 
素数 乘 方 模 的 高 次 同 余 方程 (congruence equa- 
tion of higher degree to a prime power modulus) 
一 类 高 次 同 余 方 程 . 它 的 模 为 素数 乘 方 . 指 当 p RR 
W onzl,a>1.A 
fae Fae rasta 
为 整 系数 多 项 式 时 的 同 余 方 程 
F(x) = 0Cmod p* 1). 
i E HATE £2) =0(mod p”') 的 一 个 解 , 则 同 
余 方 程 1/(x) 寺 0(mod pp") 所 有 满足 条 件 ce =ECmod 
p”), 且 对 模 p 两 两 不 同 余 的 解 的 个 数 为 : 
1. Zi J (E)Æ0 mod p), M FRA — TE, r= 
+kp* ! (mod p°) (gf' (6) — f(£)/ p* (mod p)). 
2:44 (EO (mad 22, H f($)250(mod p); 


则 同 余 方 程 无 解 . 

3.4 J ()=0(mod p), Hf (82250 (mod p°), Bii 
同 余 方程 有 p 个 解 
x= + kp (modp’) (k = 0,1,2,°,6 — 1). 
以 上 结论 给 出 了 求 以 素数 寡 为 模 的 高 次 同 余 方程 的 
解法 :从 f Gr) =0(mod p) FF JB fte , HR IK ft fer) 
=0(mod Pp?),…, 直 解 到 f£ (x)250€nod p°). 由 此 还 
a] 48): A fGx)2550€nod p) 5 f! (2) =0(mod py) E 
公共 解 , 则 对 任意 a, f(r) =0 (mod HO B9 fp S 
(x)=0(mod p) 的 解数 相同 , 即 eC fp — o Cf. p). 

k 次 剩余 符号 (residue sign of degree-k) 绝对 
最 小 剩余 的 推广 . >l p 是 一 个 奇 素数 ,| (一 
1),g=(p—-1)/k, Wü gk IFS 


[三 =n! (mod p) 
k 


P 
为 模 p 的 & 次 剩余 符号 , 它 表示 n X p 的 绝对 最 
小 剩余 . 符号 | S| 有 下 述 性 质 ， 
— 
L pla t| 2 , 0. 
2. Æ n=n (mod p), Jill 2 i - ; 
3. 对 任意 整数 mon: A 
n\n» n,\ { f 
-— a M e die5. 
"a ni á 


4. Æ ind;n-a (mod &) ,O<a<k, Nili 


n 


P 
5. n 是 模 p BR IRR AR HY 6 AT URRE 


=g " (mod p). 
k 


k 


6. 设 n WEEDE AN n= pr pr ps, M 


n =| 21) ,| 全 | | d 
an EIE 12) “mod pP, 


Enp MA REX B— TNF p 的 素数 P| 3) 


n 


的 值 都 知道 ,| =| 之 值 也 就 可 求 了 . 


原 根 和 指数 


整数 的 阶 (order of a integer) 亦 称 整数 的 次 
数 . 与 同 余 式 有 关 的 一 个 重要 概念 . AER m1. H. 
(a,m) 二 1, 则 称 满足 同 余 式 a=] (mod mm) 的 最 小 正 
整数 d 为 整数 a Xp EE mx Hw. 并 称 a 是 属于 阶 
d(mod m) 的 , 记 为 4==6,(a). 为 便于 运算 , 当 (a,m) 
2] 时 ,规定 0,00. PHN, 2 对 模 7 的 阶 为 3, 记 
Wy ô (2)= 332 对 模 11 的 阶 为 10, 记 为 04 (22 — 10. 

整数 的 阶 有 如 下 人 性质 : 

1. 者 a=b(modm), Wl 8, (a) — 6, (5). 


Ig R 和 dB 数 


2. Æ (a m2 — 1, M]: 
1) a*zs1Gnod 5») 5 6, (a)|k 等 价 . 
2) nla) | gm). 
3) aizaa'h (mod m) B nla) |k —&, 等 价 . 
4) a^,al,* a» 9 | Xt KE m 两 两 不 同 余 . 
5) bn (aS) =n (a)/ C8, Ca) sc). 
3. Æ Ald, (a), ll] Enla?) — 0, (a) AÀ. 
4. 6 (056, (30) — 1, W) Òn Ca) — 0, Ca). 
5. HEX a.b 一 定 存在 c. 18108 
Qc) [0 (2530, 0]. 
. Ë Onla) 8n Cb) )=1, D 
6, (ab) = 6,,(a)6,,(b). 
7. (mim) — 1, WJ 
1) 34,4, (42 =Lbn, (22,6, Ca) ]. 
2) 对 于 任意 的 C19C2 必 存 在 a ,使 得 
On m, a) = [On Cai) Om, (a?) ]. 
整数 的 次 数 (degree of the integer) 
的 阶 ”. 
整数 的 阶 的 求法 (method finding the order of a 
integer) 对 整数 的 阶 的 一 种 刻画 . 指 计算 整数 的 阶 
的 方法 . 设 a Al om ARE BEM, Casm)=1,m>0. Fa 
对 模 m 的 阶 为 a, BN AJ algon), Aen) B S RD 
为 daz,…,d,, 所 以 可 通过 计算 a^ ,a“,…,a“ 对 模 
m 的 剩余 而 求 出 阶 a. 下 面 给 出 计算 阶 的 方法 : 
1. WR SE Cm. 的 标准 分 解 式 为 m — pi pe 
py WER a 对 模 m 的 阶 等 于 a 对 pi (i 二 1,2,…， 
k) 的 诸 阶 的 最 小 公 倍 数 . 
210 PARRA a WER NBA fe fos 
= fa R fan plas X a1, mi p'ha], 
则 


o» 


即 “整数 


=|" (2Re<f), 
im Pf. (>R). 

JR (primitive root) 与 整数 的 阶 有 关 的 一 个 
HERS. D m 为 正 整数 ,(9 om) =1, NRE RG 对 
m 的 阶 为 pn), MER g ERR 的 一 个 原 根 . 例如 3 
为 模 7 的 原 根 . 并 非 所 有 的 正 整 数 都 有 原 根 . 

正 整 数 的 原 根 有 如 下 一 些 性 质 : 

1. 对 每 个 素数 p, 均 存在 模 p 的 原 根 ,和 且 原 根 的 
SEA g(p 一 1). 

2. 设 p 为 奇 素数 ,a 宇 2, 若 9 是 p mE. Mg 
一 定 为 p” 的 原 根 . 

3. 设 g 为 2 的 原 根 , 则 一 定 存 在 整数 1, 使 得 g 
十 top 是 所 有 p"(a 宇 1) 的 原 根 . 

4. 设 a21, #9 H p'(a>2) HBR, Wg 与 9 
十 加" 中 的 奇数 是 2p 的 原 根 . 

5. 模 m 的 原 根 存在 的 充分 必要 条 件 是 m 等 于 
254,p° 或 2p", 其 中 a 宇 1,p 为 奇 素数 . 
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6. EW m 9 1,90) HATA A [e] RABE qi， 
qi … qi Gom) — 1, Dll] g 是 模 m 的 原 根 的 充分 必 
要 条 件 是 

g'""5 zi(mod m) (1=1,2,.,k). 

7. ER m 有 原 根 9 存在 , 则 m BA eCGeGn200 fh 
对 模 m 不 同 余 的 原 根 , 它 们 由 集合 S= {g 1 二 1 二 
gm), G,o(m2) 21 P WRA H. 

8. 设 g 是 模 m 的 一 个 原 根 , 若 4 通过 模 pon) 
的 最 小 非 负 完 全 剩余 系 , 则 9 “是 通过 模 m 的 一 个 
简化 剩余 系 . 

1785 Æ, Ej ik @ (Legendre, A.-M.) #EA 1H — 
次 互 反 律 的 同时 还 给 出 了 模 p 的 原 根 的 构造 . 1801 
年 ,高 斯 (Gauss ,C.F. ) 在 他 所 著 《 算 术 研 究 》 中 ,证 
明正 整数 中 只 有 2,4, 加 和 2z"” 才 有 原 根 .用 商 环 的 
单位 群 的 语言 讨论 这 些 性 质 已 是 20 世纪 的 事 了 . 

原 根 的 求法 (method finding the primitive roo- 
ts) 对 原 根 的 一 种 刻画 . 即 求 原 根 的 一 种 方法 .者 a 
对 模 奇 素数 p BA d.d. a! .a*. ,a 不 
ER p 的 原 根 . 因此 要 求 p 的 原 根 , 先 列 出 模 p 的 
简化 剩余 系 

l2"; p — l (1) 
首先 取 a 二 2, 求 得 2 对 模 p BIET didi d=p—1, 
则 2 BA p 的 原 根 . 大 4 二 p 一 1, 则 在 (1) 中 消去 
(25, 627? dooce (29), BM. FECL) PHF A PR 
一 数 , 重 复 以 上 方法 ,直到 (1) 中 剩 下 op p-lD TR, 
因为 奇 素数 户 恰 有 wz 一 1) 个 原 根 ,因此 这 eo — 1 
个 数 都 是 p 的 原 根 .上 述 求 原 根 的 方法 称 为 消去 法 . 
求 一 个 不 大 的 素数 为 模 的 原 根 ,计算 已 经 较 繁 . 计算 

一 个 大 素数 p 为 模 的 原 根 , 目 前 还 没有 一 个 计算 量 
较 小 的 方法 . 1927 年 , 阿 廷 (Artin,E. ) 猜 测 : 如 果 一 
个 正 整 数 a 非 平 方 数 , 则 存在 无 穷 多 个 素数 p 以 a 
为 原 根 . 特别 地 ,猜想 2,3 等 都 是 无 限 多 个 素数 的 原 
TR. 这 个 猜想 迄今 仍 未 获得 证 明 . 

最 小 正 原 根 问题 (problem on the least positive 
primitive root) 一 个 重要 的 数论 问题 . 每 一 个 奇 素 
数 p 都 有 pC(p 一 1) 个 原 根 ,其 中 最 小 的 那个 正 整 数 ， 
称 为 最 小 正 原 根 , 记 为 g (p). 例 如 ,2 是 模 13 的 最 
小 正 原 根 , 记 为 9 (1032022. b p 是 各 个 不 同 的 奇 素 
数 , 那 么 模 p 的 最 小 正 原 根 g(p) 的 上 界 是 什么 ? 这 
就 是 最 小 正 原 根 问题 . 根据 实际 计算 得 出 的 大 量 数 
据 , 人们 猜想 , 当 p 充分 大 时 ,应 有 g(p) 二 kp', 其 中 
€ 是 一 个 任意 小 的 正 数 ,而 & 是 与 p 无 关 的 常数 .但 
是 ,这 个 猜测 直到 现在 还 没 被 证 实 . 华罗庚 于 1942 
年 应 用 狄 利克 雷 特征 函数 的 概念 及 三 角 和 的 估 值 方 
法 ,在 估计 最 小 正 原 根 的 上 界 方面 ,得 到 了 很 好 的 结 
果 , 他 证 明了 :9 (p) 二 2'p ,其 中 + 是 pg(p)==p 一 1] 
的 不 同 质 因数 的 个 数 .1959 年 , 王 元 证 明了 
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1/4+e 
Ds 


g (5 =O 

对 模 m 的 指数 (index to modulus m) 亦 称 指 
bn. 与 原 根 有 关 的 一 个 重要 概念 . AER m C 18 
原 根 9 存在 , 则 对 任 一 整数 a, (a.m) — 1,8 TE — 89 
SEG r,O<r<g(m) —1, ff hg’ =almod m) RL. 
此 时 称 > 是 以 9 为 底 ,a 对 模 m 的 指数 , 记 为 r 
—ind;a. 在 不 易 引 起 混淆 的 情况 下 ,可 将 底数 9 略 
去 不 写 , 简 记 为 r=inda. kg fim 的 原 根 ,如 果 (a4， 
m) 二 (5,m) 二 1, 则 指数 有 下 列 类 似 对 数 的 性 质 

1. ind(ab)=inda-+ind (mod pg(m)). 

2.inda*=n ind a (mod q(m)) ,nz 1. 

3.ind1-—0,indg —1. 

4. ind —1) — 9(m)2/2,m7»2. 

9. A h 也 是 m 的 一 个 原 根 , 则 : 

1) ind, a=ind,a * ind, A (mod q(m)). 


2) ind, h * ind;g =1(mod g(m)). 
还 有 一 条 不 类 似 对 数 的 性 质 : 


6. 整数 a 对 模 m 的 阶 为 nla), g FER m 的 任 
意 原 根 , 则 6, (a) — 9n) / Gnd;a , 9Gn2). 

简化 剩余 系 的 构造 (construction of the reduced 
residue system) 对 简化 剩余 系 的 一 种 刻画 . 指 用 
原 根 表达 简化 剩余 系 . Arg 是 模 m 的 原 根 , 则 模 m 的 
简化 剩余 系 可 表 为 :1,9 ,93…,9"” .在 一 般 情 况 
下 , 正 整 数 m 不 一 定 存 在 原 根 . 

关于 简化 剩余 系 的 构造 有 如 下 和 定理: 

1. i m— p' RM p 宇 2) 存 在 原 根 g , 则 模 m 的 
简化 剩余 系 为 :gg9，g3…,g”” o. 

2. Æ m=2 ,4 之 3, 这 时 m 无 原 根 , 则 5 和 3 对 
2° 的 阶 为 2“, 且 

Toa 
及 $3,430,437 ^7 
均 构 成 模 m= 2° 的 一 个 简化 剩余 系 . 

3. 若 正 整数 m 的 标准 分 解 式 为 m= 2" pu pee 
pr,9492…39: 分 别 为 模 m 的 原 根 , 则 对 任 给 一 
RUO roris tor) ,0Rr eH 5 OR ry 99 ***, 0x 
ri «c; — qp?) (1 委 : 委 5) ,一 定 存 在 数 a,(a,m)=1, 
使 4 对 2% 的 指数 组 (参见 “指数 组 ”) 为 (r_1,ro), 对 
pr AFB RMA ris A riisrosrisrestt or, 分 别 通过 
C1 9€g9C1 929 *** 3C, 的 完全 剩余 系 时 ，,a 通过 模 m 的 
简化 剩余 系 . 反之 亦 然 . 

对 模 m 的 指数 组 (index group to modulus m) 
与 指数 有 关 的 一 个 重要 概念 . 设 a 二 1 时 ,c-_1 二 co 
一 1,a 之 2 时 ,c_1 二 2,c0 二 2" - 对 任 一 正 整 数 c,(c， 
2) 王 1 ,存在 惟一 的 一 对 正 整 数 ”ro,0 委 一 :<c-i， 
0 委 7o<co, 使 得 a9 C— 197-15 (mod. 2°), JU PK BL XT 
(Cr-i7ro) 为 以 一 1,5 为 底 的 a 对 模 2^ 的 指数 组 , 它 有 


$ 51，…， te ee. 


以 下 性 质 : 

1. r_,=Ca—1)/2(modc_,). 

2. 对 任意 的 rr _1,r'o， (—1)"-15’°=a(mod 2°) 
Ej r'_ =r; (mod c_;) 57 =r, (mod co) Ff. 

3.47 (ajs@os 2) = 1. r Carna =r la + 
y; Cas) (mode) s to Kas ds) =] ro ha) Ao sD 
(mod co). RER BX m 的 标准 分 解 式 为 m = 2" py pz 
DC =P PIG ,是 模 p? 的 最 小 正 原 根 (一 1,2， 
e.s). Æ a=(—1)-'5 (mod 2°) ,a=g ; (mod p?) 
021,2,-:,520, MER rirorio teor, Ha XI m 的 
一 般 指数 组 , 它 也 有 与 简化 剩余 系 相 类 似 的 性 质 ( 参 
见 “ 简 化 剩余 系 的 构造 ”). 

用 指数 表 解 同 余 式 (solving congruence with 
index table) 同 余 式 的 一 种 解法 . 指 利 用 指数 表 求 
解 同 余 式 的 方法 . 在 求解 高 次 同 余 式 时 ,在 有 一 张 关 
于 素数 p 的 任 一 原 根 的 最 小 指数 表 (mod p), 将 会 带 
来 很 大 的 方便 . 现 分 述 如 下 : 

I. S£ p 最 小 指数 表 的 造 法 . 以 原 根 2 的 最 小 指 
数 表 (mod13) 为 例 . 先 求 出 2°Cmod 13) (4—0,1,2, 
… ,11) 的 对 应 值 排列 如 下 : 

2 

p Zo a 8-3 6 12 11-9 5 10-7 
将 上 面 第 2 行 的 数 依 大 小 顺序 列 人 下 表 中 的 2 RE 
内 ,把 对 应 的 2 中 的 a 的 值 列 人 indan 栏 内 , 即 可 得 
到 原 根 2 的 最 小 指数 表 (mod 13): 


RAC ECEE CUCCU 
[mis jo|1jsj2|ojs njsjepn|v|e 


2. 用 指数 表 解 一 次 同 余 式 . 一 般 是 先 将 同 余 式 
两 边 取 模 p 一 1 的 指数 ,通过 查 表 ,运算 ,得 出 一 个 形 
如 indz=a(mod z 一 1) 的 式 子 ,再 反 查 同一 指数 表 ， 
即 可 得 到 同 余 式 的 解 . 

3. 用 指数 表 解 二 项 同 余 式 . 设 m 有 原 根 g , (a, 
m) 二 1, 二 项 同 余 式 x^ —a (modm) 有 人 解 的 充分 必要 
条 件 是 d=(k,g(m)) lind, a. 如 果 此 同 余 式 有 解 , 则 
怡 有 < 个 解 . 模 疡 的 简化 剩余 系 中 恰 有 (P(Gz ))Vd 
Ak 次 剩余 . 

4. FH ECC ERE IR] ARA. 设 9 为 m 的 一 个 原 根 ， 
则 称 形 如 


a’ =b(modm),(6,m)=1 (1) 

NAPA RR AH. HAAR 为 底 

(mod gim)) AY FR Be.  xind,a = ind,» 

(mod g(m)) WO fi HY 35 ot ^ BRE FE Cm), 

ind, a) |ind, 6. EC), BA (Xm ind, a) 个 解 . 

m fa) $e (power congruence) 见 “ 用 指数 表 
解 同 余 式 ”. 


多 项 式 的 性 质 


二 项 同 余 方程 (binomial congruence equation) 
亦 称 二 项 同 余 式 . 一 类 特殊 的 同 余 方程 . 设 整数 之 
1;, 正 整数 m 的 标准 分 解 式 为 m=2" pr ps ,而 形 如 
r'—a(modm), (a,m)=1 (1) 
的 同 余 式 称 为 二 项 同 余 方 程 . 它 等 价 于 下 面 二 项 同 
余 方程 组 
xt = a(mod 2^), 


r= 


| 


a(mod pi), 


(2) 


Lrf = a(mod p“). 


利用 原 根 的 最 小 指数 表 可 以 解 出 (2) 中 的 每 一 个 同 
余 方 程 . AA HK a 为 模 m 的 有 & 次 剩余 ; 若 
(1) 无 解 , 则 称 a Aim 的 & 次 非 剩余 .a 是 模 m 的 
k 次 剩余 的 充分 必要 条 件 是 a 为 每 一 个 模 pii(i=1， 
2,…,s) 的 有 & 次 剩余 .因此 ,(1) 若 有 解 , 则 根据 孙子 
定理 可 归结 为 解 形 如 
Xx’ 三 a (mod p?) (3) 

的 二 项 方程 . 

关于 二 项 同 余 方程 (1) 的 解 有 如 下 结论 : 

1. m1. H/8 Bg (am) —1, &z1, W 
(1) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 (人 ,2(Gz)) linda. FA 
fit TSAR (Ck, 00m) ) fi. 

2.1% m>1,k21,(a,:m)=1,ti m HER, M a 
是 模 m 的 & 次 剩余 的 充分 必要 条 件 是 


qn) / (gm) +k) 
a = ] (mod m), 


AR m 的 次 剩余 的 个 数 为 eGOn0 / (elm) ,k). 

3. m—2^,a223,2]a,a2:(€—1)'-:15" (mod 2’), 
则 二 项 同 余 方程 x^ =a (mod 2°) 4 2] & 时 恰 有 一 解 ; 
当 2|& 时 有 解 的 充分 必要 条 件 是 ~ := 一 0, 且 (人 ,2 ) 
ro, 行 有 解 , 恰 有 2(k, 2° O^ fe. 

二 项 同 余 式 (binomial congruence expression) 


即 “ 二 项 同 余 方程 ” 
多 项 式 的 性 质 


ES p 的 标准 多 项 式 (canonical polynomial to 
modulus p) 系数 分 别 对 模 p 取 最 小 非 负 剩余 所 得 
的 一 种 多 项 式 , 对 每 一 整 系数 多 项 式 f(x), 必 存在 
惟一 的 多 项 式 

f Gaz T duras, 
满足 0-Ca,« p,0Oxca,« p(Oxci «k— 1D ,使 得 f Go 5 
f GO HERA f(r), =f Gr) (mod p). f Cx) RH 
f(z) 的 对 模 p 的 标准 多 项 式 ,k 称 为 jz) 对 模 p 的 
次 数 , 它 是 f(z) 中 的 次 数 最 高 的 、 系 数 非 p 的 倍数 
的 项 的 次 数 , 记 为 了 ,f= 二 k. 由 次 数 的 定义 可 知 , 模 p 
的 次 标准 多 项 式 共 有 (pp 一 1)p’ 个 .例如 
Dl Tar ea ose ot = 3807 = 5. 
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f(x) 对 模 3 的 标准 多 项 式 则 为 2° +22, Mo 7 的 
标准 多 项 式 为 5z 十 2z 十 3. 此 外 , 若 f (x) 三 g (x) 
AP(z)(modp), 则 P, =F g +F h. f£ — E TW f (x) 
^ E. DURS p-l*PMEH p 互 不 同 余 的 标准 多 项 式 与 
之 相 结 合 mod p (参见 “多 项 式 模 p RTE”), A 
其 中 有 一 个 首 项 系数 为 1, 由 此 推 知 首 项 系数 为 1 且 
互 不 结合 的 不 次 标准 多 项 式 有 之 个 . 

多 项 式 对 模 的 次 数 (polynomial degree to 
modulus p) ” 见 “ 标 准 多 项 式 ”. 

恒 等 同 余 (identity congruence) ”两 个 多 项 式 
之 间 的 一 种 等 价 关 系 . 指 相 应 系数 都 分 别 对 模 p 同 
余 的 两 个 多 项 式 . 设 /(z),g (zx) 为 整 系数 多 项 式 ,p 
为 素数 , 寿 多 项 式 f(x) 一 g(x) 的 所 有 系数 均 能 被 p 
整除 , 则 称 f(x) 与 g GOES p SR. IAS) 
=g (x)(mod p) K f(x) =e (xr) (mod p), IgA 
S= gp) ,并 称 此 关系 式 为 模 z 的 恒 等 同 余 式 . TE 
EOS] BUB r BA fGos89g Go (mod p) ,并 不 一 定 能 
推出 f G0 =. GO (mod p). fi ll x? —x=0(mod p) 
Al 2? +2 =0(mod2) Y—W x WM x .1H x* 一 x 
zÉ.0(mod p),2°+23%,0(mod2). RZ. f(z) 
= g(x) (mod p), WI E f 9g (x) (mod p) Xf — 
切 ax Mir. TAS IR AR A PRE: 

1. f(r) =, f Cx) (mod p). 

2. f (ax) =. g(x) (mod pp) 的 充分 必要 条 件 是 

g(r)=,f (xr) (mod p). 
Jom JOD. On Gnod 225 
g GO, AG (mod p), 
则 f(x)5.ACG2 (mod p). 
4. Jia) = gil r) mod p); 
fs Gx2)7,gs5 x) (mod p), 
则 Foti = 7 Ga) bese) (mod p), 
IiQ@oi2s@) = (a) 2&3 (mod 2), 
特别 重要 的 有 (f(x))? 夺 ;f(x?) (mod p). 

恒 等 同 余 式 (identity congruence expression) 
见 “ 恒 等 同 余 ” 

多 项 式 模 p 的 整除 性 (exact divisibility of a 
polynomial modulus p) 多项式 整除 性 的 一 种 推 
广 . 设 f(z) 及 g(x) 为 二 多 项 式 ,g(z) 对 模 p 不 恒 为 
FAAEA AGO fi 

f Gom, ACx0g(x)(mod p), 
则 称 对 模 pp,g(Cz) 可 整除 f(z), 并 以 
g(x) |f(x) (mod p) 
zw. lO. A rtrt 427° +2=, (22’—3) (32 
— x! -F 1) (mod 5), 
2x? 一 3lz + 3x^ — 4r? + 2(mod 5). 

多 项 式 模 户 的 整除 性 有 下 述 性 质 : 

1. f| f (mod p). 
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2.4 flg (mod p),glh (mod p), WI 
f|h (mod p). 

3.4; fle (mod p), g | f£. (mod p), MA — BR 
a, Tii f (32 5 .ag Cx) (mod p), fg Ut; — Z Xii A 8. 48 
结合 mod p. 任 一 多 项 式 共 有 p 一 1 个 标准 多 项 式 与 
之 相 结合 modp ,而 其 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 其 首 项 系 
数 为 1. 

4. 任 给 两 个 多 项 式 f(x), g(x), glx) 
z5,0€mod 2), 则 必 有 惟一 的 一 对 模 p 的 标准 多 项 
式 g《(Xx) 及 r(x), 使 f Cx) =1¢ (x) g(r) +r (x) 
* (mod p), HH r(x) =.0 (mod pom fr 二 Fg( 参 
见 本 着 《高 等 代数 中 的 “多 项 式 的 整除 性 ”). 

ES p 的 不 可 约 多 项 式 (irreducible polynomial 
to modulus p) DERE p 的 不 可 化 多 项 式 或 模 p 
的 素 多 项 式 . 不 可 约 多 项 式 的 一 种 推广 .者 一 多 项 式 
f(x), PS =n BEAT APR BURT n 的 多 项 
式 之 积 ,modzp, 则 此 多 项 式 称 为 对 模 p 不 可 约 多 项 
A. 例如 , 当 p—3 时 ,一 次 互 不 结合 的 多 项 式 有 3 
个 , 即 z,z 十 1,z 十 2, 并 且 都 不 可 约 . 对 模 p 的 不 可 
约 多 项 式 , 原 来 一 定 不 可 约 , 反 之 则 不 然 . 例如 x^ +2 
尘 ,《X 十 1)(zx 十 2) (mod 3), 但 x 十 2 HAD A. 

ES p 的 不 可 化 多 项 式 (irreducible polynomial 
to modulus p) EI p 的 不 可 约 多 项 式 ”. 

模 p 的 素 多 项 式 (prime polynomial to modulus 
p) BIR p 的 不 可 约 多 项 式 ”. 

多 项 式 模 p 的 分 解 定 理 (decomposition theo- 
rem of a polynomial modulus p) ”多项式 分 解 定理 
的 一 种 推广 . 多 项 式 的 分 解 定理 可 推广 到 模 p 的 情 
形 : 任 一 多 项 式 均 可 分 解 为 模 p 的 首 项 系数 为 1 的 
标准 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ,者 不 计 因 子 之 顺序 ,这 种 
分 解 式 是 惟一 的 . 即 

F(x) =,cq) (xq? (x) eqe (x) mod p), 
H. Op f =a Oggi + 0,35 q; + *** +4,05q5 5 
其 中 g (AQ KRARMARA 1 的 两 两 不 同 余 
的 标准 不 可 约 多 项 式 ( 参 见 本 卷 《高 等 代数 ) 中 的 “多 
项 式 的 惟一 因子 分 解 定理 ”). 

整 系数 多 项 式 (polynomial with integral coeffi- 
cients) 数论 中 研究 的 一 类 多 项 式 . 指 系数 都 是 整 
数 的 多 项 式 . a n2»0,a;G 70,1, sn) Ah Ti ER, Ml) 
fa) =a,2" 十 Qn_-1X” 十 … 十 az 十 ao 称 为 整 系数 多 
项 式 . 所 有 的 整 系数 多 项 式 对 加 、 减 、 乘 运算 是 自封 
闭 的 . 如 果 一 组 整 系数 多 项 式 适合 以 下 条 件 时 ,就 称 
这 组 整 系数 多 项 式 构成 一 个 理想 集合 : 

LG f,g 在 此 集合 中 , 则 f 十 g 亦 在 此 集合 中 . 

2.6 f 在 此 集合 中 ,而 e 为 任 一 整 系数 多 项 式 ， 
则 fg 亦 在 此 集合 中 . 

关于 理想 集合 ,有 下 述 希 尔 伯 特定 理 ; 在 一 理想 


集合 A 中 ,上 必 有 有 限 个 整 系数 多 项 式 fisfasttts Sas 

使 得 4 中 任 一 多 项 式 f wal RA 
fHeihiteheate tetas 

其 中 gi,g;,…,g, 也 是 整 系数 多 项 式 . 

重 模 同 余 式 (congruence with respect to double 
modulus) 同 余 式 的 一 种 推广 . 给 定 素数 p 和 多 项 
式 lr) A Sild Sf aA PCZ) 之 倍 式 mod p, M 
称 fh GO 5 f(z) 对 重 模 p PCz) 同 余 , 记 为 fi) 
= f,(x)(mod dp,9CG). FQN 2° +32'+2’°+424+3 
=((modd552a°—3): 

重 模 同 余 式 有 下 述 性 质 : 

1. 重 模 同 余 是 一 种 等 价 关 系 , 即 具有 自 反 性 、 对 
称 性 和 传递 性 . 

2. Æ f(x) 寺 g(x), fi Gn 9g GO (moddp, 
Crore Ml Ff Cr) filr)=g(r) tg (x) (moddp， 
PXT)) ,fT fx)Eg rpg (2) (moddp,¢(r)). 

3. 设 g(r) 对 pp 之 次 数 为 n, 任 一 多 项 式 必 与 下 
列 多 项 式 atar t Hae") (Osca s pl] m-— 
重 模 同 余 . 

广义 费 马 定理 (generalized Fermat theorem) 
费 马 定理 的 一 种 推广 . 设 p 为 素数 ,pl(z) 为 n 次 不 可 
约 多 项 式 modp, 则 对 任何 一 个 非 9(z) 之 倍 式 的 多 
项 式 f(zx),modp, 恒 有 

(FG) = 1(moddp 9G). 
对 任 一 多 项 式 常 有 
OD = f(x) (moddp,g(z)). —— (D 


特别 有 x? —r(moddp,q(2), (2) 
此 即 称 为 广义 费 马 定理 ,实则 把 费 马 小 定理 从 整数 
范围 推广 到 整 系数 多 项 式 的 集合 中 而 得 到 . 

广义 费 马 定理 有 下 述 推论 : 

1. 任何 一 个 次 不 可 约 多 项 式 必 能 整除 x* C 
— ], mod p. 此 性 质 可 由 广义 费 马 定理 直接 推出 ， 

2. 重 模 方程 f (a2) 50 (noddp ,9Cx20 ZAR CAS 
超过 f(z) 的 次 数 , 这 里 f(z) 表 整 系数 多 项 式 . 

3.z '—1 不 能 被 一 个 次 数 高 于 次 的 不 可 约 
多 项 式 所 整除 mod p. 

4. V (x) 为 一 个 7 次 不 可 约 多 项 式 ,mod p, 
B. YG) |x” —x(mod p), M Z|n. 


48 dx (Bernoulli numbers) 一 类 重要 的 有 
理 数 . 指 满 足 递 推 关系 
B, z= Y CB. 之 2340, =] 


的 数 B,. 一 切 伯 努 利 数 丝 为 有 理 数 . 前 面 12 个 伯 努 
HAA: 


和 


2 g: 51-0 


多 项 式 的 性 质 


ee ee ee Oe me 
B, = 39 Ps=0,Bs= quB 0, 
1 9 
2 一 一 30 一 0, Bio Fee Bi —0. 
伯 努 利 数 有 如 下 的 性 质 : 
dies (ode E. 
1. B, di ¢ DCH tr 1 


gm 


x uere 
j=0 

Basy = 0. 
= ] )*+! 2r)’ ‘Ba 
n 2 (2k)! 


| Bax | 
e (2k)! þa 
2 x 

有 理 数 域 上 的 多 项 式 (polynomial on rational 
number field) 一 类 重要 的 多 项 式 . 指 系数 为 有 理 
数 的 多 项 式 . 设 Q 表示 有 理 数 域 ,a; EQ (一 0，,1， 
,Nn sn >0),H a, 关 0, 则 

f(ix)-—a,x'-J-a, x" + eta axta, 

称 为 有 理 数 域 Q EKI n 次 多 项 式 . 如 果 选 取 适 当 的 
(一 般 选 取 诸 分 数 a (i 三 0,1,…,n) 的 分 母 的 最 小 公 
倍数 ) 整 数 c 乘 f(z), 总 可 使 cf (zx) 成 为 整 系数 多 项 
X. 显然 ,f(z) 和 cf《z) 在 Q 上 同 为 可 约 或 同 为 不 可 
约 . 如 果 一 非 零 的 整 系数 多 项 式 能 够 分 解 成 两 个 次 
数 较 低 的 有 理 系 数 多 项 式 的 乘积 ,那么 它 一 定 能 够 
分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 即 是 
说 ,在 整数 环 Z 上 不 可 约 的 整 系数 多 项 式 ,在 有 理 数 
MQ 上 也 不 可 约 . 因此 ,关于 有 理 数 域 上 多 项 式 的 
可 约 性 问题 ,可 以 简化 为 讨论 整 系数 多 项 式 在 整数 
环 上 的 可 约 性 问题 (参见 本 卷 《 高 等 代数 》 中 的 “多 项 
式 的 惟一 因 式 分 解 定理 ”). 有 理 数 域 上 的 多 项 式 , 如 
果 不 计 零 次 因 式 , 因 式 分 解 是 惟一 的 . 

分 圆 多 项 式 (cyclotomic polynomial) 一 类 重 
要 的 整 系数 多 项 式 . 即 以 1 的 本 原单 位 根 为 根 的 多 
项 式 . 设 9— e", Wi T1929"? Nan te 1 的 pln) 个 本 
原单 位 根 . 以 这 些 n 次 本 原单 位 根 为 根 的 多 项 式 
gn) 
[|| (zx ~ 7) 
PRA n 级 分 圆 多 项 式 , 简 称 分 圆 多 项 式 . 设 7 是 一 个 
n 次 本 原单 位 根 , 则 

Dv yp (1) 
给 出 全 体 次 单位 根 . 设 IKS, (kon) = 1, W) 7 
E n/d 次 本 原单 位 根 . (1) 中 给 出 n/d) n/d 次 
本 原单 位 根 , 即 (1) 中 包含 了 全 体 n/d Sd | nd) KA 
原单 位 根 . FEY dd n 的 全 部 正 因 数 时 ,就 有 
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F(z) = 


初 等 数 论 
z*—1= [| Fit). (2) 
d|n 
再 由 默 比 乌 斯 反 演 公式 ,可 得 
FG) = TI e - pt), (3) 
d\n 
分 圆 多 项 式 有 下 述 性 质 ， 
1. F,《z) 是 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 , 而且 
在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 


2. 设 Ff,(z) 表 示 一 个 分 圆 多 项 式 , 则 : 


D p X pm. Fs GO Fu 1). 


P Cr 
20 p ERM pim.F,(0— F zo, 


3) nz3.21m,F4()—F,C—2). 
4) iaa E 2 =F), 


分 圆 多 项 式 在 数字 信和 号 处 理 中 有 用 ， 
素数 分 布 


产生 素数 的 公式 (formula of production of 
primes) 对 素数 的 一 些 刻 画 . 其 值 为 素数 的 函数 
式 . 长 期 以 来 人 们 总 想 通 过 对 素数 分 布 规律 的 研究 ， 
寻找 出 一 个 比较 理想 的 产生 素数 的 公式 ,当然 最 好 
是 能 找到 有 关 第 ”个 素数 ps 的 公式 .许多 数学 家 为 
此 付出 了 巨大 的 努力 ,有 过 一 些 结果 ,但 都 是 局 部 性 
的 ,只 能 产生 某 一 部 分 素数 . 现 将 18 世纪 以 来 ,数学 
家 们 寻求 产生 素数 的 公式 的 情况 概述 如 下 :1772 
年 , 欧 拉 人 (Euler,L. ) 给 出 一 个 二 次 三 项 式 f(x) 二 
十 xz 十 41, 对 于 80 个 连续 整数 z= 一 40, 一 39,…， 
—1,0,1, ,38,39, f(z) 的 值 都 是 素数 . 此 公式 的 
等 价 命题 可 表述 为 ;: 当 x==0,1,*…,79 时 ,f(x 一 40) 
三 x 一 79x 十 1601 的 80 个 函数 值 都 是 素数 . 这 是 由 
连续 整数 通过 二 次 多 项 式 只 产生 素数 的 最 长 纪录 . 
1933 年 , 菜 默 (Lehmer,D. H. ) 证 明了 ,如 果 r? +2 
+A, A>41,thR 十 zx 十 41 那样 ,对 所 有 并 一 0，,1， 
2,…, 4 一 2 给 出 素数 值 , 则 A 必须 大 于 25 + 10° 
十 1. 1934 年 ,又 有 人 证 明 , 即 使 在 大 素数 范围 内 ,这 
样 的 4 最 多 也 只 有 一 个 . 20 世纪 60 年 代 末 ,又 有 人 
证 明了 这 样 的 4 是 不 存在 的 ,但 已 经 证 明 : 对 于 任 
意 整 数 2, 存在 一 个 整 系数 多 项 式 , 当 L=0,1525°%, 
n 时 ,多 项 式 的 值 均 为 素数 .但 任何 多 项 式 f(x) 都 不 
可 能 使 每 一 个 x 都 给 出 素数 值 . 多 项 式 之 外 有 一 些 
函数 可 以 无 限 多 次 地 给 出 素数 值 . 1947 年 ,米尔 斯 
(Mills, W. H. ) 证 明了 存在 实数 0,, 使 得 整数 部 分 函 


数 [9”] 对 所 有 的 n(n 二 1,2,3,…) 都 为 素数 . 遗憾 的 

是 ,这 里 0, 的 构造 依赖 于 能 否 识 别 出 任 意 大 的 素 
数 . 设想 要 是 已 能 识别 出 任意 大 的 素数 ,也 就 没有 必 
要 再 去 找 那 个 产生 素数 的 公式 了 . 因此 ,只 有 当 人 们 
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能 用 不 依赖 于 寻找 所 有 素数 的 某 种 方法 来 发 现 0。 
的 值 时 ,这 个 定理 才能 显示 出 它 的 重要 性 ,现在 还 很 
难 做 到 这 一 点 . 

贝 特 朗 假设 (Bertrand hypothesis) 关于 素数 
分 布 的 一 个 著名 结论 . 对 任 一 实数 Zl. dE x Ex 
之 间 必 有 一 素数 . 此 假设 是 贝 特 表 (Bertrand,J.L. 
F. ) 于 1846 年 为 证 明 置 换 群 理论 中 的 一 个 定理 而 作 
出 的. 1848 4E BD $8 UJ EC. E X CHe6bnuen, IT. JE ) Br HE 
AA. 他 引入 函数 


O) = Jilin p 


和 W(xr)= inp 
p" 
— 0G) d 0C x) T AS x) e, 
并 证 明 
4z 十 OCVz)< Ar) < V(x) 
<|] Arol vee 
其 中 4=ln 27335330-w, 此 猜测 被 证 明 后 即 称 为 由 
特 朗 定理 .关于 工 及 2z 之 间 的 素数 问题 ,目前 已 经 
证 明 比 贝 特 朗 定理 要 好 得 多 的 结果 :存在 一 个 小 于 
1/2 WEKA c, TE x 5 rtr 之 间 必 有 素数 存在 ， 
对 于 这 样 的 c. 是否 存在 一 个 正 的 下 界 , 是 目前 正在 
研究 的 难题 之 一 . 
T $4 H Œ H (Bertrand theorem) 
迹 生 素数 (twin primes) 一 类 特殊 的 素数 对 . 
18 p $4) p4-2 都 是 素数 .例如 , (3,5); (5,7); (11， 
13);(10 十 7,10 十 9). 已 知 的 最 大 的 一 对 挛 生 素数 
为 723 位 数 


JL" DF BA Be 


14159,142,985 * 2°" +1, 

这 是 1979 年 , 阿 特 金 (Atkin,A. O.L.) 和 里 克 特 
(Rickert, N. W. ) 给 出 的 . iX Zl(z) 表 示 不 超过 工 的 
自然 数 中 李 生 素数 的 对 数 , 例 如 ,Z(20) 二 4,Z(10') 
—1224,Z2(105 =8164,Z(3. 3X10") — 152892 等 . 
从 这 些 Z(z) 中 可 看 出 一 个 趋势 , 即 rok, ZC) 
一 co. 挛 生 素数 对 是 否 有 无 穷 多 呢 ? 这 就 是 著名 的 挛 
生 素 数 猜 想 . 它 是 1857 年 由 布 尼 亚 可 夫 斯 基 
(Bynuskonekuit, B. 51. ) 提 出 的 一 个 猜想 的 特例 ,也 是 
1900 年 , 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 在 国际 数学 家 第 二 
次 会 议 上 提出 的 23 个 著名 问题 中 的 第 8 问 的 一 部 
分 . 此 问题 至 今 尚未 解决 .1922 年 ,哈代 (Hardy,G. 
H. ) 与 李 特 尔 伍德 (Littlewood,J.E. ) 对 挛 生 素数 猜 
想 提出 了 一 个 重要 的 关系 式 


_ 1 jzQ OQ» 
pe cee er cary makers 


式 中 的 常数 取 值 为 


i= SUL) 


= = 1 
= 1l D= 
EXD H, C AU E] c P s RS F Foury, E. ) Al 
TE € ll CGrupp,F. ) 


ZO RE CD. 908 十 e)C i 2 一 ， 
niz 


其 中 ee 是 大 于 0 的 任意 实数 . TE RIBER 
数论 的 中 心 问 题 之 一 , 设 a,b,c 为 整数 ,考虑 二 元 一 
次 方程 axtbhy=c 存在 素数 解 或 存在 无 穷 多 组 素数 
解 的 问题 . 取 a 王 1,2 三 1,c 之 6 即 得 哥 德 巴赫 猜想 ，; 
夺取 4 二 1,6 二 一 1,c 二 2 即 得 挛 生 素数 猜想 . 从 得 法 
的 角度 看 , 哥 德 巴赫 猜想 与 挛 生 素数 猜想 是 姊妹 问 
题 ,往往 用 同一 方法 可 以 得 到 两 个 问题 相 类 似 的 结 
果 . 对 挛 生 素数 猜想 的 最 好 的 结果 是 陈景润 得 出 的 : 
存在 无 穷 多 个 素数 p E p 十 2 为 素 因 数 个 数 不 超 过 
2 Won mM. | 

挛 生 素数 这 一 概念 可 作 如 下 两 个 拓 广 : 

l. 如 果 p 是 素数 ,而 p 十 2 与 p 十 6 也 都 是 素 
数 , 则 称 (p,p 十 2,p 十 6) 是 一 个 三 生 素数 组 . 例如 
(5,7,11); (11,13,17); (17, 19, 23); (101, 103, 
107); (10 014 491, 10 014 493, 10 014 497). 三 生 
素数 组 是 否 也 有 无 穷 多 呢 ? 这 就 称 为 三 生 素 数 猜想 ， 
也 是 迄今 尚未 解决 的 问题 . 

2 更 一 般 地 ,给 定 nl ER nl n E 然 数 EE 
< <la H P ABBA pls ptl th AR 
是 素数 , 则 


1 = 0.660 1 


(pop + bist p + lni) (2) 

称 为 一 个 nn 生 素 数组 .n 生 素数 组 (2) 有 无 穷 多 , 称 
为 n 生 素 数 猜 想 . ZEAE R BA A A = EPH DC 
是 n 生 素数 猜想 中 的 特例 . 

挛 生 素数 猜想 (twin primes conjecture) 见 
“ 挛 生 素数 ” 

三 生 素数 (tertiary primes) “A+ BR”. 

半生 素数 (twin primes) Jl“ ABR”. 

假 素 数 (improper prime number) 亦 称 伪 素 
数 .一 类 特殊 的 合 数 . 指 满足 2 | O2 — 2 BEC n. Bi 
如 n—341—11 * 31,341|(2"'— 2), PRL 341 BRR 
数 , 也 是 已 知 的 最 小 假 素 数 . 

假 素 数 有 以 下 性 质 : 

1. 假 素数 有 无 穷 多 个 . 

2. 若 n 是 一 个 奇 假 素 数 , 则 2—1 是 一 个 比 n 
更 大 的 奇 假 素 数 . 

因此 ,从 一 个 最 小 正 的 奇 假 素 数 出 发 ,就 可 以 得 
到 无 穷 多 个 奇 假 素 数 . 对 于 偶 假 素数 问题 ,1950 年 ， 
AR (Lehmer, D. H. ) 给 出 了 第 一 个 偶 假 素数 为 
161 038. 1951 年 , 毕 格 尔 (Beeger) 又 从 理论 上 证 明 
了 偶 假 素数 也 有 无 穷 多 个 ,但 具体 求 出 一 个 偶 假 素 
数 ,还 是 十 分 困难 的 . 假 素 数 的 命名 ,来 源 于 费 马 定 


m 数 分 th 


理 的 逆 命 题 . 由 于 费 马 定理 是 素数 的 判定 定理 ,但 费 
马 定 理 的 道 命 题 :“ 若 a 为 一 切 整 数 ,满足 a"! 
三 1(mod 2) 的 整数 ”为 素数 "是 否 成 立 呢 ? 这 个 问 
题 曾 经 引起 过 许多 数学 家 的 关注 . 远 在 2500 年 前 ， 
人 们 曾经 断定 其 答案 是 肯定 的 . 利用 先进 的 现代 计 
算 工 具 已 经 证 实 , 当 1<”<300 时 , 凡 能 整除 2 一 2 
的 那些 n 都 是 素数 ,可 是 , 当 的 数值 再 增 大 ,上 述 
ARADEA T. 

44 3& # (improper prime number) 
数 ” 

超 假 素数 (super-improper prime number) 一 
类 特殊 的 假 素 数 . on 为 假 素 数 ( 即 合 数 n | C2" 
一 2)), 且 的 所 有 因子 4 都 能 满足 41(2° 一 2), 则 称 
n 为 超 假 素数 . 通过 计算 知 2 047 就 是 超 假 素 数 . 一 
个 整数 为 超 假 素数 的 充分 必要 条 件 是 的 每 一 个 
因子 都 是 假 素 数 .并非 所 有 的 假 素数 都 是 超 假 素 数 ， 
例如 ,对 假 素 数 561—3 * 11 * 17 可 以 验证 331(2” 
一 2), 故 561 不 是 超 假 素数 . 1936 年 , 莱 默 (Lehmer， 
D. H. ?证 明了 存在 无 穷 多 个 假 素 数 和 超 假 素数 , 任 
何 偶 假 素数 都 不 可 能 是 超 假 素数 . 

绝对 假 素 数 (absolute improper prime number ) 
亦 称 绝对 伪 素 数 . 一 类 特殊 的 合 数 . 指 对 一 切 整数 
a, 满 足 n|(a” 一 4) 的 合 数 n. 由 定义 知 合 数 nn 应 能 整 
除 2 一 2,3" 一 3,4" 一 4,…, 即 使 4 为 负 整 数 ,n| Ca" 
一 4) 也 能 成 立 . 从 费 马 定理 可 以 证 明 561 能 整除 a 
一 Qa, 又 因 561—3 * 11 * 17, Br EJ 561 是 绝对 假 素 
数 .已 知 的 绝对 假 素数 还 有 :2 821,10 585,15 841, 
至 今 还 不 知道 是 否 存 在 无 穷 多 的 绝对 假 素数 . 

绝对 伪 素 数 (absolute improper prime number) 
即 “绝对 假 素数 ” / 

多 项 式 表示 素数 问题 (problem on representa- 
tion of primes by polynomials) 一 类 特殊 的 多 项 
式 . 关 于 产生 素数 的 多 项 式 问题 . 是 否 存 在 整 系数 多 
项 式 S) ,使 对 于 每 一 个 整数 z,jz) 都 是 素数 呢 ? 
现在 已 经 证 明 , 不 存在 这 样 的 多 项 式 . 但 是 ,把 整数 
x 限定 在 某 个 范围 内 ,使 f(x) 的 值 为 素数 是 可 能 
的 . 例如 , 当 p 为 素数 时 ,多 项 式 Q(n)==n* 一 n 十 p 
的 素数 分 布 问 题 就 有 极 大 的 重要 性 .已 知 当 On 
16 时 ,nn 一 nn 十 17 的 值 都 是 素数 ; 当 O<n<40 时 ,ni 
一 n 十 41 的 值 也 都 是 素数 . 因此 ,使 人 产生 一 个 猜 
想 : 任 给 一 个 正 整 数 N, 可 否 有 一 个 素数 p, 当 On 
入 六 时 ,使 QGCz) 的 值 都 是 素数 呢 ? 现在 此 问题 尚未 
解决 . 关于 用 Q@(n) 表 素数 的 问题 ,已 得 到 的 结果 有 : 

1. 设 p. 为 小 于 2 VB73 的 最 大 素数 , 且 当 1<n 
<p. +1)/2 时 ,Q(n) 为 素数 , 则 当 1<n<p 一 1 时 ， 
Q(n) 为 素数 . 

2.& 4 1<n<p-1 时 ,Qn) 为 素数 , 则 4p 一 1 
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初 = 数 论 


IS ARM, A Kasp 3)/2 4G’ + 50 —1 
INA RR. 

3. 4 1<n<p-1 时 ,Q() 均 为 素数 的 充分 必 
要 条 件 是 p 为 4p 一 1 的 二 次 剩余 中 的 最 小 素数 ( 参 
见 “ 产 生 素数 的 公式 ”). 

Wik E $ A% (Chebyshev function) 
数论 函数 之 一 . 如 果 AGO RAR SRM BR 

Inp (n=p",m>1,p 是 素数 )， 


重要 的 


人 (7 ) 一 | 
0 ip" x, 
则 下 面 函数 
A(x) »jnp (1) 
LEE. 
All Wr) = 2,4Q) 


PA U E E R RR. Tr Ji. ) 
为 了 证 明 素 数 定 理 而 给 出 的 ,是 重要 的 数论 函数 . PKI 
数 (1) 与 素数 个 数 函 数 x(z) 有 十 分 密切 的 联系 . E 
实 上 ,素数 定理 


n(x) ~ ps oo) 
nac 


EFO) ~r Ek Vr) rOr—o9),39H ng € 
术 基 本 定理 推出 关于 OVOP XE SC LB 
Dr 531 (2) 
(2) 式 使 函数 多 (zx) 与 对 数 函数 建立 了 简单 的 联系 ， 
从 而 为 证 明 素 数 定理 和 研究 素数 分 布 葛 定 了 基础 . 
ER Re eR ZS st (Mertens formula) 研究 素数 分 
Wy, ACR) =1,k< ln" rCA 为 任 一 EXM). ZF 


= LL | 


IL p)= "9 


In*? r 


(1 + O¢e*"=)| 
KARENA, Hh c HEX E RY FE RH 
数 , 且 O 中 之 常数 与 x AR. 公式 的 证 明 依赖 于 著 
名 的 贝 特 朗 定理 以 及 狄 利 克 雷 级 数 


Cs) = Me 
的 零 ae VEHI ri 
A. 1d 1 «55 
> = «p tc OX ab zi zin k 


y D 
3 


ce Ote *) , 
其 中 010,6 270 为 固定 常数 .特别 地 ,有 默 滕 斯 公 
式 


Oia. 
Ving | 


pr =2 p 
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其 中 7Y 为 欧 拉 常数 . 此 公式 是 1884 年 默 腾 斯 
(Mertens,F. C.J.) € W. 
素数 个 数 函 数 (prime number function) 素数 
分 布 理 论 中 最 重要 的 数论 函数 . 研究 素数 在 整个 自 
然 数 列 中 的 分 布 状况 时 ,常用 x(z) 表 示 不 大 于 工 的 
素数 个 数 , 称 x(z) 为 素数 个 数 函 数 .例如 x(10) 二 4， 
x(100) 二 25,x(1000) 二 168 等 . 设 2=p p << 
PpP: 达 Vx 是 不 超过 Vx 的 全 体 素数 , 则 x(x) 有 如 下 
的 表达 式 
x£ x 
| 


i=] l<i<j<r 


oe, E js tape bilem 
式 中 [a] 表 实数 o 的 整数 部 分 . 

素数 个 数 函 数 rx(z) 有 下 述 性 质 

1. 素 数 有 无 穷 多 个 , 即 


limz(x) = oo, 


T— oO 


素数 无 穷 的 性 质 远 在 公元 前 300 多 年 ,已 为 欧 几 里 
18 (Euclid) Br iE BH. 


2. XT XT 之 2 Ae Oe 


是 1852 en MM TT. JT. 226 0H JP uE B3 RJ 
切 比 雪夫 定理 . 


gos ae Sela A 


4. 素数 的 出 现 概率 为 0, 即 limz Cz) /z— 0. 


1962 Æ, € 3€ (Rosser, J. BMRA 25 ^k E 
(Schoenfeld ,L. ?证 明了 不 等 式 


X X 


3 < X(T) 过 


Inz — > lnz — = 


2 2 
(其 中 7267) Al nIinn<p,<nCUnn+lInInn)(n=6). 
素数 定理 (prime number theorem) 数论 中 的 
重要 定理 之 一 . 指 素 数 分 布 的 中 心 定 理 . 用 x(zx) 表 
示 不 大 于 zx 的 素数 个 数 , 则 


lin az(r)nrz : 


GC 


为 了 帮助 了 解 素数 分 布 的 规律 ,以 及 素数 定理 的 来 
源 , 人 们 列 出 下 列 函 数 的 值 的 表 , 以 便 观 察 比较 . 
r(x) a(x) rng 


a. BE 


lx z x 
从 下 表 中 数字 可 以 看 出 如 下 规律 
1. 4 一 co 时 ,r(Cz) 一 co, 即 素数 有 无 穷 多 . 
2. 当 x-=co 时 ,ECz) -0, 即 几乎 所 有 的 自然 数 
都 是 合 数 . 
3. 当 x 一 co 时 ， rem 1 ， Bp 
lim x(x in x = 1. 


1000 


100000 


10000 
50 000 

41538 
cxt. 
78498 


148933 
348513 


90000000 9216954 4913897 2217810 0. 99983 


100000000 
1000 000 000 


8 ik # (Legendre, A. -M. ) fli E (Gauss, C. 
F.) F 1830 年 前 后 即 根据 素数 表 猜 测 出 此 素数 定 
JE, 但 都 未 能 给 出 证 BH. 1852 年 , 切 比 雪夫 
(de65pmreB, Ll. JI. ) 证 明了 存在 两 个 正常 数 cc E 
得 不 等 式 


9761455 | 
50847478 


X X 
CiS in z SG) &o, * Inr 


在 x 2 时 成 立 ;1896 4, Bal 35 4 (Hadamard, J. 
(-S. ) ALBUS * 3£ 3& (Vallée-Poussin,C. de la) 彼 此 
独立 地 证 明了 素数 定理 . 他 们 的 证 明 都 使 用 了 复 
变 函 数 知 识 . 为 了 观察 ,寻求 素数 定理 的 误差 项 
r(z) 一 liz 的 最 佳 估计 , 表 中 列 出 了 

dt 


Ia mm lim| | ER iz Ins 
的 部 分 值 , 可 以 看 出 它 比 x/lnz 更 接近 x(x). DH 
。 普 桑 于 1900 年 证 明了 

n(x) — liz = O(rexp(—c Vinz))， 

HB c HIER RM. 1901 4E SEXE Koch,H. von) EAE 
曼 猜 测 的 基础 上 证 明了 

n(x) — liz = Ol(vVzlnz). C1) 
1914 年 , 李 特 尔 伍德 (Littlewood ,J. E. ) 证 明了 当 x 
+> oof}, r(x) -liz=0.(( /zlnlininz)/Inz). 
误差 项 n Cx) — liz 的 变化 是 极 不 规则 的 . 记号 Qu 的 
意义 如 下 :如 果 f(z) 是 xz KP. AER co 
0, 有 任意 大 的 xz 使 f(z) 之 cp《x), 则 记 为 f(x)== 
N, (g(x)); 如 果 有 任意 大 的 x 使 f(x) 二 一 cp(z)， 
则 记 为 f(x) 二 Q_ (p(x)), 车 这 两 种 情形 同时 出 现 ， 
则 记 为 f(x)==Q4 (yp(x)). 寻找 素数 定理 的 初等 证 
明 , 即 不 用 复 变 函 数论 或 类 似 的 工具 的 证 明 方 法 ,是 
素数 论 中 历时 很 久 的 难题 之 一 . 直到 1949 年 , 塞 尔 
伯 格 (Selberg, A. ) 和 爱 尔 特 希 (Erd6s,P. ) 各 自 独 
立地 给 出 了 初等 证 明 ,证 明 中 除了 极限 与 ljnz,ez 的 


lix 
178 0. 94 
1246 


9630 0. 996 


48 254 630 90849235 0. 999 96 


2167 0. 993 


0. 0635 
0. 0580 
0. 0576 
0. 0508 


1. 0681 

1. 0617 
1.0613 - 

1. 0537 


性 质 之 外 ,没有 用 到 其 他 的 分 析 知 识 , 但 证 明 过 程 很 
复杂 . 证 明 是 基于 塞 尔 伯 格 恒等式 ; 当 zx 之 1 时 ,有 


0Cx)ln zx + >a ei In P = 2rlnr + O(x), 


式 中 | 

xr) = > laps 
E 表示 对 所 有 不 超过 z 的 素数 求 和 . 记号 O 的 意 
义 见 本 卷 4 数 学 分 析 》 中 的 “记号 O 5 o". 1958 年 ， 


维 诺 格 拉 多 夫 (Bunorpanos,11. M. ) 借 助 于 他 的 三 角 
和 估计 方法 ,得 到 


z(r)—liz—O(xexp(C—c(na)? )), 
其 中 为 任意 正 数 ,c 是 和 6 有关 的 正常 数 . 这 就 是 
直至 目前 最 好 的 结果 .但 距离 (1) 式 还 相差 很 远 . (1) 
式 的 成 立 也 可 反 推 到 黎 曼 猜测 的 成 立 ,也 就 是 说 (1 ) 
式 和 黎 曼 猜测 是 等 价 命题 . 应 该 指出 ,素数 论 中 许多 
著名 问题 的 解决 ,往往 可 以 归结 为 黎 曼 猜测 的 证 明 . 
黎 曼 猜测 在 数论 中 实在 是 太 重 要 了 . 现在 还 远 远 不 
能 证 明 比 (1) 式 弱 得 多 的 结果 ,例如 
zt(r)—lix-O(x'^», 
式 中 = 是 某 一 正 数 ( 例 如 e— 10 OO) =, FORK 
的 常数 仅 依 赖 于 €. 
算术 数列 中 的 素数 定理 (prime number theo- 
rem in arithmetic progression) 素数 分 布 问题 的 
重要 定理 之 一 . 指 素 数 在 算术 数列 中 的 分 布 情况 . x 
整数 4-3.1xuasid,(a.d)—1.VUÀ r(z,d a) RH Jl 
为 a、 公 差 为 d 的 算术 数列 中 不 超过 工 的 素数 之 个 
RMF Blige 89g dA 
es zt(r,d,a)q(d)ln x 


= Ls 
yoo XL 
sth old) H Ek Hr pg X. 1837 年 , 狄 利 克 雷 (Dirich- 
let, P. G. L. ) 就 证 明了 首 项 与 公差 互 素 的 算术 数列 
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中 有 无 限 多 个 素数 ,并 估计 出 小 于 的 素数 个 数 大 
AST N/CGxXaDIn N), RAR ola) AK Hi PRA. 关于 
iR UH Ait. il A (Page. A. ) F 1935 年 和 西 格 尔 
(Siegel, C. L. ), Au ZR SE tg CWalfisz, A. ) F 1936 年 
WEARS 2 ERS IER A, 4 3«zd sz On a^ 时 ,有 


i re 7 
m(x,d,a) 一 aay = OCrexp(—c vln x)), 


AP c 为 绝对 正常 数 , 记 号 O 中 所 含 的 常数 仅 与 h 
ARMA d 无 关 . 1962 年 , 弗 吉 尔 斯 (Fogels , E. ) 证 
明了 对 任意 正 整 数 e, 存 在 常数 Cole) K Ce), fib £3 
M r>d 时 ,有 
Ce)z 
ridia) — ao 

算术 数列 中 的 最 小 素数 (least prime in an 
arithmetic progression) 素数 分 布 的 重要 问题 之 
一 . 是 研究 首 项 为 a3. ZEA b1Sb<a, Ala, 
bp )= 二 1) 的 算术 数列 中 的 最 小 素数 p Ca 00 EAA 
计 问 题 . FEAL CChowla,S. ) 猜 测 数列 {an 十 5b} ,n— 0, 
1,2,… 中 的 最 小 素数 

pla,b) = O(a'**), 

其 中 上 为 任意 小 的 正 数 . 1944 4E , $k JE, m C(CJInuunk, 
IO. B. ) 证 明了 :存在 绝对 常数 c, 使 得 p (a,5) 
=O(a'). 这 个 常数 c 称 为 林 尼 克 常 数 . 1956 年 , 潘 
承 润 指出 常数 c 是 可 以 计算 的 ,并 证 明 ce <5 448. 
1979 年 ,陈景润 证 明了 c<17. 

广义 素数 定理 (genetralized prime number theo- 
rem) 素数 定理 的 推广 . BRM nl, Pank n B 
最 大 素 因 子 ,p(n) 表 nn 的 最 小 素 因 子 , 则 有 


ss Bes sita 


Sp gi ee. qi 
In x In?x In?x 
= n 仅 取 素数 时 ， 
Pip) _ " 
2, PO 21 = n(x). (3) 


所 以 ,SGz) 是 rCz) 的 一 种 推广 . 而 (1) 表 明 SGOS 
x(z) 是 等 价 的 . (3) 式 则 进一步 求 出 了 SGz) 的 渐 近 
公式 .但 注意 到 对 任意 正 整 数 4, 由 于 有 

z(r)— liz + Olrln ^z) 
Am SC E ro) da UE zs xe In BJ. 
S(z) 最 好 的 结果 是 


ET ANC EE: T 
pope nz Doy qne e ]n^x 


通过 复杂 的 计算 ,还 可 以 定 出 此 渐 近 公式 中 的 更 低 

次 项 .但 是 ,是 否 存在 一 个 消 数 f(x) ,使 对 任意 的 正 

SEX A, H SGOo— f God OGln ir), ES BH RR 

BR. 广义 素数 定理 是 1982 4p X ASF (Erdos, P.) 
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提出 和 证 明 的 . 

哥 德 巴 赫 猜 想 (Goldbach conjecture) 数论 中 
的 一 个 著名 问题 . 1742 年 , 哥 德 巴 赫 (Goldbach ,C. ) 
E 5 Bk d (Euler, L. ) 的 几 次 通信 中 , 提 到 了 几 个 关 
于 素数 之 和 的 猜想 .在 笛 卡 儿 (Descartes, 了 人. 2 B9 3R 
稿 和 华 林 (Waring,E. )1770 年 的 4 代数 沉思 录 》 中 
也 出 现 同类 猜想 , 后 被 综合 称 为 哥 德 巴赫 猜想 的 两 
个 猜想 : 

1. 每 个 不 小 于 6 的 偶数 都 是 两 个 奇 素 数 之 和 . 

2. 每 个 不 小 于 9 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 . 
一 般 地 ,人 们 把 猜想 1 称 为 关于 偶数 的 哥 德 巴赫 猪 
想 ,把 猜想 2 称 为 关于 奇数 的 哥 德 巴赫 猜想 . 由 于 
2n 十 1 二 2《x 一 1) 十 3, 所 以 ,从 猜想 1 的 正确 性 就 立 
即 推出 猜想 2 也 是 正确 的 . 但 不 能 由 猜想 2 的 正确 
性 推出 猜想 1 也 正确 ,所 以 猜想 2 只 是 猜想 1 的 一 
个 特例 . 

哥 德 巴赫 猜想 是 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 于 1900 
年 在 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 ,提出 的 23 个 著名 问 
题 中 的 第 8 个 问题 的 一 部 分 . 20 世纪 20 年 代 , 哈 代 
(Hardy ,G. H. ) 与 李 特 尔 伍德 (Littlewood J. E. ) 提 
出 了 用 圆 法 来 研究 猜想 ,从 而 做 出 了 重大 的 推进 . 
1937 年 , 维 诺 格拉 多 夫 (Bnnorpanos,11. M. ) 用 他 B 
己 创造 的 三 角 和 方法 证 明了 对 足够 大 的 奇数 ,猜想 
2 是 正确 的 . 所 以 ,通常 所 说 的 哥 德 巴 赫 猜 想 是 指 猿 
想 1, 即 关于 偶数 的 哥 德 巴赫 猜想 . 为 避 开 直接 证 明 
猜想 的 困难 , 退 一 步 先 证 明 它 的 一 种 减弱 的 命题 :每 
一 个 大 偶数 都 是 两 个 素 因 子 个 数 不 太 多 的 数 之 和 ， 
为 简单 起 见 ,把 “每 一 个 大 偶数 可 以 表示 为 一 个 素 因 
子 个 数 不 超 过 a 个 的 数 和 一 个 素 因 子 个 数 不 超 过 2。 
个 的 数 之 和 ”, 这 一 命题 记 为 (a 十 5), 然 后 一 步 步 地 
逼近 ,最 后 证 明 命题 (1 十 1), 即 哥 德 巴赫 猜想 是 正确 
的 . 这 样 来 逐步 逼近 猜想 的 思路 通常 称 为 因子 哥 德 
巴赫 问题 . 1920 Æ, ti è (Brun, V. ) 首 先 用 他 的 得 
法 证 明了 (9 十 9) 是 正确 的 ;1924 年 , 拉 德 马赫 
(Rademacher, H. ) 证 明了 “7 十 7”; 1932 年 , 埃 斯 特 
曼 (Estermann,T, ) 证 明了 “6 十 6”;1938 年 , 布 赫 什 
塔 布 (Byxrmra5,A. A. ) 证 明了 “5 十 5”,1940 年 他 又 
证 明了 “4 十 4”;1956 年 和 1957 4E , 王 元 接连 证 明了 
“3 十 4”, “3 十 3” 和 “2 十 3”. 这 些 成 果 越 来 越 接近 “1 十 
1”, 但 有 一 个 弱点 是 两 个 数 中 没有 肯定 一 个 可 以 是 
素数 , 早 在 1948 年 , 雷 尼 (Renyi,A. ) 另 外 设计 了 一 
种 有 逼近 的 通路 :他 让 一 个 数 为 素数 ,利用 林 尼 交 
CIuunakk, IO. B. ) 创 造 的 “大 第 法 ”研究 工 PRU 
点 分 布 ,从 而 证 明了 (1 十 C) 正 确 , 由 于 C 是 一 个 没 
有 计算 出 来 的 很 大 的 常数 ,所 以 这 只 是 一 个 定性 的 
结果 . 1962 年 , 潘 承 洞 首先 证 明了 C==5, 即 (1 十 5) 
成 立 , 同 年 , 王 元 和 潘 承 洞 又 证 明了 (1 十 4) 成 立 ， 
1965 年 , 布 赫 什 塔 布 . 维 诺 格拉 多 夫 和 邦 别 里 


(Bombieri,E. ) 都 证 明了 (1 十 3), 邦 别 里 的 工作 对 大 
得 法 做 出 了 重要 贡献 ,当时 在 国际 数学 界 被 认为 是 
了 不 起 的 成 就 . 继 (1 十 3) 之 后 ,1966 年 ,陈景润 宣布 
他 证 明了 (1 十 2), 并 于 1973 年 发 表 了 他 的 全 部 证 
Bj ,在 国际 数学 界 引起 了 强烈 的 反响 ,这 就 是 陈 氏 定 
理 . 这 也 是 迄今 为 止 关 于 哥 德 巴 赫 猜 想 的 最 好 结果 ， 
但 是 至 今 仍 未 证 明 哥 德 巴赫 猜想 的 真 伪 . 

研究 哥 德 巴赫 猜想 的 男 一 条 途径 是 ; 寿 将 正 整 
Bn 表 成 个 素数 的 和 n= 二 pi 十 pz 十 … 十 pi, 则 估计 
k 的 最 小 值 问 题 称 为 弱 型 哥 德 巴赫 问题 . Ep BE WE BA k 
二 2, 就 等 于 猜想 成 立 . 1930 年 ,开始 沿 这 条 途径 研 
究 . 1935 年 ,罗曼 诺 夫 (PomMaroB,H. IT. ?证 明了 kS 
2208;1936 年 , 兰 道 (Landau,E.G.H. ) 等 三 位 数学 
家 都 证 明了 & 委 71;1937 年 ,里 奇 (Ricci) 证 明了 k< 
67;1950 4E, E EP (Shapiro, M. S. ) 和 瓦尔 加 (Var- 
ga UE AA T &«:20,1956 E, A OC RR UEBH T k18; 
1980 4E ,陈景润 证 明了 &A 委 15 ,这 是 用 较 初 等 的 方法 
得 到 的 最 好 结果 . 1937 年 , 维 诺 格拉 多 夫 曾 用 精深 
的 复 分 析 方 法 证 明了 , 当 为 足够 大 的 偶数 时 ,去 
4; 当 ?7 为 足够 大 的 奇数 时 , 委 3( 此 即 对 足够 大 的 奇 
数 猜 想 2 成 立 ). 1977 年 , 潘 承 彪 给 出 了 上 面 这 个 结 
论 的 一 个 简化 的 证 明 ， 

人 研究 哥 德 巴赫 猜想 的 又 一 途径 是 : 设 江 充分 
大 ,将 区 间 [L1,xj 中 的 偶数 分 成 两 类 ,一 类 是 能 够 表 
为 两 个 奇 素数 之 和 的 , 称 为 哥 德 巴赫 数 , 另 一 类 是 不 
能 表 为 二 奇 素数 之 和 , 称 为 非 哥 德 巴赫 数 . 把 所 有 不 
超过 xz 的 非 哥 德 巴 赫 数 所 组 成 的 集合 及 其 个 数 均 
用 E(xz) 来 表示 ,EC(z) 亦 称 为 哥 德 巴赫 数 的 例外 集 
合 . 这 样 ,关于 偶数 的 哥 德 巴赫 猜想 就 是 要 证 明 ; 当 
ZX 之 4 时 ,E(x) 二 2. 但 是 ,要 直接 证 明 同 样 是 困难 
的 ,因而 首先 粗略 地 估计 E(x) 的 阶 ,然后 逐渐 使 之 
精密 ,让 E(xz) 相 对 于 x 的 阶 逐 渐 减 小 . 早 在 1938 
年 ,华罗庚 就 利用 加 法 与 三 角 和 方法 证 明了 EGO 
二 O(x ln “zx), 其 中 c 是 任意 正 数 . 这 在 很 大 程度 上 
说 明 哥 德 巴赫 猜想 是 正确 的 . 1975 年 ,蒙哥马利 
(Montgomery,D. ) 等 又 证 明了 E(x) =OCr'*), ik 
里 6 为 某 一 很 小 正 数 . 1981 年 ,陈景润 与 潘 承 洞 证 
明了 O20. 011. 1951 年 , 林 尼 克 首 先 研 究 了 如 下 的 
问题 : 找 一 个 函数 f(x) s ROSE TE AKI] m DERI Las 
十 f(x) 中 必 有 哥 德 巴赫 数 存在 . 这 其 实 就 是 估计 


相 邻 哥 德 巴赫 数 之 差 . 显然 , 若 能 证 明 f(x) 二 2, 则 


也 就 解决 了 哥 德 巴 赫 猿 想 . 这 也 是 人 研究 猜想 的 一 个 
途径 . 林 尼 克 在 黎 曼 假设 成 立 下 证 明了 可 取 

I(x) = (Inz)$**, 
其 中 为 任意 小 的 正 数 . 潘 承 洞 不 用 黎 曼 假设 证 明 
了 : 当 引 函数 的 零点 密度 估计 


N(a,T)«T?" ? (InT)?, F<a<l M ir, 


X BR 分 fn 


成 立时 ,可 取 


DEN 


fGD-x ^ X 
蒙哥马利 则 证 明了 当 上 述 零 点 密度 佑 计 成 立时 ,可 
以 取 
ie] +e 


f(x) = zl mal (Ta , 

其 中 e 为 任意 小 的 正 整数 . 以 上 就 是 研究 哥 德 巴赫 
猜想 的 主要 途径 和 方法 ,但 目前 关于 这 个 问题 的 最 
好 结果 仍然 是 陈 氏 定理 . 

子 哥 德 巴赫 问题 (factor Goldbach problem) 
见 “ 哥 德 巴 赫 猜 想 ” 

弱 型 哥 德 巴赫 问题 (weak type Goldbach prob- 
lem) JL“ BER EUN AR. 

F B 3 (Goldbach number) 
赫 猜 想 ”. 

华 林 问 题 (Waring problem) 
海 ) 第 二 卷 同 名 条 . 

塞 尔 伯 格 得 法 (Selberg sieve) 在 数论 中 有 广 
泛 应 用 的 一 个 初等 方法 . 设 A 是 由 有 限 个 整数 组 成 
的 集合 (元 素 可 以 重复 ),P 是 由 无 限 个 素数 组 成 的 
集合 (元 素 不 能 重复 ), 以 PP 表示 所 有 不 属于 PP 的 素 
数组 成 的 集合 . 再 设 之 2 是 任意 实数 ,并 令 


n FAE 


见 本 卷 《 数 学 辞 


P(z) = [|». 
paz 
pEP 
函数 SCAVPSS)ee >; 
"ESSEN 


MAMAK, ERNEA ARRADA: HEFP 
的 素 因 子 的 元 素 的 个 数 , 亦 即 表示 从 集合 4 PHA 
所 有 小 于 z 且 属于 P 的 素 因 子 的 元 素 后 所 剩 下 的 
元 素 的 个 数 . 08 ARA PR PE ae : 

1.8 CA; P,22— |A| CAIK A 中 元 素 个 
数 ). 

2. S(A;P,z)©0. 

3095 CASP 2,9 SSA Pz) 22 ELEA 

4. 对 任意 的 2x5 xz UH 

S(A;P,z) =S(A;P,w) — 5) SCA P, p). 
其 更 重要 的 性 质 是 : 
S(A;P,2)= >) 2 wd) > wd) |Aal, 


a€A d|(a.P(z)) d|P(z) 


其 中 ne MARLEE PR CLA, 表示 4 中 所 有 能 被 
d 所 整除 的 元 素 所 组 成 的 子 集 ,并 且 筛 函数 SS(4; 
P,z) 的 估计 与 集合 4y,d|1P(z) 有 密切 的 关系 . 对 于 
集合 4 及 PP, 适当 选取 正 数 X>1 及 一 个 非 负 可 乘 
函数 o (aD (2250, (d ,P) —1, JE 
ed) 
d 
及 wld) PAE :IO op /pxl—Li S (p,P)— 
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rqg= |Ad| 一 X, 


1, 其 中 LAKF lI 的 常数 . Bik £222,A,,d | P (z) 
是 满足 A —1.A,^70(4Z5RMTEX—£B SC. 于 是 有 
CA EC ND NOS MIT 


aCA  d|(a,P(z)) 
= M A, Ay | 25 3 
d.d, |P(z) aS a 
E 2239 de £5 
其 中 
zu 25 Ay Au, CL di d D/Ldi sds], 
d, .d,|P(2) 
25,7 2) Ara a 


d, «d, |P) 

EXX MAEM. X: 称 为 余 项 . 由 于 当 dE BEA 
二 0, 所 以 余 项 >; 的 项 数 不 超 过 人 .这样 ,通过 对 参 
BUS 的 选择 就 可 控制 余 项 的 阶 ,使 其 低 于 主 项 的 阶 
而 可 以 略 去 . 同时 还 可 选择 一 组 满足 所 述 条 件 的 As 
fii 25, 最 小 而 得 到 一 个 尽 可 能 好 的 上 界 估计 . 这 就 
是 塞 尔 伯 格 的 得 法 . 第 法 的 基本 问题 是 估计 第 函数 
SC(A;P,z) 的 上 者 和 正 的 下 界 . 

第 法 源 于 古 希 腊 的 埃 拉 托 斯 特 尼 (Eratos- 
thenes) H AERIS ERS RA MA. 1950 年 ， 
Æ 7K JH #8 GSelberg , A. ) 在 其 论文 “等 差 数 列 的 初等 
证 明 ”( 参 见 “ 塞 尔 伯 格 渐 近 公式 ”中 利用 求 二 次 型 
极 值 的 方法 对 埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 作 了 重大 改进 . 由 
他 的 得 法 可 得 到 筛 范 数 上 界 的 估计 . 若 与 布 赫 什 塔 
布 恒等式 相 结合 就 可 得 到 和 中 函数 的 下 界 佑 计 . 塞 尔 
伯 格 得 法 的 重要 应 用 如 :1956 年 , 王 元 应 用 它 证 明 
了 (3 十 4); 维 诺 格 拉 多 夫 (Baurorpanos,[1. M. ) 证 明了 
(2 十 3); 塞 尔 伯 格 证 明了 区 间 (4,4 十 N) 中 素数 个 
数 不 超 过 2N/in N+OCN inln Nin ?^ ND, RB ,O 中 
常数 与 4 无 关 ; 对 固定 常数 0 二 6 二 1, 则 证 明了 在 算 
术 级 数 kn 十 in 一 1,2,…) 中 不 超过 x 的 素数 个 数 
不 大 于 

2r7 9k)Inzr/E) Ol(rlnlnrln zx). 
目前 许多 好 结果 ,几乎 都 是 利用 加 权 形 式 的 塞 尔 但 
格 得 法 得 到 的 . 

(f e EE (sieve function) ” 见 “ 塞 尔 伯 格 得 法 ”. 

密 率 (density) ”数论 中 的 一 个 重要 概念 . 是 与 
哥 德 巴赫 猜想 及 华 林 问题 有 关 的 概念 . 给 定 整数 的 
集合 Ara=doa sas" sans t RP a, Lano FH 
Aln) Rn A 中 不 超过 2(2 之 1) 的 正 整 数 的 个 数 , 即 


A(n)= >) 1, 


1a, Xn 
a,€ A 


则 OxcAQDxin.W] OSA GOD /nzl. AGO /n(n= 1, 
2,…) 的 下 确 界 称 为 4 的 密 率 , 记 为 d CAD , Bil 
A (n) 


n 


d ( A) — inf 
nz 
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例如 ,集合 4 二 {10,2,4,6,8,…}) 的 密 率 4(4)==1/2， 
集合 A—(1,3,5,7,-- 8] 23€ (AD — 1/2; T0 € 
A—(0,1,2,3,4.,5,-- 2E XE d (AD — 1. 从 密 率 的 
定义 可 得 到 它 的 一 些 简单 性 质 . 

1. 若 集 合 4 不 包含 1( 当 aj 记 1) 时 ,4d4(4)=0. 

2. 若 a 二 1 十 r(n 一 1)( 即 4 从 aal 起 ,是 以 1 为 
首 项 ,r 为 公差 的 等 差 数 列 ), 则 4(4)=1/r. 

3. 每 一 个 等 比 数列 所 成 集合 的 密 率 是 0. 

4. 所 有 完全 平方 数组 成 的 集合 , 密 率 是 0. 

5. WR 4A) —0, m] A 包含 1, 则 对 任 给 的 > 
0, 一 定 可 找到 N>, 18 ACN) «EN. 

6. 集合 A 包含 自然 数 全 体 的 充分 必要 条 件 是 

aA. 

7. | A,B 是 两 个 数 集 , 令 A 十 B= 二 (a 二 bla€ 
A,b€ B})( 数 论 中 集合 相 加 均 按 此 定义 ), 则 a(4 十 
B) 宇 d(4) 十 4A(B) 一 4(A4)。4d(B). 更 一 般 地 有 


da(A, + A, ap tieaj A,) = = ike — d(A;)}. 


-1 
此 即 由 施 尼 雷 尔 曼 (CUlarpetpMall,Jl. r.) F 1930 4E 
引入 的 施 尼 雷 尔 曼 不 等 式 . 
8. £r d(A)+d(B)<1, W 
d(A+ B Zzd CA) g-d4 CB). 一般 地 , 当 


k 
2,4(AD <1 
i=1 

时 ,有 


dl 3 A) > AA): 

这 就 是 兰 道 不 等 式 . 1931 Æ, “GK (Landau, E. G. 
H. ) 猜 想 有 上 述 不 等 式 成 立 , 但 直到 1942 EF HF 
(Mann,H. B. ) 给 出 证 明 . 1954 年 , 凯 皮尔 曼 (Kem- 
perman) 给 出 了 一 个 新 的 简单 的 证 明 . (在 《平面 几 
何 》 中 另 有 指 祖冲之 圆周 率 r 王 355/113 的 同名 条 ). 

自然 数 的 基 (basis of natural numbers) 数论 
中 的 基本 概念 之 一 . 数 集 4 与 其 本 身 相 加 至 一 定 次 
数 & 时 ,就 包含 自然 数 全 体 ,4 称 为 自然 数 的 一 个 
基 , 此 种 & 的 最 小 者 称 为 基 的 阶 . 每 一 个 正 密 率 的 集 
合 都 是 自然 数 的 基 . 

or it HE 3 (asymptotic density) 一 个 与 密 率 近 
似 的 概念 . 设 4 是 非 负 整数 集 ,A(n) 表 示 4 中 不 大 
T on 的 正 整 数 的 个 数 , 则 称 

9* (A) - lim C2 

为 ABE EVE. A.A 4 是 自然 数 集合 , 则 由 于 
A(n)/n=1,K 8 (AD=1;4 A AH 0.2,4,6,8,°" 
所 成 的 集合 , 则 0* CAD —1/2; — Re BEA 4 是 
以 x( 正 整数 ) 为 公差 的 等 差 数 列 , 则 6* CAD = 1775 
BRA 4 是 由 等 比 数列 所 组 成 , 则 其 渐 近 密 率 为 0; 
所 有 完全 平方 数 所 成 的 集合 ,其 渐 近 密 率 亦 为 0( 参 


A. tt 5} HE (essential component) 一 个 与 密 率 
有 关 的 概念 . 若 有 集合 已 ,对 任何 集合 4, 其 密 率 
d (A) WE Od CA) «1 BI, TEH d(A+B)>d(A), 
则 称 集合 B 为 本 性 分 量 . 知 对 任意 集合 4, 当 其 渐 
近 密 率 6* (4) 满 足 0< 6 (AD <1 AY TBA O* (A 十 
B)>0 (4), 则 称 集合 B 为 浙 近 本 性 分 量 . 显然 , 零 
属于 任何 本 性 分 量 B, 否 则 当 0& ABI.I& AT B, 
因而 d(A+ B)=0 与 定义 矛盾 . 设 Z 王 (0,1,2,…)， 
2Z" 二 {1,2,…} 及 


kA — DIA (REZ), 
=] 


Xr ZCAB(0 委 4 一 co) ,但 ZLB, 0S <k, MEK BH 
k 阶 基 . 以 A~B 表示 集合 4 与 B 除 有 限 个 元 素 外 
(RICA. Re Zit AX B.A Z~kBO<R< oo fA 
Z2-LB ,OscL b, MWK BOA k GE. 显然 零 属于 
任何 基 . 

im Wt dx ME 4 NM (asymptotic essential compo - 
nent) 见 “ 本 性 分 量 ” 

k 阶 若 (basis of order-k) “AEA HE”. 

k 阶 渐 近 基 (asymptotic basis of order-&) i, 
“本 性 分 量 ” 

3E ik AB 32 BSI (Fibonacci progression) 一 个 
著名 的 递 推 数列 . EXE BARR EB PRICE E P 
AE XP EX AR F,—F-—l 和 Fap 5 F,-EF, MEN), 
DJEK F 为 斐 波 那 契 函数 . 由 它 的 函数 值 按 自 然 顺 序 
排出 的 数列 是 ;1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,… 称 为 
3E CBE S BIN. 这 个 数列 中 的 每 一 项 ,都 称 为 斐 波 那 
RR. 裴 波 那 契 数列 的 通 项 公式 为 


— CR ME a 
d 2 2 
这 数列 的 前 2” 项 和 的 公式 为 


[»/2 ] 
S, = » Ci; (a = 0,1,2,°*"), 


符号 [Ln/2j] 为 整数 部 分 函数 .Ff,/F,1 EREN 
(V5 一 1)/2 的 最 佳 渐 近 分 数 , 即 
lim 一 =~ 0. 618034. 

这 是 几何 学 中 线段 的 中 外 比 . 它 在 造型 艺术 建筑 结 
构 以 及 优选 法 中 都 有 应 用 . 特别 是 在 单 因数 优选 法 
中 ,可 用 任意 两 项 足够 大 的 相 邻 的 斐 波 那 契 数 之 比 
KARE 0. 618. 这 就 产生 了 单 因素 优选 法 中 的 分 数 
法 .此 外 , 斐 波 那 契 数列 还 有 下 列 性 质 : 

Ed GE 

2» Feta Fenn Fm ET 

3. 34 m [|n BE. F,IF,. 

3E yk JB 32 (Fibonacci, L. ) 在 他 1202 年 所 著 ， 


x 数 分 de 


1228 年 修订 再 版 的 (算法 之 书 ) 一 书 中 提出 了 一 个 
著名 的 免 子 问题 . 大意 是 : 知 有 一 对 幼 免 , 第 二 个 月 
长 成 年 ,第 三 个 月 开始 每 月 产 下 一 对 幼 免 ;所 生 每 对 
幼 倪 也 在 第 二 个 月 成 年 ,第 三 个 月 开始 每 月 产 下 一 
对 幼 免 ; 依 此 类 推 . 假定 每 次 产 下 的 幼 免 都 是 一 雌 一 
雄 , 也 没有 生病 和 死亡 . 这 样 得 到 的 每 月 存栏 的 兔子 
对 数 , 恰 好 是 上 述 数 列 . 裴 波 那 契 数列 由 此 得 名 . 在 
斐 波 那 契 数列 中 ,只 知道 11 个 斐 波 那 契 数 是 素数 : 
2，3，5，13，89，233，1597，28657，514229， 
433494437,2971215073. 还 不 知道 别 的 已 , 是 不 是 
素数 ,更 不 知道 数列 F, (n= 二 1,2,…) 中 是 否 有 无 穷 
多 个 素数 ， 此 外 ,数列 Un 二 1,2,…) 定 义 为 wl 二 1， 
Uy = 3 Uny =S Unyi tn (N= 1.525% AP RR AE IE AP SR 
Jj. u, 与 F, 的 差别 仅 在 于 它们 初始 值 取得 不 同 , 即 
2 一 1,2 时 的 取 值 不 同 ,以 后 的 值 都 是 由 同样 的 递 推 
公式 得 到 的 . 在 数列 (w,) 中 ,只 知道 16 个 素数 ,其 中 
最 大 的 是 


688846502588 399. 
至 今 还 不 知道 在 数列 uo 1.2, 0 RAE XS 
多 个 素数 . 
SE ie AB SZ XN (Fibonacci function) MW“ 3E iK 
那 契 数列 ” 
JE E AB Hr (Fibonacci numbers) JL“ 3E RAL 
Smp. 


3E ik AB $2 Xy Bt properties of Fibonacci 
numbers) Xp3E UE 32 BW HY — FP ZI. FR 3E AD S2 
数 所 具有 的 重要 关系 . 通常 的 斐 波 那 契 数 F, RA: 

1. FF) 一 ], 即 任意 两 个 相 邻 的 斐 波 那 契 


数 都 是 互 素 的 . 
Lad nia aV nk wee 
3. Fin | Ema. 
A Re Eds 
5. F +F te +F, =F 1. 
6. FiF tF tH Fy, FS. 
7. F; +F Fete tFn =Fa l. 
B eed OY CN E ee ya 2 


— —F, 71. 
9. FiFi t Fitte t FSF, Fa. 
10. F2,,— F,F,i; t (1. 
11. FiFi tE Fa pH TF gE a = Fone 
Fikrt abat T al oa = Fon 4. =] 
广义 斐 波 那 契 序列 (generalized Fibonacci se- 
裴 波 那 契 数 的 推广 .由 递 推 关系 
f= hy See m quels 
PSP, EE ie or nee) 
Br r= AE BS) FR. BROAD m RT SC SE OR AB Sa Fr 90. HA 
项 表达 式 为 


quence ) 
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(n + n; +e F na)! 


1 1 PII 1 
ni 2n, tee bmn, =amt+k Ny) i75; Nin i 


NS gts 5 (=> Tyo PtP 


E || "Puce «| NE |: 
J 7 一 | 
式 中 S=05,1,2,°°° sR=1,2,°°* sm. 设 w 为 方程 
x" 十 Xx” 十 … 十 X 一 ] 二 0 mE) 


的 惟一 正 根 , 则 
w= lim FO Dm 
FO onu 
35 pen m + | ST | | 
Slipi —— a ÀÀ 7 1 l 
o Bs possem] x Vu Js | < | | 
j=0 7 p 1 


RET S 


AS SE Fy f (indeterminate equation) JR fR E 8 
图 方程 . 初等 数论 的 基本 概念 和 重要 内 容 之 一 . 即 未 
知 数 个 数 多 于 方程 个 数 的 方程 或 方程 组 ,其 解 的 取 
值 范围 常 受 某 种 限制 ,可 以 是 整数 环 、 有 理 数 域 ,或 
某 一 代数 数 域 Q(0) 上 的 代数 整数 环 . 求解 高 于 二 次 
HJ AN ae 7; Te de SEXE BY Hs SE (Dickson, L. E. ) 所 著 
《数论 史 I ,I ,五 》 的 第 二 卷 中 专 论 不 定 方程 问题 ， 
长 达 800 多 页 ,其 繁 难 复杂 之 程度 可 以 想见 . 

中 国 古 代 ( 约 公元 1 世纪 ) 的 { 九 章 算术 ) 中 ( 方 
程 ;篇 第 十 三 题 称 为 五 户 共 井 问题 . RMA: SAR 
KEH, FAC gsng. 汲 水 用 的 绳子 ) 不 足 , 如 乙 
— 88; 7, — 88A E, ULL — 88; A VU B8 S ESI T — 
ABIT TAB E .WIJX,—28;]X 7x 28 AN I, Un FP — 28. 
JI 15 Br AN E — 28 A a. 问 井 深 、 绠 长 各 几何 ?将 这 
段 文字 表述 为 今天 的 方程 组 . LAT X 
长 依次 各 为 v,w,x,y,z, 并 深 为 a. 可 得 方程 组 


LU Ws 
sw d4-r-a, 
4xd-»-a; 
5y Fz =a, 
6z +v=a., 
此 不 定 方程 组 的 最 小 正 整数 解 为 


v=265.w=191,7=148, y=129 ,2z=76,a=721. 
中 国 南 北朝 时 期 北魏 (386 一 534) 张 丘 建 所 著 的 

《 张 丘 建 算 经 》, 全 书 三 卷 共 92 问 ,其 最 末 一 问 为 著 

名 的 百 鸡 问题 : 今 有 鸡 全 一 , 直 五 钱 , 鸡 母 一 , 直 三 

SE =. RIL RR SES OR. [ap XS ay. BE 

SE JL a] 2 Jb [09 RI n] 9] Ar EE ZH : OX S BE SE A 

数 分 别 为 zx,y,z, 得 方程 组 
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a + 3y + it = 100, 


acp a es = 100; 

这 也 是 不 定 方 程 问题 ,共有 3 组 正 整 数 解 为 (z,y， 
z) 一 (4,18,78),(8,11,81),(12,4,84). 可 知 中 国 是 
研究 不 定 方 程 问 题 起 源 较 早 的 国家 . 

在 希腊 ,于 番 图 (Diophantus) 研 究 了 整 系数 不 
定 方程 的 整数 解 , 基 有 《算术 ) 一 书 . 书 中 有 189 个 不 
定 方 程 问题 , 较 完 整地 研究 了 不 定 方程 的 解法 , 故 西 
方 国 家 常 称 这 类 不 定 方 程 为 丢 番 图 方程 .但 他 解 题 
的 方法 技巧 性 很 强 ,很 少 给 出 一 般 性 的 方法 . 不 定 方 
程 的 内 容 极其 丰富 ,与 数学 的 其 他 分 支 , 如 代数 数 
论 .代数 几何 ` 组 合 数学 等 都 有 密切 的 联系 ,许多 数 
学 家 如 费 马 (Fermat,P. de). Kk dz (Euler, L. 2.85 Eq 
(Gauss, C. F. ) 4#% B H (Lagrange, J.-L.) JEM 
oR (Kummer E. E. 2 #97818 FF Hilbert, D. ) EE 
究 过 不 定 方 程 ,他 们 的 研究 更 大 地 丰富 了 数论 的 内 
X. 

近 40 年 来 ,这 个 领域 的 研究 又 有 更 重要 的 进 
Fe. 1968 年 ,贝克 (Baker,A. 23z Hl X 3& E] BIRCH 
方法 ,给 出 了 不 定 方程 
H (x,y)-a,zx"da, x" y+ 二 ary” Hay" =e 
的 解 的 一 个 可 计算 的 上 界 , 还 定 出 了 男 外 许多 类 不 
定 方程 解 的 上 界 . 为 此 得 到 1970 年 的 菲 尔 兹 国际 数 
学 奖 . 这 一 结果 属于 和 希 尔 伯 特 第 10 问题 的 特 解 . 所 
请 希 尔 伯 特 第 10 问题 ,是 问 能 否 判定 任何 整 系数 多 
项 式 jziyZow2o) 一 0 有 没有 整数 解 ， 此 问题 已 
于 1970 4E d B ZR BE At EA] (Mapa nanny K. 
K. ) 给 出 了 否定 的 回答 ,这 是 数理 逻辑 研究 中 的 一 
重大 成 果 . 此 外 ,还 有 一 些 数论 中 的 猜想 得 到 解决 . 
如 爱 尔 特 希 (Erd6s,P. ) 曾 猜想 不 定 方 程 

cy =z l arl, y >l, z >l) 
无 整数 解 . 1940 年 , 柯 召 证 明了 在 (x,y) 二 1 时 ,这 
一 猜想 是 成 立 的 .同时 给 出 在 (z,y)>1 时 含有 一 个 
参数 的 偶数 解 . 是 否 存 在 一 组 奇数 解 ? 迄今 尚未 解 
决 .另外 ,安德森 (Anderson,C. ) 猜 想 不 定 方程 
xy'z b —uw" 

没有 r1.y101z1Hlff.1964 Fo AMAA 
出 了 此 方程 的 无 穷 多 组 非 平 凡 解 ,从 而 否定 了 这 一 
猜想 . 对 于 高 次 多 元 不 定 方程 ,迄今 只 有 少数 特例 被 
人 们 解决 ,还 有 广阔 的 未 知 领域 等 待人 们 去 探索 . 

一 次 不 定 方程 (inear indeterminate equation) 
亦 称 线性 不 定 方程 . 一 类 重要 的 不 定 方程 . 指 未 知 数 
多 于 一 个 的 一 次 方程 . 非 零 的 wEZG 王 1,2,…，,s)， 
s>l1Hn€ZWHE 


24 =n, (1) 
方程 (1) 有 整数 解 的 充分 必要 条 件 是 


(4,45, ***,a,) |n. 
B a> OG =1,2,0 ss), (a1,a5 77,22 —1, 78 J& Jr f 
(1) 的 非 负 整数 解 1200 — 1.2, s) 存在 仪 与 
A, sA29°** 9Qs 有 关 的 数 PE n>F, 2I D E 
(1) 有 非 负 整数 解 . 令 A(n) 为 其 解数 , 则 
lim ON ps -——— 
noo Hn | ayaza, (s — 10V 
X FS, REB LL, BERD IEE, 
斯 问题 .方程 (1) 的 重要 的 特殊 情形 是 当 5— 2 时 的 
二 元 一 次 不 定 方程 
azı Faz: =N, (2) 
式 中 Alsas 是 给 定 的 整数 , 且 aya: Æ£ Q. 方程 (2) 有 
整数 解 的 充分 必要 条 件 是 (ci,az)|2. 当 (27) 有 解 时 ， 
np Fi SR PETER IA R t — £H E. 设 这 组 解 为 zi zz， 


则 (2) 的 全 部 整数 解 为 
EM / a» = fo ay 
i ae a CT aa ?- (a, 0) (3) 


式 中 上 为 任意 整数 , 称 (3) 为 方程 (2) 的 通 解 . 特别 
J lar ha 0 
时 , (2) 有 非 负 整数 解 , 其 解 的 个 数 为 Ln/aiasj 或 
[n/ara,|+1;4 naa: a a: 时 ,无 非 负 整数 解 . 
这 是 西 尔 维 斯 特 (Sylvester , J. J. ) 证 明 的 结论 . 24 s 
=3 ht; (a,b,c) =1, (a,b) =d,a=da' b=db's 则 
不 定 方程 
ax+by+cz=n (4) 
的 通 解 可 表 为 : 
qe SF iea 
y 一 yo — a't, — usct;, 
z =z, + dt; 
式 中 zuyyoyzo dE OGDBIJ—2H SE uisus 满足 a'ui 十 b'u， 
— tot; ERE. 近 几 十 年 来 ,国内 外 均 有 不 少 
数学 工作 者 对 * 一 3 的 情形 找到 多 种 计算 g ,的 
方法 
线性 不 定 方 程 (linear indeterminate equation) 
即 “一 次 不 定 方程 ” 
+p NESH (Frobenius problem) X 
于 一 次 不 定 方程 的 一 个 著名 问题 . 设 n2, ansa, 
… ,a, WEER X (21,25, 7a, —1. 再 设 x0 G 
一 1,2,…,2) 的 线性 型 azri Harz: +e Hat 不 能 
表 出 的 最 大 整数 为 ge(aiyar，…a), 即 对 大 于 它 的 
任意 整数 m FERR 00 (i 二 1,2,…,n), 使 
axi tant, te ta,xr, =m. 人 研究 g (aiias sa) HJ 
存在 性 及 其 解法 ,就 是 关于 丢 番 图 方程 cizi 十 azzs 
+ +a, =c 的 弗 罗 贝 尼 马 斯 问题 .该 问题 不 仪 在 
不 定 方程 理论 上 有 重要 意义 ,还 在 规划 论 、 计 算 技 
术 、 合 理 下 料 、 合 理 派 工 等 方面 都 有 实际 应 用 . 对 此 
问题 ， 目前 研究 的 结果 为 : 4 n=2 时 ,g(a1, a2) 一 


aoe SEEN 


a,a,—a,—a CE WA" — KARA”) ;在 nz BI. 
T gsg(aiyaz，…an) 尚 无 一 般 表 示 式 ,但 在 多 种 情形 
B 有 些 不 同 的 方法 . 例如 ， ET a327 aaz/ (aisa) — 
Ca, d- a5) / Cay ta,) B , BJ 18 g(a; azaz) = a1a;/ 
(a15a3) d-a3(a1,a5) —a1— a; — as. E glasa: 93) 
= g (a; »a3sa1) =g (a; saia), LMBRERAR PH 
Ui 342943 可 以 轮换 . 对 于 一 般 的 n 有 


g(a,45,***,a,) S didi d, a ba 
i=2 i=} 


其 中 d;=(a,,a,,°* |n), di =a, (d, 
=]). 

毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 (Pythagorean triple) 亦 
称 勺 股 数组 ,又 称 商 高 数组 . 一 个 著名 的 不 定 方程 问 
题 . 指 三 元 二 次 不 定 方 程 的 正 整 数 解 . 若 正 整数 x, 
yoz 能 使 z 十 y= 二 x? 成 立 , 则 (zx,y,z) 是 一 个 毕 达 哥 
拉 斯 三 元 数组 . 当 (x,y,z) 二 1 时 , 则 称 (x,y,z) 为 本 
原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 . 找 出 所 有 毕 达 哥 拉 斯 三 元 
数组 就 等 同 于 求 出 不 定 方 程 

x yz (1) 
的 所 有 正 整 数 解 .本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 亦 称 为 


$3) = 753s 


方程 (1) 的 本 原 解 , 它 有 以 下 性 质 : 


1. 若 (z,y,z) 是 满足 方程 (1) 的 本 原 毕 达 哥 拉 
斯 三 元 数组 , 则 x. y 中 有 且 仅 有 一 数 为 偶数 . 因此 ， 
z 必 为 奇数 ， 

2. 奋 (z,y,z) 是 满足 方程 人 1) 的 本 诛 毕 达 哥 拉 
斯 三 元 数组 , 且 设 z 为 偶数 , 则 存在 正 整数 mnM n, 
mo>n,(msn)=1,men(mod2), REE x =2mn, y 
— m! —n' sz =m +n? 成 立 . 

3. L=2mn,y=m' — n? sz=m +n’, M) Cr, y, 
z) 是 满足 方程 (1) 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 . 如 果 还 有 
m>n>0,(ms5n)=1 M m¥n(mod 2), M (x,y,z) f 
本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 . 

中 国 古 代数 学 书 4 周 解 算 经 》 中 记载 了 托 古 传闻 
Ae AAA: “Mie AI = BE, 
五 > 说 明 至 少 在 成 书 时 已 经 知道 方程 (1) 的 一 个 特 
解 . 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras ) 创 立 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ， 
在 数学 方面 给 出 了 方程 (1) 的 部 分 正 整数 解 ,后 被 欧 
几 里 得 (Euclid) 记 入 《几何 原本 》 中 ,并 把 表达 直角 
三 角形 三 边关 系 的 (1) 式 称 为 毕 达 哥 拉 斯 定理 . RS 
(Fermat,P. de) 从 1637 4E JF ti 4 E 3& B CDiophan- 
tus) 的 《算术 》 进 行 评 注 ,导致 他 提出 了 在 数论 发 展 
史上 非常 重要 的 10 个 问题 ,其 中 有 3 个 与 义 股 数组 
有 关 的 问题 是 : 

1. 形 如 4n 十 1 的 素数 能 够 而 且 只 能 够 以 一 种 方 
式 表达 为 两 个 平方 数 之 和 . 1749 年 , 欧 拉 (Euler， 
L. ) 已 给 出 了 证 明 . E AUS AGE p c ty 中 的 
zy 具体 表示 为 p=(s(r)/2? + 6s) /2Y ,其 中 7， 
n 满足 勒 让 德 符号 
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并 且 s(k) = YS. 

2. 每 一 个 正 整 数 能 够 表 成 四 个 整数 的 平方 和 
(参见 第 二 卷 《 数 论 中 的 “ 华 林 问题 ”). 

3. 不 定 方程 ci ty'=2’, (2. W=1, RA zy 关 0 
的 整数 解 . 

还 有 一 个 与 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 有 关 的 猜想 : 
E (z,y,z) 是 满足 不 定 方程 人 1) 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 
数组 ,a,b,cEZj, 且 满足 Hy =z, M] a=b=c= 
2. 此 猜想 仍 未 彻底 解决 . 


勾 股 数组 (Pythagorean triple) 即 “ 毕 达 哥 拉 


斯 三 元 数组 ” 
商 高 数组 (Pythagorean triple) 即 “ 毕 达 哥 拉 
斯 三 元 数组 ” 


本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 (primitive Pythago- 
rean triple) 见 “ 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 ” 

AR 5E 73 f£ ax’ + by! = cz? (indeterminate equa- 
tion az’+by’=cz*?) 一 类 常见 的 三 元 二 次 不 定 方 
程 . 指 三 元 二 次 不 定 方程 

ax? + by = cz’ (1) 

此 方程 无 常数 项 ,有 平凡 解 ze Sy —2 —0. 大 方程 (1) 
的 系数 满足 a> 0,520,020, (a, 05) = (bse) = (ca) 
=1, H a,b,c 都 无 平方 因 了 于 , 则 方程 (1) 有 一 组 不 全 
AE B. Gesy2) —1 BUR x. yz 的 充分 必要 条 件 是 
pc ac = gb 
a b 
其 中 等 式 左 边 都 是 雅 可 比 符号 . 以 上 结论 是 1785 年 
i) 1k # (Legendre, A.-M. ) 证 明 的 .1950 年 , 霍 尔 斯 
(Holls ,L. ) 运 用 代数 数论 证 明了 方程 (1) 的 非 零 解 
WE Ix vbc.liy|l- vca, |z| < vab.1969 F, BE 
f& OR (Mordell, L. J. ) 给 出 了 和 霍 尔 斯 结果 的 初等 证 
明 . 不 定 方程 (1) 在 组 合 数学 的 差 集 理论 中 有 用 . 

佩 尔 方程 (Pell equation) 一 类 重要 的 二 次 不 
定 方程 . 指 形 如 ^ — Dy! — +1 的 方程 . 

1. 关于 佩 尔 方程 

z? — Dy =]. (1) 

EE DRHAL r=, y=. 总 满足 此 方程 . 人 
们 把 这 类 zx 或 y 中 有 一 个 为 零 的 解 , 称 为 该 方程 的 
平凡 解 . 24 D0 AY. AEC) RAE JUR. HD 为 平 
方 数 时 , 取 D=m’, Il 


I= r — Dy = 2’ — my 


a 9 


, 


=], 


= mya my). 
两 个 整数 之 积 要 为 1, 只 有 两 数 均 为 1 或 均 为 一 1， 
极 易 求 得 方程 (1) 的 解 . 当 D>0, AAA FA B IE E 
数 时 ,关于 佩 尔 方程 (1) 的 解法 有 如 下 两 个 结论 : 
D X D 是 一 个 非 平 方 的 正 整 数 , 则 方程 (1) 有 
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无 限 多 组 整数 解 ry. W ro Dyi= l, ro >0, yo >0 
是 所 有 >0,y>0 的 解 中 使 + 十 y VD 最 小 的 那 组 
解 ( 称 为 基本 解 ), 则 方程 (1)? 的 全 部 解 x,y 由 
x+y VD = (a+ y VD)" 
it HH n 是 任意 整数 . 
2) 设 6.7 是正 整数 ,满足 方程 (1), 且 有 


oe 
Y 15 


则 和 ,7 是 (17? 的 基本 解 . 

2. 关于 佩 尔 方程 

z? — Dy’ =— 1 (2) 

的 解法 有 下 述 3 个 结论 : 

D 若 吕 是 一 个 非 平 方 的 正 整 数 , 则 方程 (2) 有 
f, Hik a: 一 Db 二 一 1,a 之 0,6 之 0 是 所 有 x0.,y 
>0 的 解 中 使 z+ 十 y VDD 最 小 的 那 组 解 ( 称 为 基本 
f ), 则 方程 (2) 有 无 穷 多 组 解 , 其 全 部 解 z,y BH ox 
十 yYD= 土 (a 二 b JD)" xxl Kn BRB 
A.A rot yo /D=(atb JD). 这 里 Los Yo 是 方 
程 (1) 的 基本 解 , 而 a,b 是 方程 (2) 的 基本 解 . 

2) Æ p=l(mod 4) 是 素数 , 则 x 一 py:= 二 一 1 有 
整数 解 x,y, 其 全 部 解 可 由 xz 十 y p-—-cGGc 


v Jp). n 为 任意 整数 ,u,v 满足 (zo 一 1)/2 
=u" , (xo +1)/2= pv’, M M yo=2uv,u>0,v>0. 

3) 若 p ERM, 2p=r' +s, r=+3(mod8),s 
= +3 (mod 8), 则 不 定 方程 x* 一 2py — —1 无 整数 
解 xy. 

佩 尔 方程 应 用 较 广 . 一 般 的 二 元 二 次 方程 如 果 
有 解 , 都 可 归结 为 解 佩 尔 方程 的 问题 , 某 些 二 元 三 次 
或 四 次 的 不 定 方程 的 求解 也 用 到 它 . 佩 尔 方程 在 实 
二 次 域 理 论 中 亦 有 应 用 . 实 二 次 域 QC(YD ) 的 任 一 
数 均 可 表示 为 a=(ath VD )/2(a,b 是 有 理 数 ). 


此 时 QC(YD ) 中 存在 一 个 单位 数 7, 使 QC(YD ) 的 
任 一 单位 数 缘 可 表 为 土 Y,n 为 整数 ,这 时 7 BR R 
QC VD ) 的 基本 单位 数 . 佩 尔 方程 的 名 称 , 实 为 欧 拉 
(Euler, L. ) 在 一 篇 论文 中 的 误 称 . 事实 上 佩 尔 
(Pell,J. ) 既 未 提出 过 此 方程 亦 未 作 过 任何 论证 . 对 
于 方程 (1) 的 研究 在 希腊 和 印度 有 久远 的 历史 . 阿 基 
米 德 (Archimedes ) 曾 研究 过 万 一 4729494 的 情形 ; 
费 马 (Fermat,P. de) E 1657 ^E 2 月 的 一 封 信 中 指 
出 :方程 (1) 在 万 为 非 平方 的 正 整 数 时 有 无 穷 多 组 
解 ; 沃 利 斯 (Wallis ,J. ) Æ 1657—1658 年 间 证 明了 
结论 (1) ,并 给 出 了 方程 (1) 的 解法 ; 欧 拉 亦 在 1759 
年 用 VD 的 连 分 数 给 出 了 方程 (1) 的 一 种 解法 ; 拉 
格 朗 日 (Lagrange,J.-L. ) 于 1766 一 1770 年 间 , 论 证 
了 方程 (1) 解 的 存在 性 ,同时 独立 地 给 出 了 方程 (1) 


的 全 部 解 . 对 佩 尔 方程 最 小 解 上 界 的 探索 亦 为 重要 . 
1918 年 , 舒 尔 (Schur,[. ) 将 方程 (1) 推 广 为 x 一 Dy 
二 4, 其 中 D=0 gm 1l(mod4). 为 探索 其 最 小 解 , 设 e 
=(utv VD )/2,uswv 为 方程 的 解 , 舒 尔 证 明了 Ine 
<v Dln D;1942 年 ,华罗庚 证 明了 


Ine VD | iD ; 


1964 年 , 王 元 证 明了 对 任意 070, RA EC 
C8), 24 D<C(OM, A Ine<(1/4+6) /DInD. 

— RAE A f$ (quadratic indeterminate equa- 
tion)” 亦 称 二 次 丢 番 图 方程 . 一 类 重要 的 不 定 方 
程 . 整 系数 的 二 元 二 次 方程 

axr: 二 bry 十 cy 十 dz 十 ey 十 f=0 (D 
简称 二 次 不 定 方程 . 其 解法 可 分 作 下 面 两 种 情况 进 
行 : 

1. 4 D—b!—4ac-—0 时 ,以 4a 乘 方程 (1) 后 ,经 
整理 可 得 (2ax 十 by)* 十 4adx 十 4aey 十 44af =0. BS 
2ar tby =t, JV A ERE H Js n] 48$ G — d)? — 2d 
—2ae)y-- d! —4af. PH JI £8 — IX In] AR X, Cra =d’ 
— 4a f (mod 2 (bd — 2ae)). FE fiit Won] ds ROR HB 6 UR 
FER x Fl y. 

2.44 D— b — 4aczO 时 ,以 D 3E CO SS B 
Dx — X +2cd—be, Dy —Y + 2ae— bd ,代入 作 线 性 变 
换 , 可 把 方程 (1) 化 为 较 简 单 的 二 次 不 定 方程 


aX? + bXY + cY? = k. (2) 
再 以 2aX 十 好 一 上 代入 (2) 式 作 一 次 变换 ,可 化 为 
t — DY? = dak. (3) 


此 即 佩 尔 方程 . E D DN 3ESE ZEE D< 时 ,方程 
(3) 只 有 有 限 组 整数 解 ;在 D> 时 ,如 果 to,Y。 是 其 
fg. HEGY. VD)/2>1 为 最 小 , 则 方程 (3) 的 
全 部 解 LY, 均 可 由 
n PEE (Dy, VD 
2 
给 出 ,n 为 任意 整数 ,如 ,Yo 则 可 用 连 分 数 展 开 式 来 
计算 . 
— REBAA EE (quadratic Diophantine equa- 
tion)” 即 “二 次 不 定 方程 ”. 
三 元 三 次 不 定 方 程 (ternary cubic indetermi- 
nate equation) 几 个 著名 的 三 元 三 次 不 定 方程 . dX 
f(z,y,>) 是 一 个 整 系数 三 元 三 次 多 项 式 , 方 程 
el, (1) 
称 为 三 元 三 次 不 定 方程 . TT FE) BB IES AN 
所 知 甚 少 .在 三 元 三 次 不 定 方程 中 ,最 简单 而 且 又 是 
最 重要 的 方程 为 
rro a a LET (2) 
其 中 7 ABM. 对 某 些 ”方程 (2) 有 无 穷 多 组 整数 
解 ,而 对 另 一 些 ” 方 程 (2) 亦 可 能 无 整数 解 . 例如: 


^ E 5 程 


1. 4Sn=C0N DEDALA LE ASA H.H 

解 可 表示 为 (zyy,z) 王 (一 上 ,a) 或 
(9at* ,3at —9at' ,a—9at*) ,t€ Z. 

2. 4n=20 时 ,方程 (2) 也 有 无 数 多 组 整数 解 ， 
可 表示 为 

(z,¥.z2)=(a(1+ 62?) ,a(1— 62"), —6at^). 

3. 当 n==+4(mod 9) 时 ,方程 (2) 无 解 . 

对 于 方程 (2), 还 有 一 些 迄 今 尚 未 解决 的 问题 . 
例如 ,已 知 当 2 一 3 时 ,方程 (2) 有 4 个 整数 解 为 (z， 
全 
4), 尚 不 知道 是 否 还 有 其 他 解 . 又 如 当 n==30 时 , 方 
程 (2) 是 否 有 解 亦 不 知道 .另外 ,对 三 元 三 次 不 定 方 
f£ ax’ tay’ d- bz? — bc? ,abc#0, E AE PUE x 十 y 
一 0,z 一 c 外 ,还 有 无 穷 多 组 整数 解 .不 定 方程 中 比 
较 成 熟 的 方法 是 处 理 两 个 变 元 的 不 定 方程 . 三 个 变 
元 以 上 的 高 次 不 定 方程 ,常常 是 很 困难 的 . 例如 , 关 
于 三 元 三 次 不 定 方程 x 十 十 zx? 二 xyz 无 yz 天 0 
的 整数 解 ,曾经 很 长 时 间 使 数学 家 们 束手无策 . 直到 
20 世纪 60 年 代 , 柯 召 (1960 年 ) 和 卡 塞 尔 斯 (Cas- 
sels, J. W. S. ) (1962 年 ) 才 分 别 独立 地 证 明了 这 个 
问题 . 同时 解决 了 谢 尔 品 斯 基 (Sierpinski, W. ) 认 为 
是 很 难 的 一 个 猜想 :不 存在 三 个 有 理 数 ,它们 的 和 与 
积 都 能 等 于 1, 亦 即 不 定 方程 zx 十 y 十 zx 一 ZXyz 一 1 不 
存在 有 理 数 解 . 

不 定 方程 x 十 y Hz Hw? —n (indeterminate e- 
quation z?J- y?-FEz?-d-wi—nmn) 一 个 著名 的 四 元 三 
次 不 定 方程 . 应 用 佩 尔 方程 x^ —Dy —1 的 方法 与 结 
果 可 以 证 明 ,如果 不 定 方 程 

十 十 2 十 w= 二 (1) 
有 一 组 解 (xX,y,z,w) 二 (a,b,c,qd) ,使 得 (a 十 6) (c+ 
d)>0 不 是 平方 数 ,并 且 a 关 b R cd, MAB DA 
无 穷 多 组 整数 解 . 关于 方程 (1), 有 个 猜想 是 :对 于 每 
一 个 整数 ”方程 (1) 都 有 整数 解 .已 经 证 明 对 于 任 
何 >” 关 士 4Cmod9) 的 整数 此 猜想 都 成 立 . 迄今 只 证 
明了 在 n«1000 时 ,此 猜想 成 立 . 

AE 73 Ex’? + 7 — 2" (indeterminate equation 2° 

+7=2") 一 类 著名 的 不 定 方程 . 指 形 如 
TX: 十 7 二 2" (1) 

的 不 定 方程 ,其 中 整数 223.1913 年 , 拉 马 努 金 (Ra- 
manujan,S. A. ) 就 发 现 方程 (1) 的 5 组 正 整 数 解 是 

(aon) = (13) 0350405450 CTT472 CL8Ls 15). 
他 问 , 还 有 没有 其 他 正 整 数 解 ? 30 多 年 以 后 ,内 格 尔 
(Nagell, T. ) 第 一 个 证 明了 方程 届 ) 只 有 以 上 5 组 正 
整数 解 . 20 世纪 50 年 代 以 来 ,此 方程 在 组 合 数学 中 
得 到 了 重要 的 应 用 . 

不 定 方程 x 一 Dy:= 二 1 (indeterminate equation 
Xx 一 Dy 二 1) 一 类 著名 的 二 元 四 次 不 定 方程 . 指 形 
如 
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x — Dy: 二 1] (QD»0,.H3EXZ; EO (D 
的 不 定 方程 .对 于 二 元 四 次 不 定 方程 的 研究 ,有 如 下 
一 些 重 要 结果 : 

1. 对 每 一 个 整数 万 ,方程 (1) 最 多 有 两 组 正 整数 
解 , 这 是 1942 年 永 格 伦 (Ljunggren,W. ) 证 明 的 . 

2.4; D=p 是 一 个 奇 素数 , 则 当 0255,29 时 , 方 
程 (1) 无 正 整数 解 ; 当 p=5 时 ,只 有 一 组 正 整数 解 
(r,2- (3,4); 34 p — 29 时 ,也 只 有 一 组 正 整 数 解 
(r,y)- (99,1820). 

3. gp Jj; E or — Dv = —4 Ff r=y 
=1(mod2) WAH) RT D=5N.MA f Cr, 
y2— G, 4 fll D=29 NMA RR Cry) = (99,1820) 
之 外 , 别 无 其 他 正 整 数 解 . 

4. x’ — Dy! = — 4 Jof i 2’ Dy =4 有 人 解 工 
=y=] (mod 2), WAKE CIO ER T. D=725 时 仅 有 解 
(z,y) 一 (99,364) 外 ,无 其 他 正 整 数 解 ， 

5. x — Dy 一 2 或 一 2 之 一 有 解 , 则 方程 (1) 
除 刀 =6 时 , 仅 有 解 (z,y) 王 (7,20) 外 ,无 其 他 正 整 
数 解 . 

6. @ De3(mod80,H M r’— y =1 的 基本 解 
Zo» yo 满足 2|z 时 ,方程 (1) 无 正 整数 解 . 

7.1% D=7(mod8),H D=pq,~p.¢ 是 两 个 不 同 


p=1(mod 8) ,g=7 (mod 8) | 4 =—] 


或  p-13(mod25),q-3(mod8), | 1| ——] 


时 ,方程 (1) 均 无 正 整 数 解 . 

8. Jt D=pq.p.qg 是 两 个 不 同 的 素数 , 则 在 p 
=17 (mod 24),g=3(mod8) RA p—5(mod24),q 
=23(mod 24) 亦 或 


p=5(mod 24) ,g=3(mod 8) | a EST 


时 ,方程 (1) 均 无 正 整 数 解 . 
9.74% D=2p, p 为 奇 素数 , 则 当 p= 二 3 时 ,方程 
(1) 有 正 整 数 解 (zx,y) 二 (7,20) 外 ,其 他 情况 无 正 整 
数 解 . 
上 述 结果 仍 在 不 断 地 得 到 改进 . 
四 次 不 定 方程 (quartic indeterminate equation) 
一 类 著名 的 不 定 方程 . 关于 四 次 不 定 方程 整数 解 的 
研究 ,是 个 难度 较 大 的 数论 专题 .目前 的 研究 主要 在 
二 元 四 次 和 三 元 四 次 方面 有 一 些 结果 ,其 余 都 还 在 
探索 之 中 . 在 两 百 多 年 以 前 就 已 经 知道 不 定 方 程 
天 一 2y =— 1 (1) 
有 两 组 正 整 数 解 (zx,y) 二 (1,1),(239,13). 但 是 , 直 
到 1942 年 , 永 格 伦 (Ljunggren,W. ) 才 给 出 了 一 个 
很 繁 的 方法 ,证 明了 方程 (1) 除 上 述 两 组 解 外 ,再 没 
有 其 他 正 整数 解 . 17 世纪 , 费 马 (Fermat ,P. de) EBA 
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了 不 定 方程 x* 十 y= 二 zx? 没有 xyz 关 0 的 整数 解 . 利 
用 科恩 (Cohen,J. H. E. ) 关 于 斐 波 那 契 数列 的 两 个 
重要 结果 ,可 以 证 明 下 列 不 定 方程 解 的 情况 为 :y — 
5z* 十 1, 仅 有 两 组 整数 解 人 (z,y) 王 (0, 士 1); 交 一 5 
一 1, 仅 有 四 组 整数 解 (z,y) 王 ( 士 1, 士 2); 光一 5z 十 
4, 仅 有 十 组 整数 解 (z,y) 王 (0, 士 2),( 士 1, 士 3)， 
( 士 12, 士 322); zt 十 4 一 5y2， 仅 有 八 组 整数 解 (z,y) 
一 (十 1, 士 1),( 士 2, 士 2). 更 一 般 的 结果 是 : 设 整数 
D>1,AA¥AAF N=—-1,.9=X+Y VD 是 


QC D rp ff] Ss S (CE XY. 不 是 整数 , 则 不 
定 方程 

dg = Dy SS] (2) 
4% D=5 时 , 仅 有 一 组 正 整 数 解 (x,y)= 二 (1,1); 当 DD 
=13 时, 仅 有 一 组 正 整 数 解 (zx,y) 二 (3,5). MR D 
是 除 5 和 13 以 外 的 奇 素数 时 , 则 不 定 方程 

a*+4= Dy? (39 

无 正 整 数 解 . 当 D=5 BE. 7r 8 GO DUÉS AAI SCRI 
fig 0,32 — 0, (2,2); 34 D—13 时 ,方程 (3) 仅 有 
— RE ER BUR Cr, y2— (6,10). 

莫 德 尔 方程 (Mordell equation) 一 种 著名 的 

二 元 三 次 不 定 方程 . 指 为 整数 的 不 定 方 程 

y! =r Hk. (1) 
$3? H (Fermat, P. de) Æ # £ 3& A CDiophantus, 
(A. MBAR) BA] WE "PEL B WEM — ARW 
而 精巧 的 方法 ,证 明了 方程 y =2°— 2 仅 有 一 组 正 
BE BN A Cry) = (3,5). 但 他 的 证 明 未 找到 ,引起 了 
许多 数学 工作 者 去 探索 方程 (1) 的 解法 . 从 欧 拉 
(Euler, L. ) # yr 4% AY AG ZR (Haar, A. ), A Bm 
(Mordell, L. J. ), 5%, (Baker, A. ) 都 曾 研究 过 它 . 
人 们 的 探索 丰富 和 发 展 了 数论 的 内 容 , 并 得 到 一 些 
有 普遍 意义 的 方法 . 如 初等 数论 方法 、 代 数 数论 方 
i. 他 们 利用 同 余 式 和 二 次 剩余 理论 对 不 定 方 程 (1) 
首先 得 到 下 面 结果 : 

1. 4 a,b 为 整数 , 且 a< 没 有 4 十 3 形状 的 素 因 
子 时 ,不 定 方程 y Sr tabl) —4a* 没有 整数 
ft. 由 此 可 知 , 方 程 y= 二 x 一 5,y 二 7X 一 17,y SIr 
十 11 均 无 整数 解 . 

2. 当 a,b 为 整数 , 且 24 十 1 没有 4t 3 形状 的 
素 因 子 时 ,不 定 方程 y= 二 x 十 (46 十 2)* 一 (2a 十 1》 
无 整数 解 . 

3. 当 a=2,4(mod 8) ,b=1(mod 2), H b RE 8t 
+3 形状 的 素 因 子 时 ,方程 y — 2° 20 —a? 无 整数 
解 . 

4. 34 a=4(mod 8) ,b=1(mod 2), H b FEF ON 8t 
+5 和 8t+7 的 素 因 子 时 ,方程 y! Sra Ha 无 
整数 解 . HIERHER, ME a= — 1 (mod 4) ,b=0(mod 2), 
k 无 平方 因子 (2,6) =1,k =3 (mod4), k 


=2(mod 3), bÆ0 (mod 3), XJ & —- 3 BR p. Bik 
德 符号 


WY. pt (ca,p), 这 时 方程 y^ — x! + hb’ — ka? 无 整数 
fi. 直到 1875 年 fil (Pepin, T. ) 完 整地 证 明了 方 
程 y= 二 zx; 一 2 仅 有 人 解 (x,y) 二 (3, 十 5). 1912 4E, E 
德尔 由 于 给 出 方程 (1) 的 一 系列 新 结果 ,来 获 关 国 剑 
桥 大 学 颁发 的 史密斯 奖 ;1918 年 ,他 又 证 明了 方程 
(1) 仅 有 有 限 组 整数 解 . 1930 年 ,内 格 尔 (Nagell， 
T. ) 证 明了 方程 y= 二 x’ 十 17 的 8 组 正 整 数 解 分 别 是 
(riy = CH 258) C= ld (2 5 (1,905408, 2325 
(43,282), (52,375) (5 234,378 661) 31968 年 ,贝克 
证 明了 方程 (1) 的 整数 解 满足 
max (|x|, I» |)<exp(10|z]!). 
卡 塔 朗 猜想 (Catalan conjecture) 一 个 关于 二 
元 不 定 方 程 的 著名 猜想 . 设 a BIER m 是 大 于 1 
的 整数 ,a” PROS TE Se AY SERE. EIB Catalan, E. 
C. ) 在 1842 年 提出 猜想 :除开 8— 25,9 — 3* 外 ,没有 
两 个 连续 数 都 是 正 整 数 的 乘 害 . 故 称 此 为 卡 塔 明 猜 
AB. 此 猜想 可 叙述 为 :不 定 方 程 
r?— y =] (p,g 是 素数 ) (1) 
除 x= 二 3,p 二 2,y 二 2,g 二 3 外 ,没有 其 他 的 正 整 数 
解 . 在 19 世纪 就 已 证 明了 g=2 时 ,猜想 是 成 立 的 . 
比较 困难 的 是 p= 2 的 情形 . 1962 年 , 柯 召 给 出 了 不 
定 方程 x^ —1— y! (gq 之 3, 且 为 素数 ) 无 正 整 数 解 的 初 
等 而 简洁 的 证 明 . 其 证 明 方 法 巧妙 运用 雅 可 比 符号 
的 性 质 很 富 启 发 性 . 1977 年 , 特 亚 尼 安 (Terjanian， 
G. ) 用 类 似 柯 召 的 方法 证 明了 下 述 定 理 : 设 p DN 
RO. ABR x,y,z 使 得 ce? y? He? Mi, DU 
2p\xM y. 1983 4E, F Jl A CRotkiewicz) FA ti] 
召 的 方法 ,通过 计算 雅 可 比 符 号 


P. 
2 
来 处 理 更 多 的 不 定 方程 . 这 里 P 是 莱 默 数 
M 
PG.) = g* — 3 
prm B? (2\n), 


Et a p 是 方程 x2: 一 VLz 十 MM 二 0 的 两 根 ,L,M 是 
整数 ,满足 LO, L—4M>0,(L,M)=1. 

H BRR (Lehmer number) 见 “ 卡 塔 朗 猜想 ” 

三 个 连续 数 的 问题 (problem of three continu- 
ous numbers) 
个 连续 数 中 ,总 有 一 个 形 如 4e +2 不 能 表 成 任何 正 
整数 的 方 寡 的 数 . 是 否 有 三 个 连续 数 都 是 正 整 数 乘 
寡 的 问题 也 称 为 弱 型 卡 塔 衣 猜想 . 因为 ,如 果 卡 塔 明 
猜想 成 立 ,立即 可 以 推出 不 存在 三 个 连续 数 都 是 正 


数论 的 一 个 着 名 问题 . 指 在 任何 四 C 


SEC ed. ART us MIR ME BIS 8.20 世纪 60 年 代 
初 才 被 柯 召 和 卡 塞 尔 斯 (Cassels ,J. W. S. ) 分 别 独 
立地 解决 .回答 是 否定 的 , 即 三 个 正 整数 的 乘 寡 不 可 
能 成 为 连续 数 . 证 明 依赖 于 不 定 方程 +1 = y! 
是 素数 ,p 是 奇 素 数 ) 有 正 整数 解 的 充分 必要 条 件 是 
rc-1p"y.Gt--10D/Gc-1)—pyl.y-—pyy: 
GiOy0-bplyyisy—-l1-—97 zt Cy —1)/(y—1) 
—ozxbopeguus (aus —ligtd Rss 
T29 1*5 2 都 是 正 整 数 . 1962 年 , 柯 召 解决 了 卡 塔 朗 
猜想 中 p—2 的 情形 . 1975 年 , 爱 尔 特 希 (Erd6s ,P. ) 
All $€ OK FE E dr (Selfridge, J. L. ) 进 一 步 证 明了 不 定 
H arlet) lertn l) = y G2 4 n> 1 时 无 
非 零 整 数 解 . 
gg Æ -F 3E BAB 48 (Catalan conjecture of weak 
见 “ 三 个 连续 数 的 问题 ”. 

T IR% BE SE (method of infinite descent) 亦 
称 费 马 递 降 法 ,这 是 费 马 (Fermat,P. de) 创 立 的 专 
门 证 明 与 正 整 数 有 关 的 命题 的 方法 ,此 法 常用 于 确 
立 否 定 的 结论 . 这 种 证 明 方 法 的 逻辑 步 又 如 下 :如 果 
要 否定 某 个 与 正 整数 有 关 的 命题 P Q0 BA: 
小 先 假定 命题 P(x) 对 若干 特定 的 正 整 数 集合 
n HE ERE n 中 必 有 较 小 的 正 整数 n <n 存在. 

2. 从 假定 Pl) 为 真 出 发 ,由 n'<n 推 证 出 
Plm ) 为 真 ;在 集合 n' 中 ,又 必 有 和 较 小 的 正 整 数 n< 
n' 存 在 ,使 由 Pm) 为 真 青 推出 Po AR. 于 是 可 
以 无 限 地 推 下 去 ,这 和 正 整数 不 能 无 限 减 小 相 矛 盾 . 
所 以 ,开始 时 对 Pl(n) 为 真 的 假设 是 错误 的 . 

由 于 费 马 生前 很 少 发 表 文 章 , 他 的 许多 数学 论 
断 都 是 从 一 些 片 断 中 得 到 的 ,甚至 有 些 是 在 他 逝世 
后 别人 从 他 在 丢 番 图 (Diophantus 站 算术 》 书 的 页 边 
评注 中 整理 出 来 的 . 费 马 递 降 法 的 面世 就 更 晚 了 , 它 
是 费 马 逝世 两 百 多 年 后 的 1879 年 ,在 荷兰 的 莱 顿 图 
书馆 的 惠 更 斯 (Huygens,C. ) 数 学 手稿 的 一 篇 论文 
中 详 述 了 费 马 的 无 限 递 降 法 . 此 后 ,这 种 证 明 方法 才 
引起 数学 家 们 的 重视 和 应 用 . 

费 马 递 降 法 (method of Fermat descent) Ep 
“无 限 递 降 法 ”. 

费 马 猜想 (Fermat conjecture) ” 亦 称 费 马 大 定 
理 ,又 称 费 马 最 后 定理 . 数论 中 的 一 个 著名 定理 . 用 
不 定 方 程 来 表述 的 费 马 猜想 是 ; 当 整 数 n 二 2 时 ,不 
定 方 程 


type) 


这 => 2 (1) 
没有 xyz 关 0 的 整数 解 . 这 个 猜想 是 1637 年 费 马 
(Fermat,P. de) 提 出 来 的 ,1995 年 才 获 得 证 明 . 过 
去 , 称 其 为 费 马 猜想 更 为 适合 .在 费 马 病逝 后 , 留 下 
一 大 堆 遗 稿 和 手札 ,法国 出 版 界 委 托 他 的 儿子 萨 称 
埃 尔 。 费 马 (Fermat,C.S. ) 整 理 , 以 供出 版 .他 儿子 
TE 1670 年 突然 发 现 ,在 那 本 梅 齐 利 亚 克 (Meziriac， 
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C. G. B. de) 1621 MAH & FA CDiophantus) (4: 
术 ;拉丁 文 译 本 第 2 卷 第 8 命题 “把 一 个 平方 数 分 为 
两 个 平方 数 ” 旁 ,他 父亲 于 1637 年 用 拉丁 文 写 的 一 
罕 分 为 两 个 四 次 符 , 或 一 般 地 ,把 一 个 高 于 二 次 的 突 
分 为 两 个 同 次 宕 ,这 是 不 可 能 的 . 关于 这 一 点 我 已 发 
现 一 种 巧妙 的 证 明 , 但 是 ,这 书 的 页 边 太 窄 了 , 写 不 
下 .不 容 我 把 证 明 写 出 来 ” 费 马 这 段 批注 引起 数学 
界 的 关注 ,他 的 儿子 遍 查 全 部 遗物 ,未 找到 费 马 的 巧 
妙 的 证 明 . 许多 优秀 数学 家 为 证 明 这 个 猜想 ,付出 过 
巨大 的 精力 ,都 未 能 成 功 . 1850 年 和 1853 年 ,法 国 
布鲁塞尔 和 巴黎 科学 院 曾 先后 两 次 悬赏 两 千金 法 
好 ,征求 对 此 猜想 的 证 明 , 仍 无 结果 . 1908 年 , 沃 尔 
夫 斯 克 尔 (Wolfskehl,F.P. ) 在 哥 廷 根 皇 家 科学 会 
EHE 10 万 马克 ,限期 100 年 ,向 全 世界 征求 对 费 
马 大 定理 的 彻底 证 明 . 经 过 数学 家 们 不 断 努 力 , 证 明 
逐步 得 到 推进 ,经 过 358 年 的 努力 ,终于 证 明了 这 个 
著名 的 猜想 . 

证 明 不 定 方程 (1) 没 有 非 平凡 解 , 只 需 证 明 方 程 
Xx 十 y= 二 zx“,(X,y) 二 1 和 方程 r Hy =z, (zy) 一 
(r,2)— Cy) — 1 Ce 为 奇 素数 ) 均 无 非 平 几 解 . 此 问 


题 的 研究 还 可 以 追溯 到 公元 10 世纪 ,阿尔 。 霍 安 第 


(al-Khojandi,A. M. ) 就 证 明 过 不 定 方程 x 十 y — m) 
无 zyz 关 0 的 整数 解 . 但 是 ,此 问题 真正 引起 人 们 重 
视 还 是 在 费 马 的 页 边 评 注 以 后 的 事 . 1637 一 1665 年 
间 , 费 马 给 出 过 p=3 时 的 证 明 , 但 是 证 明 欠 完整 . 
1770 年 , 欧 拉 (Euler,L. ) 证 明了 p= 二 3,n 二 4 时 , 猜 
想 是 成 立 的 . 1823 Æ, hikt (Legendre, A. -M. ) 证 
明了 p=5 时 ,猜想 是 成 立 的 . 1839 年 , 拉 梅 (Lame， 
G. ) 证 明了 p= 二 7 时 ,猜想 是 成 立 的 . 以 上 记载 说 明 ， 
费 马 猜想 证 明 的 进程 是 相当 缓慢 的 . 以 后 ,数学 家 们 
把 猜想 中 的 plxyz 称 为 费 马 猜想 的 第 一 种 情形 , 而 
对 playz 称 为 费 马 猜想 的 第 二 种 情形 . 用 初等 方法 
可 以 证 明 25 43-1.45 3-1, 85 3- 1,105 4-1, 14p 4-1. 
16p 十 1 之 一 为 素数 时 , 费 马 猜想 第 一 情形 成 立 , 由 
此 可 推出 0100 时 ,猜想 的 第 一 种 情形 成 立 . 1847 
4E, JE BROOK (Kummer, E. E. 2 RY T H/R E (Ger- 
main,S. JC F x,y,z 5 n HR m. ib T ug 
方法 .他 设 9—e77^,h 是 分 圆 域 Q COD HBR, Y pl 
h 时 ,p 称 为 正规 素数 .证 明了 当 p Æ ERRA, 
费 马 猜想 是 成 立 的 .小 于 100 的 奇 素数 中 ,除开 p= 
37,59,67 以 外 ,都 是 正规 素数 . 以 后 他 又 继续 对 分 
圆 域 进 行 研 究 , 从 而 证 明了 p= 37,59,67 时 ,猜想 
也 是 成 立 的 . 他 所 创立 的 理想 数论 ,丰富 和 发 展 了 代 
数 数论 . 1944 4E, SEK Jp E A (Selfridge, J. L.) JE 
Hf (Nicol, C. A. 2, 738 2E ZR (Vandiver, H. S. ) WE 
明了 2« «4002 时 , 费 马 猜想 是 成 立 的 . 他 们 是 在 
库 默 尔 理论 的 基础 上 得 到 的 进一步 成 果 . 1976 年 ， 
406 


瓦 格 斯 塔 夫 (Wagstaff,S.S. ) 借 助 于 大 型 电子 计算 
机 证 明了 2<p<125000 情形 下 , 费 马 猜想 是 成 立 
的 . 1977 年 , 特 亚 尼 安 (Terjanian,G. ) 用 柯 召 解决 
不 定 方程 xe? -—1 =»? 的 思想 ,证 明了 r” Hy” = 2”? 
若 费 马 猜 想 成 立 , 则 2p |x E 2p| y. 1983 年, 西 德 29 
岁 的 法 尔 廷 斯 (Faltings,G. ) 证 明了 莫 德 尔 猜 想 ( 参 
见 第 二 卷 《 代 数 几 何 ) 中 的 “ 莫 德 尔 猜想 ”), 从 而 推出 
方程 Hy 二 z”, 对 于 给 定 的 n(n 这 3), 仅 有 有 限 组 
JEF ILAE. 这 个 证 明 使 他 荣获 1986 年 国际 数学 家 大 
A BEAR X. 

在 法 尔 廷 斯 工作 的 基础 上 ,1993 年 6 月 23 日 ， 
在 普林斯顿 大 学 工作 的 英 藉 40 岁 的 怀 尔 斯 (Wiles， 
A. ) 在 剑桥 大 学 牛顿 数学 研究 所 宣称 他 证 明了 费 马 
猜想 . 怀 尔 斯 是 在 解决 了 一 个 近 几 十 年 来 新 的 思想 
链 最 后 一 环 后 得 到 成 功 的 . 该 思想 链 起 于 1954 年 日 
本 数学 家 山谷 提出 的 韦 伊 -山谷 猜想 ;有 理 数 域 上 任 
Ip EL ih £e PE TT JE AN EL BE RU Ls. 1983 年 ,由 
于 法 尔 廷 斯 的 前 述 工作 使 大 家 把 注意 力 集中 到 了 代 
数 几 何 领 域 ,从 而 更 加 重视 韦 伊 -山谷 猜想 了 . XE 
着 ,德国 萨 尔 大 学 的 费 雷 (Free) 指 出 韦 伊 -山谷 猜想 
与 费 马 猜想 间 有 着 奇妙 而 简单 的 联系 . 1987 年 , 美 
国 加 州 大 学 贝克 莱 分 校 的 里 贝 特 (Liebet , K. ?证 明 
了 费 马 大 定理 是 韦 伊 -山谷 猜测 的 一 个 推论 . 最 后 怀 
尔 斯 由 于 证 明了 韦 伊 -山谷 猜想 的 一 种 形式 成 立 而 
获得 成 功 . 他 最 初 的 证 明 曾 有 漏洞 ,经 修正 于 1995 
年 5 月 得 到 完善 的 证 明 . 怀 尔 斯 因 这 一 重大 的 成 就 
荣获 了 当年 度 的 沃 尔 夫 奖 . 三 个 半 世 纪 以 来 ,人 们 为 
这 一 猜想 的 证 明 所 作出 的 努力 , 仅 副 产 物 也 是 十 分 
可 观 的 . 比如 理想 数论 这 一 数学 分 支 的 创立 ,代数 数 
论 的 更 至 完善 等 即 是 辉煌 的 例证 . 

费 马 大 定理 (Fermat large theorem ) 
猜想 ” | 

IESU H (standard prime number) MWM“ E 
猜想 ” 

谢 尔 品 斯 基 猜 想 (Sierpinski conjecture) ”关于 
单位 分 数 的 著名 猜想 . KE PEGE DJ mn 为 
TERR m<n, H n RAM AEE 


e im (1) 
X 


y z n 
一 定 有 正 整 数 解 . 古 埃及 的 兰 德 纸 草书 上 就 记载 了 
用 单位 分 数 1/n 表示 真 分 数 的 方法 . 后 来 知道 任何 
真 分 数 2/n,3/n 都 能 表 为 两 个 或 三 个 相 异 的 单位 分 
数 的 和 : 


BD" 3H 


1 1 

2 um an 
n 1 

m+] 


(n=2m) , 


E (n=2m+1); 


1 
(m+1)(2m-+1) 


d p (nes Day, 
3. 2m m 
n 1 1 1 


med | mE] | Un LED (n—2m-4- 1). 

1950 年 , 爱 尔 特 希 (Erd6s ,P. ) 猜 想 4/n(n>4) 
能 表示 成 三 个 相 异 的 单位 分 数 的 和 . 谢 尔 品 斯 基 
(Sierpinski, W. )38 4H 5/n(n>5 th BE oJ, — B 
位 分 数 的 和 . 谢 尔 品 斯 基 还 进一步 猜想 :在 ” 较 大 
时 , 真 分 数 m/n 都 能 表示 成 三 个 单位 分 数 ( 不 一 定 
相 异 ) 的 和 ,此 即 不 定 方程 (1 ) 有 正 整 数 解 . 这 里 要 限 
XE n 较 大 ,是 因为 n 较 小 时 发 现 有 猜想 不 成 立 的 例 
F. 比如 已 证 明 8/11 至 少 需 要 4 个 单位 分 数 的 和 才 
能 表示 它 . 至 今 还 未 能 证 明 上 述 猜想 是 否 成 立 . 

无 加 减 号 的 不 定 方程 (indeterminate equation 
without plus and minus signs) 一 类 特殊 的 不 定 方 
fü. 当 整 数 cS loy>l.e2>1 时 , 形 如 


qu ae et (1) 
的 三 元 不 定 方程 和 形 如 
x y'z-—ww" (2) 


H3 V 7n ^ xE 7r f FY BRA Zo HL URL B] A XE 23 ER. 爱 尔 
特 希 (Erd6s , P. ) 曾 猜想 方程 (1) 无 整数 解 . 1940 年 ， 
BIG uEB] f YECr.y)-—1 时 ,这 一 猜想 是 成 立 的 . 同 
HAHAE. y) >l 时 含有 一 个 参数 nO NIE SEO 
的 偶数 解 


2 EEE Cn 1 2(2 一 1) 
px , 
PR 9(2"—1)42 
y=2 (271) , (3) 
ge 35 CU CRSHDIERI (on — 22" 一 D+1 


方程 (1) 是 否 存 在 一 组 奇数 解 ? 至 今 仍 未 解决 . 1958 
年 , 施 英 策 尔 (Schinzel) 证 明了 方程 (1 ) 若 有 整数 解 ， 
M z 的 每 个 素 因子 能 整除 y, 或 y 的 每 个 素 因 子 能 
整除 zx, 这 个 结果 比 (zx,y)= 二 1 时 无 整数 解 要 强 . 
1980 年 , 爱 尔 特 希 又 提出 ,很 可 能 柯 召 给 出 的 关于 
方程 (1) 的 含有 一 个 参数 的 解 (3), 就 是 方程 (1) 的 全 
部 整数 解 , 这 个 猜想 既 未 否定 亦 示 被 证 明 . 安德森 
(Anderson,C. ) 提 出 四 元 不 定 方程 (2) 无 整数 解 的 
猜想 , 柯 召 和 孙 琦 于 1964 年 给 出 了 方程 62) 的 无 穷 
多 组 非 平 凡 解 而 否定 了 这 个 猜想 . 

不 定 方 程 整数 解 的 上 界 (upper bound of the 
integer solution of indeterminate equations) 不 定 
方程 的 研究 中 的 一 个 重要 问题 . 该 问题 可 表述 为 : 设 
7 之 3, 整 系数 多 项 式 f(z) =a" tanz dee 
十 az 十 ao(Ca 天 0) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 则 不 定 方 程 

H(x,y)— a,x" + ap zx" ty + oo 
+ ary" + agy” (1) 
xz 
仅 有 有 限 多 组 整数 解 zx,y, 其 中 < 是 给 定 的 任意 非 
零 整数 . 此 定理 是 1909 FRR (Thue, A. ?证 明 的 ， 


a NN 


被 称 为 图 埃 定 理 . 这 并 不 能 得 出 求解 形 如 (1) 的 不 定 
方程 的 方法 . 1966 年 ,贝克 (Baker,A. 238 FH ER KI 
逼近 给 出 了 方程 (1) 解 的 一 个 可 计算 的 上 界 . 对 于 方 
程 (1) 不 妨 设 c 六 0, 则 其 解 满足 


2 
(nH) 09 十 (lnc)22 十 2 
$ 


max(|zx|,|y|)=e 
RPA E f(z) 的 系数 的 最 大 绝对 值 . 这 个 上 界 还 
可 改进 为 max(|zx|,1y| Lact, FEP a,b 是 仅 依赖 
于 H(z,y) 的 可 计算 常数 . 1968 年 ,贝克 又 给 出 了 
WENTE y — ax +h lk 为 整数 ) 的 整数 解 满足 

max(|z|,|y|) exp ao | 
贝克 还 定 出 了 男 外 许多 类 不 定 方 程 的 上 界 . 他 的 这 
个 贡献 被 称 为 解 不 定 方 程 的 有 效 方法 . 知道 了 一 个 
不 定 方程 解 的 绝对 值 的 上 界 , 从 理论 上 就 明确 了 此 
方程 有 能 通过 有 限 步 的 计算 求 出 其 全 部 解 的 可 能 ， 
即使 找 不 到 求解 的 方法 ,至 少 也 能 将 界 内 的 整数 逐 
个 代入 该 方程 验算 ,从 而 求 出 其 方程 的 全 部 整数 解 . 
EB OR FRU RJ XE BOK SBR B V 897 1A. 
能 圆满 地 判定 该 方程 整数 解 的 个 数 有 限 ,但 无 法 得 
出 解 的 绝对 值 的 上 界 . 因此 ,即使 知道 某 不 定 方程 最 
多 只 有 一 组 整数 解 ,也 还 无 法 通过 有 限 步 的 计算 求 
出 这 组 解 . 

能 否 判定 一 个 不 定 方程 是 否 有 解 的 问题 ,是 
1900 年 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 提 出 的 23 个 数学 问 
题 的 第 10 个 ,其 内 容 是 :f(zi,xs,… ,Xx,) 是 任 给 的 
整 系数 多 项 式 , 给 出 一 个 只 有 有 限 步 运算 的 方法 来 
判定 不 定 方程 f Onion —0 是否 有 整数 解 . 
1970 4E , B ZR Fg S HE y CMapkyurenuu, A. 1. ) 利 用 初 
等 数论 与 数理 逻辑 的 方法 ,得 到 了 否定 的 回答 , 即 这 
样 的 方法 是 不 存在 的 .但 是 ,对 于 茶 些 特殊 类 型 的 不 
定 方程 ,由 于 定 出 了 方程 整数 解 的 上 界 , 也 就 存在 一 
个 只 有 有 限 步 运算 的 方法 ,来 确定 该 方程 是 否 有 整 
数 解 . 贝克 的 这 一 工作 获得 1970 年 的 国际 数学 家 大 
会 的 菲 尔 兹 奖 . 

图 埃 定 理 (Thue theorem) 
解 的 上 界 ”. 


见 “ 不 定 方程 整数 


E fe ERR 刘 培 杰 ARA FAR 张 文 忠 
Km RAR 高 隆昌 UN 
FH E 元 孙 琦 潘 承 洞 


407 


高 等 


高 等 代数 (higher algebra) 代数 学 的 一 门 基 
础 课程 ,包括 多 项 式 论 和 线性 代数 两 部 分 内 容 , 主要 
介绍 它们 的 基础 知识 和 基本 理论 ,以 及 研究 它们 的 
基本 方法 . 多 项 式 论 以 数 域 上 一 元 多 项 式 的 因 式 分 
解 理论 为 中 心 内 容 , 并 讨论 复数 域 . 实 数 域 和 有 理 数 
域 上 的 一 元 多 项 式 以 及 多 元 多 项 式 中 的 对 称 多 项 
式 . 线性 代数 部 分 主要 介绍 行列 式 、 和 矩阵 、 线 性 方程 
组 .二 次 型 .线性 空间 .线性 变换 和 网 几 里 得 空间 . 

多 项 式 论 是 代数 学 的 一 个 古老 分 支 . EPR, 
《 九 章 算术 3》( 成 书 不 迟 于 公元 1 世纪 ) 中 一 次 方程 组 
的 解法 和 现在 中 学 数学 中 讲授 的 方法 基本 相同 .《 益 
d E B CEIS.12590 8 28 JUPE I 3E TE "B MAREN 
方法 表示 一 个 方程 或 多 项 式 , 在 此 方法 的 基础 上 ， 
宋 、 元 数学 家 建立 了 多 项 式 运 算 ,并 且 用 这 种 方法 列 
出 方程 . 朱 世 杰 在 《四 元 玉 鉴 》(1303) 中 记述 了 四 次 
方程 的 解法 .在 古代 开平 方 . 开 立方 的 基础 上 发 展 起 
来 的 高 次 方程 的 数值 解法 是 对 当时 数学 的 卓越 贡 
献 .《 数 书 九 章 》( 秦 九 韶 ,1247) 中 求解 高 次 代数 方程 
的 一 种 数字 解法 ,其 演算 步骤 和 和 鲁 菲 尼 - 霍 纳 方 法 完 
全 相同 . 

在 欧洲 , 古 希 腊 最 杰出 的 数学 成 就 是 几何 学 , 欧 
几 里 得 (Euclid) 的 《原本 》 集 其 大 成 ,但 它 也 包含 有 
算术 .数论 和 代数 的 内 容 , 只 是 在 代数 方面 还 处 在 文 
E AUR T BE. 公元 500 年 ,由 语法 学 家 梅 特 多 和 鲁 斯 
(Metrodorus WE 46 个 问题 而 成 《选集 》, 许 多 内 容 
起 源 较 早 ,其 中 ,半数 问题 导出 一 元 线性 方程 ,有 十 
几 个 问题 导出 易 解 的 二 元 联 立方 程 ,一 个 问题 导出 
三 元 三 次 方程 , 另 一 个 问题 导出 四 元 四 次 方程 . 最 早 
致力 于 代数 问题 研究 的 是 公元 3 世纪 的 丢 番 图 
(Diophantus) ,他 的 《算术 》 的 尚 存 部 分 主要 是 一 次 
和 二 次 方程 问题 的 解法 ,还 解 出 一 个 特殊 的 三 次 方 
fi. 他 还 触及 到 一 元 、 二 元 、 三 元 的 二 次 甚至 高 次 的 
不 定 方程 . 

18 HRE 19 世纪 初 , 代 数 方程 的 解法 问题 
被 认为 是 代数 学 研究 的 中 心 . 这 个 问题 的 发 生 是 因 
为 一 元 n 次 代数 方程 o aa tee («Pudor da 
二 0 的 解法 对 于 数学 的 重要 性 及 其 应 用 的 广泛 性 , 另 
一 方面 还 由 于 大 多 数 与 其 相 联系 的 理论 证 明 的 次 刻 


性 与 困难 性 . 任何 二 次 方程 2+ prt+q=0 都 可 以 


借助 于 公式 


2 
mE ON NP 


2 4 
而 求解 . 16 世纪 ,意大利 代数 学 家 求 得 了 三 次 和 四 
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次 方程 的 相应 求解 公式 . 对 于 更 高 次 的 代数 方程 , 求 
解 问题 遇 到 了 不 可 克服 的 困难 . 当时 的 数学 家 ,如 塔 
WANE Tartaglia, N. ). 卡尔 达 诺 (Cardano ,G. )、 
ety E (Ferrari, L. 2. & -F JL (Descartes, R. 2. ZF ji 
(Newton, I. ), Jl 4H (Bézout, E. 2. fiz # BH H (La- 
grange, J.-L.2, Kk fiz (Euler, L.), 35 BH Bl Jf 
(d'Alembert,J. L. R. ), 32 ASE CTschirnhaus, E. 
W.O.m Er (Gauss, C. F. 2, fy Dl ZR CAbel , N. H. >). fil 
Z PR, Galois, E. 2), £ EB WK ME CJIo6auenexuit, H. 
V1. ) für Eg dii (Sturm, C. -F. ) 等 创造 了 与 这 个 问题 
有 关 的 大 量 的 复杂 理论 . 高 等 代数 中 只 是 介绍 其 中 
最 简单 和 最 基本 的 一 部 分 . 

线性 代数 是 代数 学 的 重要 分 支 之 一 .线性 函数 
是 线性 代数 的 研究 对 象 . 历史 上 线性 代数 的 第 一 个 
问题 是 求解 线性 方程 组 . 从 线性 代数 的 研究 对 象 必 
然 会 导致 对 矩阵 的 研究 .矩阵 论 是 线性 代数 中 重要 
而 且 不 可 缺少 的 部 分 , 它 在 提出 与 解决 线性 代数 的 
问题 中 起 着 工具 性 的 作用 .几何 学 ,特别 是 解析 几何 
学 的 研究 需要 发 展 线性 代数 . 采用 向 量 的 概念 ,将 通 
常 的 几何 空间 推广 到 维 向 量 空间 ,使 解析 几何 和 
线性 方程 组 的 理论 显得 特别 的 简单 和 清楚 . 为 进 一 
步 地 推广 维 向 量 空间 而 引进 一 般 的 线性 空间 的 概 
念 是 自然 的 和 有 益 的 . 这 种 广义 空间 的 元 素 可 以 是 
任意 的 数学 对 象 或 物理 对 象 . 高 等 代数 中 线性 代数 
部 分 介绍 的 内 容 及 其 进一步 的 理论 ,就 其 应 用 的 重 
要 性 和 广泛 性 来 说 ,是 第 一 位 的 . 很 难 指出 在 数学 、 
理论 力学 或 理论 物理 等 学 科 以 及 科学 技术 中 ,有 不 
用 到 线性 代数 的 结果 和 方法 的 . 例如 ,线性 代数 对 于 
泛 聘 分 析 的 发 展 就 起 着 决定 性 的 影响 . 

高 等 代数 就 其 内 容 来 说 不 同 于 几何 和 数学 分 
析 . 几何 和 数学 分 析 是 在 实数 范围 内 讨论 问题 的 , 而 
高 等 代数 基本 上 是 在 任意 数 域 上 讨论 其 各 种 问题 
的 . 高 等 代数 不 同 于 几何 和 数学 分 析 的 另 一 个 特 所 
是 方法 的 不 同 . 代数 方法 , 即 对 不 同 对 象 的 代数 运算 
及 其 性 质 的 讨论 和 研究 的 方法 ,是 高 等 代数 最 重要 
的 主题 . 例如 ,多 项 式 、 和 矩阵 、 线 性 变换 等 的 加 法 与 乘 
法 及 其 性 质 的 研究 和 讨论 几乎 贯穿 高 等 代数 的 始 
末 , 是 高 等 代数 研究 的 中 心 问题 . 高 等 代数 还 有 一 个 
重要 的 思想 方法 , 即 利用 等 价 分 类 并 从 每 个 等 价 类 
中 寻求 适当 的 代表 元 的 方法 . n) n. EE BST LAB BE 
按 相 似 或 合同 分 类 、 解 线性 方程 组 . 求 二 次 型 的 各 种 
标准 形 .线性 空间 的 同 构 以 及 和 矩阵 和 和 抢 阵 在 各 种 
不 同 分 类 中 求 标准 形 的 问题 等 ,都 属于 这 种 情况 . 当 


然 , 从 根本 上 说 ,这 种 思想 方法 不 仅 在 代数 而 且 在 其 
他 的 数学 学 科 , 蕉 至 在 任何 科学 领域 中 都 要 频频 涉 
及 ,然而 在 高 等 代数 中 ,这 种 思想 方法 的 特点 尤为 明 
显 和 突出 ,并 几乎 贯穿 于 高 等 代数 的 所 有 内 容 之 中 . 

数 环 (number ring) 一 种 特殊 的 数 集 . 设 己 是 
复数 集 的 非 空子 集 . WR P 中 任意 两 个 数 的 和 、 差 、 
积 仍 属于 己 , 则 称 P 是 一 个 数 环 . 例如 ,偶数 集 与 整 
数 集 都 是 数 环 , 分 别称 为 偶数 环 与 整数 环 ; 只 有 数 
“ 零 ” 作 成 的 数 集 (0} 也 是 数 环 . 相对 于 代数 中 一 般 的 
环 , 数 环 只 是 一 种 特殊 的 环 . 

偶数 环 (ring of even numbers) MAUI”. 

整数 环 (ring of integers)” 见 “ 数 环 ”. 

K number field) 一 种 特殊 的 数 集 , 是 高 等 
代数 中 讨论 问题 的 范围 和 基础 . 设 P 是 复数 集 的 一 
个 含有 非 零 数 的 子 集 . WR P 中 任意 两 个 数 的 和 、 
差 . 积 、 商 (除数 不 为 零 ) 仍 属于 PP, 则 称 P 是 一 个 数 
域 . 例如 ,全 体 有 理 数 、 全 体 实 数 以 及 全 体 复 数 都 构 
成 数 域 , 分 别称 为 有 理 数 域 . 实 数 域 和 复数 域 ; 又 如 ， 


{a+b V p lab 为 任意 有 理 数 ,p 为 一 确定 的 素数 ) 
也 构成 一 个 数 域 . 数 域 有 无 穷 多 个 . 数 域 一 定 是 数 
环 ,但 数 环 不 一 定 是 数 域 . 如 整数 环 不 是 数 域 . 相对 
于 代数 中 一 般 的 域 , 数 域 只 是 一 种 特殊 的 域 . 任何 数 
域 都 包含 有 理 数 域 . 因此 ,有 理 数 域 是 最 小 的 数 域 ， 
而 复数 域 是 最 大 的 数 域 . 

有 理 数 域 (field of rational numbers) 
bh”. 

实数 域 (field of real numbers) J “Be BK”. 

复数 域 (field of complex numbers) 见 “ 数 
域 ”. 


见 “ 数 


多 I x 


一 元 多 项 式 (polynomial of one variable) 代 
数学 研究 的 基本 对 象 之 一 . 设 P 是 一 个 数 域 ,zx 是 一 
个 文字 . 形式 表达 式 

m T aa ceperat (1) 
称 为 系数 在 数 域 P 上 z 的 一 元 多 项 式 , 或 称 数 域 P 
上 的 一 元 多 项 式 , 式 中 是 一 个 非 负 整数 ,a, ,a,-1， 
t.a), 是 数 域 P. 中 的 数 . 了 称 为 系数 域 或 基 域 . 
在 多 项 式 (1) 中 T BRA i 次 项 ,a; 称 为 1 次 项 的 系 
数 ,i 二 0,1,…,n;ao 称 为 常数 项 . 常用 f(x),g (zx) 等 
表示 r 的 多 项 式 . 例如 , f(r) =32°+274+1 是 有 理 
数 域 上 的 多 项 式 ;g (x) 二 5 v 2 zs 十 2z? 一 3iz 十 1 是 
复数 域 上 的 多 项 式 , 而 不 是 实数 域 上 的 多 项 式 . 

系数 域 (coefficient domain) 见 “ 一 元 多 项 
m OAs 


基 域 (base field) EI“ ARI”. 


one variable) 


多 项 x 


一 元 多 项 式 的 相等 (equality of polynomials of 
多 项 式 的 重要 概念 之 一 . 它 是 多 项 
式 运 算 的 基础 . AMP 上 一 元 多 项 式 f(x) 与 
sgCz) 的 所 有 同 次 项 的 系数 都 相等 , 则 称 f(z) 与 
g(x) 是 相等 的 , 记 为 f(x) 二 g(x). 由 多 项 式 相 等 的 
定义 , 数 域 P 上 系数 不 全 为 零 的 多 项 式 能 惟一 地 表 
INH anx” ta, x" bteetaarta (a, 天 0) 的 形式 . 

— 7 SIs Hg XH (degree of a polynomial of 
one variable) 多 项 式 的 重要 概念 之 一 . 若 多 项 式 
fq) —a,z" Fa, 1x" 1 十 … 十 az 十 cao, 其 中 ca, 天 0， 
WW anc” 称 为 f(x) 的 首 项 , 非 负 整数 BRAS Co) MK 
数 , 多 项 式 f(x) 的 次 数 记 为 degf(z) 或 者 2C(f (zx)). 
首 项 系数 为 1 的 多 项 式 称 为 首 一 多 项 式 , 亦 称 简 型 
多 项 式 .系数 全 为 零 的 多 项 式 称 为 零 多 项 式 , 记 为 
0, 堆 多 项 式 没有 次 数 . 


首 一 多 项 式 (monic polynomial)” 见 “一 元 多 项 
式 的 次 数 ”. 

简 型 多 项 式 (simple type polynomials)” 见 “一 
元 多 项 式 的 次 数 ”. 


一 元 多 项 式 的 加 法 (addition of polynomials in 
多 项 式 的 基本 运算 之 一 . 设 
FQ Ga apr pee ee a 
ptr) =O” Fogaa eb uns be 

是 数 域 P 上 的 两 个 多 项 式 , 并 且 msn 数 域 P 上 的 
ATH SK Ca, t+ bya" a 
bata tbo RAO Se RAMA 了 xz) 十 
g(x), b = bnt b, = 0. E AGO P 
上 的 任意 多 项 式 , 用 一 h(x) 表 示 把 h(x) 的 每 一 个 系 
数 都 变 号 后 所 得 的 多 项 式 , 数 域 PP 上 的 多 项 式 f GO 
十 (一 g(xX)) 称 为 PP 上 的 多 项 式 f (x) 与 g (x) 的 差 ， 
iJ f Ge) — g Gr). 多项式 的 加 法 满足 交换 律 和 结合 
律 . 设 f(x) 和 g(x) 是 数 域 P 上 的 两 个 多 项 式 ,日 
f(z) 关 0,g(X) 关 0, 若 f(x) 十 g(x) 关 0, 则 
deg( f(x) + g(x)) < max(deg f(z) deg g(x)). 

一 元 多 项 式 的 乘法 (multiplication of polyno- 
mials in one variable) ”多 项 式 的 基本 运算 之 一 . 对 
于 数 域 P 上 的 两 个 多 项 式 

了 
gG)-—b,x"-Fb,- x" 十 十 页 交 十 2， 

MEMA Girar leg at Pe iP upre cea p 
中 c,—aob,d- abi - 7*7 a409 ,8 —0,1,2, ** nom, 
FE f GO Allg (x) 的 乘积 , 记 为 f(x)g (zx). 多 项 式 的 
乘法 满足 交换 律 . 结合 律 和 乘法 对 加 法 的 分 配 律 . 在 
代数 中 ,把 具有 加 法 和 乘法 两 个 代数 运算 且 满 足 交 
换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 的 代数 系统 称 为 环 . 因此 , 数 域 
已 上 zz 的 一 元 多 项 式 的 全 体 , 称 为 数 域 已 上 的 一 元 
多 项 式 环 , 记 为 PLx]. 


one variable) 
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一 元 多 项 式 的 乘法 还 具有 以 下 的 性 质 : 

1. Æ f(x) 40, g(x) 40, M] deg (f(x) g(x)) 
—deg f (x) -- deg g(x). 

2. f éa2g (x) —0 当 且 仅 当 f(x) 和 g(x) 中 至 少 
有 一 个 是 零 多 项 式 . 

3. Æ Sfr) g GOD m fGORA GO, B f(z) 40, Wu 
gix)-—ACx). 

一 元 多 项 式 环 (polynomial ring of one vari- 
able)  W"Z Jm Ay Fe”. 

多 项 式 的 整除 性 (exact divisibility of a polyno- 
mial) 整数 的 整除 性 概念 的 推广 . 设 f(x),g (xz) 是 
多 项 式 环 PLzj 中 的 两 个 多 项 式 , 如 果 PLzj 中 存在 
多 项 式 AGz), 使 得 go -— f Crh), MER fO 
ER g(x), OSPR g (zx) 能 被 Sf (oc) BR. IAW f (x) 
igGO. FSS (adhe (aR f(z) 不 能 整除 g GO. 
当 f(x) 整除 g(x) 时 , 称 f(x) 是 g(x) 的 因 式 ,而 称 
EDE f GOB fir xx. 零 多 项 式 是 任 一 多 项 式 的 倍 
X. 多 项 式 的 整除 性 有 以 下 性 质 . 

1. f/GD|gGO.gCIGO [ACD , lil] £x) |A Cz). 

2.3; h(x) |fCxr) h(x) | g Ca) , M 

ht) [CO GOSEgGO). 

3. 大 h(x)|f《x), 则 对 于 PLzj 中 的 任意 多 项 式 
gGO BA ACD) | fd g(a). 

4. 零 次 多 项 式 整 除 PLzj] 中 的 任意 多 项 式 . 

5. 每 个 多 项 式 f(x) 都 能 被 cf (zx) 整除 ,其 中 
Æ P 中 任意 不 等 于 零 的 数 , 这 时 f(x) 和 cf (zx) 称 为 
相互 结合 的 多 项 式 . 

ow Ge er Cr se OF Gs OS 
—cg GO ,其 中 c 是 数 域 P 中 一 个 不 等 于 零 的 数 . 

7. 零 多 项 式 能 被 任意 多 项 式 整除 . 

8. 用 Ff 表示 多 项 式 f(x) 的 次 数 . AS (x) 
lg GO, MI Pfs. E f(x) |e (x), Mee] f(x), 
则 Ff 二 Fg, 这 时 f(z) 称 为 g(x) 的 真 因 式 . 如 果 数 
R P 上 的 多 项 式 g(x) 不 整除 f(x), 数 域 P 是 包含 
P 的 扩 域 , 则 作为 数 域 P 上 的 多 项 式 ,g (xz) 仍然 不 
整除 f(x), 即 g(x) 是否 整 除 f《zx) 不 因 系 数 域 的 扩 
大 而 改变 . 

多 项 式 的 因 式 (factor of a polynomial) 
项 式 的 整除 性 ”. 

IM st AY x (multiple of a polynomial) Jy 
“多 项 式 的 整除 性 ” 

多 项 式 的 真 因 式 《proper factor of polynomi- 
als)” 见 “多 项 式 的 整除 性 ”. 

多 项 式 的 带 余 除法 (division of polynomial with 
remainder) 多项式 整 除 性 的 理论 基础 .对 一 元 多 
项 式 环 PLzj 中 任意 两 个 多 项 式 f(x) 和 g(x) 关 0， 
一 定 存 在 PLzj 中 的 多 项 式 g9(zx),r《(z), 使 f(x) 
二 g(xT)g(《z) 十 r(T), 式 中 rr《zx) 二 0 或 rr) 的 次 数 小 
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见 多 


于 g(Cz) 的 次 数 ,并 且 这 样 的 g(Cz) 与 >(Cz) 是 惟一 确 
定 的 .9c(Cz) 称 为 g(Cz) 除 f(z) 的 商 式 ,r《z) 称 为 g(x) 
BRS GO ARK g (zx) 称 为 除 式 ,f(z) 称 为 被 除 式 ; 当 
r(z) 一 0 时 , 称 g(Cz) 除 尽 f GO (参见 “ 多 项 式 的 整除 
性 ”). 对 已 给 多 项 式 f(z), g(a) 40, RAK ga) 
余 式 r(x) 的 方法 称 为 带 余 除法 .例如 g (zx) 二 zx 一 3x 
一 ] fe) =2*—-42°-1, RW qr —x— 
2 RA A r(x) =—7x—3. 

25 Iq st AY BS xt (expression of quotient of poly- 
nomial) 见 “ 多 项 式 的 带 余 除法 ” 

多 项 式 的 余 式 (expression of complement of 
polynomial) 见 “ 多 项 式 的 带 余 除法 ” 

EXE x greatest common factor) 最 大 
公 因 数 概 念 的 推广 . 设 d4(z) 是 f(zx) 与 g(x) 的 公 因 
式 , 若 f(z) 与 g(x) 的 任意 公 因 式 皆 是 d(x) 的 因 
式 , 则 a(z) 称 为 1(z) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 , 亦 称 最 
高 公 因 式 . 两 个 零 多 项 式 的 最 大 公 因 式 就 是 零 多 项 
式 ; 两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 f(z) 与 g(x) 的 最 大 公 
因 式 是 存在 的 ,并 且 除 相差 零 次 因 式 外 是 惟一 确定 
AY. FACS (a) ,g(x)) 表 示 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 
中 首 项 系数 是 1 的 最 大 公 因 式 . 若 ZCz) 是 多 项 式 环 
P[Lxj 中 多 项 式 f(z) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 , 则 在 
PlLzj 中 存在 多 项 式 u(x) 与 v(x), 使 得 f(r) u(x) 
cg GOvG) —d GO ,此 称 为 多 项 式 的 最 大 公 因 式 定 
H. E ia), fala), fOO WAAR dC) RER 
s 个 多 项 式 的 每 一 个 公 因 式 整 除 , 则 <Z(Gz) 称 为 
fi) fila fF OWRKAAK. Plo] st 
AARON AE BURY BRK x ARET EW , FF BR 
相差 零 次 因 式 外 是 惟一 确定 的 . 这 ;个 多 项 式 首 项 
系数 是 1 的 最 大 公 因 式 称 为 标准 最 大 公 因 式 ,用 
(Sila), fa f DER. & d(x) PL] Y 
多 项 式 f1《(z),f;《x),…,f,(z) 的 最 大 公 因 式 , 则 在 
PLzj] 中 存在 多 项 式 ui《zx) ,us《z),… su (x), {E 

fi Cru (a) + fru (a) + 9 + Srur) 

= d(x). 

最 高 公 因 式 (greatest common factor) 
大 公 因 式 ” 

标准 最 大 公 因 式 《standard greatest common 
factor) ” 见 “ 最 大 公 因 式 ”. 

最 大 公 因 式 定 理 (theorem of the greatest com- 
见 “ 最 大 公 因 式 ”. 


Bp “最 


mon factor ) 


QR HK SE XE (Hermitian theorem) 多 项 式 
最 大 公 因 式 定理 的 推广 . 设 fil), fal), f(x) 


(s 宇 2) 是 数 域 P 上 的 ;个 非 零 多 项 式 , 则 存在 一 个 4 
àB EE A CO. ERITREA, SA), 
f.Oo,.m REfrxsxlAGOI2CAGO.£00,7, 
FCA) ,此 称 为 埃 尔 米 特 定理 . 24 5—2 时 , 取 


LA, JAA 
—v(A), uQ)]' 
EHP uA ,CA) 是 已 上 的 多 项 式 , 使 
AA | 9 f, Adu (A) + f,(A)u(A) 
= (f(A), fO»). 
此 即 多 项 式 的 最 大 公 因 式 定理 . 

求 最 大 公 因 式 的 行列 式 法 (determinant method 
for finding the greatest common factor) KEMA 
的 最 大 公 因 式 的 方法 之 一 . 设 f(x) Sanz" 十 az 
十 … 十 ai 十 a，(co 天 0 全 0) 与 g(r) =b" t 
bx 1 十 … 十 biZ 十 和 (b0, m>0) d& RR P E 
的 多 项 式 ,R(f,g) 是 f(x) 与 g (x) 的 结 式 .在 
R(f,g) 中 划 去 前 1 行 与 第 mr 十 1 行 , 第 m 十 2 行 ， 
eB mi 行 ; 划 去 前 i 列 与 最 后 的 i 列 所 得 到 的 
行列 式 , 称 为 多 项 式 f(r) 与 g (x) 的 第 i 次 子 结 式 ， 
WA Rg). HP l1<i<min(m,n). PR, fA Cx) 5 
g (ZX) 分 别 为 5 次 与 3 次 多 项 式 , 则 RS 2) GLA 
Ro(f,g)) 是 8 阶 行列 式 ,RiI(f,g) 为 6 阶 行列 式 ， 
Rf, pÆ 4 阶 行 列 式 , 而 R;(f,g) 为 Z 阶 行列 式 . 
多 项 式 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 的 次 数 等 于 
R (Fsg) RG g) R: Gg) e PE -TARR 
下 标 . 设 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 的 次 数 等 于 7， 
则 可 在 多 项 式 f(x) 与 g (zx) 的 第 i 次 子 结 式 中 伟 
f(x) 系数 的 最 后 一 行 的 最 末 一 个 元 素 代 以 (x), 在 
其 上 的 元 素 代 以 af) REKE: MEE g(x) 系 
数 的 最 后 一 行 的 最 末 一 个 元 素 代 以 g(x), 在 其 上 的 
元 素 代 以 xg (x), 余 此 类 推 . 如 此 得 到 的 行列 式 即 为 
f(z) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 . 例如 f(x),g (zx) 分 别 
ASRS 3 次 多 项 式 , 而 i 二 1, 则 其 最 大 公 因 式 为 
ero 
JG) 

Q we) 


A(A) = 


aj, QA, 43 44 


Ag 4, d, 43 


kou 

0 b, bh b 
0 0 0 by & gz) 

互 素 多 项 式 (relatively prime polynomials) 
亦 称 互 质 多 项 式 .整数 互 素 概念 的 推广 . AM P 
上 的 两 个 多 项 式 , 除 零 次 多 项 式 外 不 再 有 其 他 的 公 
因 式 , 则 这 两 个 多 项 式 称 为 互 素 的 . PLzxj] 中 两 个 多 
项 式 f(zx) 与 g(x) 互 素 的 充分 必要 条 件 是 PLzj 中 存 
在 多 项 式 u(zx) 与 v(x), 使 f(x)ul(z) 十 g(x)v(zx) 
—]. 多项式 的 互 素 有 以 下 重要 的 性 质 ， 

1. 若 多 项 式 fCz) 和 &(z) 都 与 多 项 式 ACz) 互 
素 , 则 乘积 f(x)g (xz) 也 与 h(x) 互 素 . 

2. 若 多 项 式 hA CX ER EM fos go 
KA MA DS jz) 互 素 , 则 A(z) 一 定 整除 g (x). 

3. 若 多 项 式 g (x) 与 h(x) 都 整除 多 项 式 f (zx)， 


oo EM OS 
~ c 
o = 
`~ c 
— y 
~ c 
BS Co 
Sr 


rg (x) 


多 项 式 


MeDMF5ADERN gwar) th BRS C2. 

A PLxj 中 的 多 项 式 AGO. Go. fC RR 
零 次 多 项 式 外 没有 其 他 的 公 因 式 , 则 这 ;个 多 项 式 
称 为 互 素 的 , 亦 称 互 质 的 . 互 素 的 多 项 式 OG). 
flair sf ORE AER. 

互 质 多 项 式 (relatively prime polynomials) 
即 “ 互 素 多 项 式 ”. 

ie ft AE SHE division algorithm) 亦 称 欧 几 里 
得 算法 . 求 多 项 式 最 大 公 因 式 的 一 种 重要 方法 . 它 是 
整数 的 回转 相 除 法 的 推广 (参见 本 着 《初等 数论 》 同 
名 条 ). 设 f(r),g(zx) 是 PLxj] 中 不 全 为 零 的 多 项 
A. Eg (zx) 关 0, 用 com f(x) 得 商 式 g1(x)，, 余 式 
ri(x) 于 是 f(r)=g(r)qa(r)+r (r) É ri (Hs 
0, EH ri GO Re GO ERE qs GO RA. (x), FE 
g(x) =r, GOqiGO ru GO UE r2 GO 40, BAR 0n GO 
ER ri GO f qs GO aR GO T En GO =r G) 
* qs Gro) ora Cr); RIGA HE » FARR BE UK ih 
(TEE EE E s, Erl) =r (2) g(x) 
+r, C(x), HrnGOo3s0,f8r. Gor Gg4 (2), B 
r,Cx) 8 de AG 5 g ODHRKAAR. 以 上 求 任意 
两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 的 最 大 公 因 式 的 方法 , 称 为 


欧 几 里 得 算法 (Euclidean algorithm) Bf) "5 
转 相 除法 ” 
最 小 公 倍 式 (least common multiple) IRER £ 


项 式 的 最 低 公 倍 式 . 整数 环 中 最 小 公 倍 数 概念 的 推 
广 . 如 果 多 项 式 m (x) E: 

1. m (xz) 是 多 项 式 f(x) 与 g(x) 的 公 售 式 , 即 
flr)|m(l(z), H g(x)|m(lz). 

2. A(z) 与 g(x) 的 任 一 个 公信 式 都 是 m (xz) 的 
fax 

WE mM DOA fog gGomiv fax. 两 个 
不 全 为 零 的 多 项 式 f(z) 与 g(x) 的 最 小 公 倍 式 中 首 
项 系数 为 1 的 最 小 公 售 式 常 用 [Lf (2), g(x) LRM. 
PLxj] 中 非 零 多 项 式 f(x),g (x) 的 最 小 公 倍 式 与 最 
大 公 因 式 的 关系 是 

af (x) g(x) 


[f(xz) eG ea)? 
AP a dE f(z) 与 g(x) 的 首 项 系数 乘积 的 倒数 . 


最 低 公 倍 式 (least common multiple) Bl" 4E 
AA. 

AR 4 g IM sk Grreducible polynomial) 一 种 
重要 的 多 项 式 . 它 在 多 项 式 环 中 有 类 似 于 素数 在 整 
数 环 中 的 地 位 . 对 于 数 域 PP 上 的 任意 多 项 式 f(x), 
P 中 非 零 数 c 5 cf (zx) 总 是 f(x) 的 因 式 .这 两 种 因 
式 称 为 f(x) 的 平凡 因 式 , 亦 称 当然 因 式 . 其 他 的 因 
XX ERO GO AEF LBS SX ZR FR dE 24 25 A X. 设 
p(X) 为 P 上 的 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 , 如 果 在 P 
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上 p(x) 只 有 平凡 因 式 , 则 称 p(x) 在 P 上 (或 PLzx] 
中 ) 不 可 约 , 亦 称 p(z) 是 P 了 上 的 不 可 约 多 项 式 , 或 既 
约 多 项 式 ; 如 果 p(xz) 除 平凡 因 式 外 ,在 PP 上 还 有 其 
他 因 式 , 则 称 z(z) 在 己 上 (或 在 PLzj 中 ) 可 约 , 亦 称 
zz) 是 已 上 的 可 约 多 项 式 . 一 个 多 项 式 是 否 可 约 ， 
与 其 基 域 有 关 . 例如 ,zx’ 一 2 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， 
但 在 实数 域 上 可 约 , 因 为 此 时 它 有 非 平 凡 因 式 
rz 十 V2 与 x 一 Vv 2. 
TP 上 的 不 可 约 多 项 式 有 如 下 的 基本 性 质 

1. 若 plz) 不 可 约 , 且 c 关 0,cEP, 则 cp (xz) 也 不 
可 约 . 

2.3; p x0 up 2j, f Cx) dé f£ — & Xm xx, M 
(p(x) fi) =1 Me p(x) | f(a). 

3, 若 plz) 不 可 约 , 且 BG |f Gg GO Wl p Ce? 
IORA p(x) | g(a). 

平凡 因 式 (trivial factor) 

4E 3E PL A xt (non-trivial factor) 
项 式 ”. 

可 约 多 项 式 (reducible polynomial) 
约 多 项 式 ”. 

多 项 式 的 惟一 分 解 定理 (unique decomposition 
theorem for polynomial) ”多 项 式 理论 的 主要 命题 
之 一 . 数 域 P 上 的 每 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(z) 都 
可 以 分 解 为 数 域 P 上 的 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . A 

f(x)= p(x) p, Cx2- p. Cx) 
q(x), 


见 “ 不 可 约 多 项 式 ” 
见 “不 可 约 多 


见 “ 不 可 


= g(x)q, (zx) | 

AP pCa) Ff og; (r) G=152 50 73 7=1525°°° 55) Bh 
是 数 域 P 上 的 不 可 约 多 项 式 , 则 r=s, 3t Ais I 
换 g; (zx) 的 次 序 后 ,可 使 gi (2) Sc: p(x) G=15,25°"", 
r) A c dé P 中 不 为 零 的 数 . 换 句 话说 ,如 果 不 计 
次 序 与 零 次 因 式 的 差异 ,多 项 式 jz) 分 解 为 不 可 约 
因 式 乘积 的 分 解 式 是 惟一 的 . 此 即 多 项 式 的 惟一 分 
解 定理 .在 多 项 式 f(x) 的 分 解 式 中 ,提出 每 一 
可 约 因 式 的 首 项 系数 ,使 它们 成 为 首 一 多 项 式 , 然 后 
合并 相同 的 不 可 约 因 式 , 则 jz) 的 分 解 式 为 jz) 
=cp' GO pg (a) p GO AF cd Saana 
K, pir), pr), spoke P. ERR B IR] RAS RT 
2 A NA ris reste st 是 正 整数 ,jz) 的 这 种 分 解 
式 称 为 jz) 的 标准 分 解 式 ,或 典型 分 解 式 . 

多 项 式 的 典型 分 解 式 (canonical factorization 
of a polynomial) 见 “ 多 项 式 的 惟一 分 解 定 理 ”. 

多 项 式 的 标准 分 解 式 (standard factorization of 
a polynomial) ” 见 “ 多 项 式 的 惟一 分 解 定理 ”. 

多 项 式 的 导数 (derivative of a polynomial) Jf 
称 多 项 式 的 导 式 . 一 种 次 数 比 原 多 项 式 低 的 多 项 式 . 
对 于 数 域 P 上 的 多 项 式 f(a) Har" ta, a" de 
十 qz 十 ao; 则 称 多 项 式 Cr) 5na “十 (n 一 1) 
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? ur E -F2aird-ai A f Ca) FA Se ay A XX. 
f' Co) RRA fo) RS — Er sedie o P" Go. 
f" Cz) FBR A f£ GO B] — Bp SEX ig. f" (x), 一 
般 地 ,f(z) 的 & 一 1 阶 导 数 的 导数 , 称 为 f(x) 的 & 阶 
SOR dU f^ GO. 多 项 式 的 导数 的 基本 公式 有 : 

1. CF G2 cg G2)! =f Gorg! (r). 

2. CF(x2g (22)! =f g(a) fIGOsg! G2, 8i 
Bi Hi, (cf Cx2)! =cf' Cx2,c dU P 中 的 数 . 

3. 34 ROL. C (22! — RP 1 S Ge. 

A xt (multiple factor) 一 种 特殊 因 式 . dix 
f(x) EB P 上 的 一 个 多 项 式 . 如果 已 上 的 不 可 
2j 4 NL XX po) k XR PCr) BRS (a), IB dx 

b^ GO E ER FG WK p Co) d f Go B A k E 
因 式 . 当 &>1 时 ,zz) 称 为 jz) 的 重 因 式 ; 当 &=1 
BT, pCa RAS (oc) A ASR. x pre SIH R CR 
> DEAN. p(x) 必 是 f(x) 的 一 1 BAK. FF 
别 地 , f(z) 的 单 因 式 不 是 其 导数 f(x) 的 因 式 . 
f(x) 没有 重 因 式 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 与 P Go 
互 素 ;多项式 


ze JR) 


Cor V Je) 
无 重 因 式 , 且 与 f(z) 有 完全 相同 的 不 可 约 因 式 . 

单 因 式 (simple factor) WEAR”. 

分 离 重 因 式 法 (method of separating multiple 
多 项 式 因 式 分 解 的 一 种 方法 . dx f(x) 
=acpi (x) p (a) pe GO de f GO BE 4 Es. AL 
其 中 不 可 约 因 式 的 最 高 重 数 ml. $ F(x) 为 f(z) 
的 一 切 i 重 因 式 之 积 G= 二 1,2,…,m), 若 f(x) 中 没 
有 了 7 了 重 因 式 ,就 令 (zx) 二 1. 于 是 由 f(x) 的 标准 分 
解 式 得 f(x) —a,Fi GO F(x) Fy (a) F(x). FEY 
下 可 以 具体 地 求 出 F(x), Fal), 0, 
F,Cz2, 

usum fO=F (a) Fix) 

d(x) =(d,,d;)=F (x) Fi(x)* 


factor) 


F” A EDE 
RT "oT Es 
d, 1 (x22 (d, os. m— p = E n (x); 
daka) = l; 
则 
UE. .- nee! 
— di (x) 
Q GT 


EF m (x) 9 


F, (x) , 


=F; (x) F; (r) 


Pn 1@)=5 ds - ne SF, a) Fale) 
m-i 


Qo QE) 
Q,Cr) ' 
这 种 按 以 上 方法 和 步骤 求 出 F(x) 的 方法 , 称 为 分 
离 重 因 式 法 , 亦 称 重 因 式 的 分 离 . 

重 因 式 的 分 离 (separation of multiple factor) 
即 “分 离 重 因 式 法 ”, 

Zt A žr (polynomial function) ”一 类 常见 
的 晒 数 . 指 由 一 元 多 项 式 确定 的 也 数 . 设 f (x) 
=a,x"+a,2" 十 … 十 az 十 ao 是 数 域 P 上 的 多 项 
式 , 以 数 域 己 中 的 数 “代替 f(z) 中 的 xz, 得 到 PP 中 
的 一 个 数 asw 十 ao-iw 十 … 十 ai 十 ao, 称 为 多 项 式 
FOE r=a 时 的 值 , 记 为 f(a). 这 样 ,多 项 式 f(x) 
就 确定 了 数 域 PP 上 的 一 个 函数 . 当 己 为 实数 域 时 ， 
jz) 便 是 数学 分 析 中 所 讨论 的 多 项 式 函 数 . 

余数 定理 (remainder theorem) 亦 称 余 式 定 
理 . 贝 祖 定理 . 多 项 式 理论 的 主要 命题 之 一 . 设 f(x) 
是 数 域 P 上 的 一 元 多 项 式 sC Æ L 中 的 数 , 则 用 pS 
c ER A(z) 所 得 的 余数 等 于 x=c 时 PO) AME FC). 


I2 GE) = F(z) = QO, (x). 


ÆR TE HB (remainder theorem) BHI “ARE 
理 . 

贝 祖 定 理 (Bezout theorem) 即 “ 余 数 定理 ”. 

多 项 式 的 根 (root of polynomial) 多 项 式 的 重 


要 概念 之 一 . 设 f(x) 是 数 域 P 上 的 多 项 式 ,c 是 P 
中 的 数 . 车 二 c 时 ,了 f(z) 的 值 f(c) 二 0, 则 cc KH 
fGOTE Us P 中 的 根 , 亦 称 为 f(z) 在 数 域 P 中 的 
零点 . 数 c 是 flz) 的 根 的 充分 必要 条 件 是 x 一 c 为 f 
(OKAR. Æ rc ESR k EAR, N c 称 为 
SODH & ER. 当 &A>>1 时 ,ec RAS OWN BAR: H k 
=] 时 ,c 称 为 f(z) 的 单 根 . 数 域 P 上 的 不 可 约 多 项 
式 无 重 根 . 数 域 P En (xn 宇 0) 次 多 项 式 在 P 中 至 多 
有 个 不 同 的 根 ; 数 域 P 中 的 每 个 数 都 是 零 多 项 式 
的 根 . 

多 项 式 的 零点 (null point of a polynomial) Fi, 
“多 项 式 的 根 ”. 

多 项 式 的 重 根 (repeated root of a polynomial) 
见 “ 多 项 式 的 根 ”. 

多 项 式 的 插值 问题 (problem of polynomial in- 
terpolation) ”多 项 式 理论 的 重要 问题 . 即 寻 求 在 指 
定点 取 指 定 值 的 多 项 式 问 题 . 对 给 定数 域 P 中 的 
T1 个 不 同 的 数 415025 *** ;Qn+1; 找 出 F 上 的 一 个 次 
数 最 低 的 多 项 式 f(x), 使 其 在 41502» *** ,4w+1 处 的 值 
等 于 给 定 的 数 20 这 样 的 问题 称 为 多 项 
式 的 插值 问题 , 插值 问题 的 一 个 重要 解法 是 拉 格 朗 
日 插值 公式 , 即 

ee 3 be =a) (= G(R ant) 


i=] (ai — a] pe (a;—a;_,) (a;—4à;41)*** (a;—a,44) i 


插值 公式 亦 称 插 补 公 式 , 由 拉 格 朗 日 (Lagrange ,J.- 
L. ) 首 创 , 后 被 收入 他 的 《4 论 高 次 数字 方程 的 解法 》 


多 项 x 


= 中 
拉 格 朗 日 插值 公式 (Lagrange interpolation for- 
mula) 见 “ 多 项 式 的 插值 问题 ” 
牛顿 插值 公式 (Newton interpolation formula) 
插值 问题 的 一 个 重要 公式 . 对 于 数 域 P 上 给 定 的 两 
两 不 同 的 数 Ajsa?" ,an+1 与 给 定 的 数 Di ,b5 ttt bu 
的 下 列 插值 公式 
F(x) = L(a) + Llasa) Cx — a) 
+ 1(a,5a,,;a,;) (x — a,) (4 — a) + t 
+ ilaraz" sang) C — a) (tr — a5)*(r — a,) 
适合 f(a) =—bG=1,2.--,n4+1), E Ca), 
jaiyaz),… 由 如 下 递 推 公 式 决 定 : 
LCa) =b; sl (az) = be 52% 5h an 41) =bn; 
[Ca —1C(a5). 
ü dy * 


Llai saz) = 


l —l 
PS ack ae 
a — d3 


l 9 —l 9 
ps MEA UT REEL ECCL MM 
a, a3 


lCa, 323*** yir) 
| la, $:ü»5,*** a4) —l(à; 9 CC3 9 si) 
m X I E iii 
Qj ûn 


M kl 时 ， 
[Cai sazs*"*sar+1) 
= SO a EE 
(b ay) t6; — 4,73) (a; — 1:4) a — agp)" 
代数 基本 定理 (fundamental theorem of alge- 
bra) 多 项 式 理论 的 主要 命题 之 一 . 它 是 17—18 tH 
纪 代 数学 的 基本 问题 .在 复数 域 里 ,任何 一 元 0 
之 1) 次 多 项 式 至 少 有 一 个 根 . 或 等 价 的 , 任 一 复 系 
数 一 元 2 (2 过 1) 次 多 项 式 在 复数 域 中 有 且 仅 有 n 
MRR 重 根 作 & 个 根 计 ). 这 就 是 所 谓 的 代数 基本 
定理 . 由 此 得 出 的 结论 :复数 域 上 只 有 一 次 不 可 约 多 
项 式 , 实 数 域 上 只 有 一 次 和 二 次 不 可 约 多 项 式 , 就 能 
推出 复数 域 和 实数 域 上 一 元 多 项 式 的 因 式 分 解 定 
理 : 在 复数 域 上 每 个 一 元 2 (n 宇 1) 次 多 项 式 都 可 惟 
一 地 分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 ,在 实数 域 上 每 个 一 元 
n 《7 之 1) 次 多 项 式 都 可 以 惟一 地 分 解 为 一 次 与 二 次 
不 可 约 因 式 的 乘积 . 
在 19 世纪 以 前 ,古典 代数 学 研究 的 核心 问题 是 
解 代 数 方程 及 求 其 根 的 分 布 . 探讨 代数 基本 定理 ,可 
EWA 1608 年 的 罗 特 (Rothe,P. ). 后 来 吉 拉 尔 
(Girard, A. ) F 1629 年 发 表 的 论文 4 代数 中 的 新 发 
现 ) 中 ,借助 代数 方程 根 与 系数 间 的 关系 ,推测 并 断 
A: 次 多 项 式 有 个 根 ”, 但 未 能 予以 证 明 . 1742 
年 12 月 15 日 ,; 欧 拉 (Euler,L. ) 给 出 了 与 代数 基本 
定理 等 价 的 命题 :任意 实 系数 的 多 项 式 总 能 分 解 成 
实 系数 的 一 次 和 二 次 的 因 式 的 乘积 , 亦 未 给 出 证 明 . 
413 


直到 1746 4E , iA BAI $R Cd'Alembert ,J. L. R. ) 才 第 
一 个 给 出 了 证 明 , 但 他 的 证 明 有 一 点 不 严密 . 1797 
年 ,高 斯 (Gauss ,C.F. ) 在 其 博士 论文 中 首先 给 出 了 
严格 证 明 ( 发 表 于 1799 Leeds iU di 
补充 不 少 于 达 朗 贝尔 所 给 出 的 证 明 , 因 而 他 后 来 又 
给 出 过 三 个 证 明 ,其 中 ， 第 四 个 证 明 发 表 于 1850 年 ， 
和 第 一 个 证 明 的 发 表 相 隔 整 整 半 个 世纪 . 

韦 达 定理 (Viete theorem) 多 项 式 理 论 的 主 
要 命题 之 一 . 指 多 项 式 的 根 与 系数 所 满足 的 一 组 等 
式 . 设 ya，…ow 是 复数 域 P En SDRE 
AX f(z) 二 aox" 十 a1x” 十 十 as_1X 十 4a (ao 天 0) 的 
n 个 复数 根 ,f (x) 的 根 与 系数 之 间 的 关系 是 : 


Macau -ta=——; 


ao 


a> 
pn gu = a, 于 003 Hc 125 35 Qt, 10, — dv 
gn 


" ss zd ae ie liad Si Bp Agree Akta 
deo > Qype O44 oe 
Ap 
一 《一 1) 一 
a 


0 


I[« = an “0 一 《一 1) 一 


其 中 第 个 等 式 的 左 端 是 ae 0, 05, *** , o, 中 
JER b T HSA (GR — 1,2, 00. BBE n HRS 
基本 对 称 多 项 式 . 因此 ,根据 对 称 多 项 式 基 本 定理 ， 
系数 属于 复数 域 已 的 关于 根 8.2.72, 的 每 一 
对 称 多 项 式 都 是 复数 域 了 中 的 一 个 数 .一 元 n 次 多 
项 式 根 与 系数 的 关系 ,是 韦 达 (Viete,F. ) 于 1559 年 
最 早 提 出 来 的 ,后 来 发 表 在 他 的 数学 著作 《4 论 方程 的 
整理 与 修正 》 中 ,该 书 在 韦 达 死 后 于 1615 FARR. 
韦 达 当时 只 是 就 五 次 以 下 的 多 项 式 得 出 根 与 系数 的 
关系 ,并 设 有 提出 与 证 明 一 般 盖 次 多 项 式 的 根 与 系 
数 的 关系 . 

互 反 方程 (reciprocal equation) 一 种 特殊 的 
代数 方程 . 数 域 已 上 的 方程 aox” 十 aix” ca, 
= 0 Cao 0) WY A BCA M E An = 4954, 1741 s *** s M 
称 此 方程 为 互 反 方程 . 4n ARN. c=—-1 BE 
的 根 ; 当 为 偶数 2m 时 , 解 此 方程 相当 于 解 一 个 m 
次 方程 与 一 个 二 次 方程 . 数 域 P 上 的 方程 是 互 反 方 
程 当 且 仅 妆 它 的 倒数 方程 与 该 方程 同 解 , 即 a 为 方 
程 的 根 当 且 仪 当 1/e 也 为 其 根 ( 参 见 本 卷 人 《初等 代 
数 》 中 的 同名 条 和 “倒数 方程 >). 

Z 38 [8] 7; FH (Diophantine equation) AEH 
程 在 多 项 式 中 的 推广 . 设 fGOo.gGOI AGO 
P 上 的 多 项 式 , 方 程 
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frulz) + gr)vr) = h(x) (1) 
称 为 丢 番 图 方程 , 式 中 w(x),v(x) 是 数 域 P 上 待 求 
的 多 项 式 . 方程 (1 ) 有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 (x) 与 
g GO BECK ABA 4(zx) 整 除 有 《zx). Ahed) 
fe, uo Gr) vo GO EE PAIRE RE , B] E PADRE DJ 
ulr) = WR) 2,2) pir), 
v(x) = vo(z) fiipG», 


Jd | g(x) 
式 中 fy) = d(x "et E(x) ~ dla)’ 


oE P EBTEX EX. X44 (Diophantus) TE 
他 最 重要 的 著作 《算术 》 中 运用 了 许多 巧妙 的 方法 解 
不 定 方程 ,因此 ,也 把 只 考虑 整数 解 的 整 系数 不 定 方 
程 称 为 丢 番 图 方程 (参见 本 卷 4 初 等 数论 ) 中 的 “不 定 
24 

二 项 方程 (binomial equation) 一 种 简单 的 代 
RE. 18 BRP 上 形 如 x” 一 a=0 的 方程 .在 复数 
域 上 , 若 以 Ya 表示 它 的 一 个 根 , 则 Ya ,和 Va, 
E Va Ue Va 是 它 的 全 部 根 , 式 中 为 m 次 
本 原单 位 根 . 实际 上 它们 就 是 复数 a 在 复数 域内 的 
全 部 m WA AR. 

一 元 于 次 方程 人 equation of degree n with one 
unknown) 一 元 nn 次 多 项 式 所 确定 的 方程 . 指 方程 
aot" Hat b+teeta,=0 (a,3500. 当 n 宇 3 时 , 称 为 
高 次 方程 . 研究 一 元 n 次 方程 的 根 ,包括 根 的 存在 、 
根 式 解 、 根 的 界 和 根 的 个 数 等 ,曾经 是 代数 学 的 中 心 
问题 . 一 元 n 次 方程 的 系数 和 有 理 常 数 以 及 对 这 些 
数 进 行 加 ` 减 . 乘 、 除 和 开 整 数 次 方 的 符号 组 成 的 式 
F , 称 为 方程 的 根 式 . 根 式 解 就 是 求 将 代数 方程 的 根 
用 方程 系数 的 根 式 表达 出 来 .n 次 方程 的 根 式 解 , 亦 
称 为 代数 解法 . 三 次 方程 与 四 次 方程 的 根 式 解 于 16 
世纪 由 意大利 数学 家 给 出 . 此 后 自然 地 开始 寻求 五 
次 以 及 五 次 以 上 代数 方程 的 根 式 解 . 这 种 尝试 一 直 
继续 近 三 个 世纪 ,经 过 莱 布 尼 履 (Leibniz,G. W. ), 
7p, f& 29 f& (Vandermonde, A. -T. ), dz 4& BA H CLa- 
grange, J.-L.) & 3E/E (Ruffini, P. 2 SE A B XR Æ 5 
力 , 直 到 19 世纪 才 由 阿 贝尔 (Abel,N. H. 2f t. 他 
证 明了 一 般 的 n (2 之 5) 次 方程 不 能 用 根 式 解 .不 久 
Mi BL CGalois , E. ) 用 群 论 方法 得 出 了 方程 可 用 根 
式 解 的 充分 必要 条 件 . 

高 次 方程 equation of higher degree) 见 “一 
Ju n 次 方程 ”. 


卡尔 达 诺 公式 (Cardano formula) IRERE F 
公式 .三 次 方程 的 求解 公式 . 它 给 出 三 次 方程 x 


十 pz 十 9 二 0 的 三 个 解 为 r5 utv, r: = uwt vw , 
Zi 二 www’ 十 vw 其中: 


3 
本 
2 TN 4 727 


a Hi, Pgs UNA 
= 2 4° 97’ 
一 1 十 V3i 
2 


由 于 一 般 三 次 方程 y tay tbhyt+c=0 经 过 未 知 量 
的 代 换 y= 二 x 一 a/3 后 ,可 化 为 形 如 x 十 pz 十 gq 二 0 的 
三 次 方程 .因此 ,运用 卡尔 达 诺 公式 可 解 任 意 复 系数 
的 三 次 方程 . 此 公式 实 为 塔 尔 塔 利 亚 CTartaglia,N. ) 
CT 1541 年 首先 发 现 ,但 未 公开 发 表 , 却 在 允诺 保密 的 
央求 下 告诉 了 卡尔 达 诺 (Cardano,G. ). 后 者 于 1545 
年 将 这 一 结果 发 表 在 自己 的 著作 《大 法 》 里 .后 人 遂 称 
为 卡尔 达 诺 公式 ,沿袭 至 今 . 

次 方程 的 费 拉 里 解法 (Ferrari method of 
四 次 方程 的 一 种 解法 . 对 复 系 


quartic equations ) 


数 四 次 方程 
y! Fay! o by d ey d—0, (1) 
作 代 换 y= 二 x 一 a/4, 可 化 为 
Xi 十 px 十 qz 十 r= 二 0， (2) 


Aaj iz PQr NAHE. 引进 参数 a , {E 
Zz 十 px’ 十 qz 十 7 


NUR ES 2 T cud dap 
d qva cda Eti Mp aer Do gait 
选取 ca, 使 二 次 多 项 式 

Tr a a Ra 
的 根 为 重 根 , 即 其 判别 式 


Ee 2r pe 

je doce ops "pr 0. 
因此 ,a 是 三 次 方程 

3 2 Pp gh = 

a + pa’ + a =i = 0 


的 非 零 根 . 由 卡尔 达 诺 公式 , 取 其 一 个 根 a, M 
zt + pet@qrtr 


=| r+ ta ) 


mx, 
N ik 4a, 


zu pau spectes | 


2 2ay 


x — V daz + 2 + a + : | 


22a.) 


因此 ,方程 (2) 的 四 个 根 由 两 个 二 次 方程 
p 
r? 一 mite 


— 2a, 


X 


Bak a, 一 一 — 

Bi 
的 根 组 成 . 再 由 代 换 y= 二 x 一 a/4 可 得 到 原 四 次 方程 
的 四 个 根 .四 次 方程 的 解法 ,由 卡尔 达 诡 (Cardano， 
G. ) 的 助手 费 拉 里 (Ferrari,L. ) 给 出 ,而 由 卡尔 达 诺 


六 十 W2aZz 十 


在 4 大 法 》 中 公开 发 表 . 

次 方程 的 笛 卡 儿 - 欧 拉 解 法 (Descartes-Euler 
method of quartic equations) 四 次 方程 的 一 种 解 
法 . 四 次 方程 yt tay +by’+cy+d=0 BARR yx 
—a/4 化 为 7X' 十 px’ 十 gz 十 r= 二 0. 设 之 1 9 之 2 9 之 3 是 三 次 
方程 

2. — 2 
du LN p ^u 


的 三 个 根 , 则 x po? tqrtr=0 HOT 21.22, 


T3 s T4 是 
EE mE nen: ME 
式 中 符号 的 选取 应 满足 


Va s m 


UR £82 15 ER pd FA F JL (Descartes, R. ) 5E Bk fiz (Eu- 
ler, L. ) 所 给 出 . 

次 方程 的 退化 解法 (degenerate method of 
quartic equations) ”四 次 方程 的 一 种 解法 . CXR 
于 解析 几何 中 二 次 曲线 退化 的 判别 条 件 . 设 ar’ 
十 pz 十 cz 十 dz 十 e= 王 0 (a 关 0) 是 一 个 四 次 方程 , 引 
HER 1, 使 之 满足 三 次 方程 


2a b t 
b 2(c — t) d — 0, 
t d 2e 


Bl ° —ct?4- (bd —4ae)t+ (4ace— ad! — eb? ) —0. i ty 
为 它 的 任 一 个 根 , 代 人 原 方 程 , 则 方程 

axt + br? + (Cc — t)r? + tar? +dzt+e=0 
可 分 解 为 两 个 二 次 方程 . 解 之 , 即 得 原 方程 的 四 个 
A. 在 解析 几何 中 ,二 次 曲线 ar’? tH bryt cy +da 
十 ey 十 7 一 0 (a 关 0) 退 化 的 充分 必要 条 件 是 


24 -D. d 
A= |è 2 vede 
d ow 2F 


如 果 令 c y ,相应 地 有 
ayt + by? + (ced) y? 十 ey 十 f= 二 0 (a 关 0). 
退化 的 充分 必要 条 件 是 A=0. 因此 ,上 述 的 解 四 次 
方程 的 方法 称 为 退化 解法 . 
解 整 系数 四 次 方程 的 * 法 (solution of quartic 
equations with integral coefficients — * method) 


十 字 相 乘法 的 扒 


us i C 
BA dE. a,b, + a,b, 5 c, +b, ¢, 
系数 四 次 多 项 式 分 


解 成 两 个 整 系数 二 Lm M. 
次 多 项 式 之 积 . 设 
bor) = ar br 
十 cz 十 dz 十 e 是 一 个 整 系数 多 项 式 , 且 能 分 解 成 两 
MRE RAELA Clar Harte) Clar Hbr tc) 
Ald 


c— (ac, tact ac, +a, c, 


的 乘积 , 则 a—a:a;.e— cic; Bl a1,a; 可 在 a 的 因子 
中 寻找 ,ci,cs 可 在 e 的 因子 中 寻找 . 乘积 中 二 次 项 
的 系数 为 41€; 十 azcl + bib, 因此 bb, = c — Carer 
十 azc1)， 故 Disb? 可 在 C7 Caic: + ac: P) BL P P F 
FR. 如 果 能 够 找到 适当 的 bis bz, TE aib: +a.b,=6, 
bic; -F bsc, — d , Ml 问题 就 全 部 解决 了 ,否则 换 其 他 的 
bb; 再 试 . 如 果 各 种 可 能 的 已 ,2 都 不 行 , 就 须 改变 
C1yC29C1?C2 的 组 合 或 数值 再 试 . 

正 多 项 式 (positive polynomial) 一 种 特殊 的 
实 系数 多 项 式 . 设 f(x) 是 实 系数 多 次 式 , 如 果 对 于 
任意 实数 z, 都 有 SaS, M f(z) 称 为 正 多 项 式 . 
如 果 对 于 任意 实数 z, 都 有 jz) 之 0, 则 称 SOA 
非 负 多 项 式 . 正 多 项 式 没有 实 根 , 且 首 项 系数 是 正 实 
数 ; 正 多 项 式 是 偶数 次 的 多 项 式 . 

it HG HR (conjugate roots) 一 对 特殊 根 . 指 多 
项 式 或 代数 方程 的 一 类 成 对 出 现 的 根 . BP, ASE SE 
复数 a 是 实 系 数 次 方程 flo) =0 HAR, WAI 
复数 5 也 是 方程 f(x)==0 的 根 , 且 a 与 & 的 重 数 相 
同 , 称 a 与 3 是 该 方程 的 一 对 共 轿 复 ( 虚 ) 根 . MA 
atbVc (a,b40,c>0R WARM, Vc 为 无 理 数 ) 
是 有 理 系数 方程 f(x) 二 0 的 根 , 则 ab Vc 也 是 方 
程 f(x)==0 KR, Rato Vc ,a 一 6 Vc 为 该 方程 
的 一 对 共 罗 无理 根 . 在 抽象 代数 中 ,一 个 域 上 的 次 
不 可 约 多 项 式 在 其 分 裂 域 中 的 个 根 , 称 为 互相 共 
WAJIR. 

itügf HA (conjugate complex roots) I“ Sg 
根 ”. 

FE Sg Fc FE AR (conjugate irrational roots) Ji 
“Fan Ht”. 

赫 尔 维 茨 定理 (Hurwitz theorem) ZMA 
论 的 主要 命题 之 一 . 它 给 出 了 一 类 实 多 项 式 的 判别 
条 件 . 每 一 个 根 的 实 部 皆 为 负数 的 实 多 项 式 , 称 为 赫 
尔 维 次 多 项 式 , 亦 称 稳定 多 项 式 . 赫 尔 维 欧 多 项 式 的 
系数 都 是 正 数 , MRE POE SERE LAM n 次 多 项 式 
三 (z) 一 az 十 az 十 … 十 az 十 ao Cay > 0) Jf Hl 
尔 维 欧 多 项 式 的 充分 必要 条 件 为 行列 式 


a; ay 
Al 一 Cl,A: 一 ’ 
à3 a, 
a, a 0 
Ai 一 | dg 4|, , 
ds QA, ds 
d, do 0 0 
az a> ay 0 
A, = 
Aon] Ao,—92 Aon, 一 3 a, 


Be 为 正 数 ,其 中 a;= 0 (1 m d! AR E y (Hurwitz, 
A. ) 在 研究 实 系数 多 项 式 的 根 时 ,引入 了 赫 尔 维 茨 
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多 项 式 的 概念 . 这 一 术语 来 源 于 微分 方程 ,是 由 研究 
一 个 物理 系统 在 平衡 位 置 渐 近 稳定 问题 引起 的 . 赫 
AR 2E vx xE PE pH KR Ee A BK CRouché, E.) 于 
1895 年 给 出 , 亦 称 为 赫 尔 维 芯 - 鲁 吹 判 别 法 ， 

dk OR HE HR SI sk (Hurwitz polynomials) — Mj, 
“pk OR AE RE FL”. 

稳定 多 项 式 (stable polynomials) 
KER”. 
dB OR HE A-S EUM Hl (Hurwitz-Rouché crite- 

即 “ 赫 尔 维 茨 定理 ” 

结 式 (eliminant) 代数 学 术语 . 指 由 两 个 多 项 
式 的 系数 所 构成 的 一 种 行列 式 . 数 域 P 上 的 两 个 多 
项 式 

f Gas" Fax" a i 0, 

g(r) =b" +b"! 十 十 bm_1X 十 bn G0) 
WARR o) Et mtn 阶 行列 式 


BP“ AR R E 


rion) 


do a, a, a 
dy aj 4.—p dd 
do a, a 
bi b b 6, 


b b 0 b, 
fr ao750, H 01,05, ,0 是 f(x) 在 复数 域内 的 n 个 
W, W ROP. 2) Hale (a) gla) g(a) 3G 0650. H 
Bis Bost? ,Bn 是 g (Xx) 在 复数 域内 的 m 个 根 , 则 
R(Cf,g) = (— 10.7 EDI C9 ss FCG: 
A eR. 2=0,N f(x) 与 g(xz) 有 公 根 ,或 者 
4o 王 bo 二 0; 反 之 也 成 立 . 又 
R(f,g) = C— D" R&S), 
判断 f(x) 是 否 有 重 根 ,f(z) 与 g(x) 是 否 有 公 根 以 
及 解 二 元 高 次 方程 组 时 , 结 式 都 是 一 个 有 用 的 工具 . 
多 项 式 的 判别 式 (discriminant of a polynomial) 
用 以 判别 多 项 式 有 无 重 根 的 一 种 表达 式 . 设 tir 
… ,Xs EROR P EETAS) Sa" Har dee 
+an r Ha, la AVER BURA n TAR Ml 
Dfy=a"’ [] aa 


1«i« jn 


称 为 f(x) 的 判别 式 . 它 同 Sos f£O0B Zi X 
RO ,了 ) 有 关系 
Dey a RE. 

多 项 式 f(x) 有 重 根 的 充分 必要 条 件 是 

DA — R(f,f) — 0. 
特别 地 ,如 果 f(z) 是 实 系 数 多 项 式 , 则 ONS 
数 . 当 DC fo >O0 时, f(r) & (B Be Wt 25: S] Hg 38 ; 当 
DCf) <0 Bf, f£ COS Ap Re MT 3E Su eR. 大 f(x) 


n(n 


—az* 十 bx 十 c 为 实 系数 二 次 多 项 式 i 

Df) = a;(x, — x? = b -— 4ac. 
实 系数 三 次 多 项 式 f(x) 二 axi 十 bx 十 cz 十 4 的 判别 
3. DC) - Pc — 46°'d + 18abcd 一 4ac — 27a*d’. 4 
D(f)>08t , fA =P AAR ER; DUOS 时 ， 
f(z) 有 三 个 实 根 且 至 少 有 两 个 根 相 等 ; 当 D(f)<<0 
Bi £2) AP SEAR A T 2598 Re TR. 

三 次 方程 的 不 可 约 情 形 (irreducible case of a 
cubic equation) 代数 学 术语 . 指 实 系数 三 次 方程 
实 根 公式 中 出 现 虚 根 的 情形 . 设 实 系数 三 次 方程 x 
十 pz 十 9 二 0 的 三 个 根 为 zi,zz,zs, 则 其 判别 式 

DSi =a aie a 2) 

=—4p'—279'=— 108| TE). 
dp rcc. 为 互 异 的 实数 , 则 D>0, mi 
2 3 D 
aa 
于 是 三 次 方程 23+ prtq=0 的 求 根 公 式 


r4] 一 过 十 


中 有 虚数 出 现 . 该 公式 长 时 期 被 认为 是 此 一 求 根 公 
式 的 严重 缺点 ,并 有 很 多 数学 家 企图 寻求 其 他 只 包 
含 实 根 式 的 求 根 公式 ,但 利用 域 的 理论 可 证 明 这 是 
不 可 能 的 .历史 上 把 这 一 事实 称 为 三 次 方程 的 不 可 
约 情形 . 

Sc AR AY FE BR (bound of real roots) ”多 项 式 的 
重要 概念 之 一 . 指 实 系 数 次 方程 实 根 存在 的 范围 . 
设 

aug aye 0 xD 
(aga, 750 n> 00 d& — 4] SC IR n WIFE. KP, 和 Ps 
是 两 个 正 实数 , 奉 对 方程 (1) 的 任 一 个 正 根 c, 必 有 
PiSc<P., WK Pi 为 正 根 下 限 ,P; 为 正 根 上 限 . 设 
— N, 和 一 NN, 是 两 个 负 实 数 ,名 对 方程 (1) 的 任 一 个 
负 根 d, —Nxids— N;,MWlfgk—N, 为 负 根 上 
限 ,一 六 为 负 根 下 限 . 设 AG mau aux 十 十 
anizta, (ao>0) 是 实 系 数 多 项 式 , 且 ax 是 第 一 个 
负 系 数 , 即 21290. a4 5220, 1H a, 0. ÉE b di f 
数 中 的 最 大 绝对 值 , 则 Fx =0 的 正 根 上 限 为 


LA. 

这 种 求 正 根 上 限 的 方法 , 称 为 拉 格 朗 日 方法 . X 
jz) 是 实 系数 多 项 式 ,& 是 一 个 实数 ,使 PCR), 
SRF" O00 BIOS dE ER MA A SE IE SC 
数 , 则 方程 fo) =0 的 实 根 都 小 于 &, 其 中 f(x) 
是 f(z) 的 m Br PR. 这 种 求 根 的 上 限 的 方法 , 称 为 
牛顿 方法 . 

拉 格 朗 日 方法 (Lagrange method) MXR H 


界限 ” 

多 项 式 的 变 号 数 (number of changing signs in 
a polynomial) 求实 根 界限 使 用 的 一 个 概念 . 设 qi 
Q2s ''" *Gm 是 一 个 实数 序列 ,其 中 q#0. 从 qi HEE 
若 第 一 个 与 9: 的 符号 相反 的 数 是 gq;, 则 称 gi 5 q; fü] 
有 一 个 变 号 . 再 从 9 HA ERTI a 符号 相反 
的 数 是 g;, 这样 便 得 到 第 二 个 变 号 . 如 此 继续 直至 
dm AREA r AES, MER r 为 此 序列 的 变 号 数 . 
设 f(z) 是 一 个 实 系 数 多 项 式 ,f(z) 的 系数 序列 的 变 
号 数 称 为 多 项 式 f(x) 的 变 号 数 . 

斯 图 姆 定理 (Sturm theorem) 确定 实 系数 多 
项 式 实 根 个 数 的 一 个 重要 定理 . 设 f(z) 是 实 系 数 
n (nn 之 1) 次 多 项 式 , 令 fo (s=flaz), fi (x)= 
产 (z), 则 由 带 余 除 法 ,foC(zx)==f (zx)gqi(《z) 二 ri(z). 
令 f(z) 二 一 ri(z), 对 所 (z) 与 f(x), 由 带 余 除 法 有 
F= Sag l atr a). Ff) = G2, 
JEOSE f£; G3 3 f (OETA RIK WAE P Xa 
N RSE I, fola) fa fO fino) VER 
jz) 的 斯 图 姆 序列 . 斯 图 姆 定理 是 ; 设 f(z) 是 实 系 
MERN HSER, Solt), Si Cases fn (x) 
是 f(x) 的 斯 图 姆 序列 . 若 a 二 5,f(a) 关 0 RF CD E 
0, WUE Sota), fila), tto f£, Ca ES BV Ca 5 
序列 fo), FiO), 5 f(b) B ES BVO) 的 差 
V (a) 一 VC2) 恰 是 f(x) 在 区 间 (a,5) 内 实 根 的 个 数 . 
斯 图 姆 (Sturm,C. -F. ) 在 1829 年 的 论文 4 论 数字 方 
程 解 》 中 ,深入 地 讨论 了 代数 方程 根 的 隅 离 , 引 人 了 
斯 图 姆 序列 的 概念 ,给 出 了 斯 图 姆 定理 . 

斯 图 姆 序列 (CSturm system) 见 “ 斯 图 姆 定 
m”. 

f KIL SẸ (Descartes sign rule) 估计 实 
系数 多 项 式 正 根 个 数 的 一 种 方法 . 它 断 定 实 系数 多 
项 式 f(x) =a" tax" + e tarta 的 正 根 
个 数 等 于 jz) 的 系数 列 a6o,a1,… ,a 的 变 号 数 减 去 
一 个 非 负 偶数 . 这 是 判断 一 个 实 系数 多 项 式 大 致 有 
多 少 个 正 根 的 最 简便 的 方法 .由 笛 卡 儿 符 号 律 可 推 
知 , 实 系数 多 项 式 f(x) HRA PRCA 重 根 按 & 个 
计算 ) 等 于 多 项 式 f( 一 zx) 的 系数 列 的 变 号 数 减 去 一 
个 非 负 偶数 . FA JL (Descartes, R. ) 所 著 《 方 法 论 》 
一 书 于 1637 年 出 版 , 书 中 有 一 个 附录 《几何 学 》 讨 
论 了 当时 流行 的 代数 问题 ,其 中 给 出 了 这 一 方法 . 

48$ E DF - EE 34 Œ (CFourier-Budan theorem?) 
关于 实 系数 多 项 式 在 确定 区 间 内 根 的 个 数 的 一 个 命 
Bi. 该 定理 断言 : 设 .jz) 是 一 个 实 系数 对 次 多 项 式 ， 
MRS AAI, f (9250. a — b, MERRE E [] 
(a,5) 内 实 根 的 个 数 (& BRIE e SIR) ST RII 
fla), f Go, £f? a) 与 1(0) sf OH) oe fO CO) 
变 号 数 之 差 减 去 一 个 非 负 偶数 . 傅 里 时 (Fourier J. - 
B. -J. ) 和 比 当 (Budan de Boislaurent,F. F.D.)4 A 
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高 等 代 S 


独立 地 发 现 了 此 定理 . 

罗 尔 定理 (Rolle theorem) 确定 实 系 数 多 项 
式 导 式 根 的 个 数 的 命题 . 该 定理 断言 : 设 (DER 
系数 多 项 式 ,f(z) 的 导 式 六 (zx) 在 f(x) 的 两 个 相 邻 
的 实 根 之 间 有 奇数 个 实 根 . 罗 尔 (Rolle,M. ) 于 1691 
年 在 他 所 著 的 《方程 的 解法 一 书 中 提出 .后 人 把 它 
推广 到 jz) 是 一 般 的 可 微 冰 数 的 情形 (参见 本 卷 
《数学 分 析 》 同 名 条 ). ; 

Æ JL 88 73 iE (Qin Jiushao method) 求实 系数 
多 项 式 实 根 近 似 值 的 一 种 方法 . 例如 , 设 实 系数 多 项 
X fF GO1eL 3,4 JEU — KIR a x3 y. Bl yc 
一 3, 再 令 fi(0 — FG-E 3)» M frOrfeLO. 1 内 有 一 
个 相应 的 实 根 . 把 L0,1j 分 为 十 个 小 的 区 间 [L0,0. 1], 
LO. 1,0. 2]. ;[0. 9,1). 4f, (y) 的 相应 实 根 在 哪个 
区 间 内 ,比如 在 L0.7,0.8j 内 , 邻 y=0. 7+2,2=y— 
0.7, 设 户 (z) 王 万 (0.7 十 z), 则 户 (z) 在 [0,0.1] 内 必 
有 相应 的 一 个 实 根 . As 1 分 成 十 个 小 区 
间 [0,0. 01],[0.01,0.02],…,[0.09,0.1], 看 f,(z) 
的 相应 实 根 在 哪个 区 间 内 ， eine Lo. 04,0.05]A, 
于 是 @€ (3. 74,3.75]. 则 3.74 5 3. 75 WESH 
SEAR a 精确 到 0. 01 的 近似 值 ,前 者 是 不 足 近 似 值 ， 
后 者 是 过 剩 近似 值 .如 此 下 去 ,可 达到 所 需要 的 精确 
BE. 这 个 方法 是 秦 九 韶 于 1247 年 在 他 所 著 《 数 书 九 
章 ;一 书 中 给 出 的 ,有 不 少 书 称 为 霍 纳 - 鲁 菲 尼 方 法 ， 
5c pr E. SE JE (Ruffini, P. ) 在 1804 年 , 霍 纳 (Hor- 
ner, W. G. )Æ 1819 年 才 分 别提 出 这 一 方法 . 

E-S FE FE Hk (Horner-Ruffini method) 
即 “ 秦 九 韶 方 法 ”. 

牛顿 方法 (Newton method) 求实 系数 多 项 式 
实 根 近似 值 的 一 种 方法 . 设 实 系数 多 项 式 f(x) 无 重 
根 , 且 在 区 间 [La,6j 内 仅 有 一 个 实 根 a, 并 假设 f(x) 
与 万 (z) 在 此 区 间 内 都 没有 根 . 这 样 将 会 出 现 以 下 
的 四 种 情形 之 一 : 


fla) | FO) 
1 | 一 | + 


RE ET 
ee N 
例如 ,在 情形 1. EC 6 TEC a 的 初始 近似 值 , 在 点 
B(6,f(6)) 作 y= 二 f(x) 的 切线 , 设 其 与 z 轴 的 交点 
Ab Wh 比 5 更 接近 于 a. 由 于 y= 二 fx) 在 点 B 的 


切线 方程 为 y 一 1(6) 二 了 六 (5)(x 一 5), 令 y= 二 0, 即 得 
交点 


在 [La ,bj 上 


f(b) 


BU BBS: 
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根据 这 一 公式 可 进一步 求 出 a 的 近似 值 b; ,bs S. 此 
方法 称 为 牛顿 法 . 这 种 方法 可 以 达到 任意 精确 度 . 另 
外 ,这 一 方法 不 仅 对 多 项 式 而 且 对 任意 满足 条 件 的 
在 区 间 [La, 和 上 的 实 连续 可 微 函 数 均 适 用 . 牛顿 
(Newton, I. ) 在 他 的 著作 《 流 数 术 》 中 提出 这 个 代数 
方程 数值 求 根 法 则 . 他 还 提出 一 种 求实 系数 多 项 式 
方程 的 实 根 上 限 的 方法 (参见 “ 实 根 的 界限 ”). 

线性 插值 法 (linear interpolation) 求实 系数 
多 项 式 实 根 近似 值 的 一 种 方法 . 设 实 系 数 多 项 式 
了 f(z) 无 重 根 , 且 在 La ,bj 内 仅 有 一 个 实 根 a, 并 假设 
f! G5 万 (z) 在 此 区 间 内 都 没有 根 . 这 样 将 会 出 现 
以 下 四 种 情形 之 一 : 


BEIDE bj 上 
HE e aa. 
EAA 
ERES rors ie | 
pee [eran reo 


例如 ,在 情形 1, 应 取 a 作为 o 的 初始 近似 值 . 过 曲 
A y-fGXE y 


点 ACa,f Ca) 
£j BGO;.fGo)) 
作 BOR O 
图 ), 设 其 与 z ?0 
轴 的 交点 为 
ai» Wi] a, E a 
更 接近 于 o. 由 
于 过 点 4 与 B 的 直线 方程 是 
一 f(a) x—a 
Fo fa bea 
令 y 二 0, 得 
ag G-a) 
i f(b) — flay’ 


根据 这 一 公式 可 进一步 求 出 a 的 近似 值 cs,as 等 . 
此 方法 称 为 线性 插值 法 ,该 方法 最 早 见 于 《 九 章 算 
术 》. 这 一 种 方法 可 达到 任意 精确 度 ,不 仅 对 多 项 式 
而 且 对 任意 满足 条 件 的 在 区 间 [La,5j] 上 的 实 连 续 也 
罗 巴 切 夫 斯 基 方 法 (Lobachevski method) 5K 
多 项 式 复 根 近似 值 的 一 种 方法 . 设 
了 CE 


一 I (b 5.) 
i=} 
则 gla) = r" — az! + + + (— 1)", 


= [[@+z), 


ll (x? — x). 


i=] 
于 是 hlz) = || — z?) 
i=] 


FEW jz) 的 根 的 平方 xl,zz，…z, HRR n KEM 
式 . 同样 可 求 出 以 mixtos JRR n 次 多 项 式 
等 .可 用 以 下 特殊 情况 来 说 明 罗 巴 切 夫 斯 基 方 法 的 
基本 思想 . 设 Tijs Tos??? Xn 都 是 实数 , 且 ES ee E 
Kina bt a hae ee, 


pera) = 


= [Tc 二 入 
从 而 一 +r b= xir axe 
分 大 时 3 


一 《一 1) 0 因此 ， 


5 5 
ae b, b, 
LV — br mE ula 12 E cu 
1 n—]1 


BE WK jp d Cilo6auesekuin, H. 14. ) TE 1834 年 
所 着 《 代 数 》 一 书 中 提出 这 一 方法 ,此 法 也 被 格雷 费 
(Gráffe, K. H. ) 在 1837 年 独立 提出 ,因此 ,这 种 方 
法 也 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 - 格 雷 费 方法 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 - 格 雷 费 方法 (Lobachevski-Graif- 
fe method) 即 "“ 罗 巴 切 夫 斯 基 方 法 ”. 

IB BIH (primitive polynomial) 一 类 重要 
的 整 系数 多 项 式 . 设 F(z) 是 有 理 系 数 多 项 式 , 令 “ 
表示 其 系数 的 公分 母 , 则 cf (x) 是 一 个 整 系数 多 项 
式 , 且 f(x) 与 cf (xz) 有 相同 的 可 约 性 . 因此 ,有 理 系 
数 多 项 式 在 有 理 数 域内 的 可 约 性 问题 ,可 以 化 为 整 
系数 多 项 式 的 可 约 性 问题 . 如 果 非 零 的 整 系数 多 项 
X glad = bit" tb te tb cb, 的 系数 是 
ERA, BẸ Dos bis tts Dm 的 最 大 公 因 数 等 于 1, Bul 
g (7) 称 为 本 原 多 项 式 . 任意 一 个 有 理 系 数 多 项 式 都 
可 以 惟一 地 表示 为 一 个 既 约 分 数 与 一 个 本 原 多 项 式 
的 乘积 . 

高 斯 引 理 (Gauss lemma) 多 项 式 理论 的 主要 

命题 之 一 . 即 任意 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 仍 是 一 个 

本 原 多 项 式 . 由 高 斯 引 理 可 知 , 任 一 非 零 的 整 系数 多 
项 式 如 果 能 够 分 解 为 两 个 次 数 较 低 的 有 理 系 数 多 项 
式 的 乘积 , 则 它 一 定 能 够 分 解 为 两 个 次 数 较 低 的 整 
系数 多 项 式 的 乘积 . 高 斯 引 理 在 研究 有 理 系 数 多 项 
式 的 因 式 分 解 与 有 理 根 中 起 着 重要 的 作用 . 高 斯 
(Gauss ,C.F. ) 引 入 了 本 原 多 项 式 的 概念 ,并 且 给 出 
了 这 个 引 理 . 

整 系数 多 项 式 有 理 根 的 确定 (determination of 


rational roots of a polynomial with integral coeffi- 


E sos Cee 
3 s eb sL Tb: 9 *** 9 TT" 


cients ) 


求 整 系数 多 项 式 有 理 根 的 一 种 方法 . 整 系 


多 项 式 


数 多 项 式 f(x)=ar’ agit age ao 的 


有 理 根 可 依据 下 面 的 方法 求 得 :者 既 约 分 数 xr/s 是 


f(x) BS BEAR M s 整除 aor 整除 ay. 例如 f(x) 
= 3r + 5r? +z tH 5r— 2 的 首 项 系数 3 的 因数 有 
土 1 , 土 3; 和 常数 项 一 2 的 因数 有 士 1, 士 2. 于 是 f(x) 
的 有 理 根 只 可 能 是 : 

2 


1 
Eu e. 


用 综合 除法 或 其 他 方法 逐个 地 检验 可 知 ， SONA 
理 根 为 一 2 5 1/3. £8 F JL (Descartes, R. 2, 4 diii 
(Newton I. ) 建 立 和 应 用 了 这 一 方法 ,因此 亦 称 牛 
顿 试 除法 . 

牛顿 试 除 法 (Newton trying division ) 
系数 多 项 式 有 理 根 的 确定 .” 

X HR Hy tH Fl HGH (Eisenstein criterion) 判别 
整 系数 多 项 式 在 有 理 数 域 上 不 可 约 的 方法 . 设 f(x) 
=at" +a" +e ta, cta, 是 整 系数 多 项 式 ， 
如 果 存 在 素数 p WE: 

1. P 不 能 整除 首 项 系数 ao. 

2.p 整除 f(x) 的 其 余 各 项 系数 (包括 常数 项 ). 

3. P^ 不 能 整除 常数 项 an, 

则 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

据 此 可 以 判断 多 项 式 x 十 2 ADA. 因此 ,有 理 
数 域 上 存在 任意 次 数 的 不 可 约 多 项 式 . 这 个 方法 只 
提出 有 理 数 域 上 多 项 式 不 可 约 性 的 充分 条 件 ,而 不 
是 必要 条 件 . xx P 73 YR HX SR JH (Eisenstein, F. 
G. M. ) 提 出 . 

整 系数 多 项 式 的 克 罗 内 克 方 法 (Kronecker 
method about polynomial with integral coefficient) 
判别 整 系数 多 项 式 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 且 在 可 约 
时 作 因 式 分 解 的 一 般 方法 . 这 个 方法 的 具体 步骤 如 
下 : 设 1(z) 是 一 个 整 系数 m 次 多 项 式 . 

l. 任 取 ma] 个 互 异 的 整数 CO9C19 ,Qam( 取 法 
TRIR), HAH), fla), flan). 

2. 求 出 每 个 / Ca AR b;, 并 对 每 个 因数 


Bll" 


组 合 Oo Or sO 利用 插值 公式 求 出 满足 g(a) 
=p; (1 二 0,1,… s m) H — 9] gx). 
3. 用 求 出 的 一 切 g GO XR AER. f(r), AAA BE 


整除 , 则 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 否 则 可 对 f(x) 
的 因 式 再 应 用 这 一 方法 . 

这 样 进行 有 限 步 又 后 , 即 可 将 f(z) 分 解 成 有 理 
数 域 上 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . op BA oe (Kronecker, 
L. ) 提 出 的 这 个 方法 虽然 在 实用 上 相当 麻烦 ,但 却 
有 理论 价值 . 

4} [B] & I x (cyclotomic polynomial) 
(4) BUC) a] n iR. 

FA $2 HJ SE TÉ (transform of an equation) 研究 
方程 根性 质 的 一 种 方法 . 设 000 dé n 次 方程 
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见 本 卷 


a 等 代 数 


三 xz) 一 az + ax! + e +a, ixr ta, 
= 0 (1) 

(ao 天 0) 的 ?个 根 .为 了 研究 方程 (1) 的 根 的 性 质 , 常 
对 它们 进行 某 种 变换 ,把 它们 变 成 男 外 的 个 数 
didit d, EL n 次 方程 

E30 —0) "P Oy ^p ee uy Ae On 

一 0 (2) 

DEOR n NR. 如果 didis d, 可 经 过 某 种 变 
换 变 回 到 cj,cs,… BAJA gO) 0 的 根 的 一 些 
性 质 , 就 能 推出 fO = 0 的 根 的 某 些 性 质 . 则 称 方 
程 (2) 是 方程 (1) 的 变形 . 设 一 元 n RAHE f (x) 二 ao 
e zx"cauax" +H ec0a,20 (ao 关 0) 的 nn 个 根 为 ci， 
C2» 1*0, X c Og — 4 3E E BEC UL DA cei ,ccs,…， 
cc, 为 根 的 方程 是 Cr) = 0 gk ax" -caix" |e 
ce" a,ir tca, = 0. FR c= — b 根 为 一 ci， 
—6065,'*,—c, WARE f(—220—0 ar aa 
+ eee t+ (—-1)" fa, 2+ (—1)"a,=034B A Cistte, 
c, 中 的 非 零 根 之 倒数 的 方程 是 x"f (x ') 二 0 或 
Pat etae Fat 0B C0505 
"c0, —5 的 方程 是 f(x 十 6) 二 0. 

多 元 多 项 式 (polynomial of several variables) 
一 元 多 项 式 的 推广 . 它 是 多 项 式 理论 研究 的 重要 对 
ji. dt P ED R aE P, EN arire rte WR 
TASK BRA P JE Bg T n 元 单项 式 , 式 中 Tis Ts”, 
zx, An SMF Risks yk, 为 非 负 整数 .a 称 为 该 
单项 式 的 系数 ,(& Rot kn) PRA SE RB A +h, 
+e +h, 称 为 其 次 数 . 数 域 P RERA n WAMA 
的 和 


ki VERE 
Q kyk Xi X». Ta 
n 
k yk, 33 RE 


称 为 PP 上 的 一 个 元 多 项 式 , 亦 称 多 元 多 项 式 .n 元 
多 项 式 常 用 Faris roe ttt Ln gC Lo9 tt en) 等 来 
表示 .7 元 多 项 式 中 的 每 一 个 单项 式 , 称 为 该 多 项 式 
的 项 . 指数 组 相同 的 两 项 称 为 同类 项 . 两 个 元 多 项 
A fay sree 2n) g(t 529° tn) ,如 果 除 去 系 
BUA 0 的 项 外 有 完全 相同 的 项 , 则 称 它们 为 相等 的 ， 
WA f Cas zs Ln) HEL Hes Ln). n 元 多 项 
式 的 所 有 系数 不 为 零 的 项 中 ,最 大 的 次 数 称 为 该 
元 多 项 式 的 次 数 . 次数 为 零 的 元 多 项 式 就 是 数 域 
P 中 的 非 零 常数 ;系数 全 为 零 的 元 多 项 式 称 为 零 
多 项 式 , 仍 用 0 表示 , 它 是 多 元 多 项 式 中 惟一 不 定义 
次 数 的 多 项 式 . 

多 元 多 项 式 的 运算 (operation of polynomials 
of several variables) 一 元 多 项 式 加 法 与 乘法 运算 
概念 的 推广 . 数 域 P 上 的 两 个 n WERA fnm, 
Ln) ECL ,Xs，,"… ,Xi) 的 和 是 指 将 这 两 个 多 项 式 
中 对 应 的 同类 项 的 系数 相 加 得 到 的 元 多 项 式 , 记 
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A SC istr xd gGu xtti f 
g.ix ax ayer y 与 zlz2…zo 是 数 域 已 上 的 两 个 
n 元 单项 式 ,n 元 单项 式 abri ap ap^ RHE 
们 的 乘积 . 设 FAQs igs Bd prs "5. d.) E 
数 域 EBRIWI n TEWMA, E f 的 每 一 项 分 别 与 
g 的 每 一 项 相 乘 ,再 把 这 些 乘积 相 加 (合并 同类 项 ) 
得 到 一 个 元 多 项 式 , 称 为 f 与 g 的 乘积 , 记 为 Se. 
n 元 多 项 式 的 运算 满足 交换 律 、 结 合 律 与 分 配 律 . 

数 域 PER n 个 文字 X152025*** Tn 的 多 项 式 的 
全 体 构 成 的 集合 ,连同 所 定义 的 加 法 与 乘法 构成 一 
个 环 PRA P EKn POF zz…z 的 多 项 式 
环 ,简称 P 上 的 nn 元 多 项 式 环 , 记 为 

Pim 

多 元 多 项 式 环 (polynomial ring of several vari- 
ables) 见 “ 多 元 多 项 式 的 运算 ” 

多 项 式 的 字典 排列 法 (lexicographic order of a 
polynomial) 确定 多 元 多 项 式 各 项 次 序 的 一 种 方 
法 . 这 种 排列 法 的 名 称 来 源 于 拼音 文字 的 字典 排序 . 
其 具体 排 法 是 先 确 定 元 的 顺序 ,然后 依 元 的 顺序 对 
各 元 进行 降 备 排列 . 设 ariezo ar 与 briag xy 
是 数 域 I: 上 多 元 多 项 式 f Gasxs Zoo) 的 两 个 不 
同 的 项 (这 时 对 于 单项 式 中 不 出 现 的 元 理解 为 这 个 
单项 式 含 这 个 元 的 零 次 究 ). 它们 的 指数 组 (ki,&;， 
RAG Cy das tt 7,) 中 ,如 果 ki=l hele ,ki 
=l; M k> Li, WW LA Ci skas ttt ,k,) 为 指数 组 的 项 
EFA ltl Ate Be A BY OL. 由 此 可 以 将 多 元 
多 项 式 jzizr…zo) 的 各 项 按 先后 次 序 排列 . 这 
种 排列 方法 称 为 字典 排列 法 . 34 n—1 时 ,字典 排列 
法 就 是 一 元 多 项 式 的 降 才 排列 法 . 

多 项 式 f 《xi,xs，… ,Xx,) 按 字典 排列 法 排 定 后， 
第 一 个 系数 不 为 零 的 单项 式 , 称 为 f Gn xo ttt xs 
的 首 项 .一 个 多 元 多 项 式 的 首 项 不 一 定 是 它 的 最 高 
次 项 . 关于 首 项 有 以 下 基本 事实 :多 元 多 项 式 乘 积 的 
首 项 等 于 各 因子 首 项 的 乘积 . 多 元 多 项 式 的 字典 排 
列 法 及 由 此 所 确定 的 首 项 ,在 多 元 多 项 式 的 理论 中 ， 
特别 在 对 称 多 项 式 基 本 定理 的 证 明和 具体 化 法 中 ， 
起 者 重要 的 作用 . 

多 元 多 项 式 按 一 个 文字 的 降 才 式 (power-de- 
scending form of a polynomial of several variables 
according to one letter) 多 元 多 项 式 的 一 种 排列 
方法 . 设 SC tits d) ERR P 已 上 的 二 元 多 项 
式 , 则 

f xiy Ts Xn) 
= aa + qe pones. (1) 
称 为 多 项 式 f 按 文字 x; 的 降 宪 排列 法 ,其 中 ,a,(j 
=O,loe om JP ERB n—-1 BMF Cases Tiis 
Lizio tto Ln) W Ze CA WARE SRR) FY 


“ERA n 元 多 项 式 的 2 一 1 元 因 式 有 以 下 性 质 : 

linn 多项式 
FG x2 ttn HARK TAY E TR TERR g A) 
式 中 诸 a 的 因 式 . 

2. V f C2129 ,i) 与 g《(Xz1yX2，,… Lr) EROR 
P ERD n FOBT hlt Tiis Titit Ta) FE P 
上 的 ?2 一 1 元 不 可 约 多 项 式 . 若 疡 是 fg HARK. A 
是 f 或 者 g 的 因 式 . 

3. 设 S Gri x; Zr) 与 g(Cz 279° te ERR 
P 上 的 n 元 多 项 式 i Gri de ay eda ya JE P 
上 的 n 一 1 WEMA. Ah E fg NAN. AAS e & 
3x MWh RE Sf OAR. 

齐 次 多 项 式 (homogeneous polynomial) ”一 种 
特殊 的 多 元 多 项 式 . 奇数 域 PP 上 的 nn 元 多 项 式 各 项 
的 次 数 都 等 于 mr, 则 称 该 多 项 式 为 n 元 m 次 齐 次 多 
项 式 ,简称 m 次 齐 式 , 亦 称 个 变量 的 m 次 型 . 一 次 
型 亦 称 线性 型 . 两 个 元 齐 次 多 项 式 的 乘积 仍 是 齐 
次 多 项 式 , 且 次 数 就 等 于 这 两 个 齐 次 多 项 式 次 数 之 
Al. 数 域 P 上 任 一 个 元 多 项 式 都 可 以 惟一 地 表示 
为 PP 上 齐 次 多 项 式 之 和 . 

多 元 多 项 式 的 整除 性 (exact divisibility of the 
polynomial of several variables) 整除 性 概念 的 推 
Pett S Gren) I eis oT, ESP 
上 的 两 个 n 元 多 项 式 , 行 存在 h Gc 255 * s Ln) IE f 
=gh, WFK g 整除 f, 亦 称 S 能 被 g 整除 , 记 为 g lS; 
否则 称 g 不 整除 Fa elf. nue xg (x, 
43,3*** 391-173 n 元 多 项 式 f aj »D25*** s Xn)» Wl PK g 
是 f 的 一 个 因 式 ,f dg 的 一 个 倍 式 . ux f Gio 
vc) te AM P 已 上 次 数 大 于 零 的 多 项 式 , 看 人 存在 己 
上 的 次 数 大 于 零 的 多 项 式 gTr La) h Ga, 
x2... f= gh, WE S EROR P LAA; Aw 
Wk f EROR P 上 不 可 约 . 

多 元 不 可 约 多 项 式 (irreducible polynomial of 
several variables)” 见 “多 元 多 项 式 的 整除 性 ”. 

多 元 多 项 式 的 最 大 公 因 式 (greatest common 
factor of polynomials of several variables) 一 元 多 
项 式 最 大 公 因 式 概 念 的 推广 . 设 f Cais rests tn), 
8 《TisT2 yo) 与 dz y Ln) EROR P ERI n 
WEMAN. Ad|fd|g. Ml d 称 为 /与 E 的 公 因 式 . 
又 契 对 f,g 在 PP 上 的 任意 公 因 式 有 (xi, tas rn) 
BH hd M d 称 为 fig 的 最 大 公 因 式 . 零 次 多 项 式 
总 是 任意 两 个 多 项 式 的 公 因 式 . 没 有 次 数 大 于 零 的 
公 因 式 的 两 个 多 项 式 fog RA RH. IS eK Et 
的 . KS Cry) —a (ya Fa G0z" + + an Cy) ft 
数 域 P 上 的 二 元 多 项 式 , 其 中 a(y) 是 PP 上 yy 的 多 
项 式 ,i 二 0,1,…,m. Æ a Gsm Cy) me Cy) BE 
WER ia WHE y 的 本 原 多 项 式 . Aly), 


多 项 x 


fin... Cow ERR 已 上 的 二 元 多 项 式 ， 
d(x WKAR AUG. 如 果 d 是 太刀 的 公 
Ast. A Sis fost fa TERA I Ze I BS zs BR X 
整除 d, M d 称 为 方 , 广 ,…, 太 的 本 原 最 大 公 因 式 ， 
对 行 矩 阵 ( 方 , 亡 ,…, 访 ) 施 行列 的 初等 变换 化 成 与 
"ERR JS EL SX BU TR B CO S0, 5,0, 7,00. 
将 h(r,y) 表 示 为 xz 的 多 项 式 , 求 出 其 所 有 系数 的 最 
RZ A Rey). R hlr wy =gy)dlr, y), WW d x. y) 
就 是 广 , 户 ,…, 访 的 本 原 最 大 公 因 式 . 将 fis forsee, 
广 表 示 为 zx 的 多 项 式 , 设 其 所 有 系数 的 最 大 公 因 式 
为 0Cy) , 则 O(yd(xr,y) Bl f s Jf ist xf 的 最 大 公 
因 式 .仿照 上 面 的 方法 ,可 以 从 两 个 文字 推广 到 任意 
多 个 文字 的 多 项 式 . 因此 ,任意 个 多 元 多 项 式 都 有 最 
大 公 因 式 . 

互 素 多 元 多 项 式 (relatively prime polynomials 
of several variables) 见 “ 多 元 多 项 式 的 最 大 公 因 
a. 

互 质 多 元 多 项 式 (prime to each other polyno- 
mials of several variables) 见 “ 多 元 多 项 式 的 最 大 
AAR”. 
| Zk OR BAZ A xt (primitive greatest common 
factor) 见 " 多 元 多 项 式 的 最 大 公 因 式 ” 

多 元 多 项 式 因 式 分 解 的 惟一 性 定理 (Cunique 
factorization theorem of the polynomials of several 
variables) 因 式 分 解 的 一 个 重要 性 质 . 数 域 已 上 没 
ATER AW AH n 次 多 项 式 f Gn init ,Xx,) 称 为 
数 域 已 上 的 不 可 约 多 项 式 , 亦 称 数 域 己 上 的 质 式 . 
bii ur» "egens pnis 
ZX;) 是 数 域 r 上 的 n 元 多 项 式 , 且 pn x "V T.) 
EP ESTS. A plfe Wp ENVERSA g 中 的 
一 个 . 因此 有 因 式 分 解 惟一 性 定理 : 数 域 忆 上 任意 
非常 数 的 多 元 多 项 式 可 以 惟一 地 分 解 为 已 上 不 可 
约 多 项 式 的 乘积 . 

多 元 多 项 式 的 艾 森 斯 坦 判 别 法 (Eisenstein cri- 
terion of a polynomial of several variables) 判别 
多 元 多 项 式 不 可 约 的 一 种 方法 . 设 Gn xn) 
=O Chitose. cr CAG Pe e LM eee) i 
十 … 十 anl EsTe Ln) 是 数 域 P 上 的 一 个 nn 元 
EMA. MRA P 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 p(xi,x;， 
Za) 2 IE : 

1. P 不 能 整除 首 项 系数 a. 

2.p 整除 f 的 其 余 各 项 系数 (包括 常数 项 ). 

3. p^ 不 能 整除 常数 项 s, 

则 ff 在 数 域 P 上 不 可 约 .例如 zi 十 zz 是 任意 数 域 
P 上 的 不 可 约 多 项 式 . 因此 , 数 域 P 上 有 任意 次 数 
的 不 可 约 多 元 多 项 式 . 

行列 式 的 不 可 约 性 Grreducibility of a determi- 
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高 等 Ww 数 


nant) 代数 学 本 语 . 指 行列 式 是 不 可 约 的 多 元 多 项 
XX. EHE n 阶 行列 式 


Ju X12 VE Din 
Ho, 29 7'* Lon 
Zal X4» igni oL. 


Bn? 个 文字 的 多 项 式 , 则 此 多 项 式 是 任意 数 域 上 
的 不 可 约 的 天 元 多 项 式 . 若 把 2 阶 对 称 行列 式 
Ty, Tiz "8% Ly 


Fig T 77 Lon 


Kin Ton Xn 
看 成 22 十 1)72 个 文字 的 多 项 式 , 则 此 多 项 式 是 任 
意 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . | 
对 称 多 项 式 (symmetric polynomial) 一 种 特 
殊 的 多 元 多 项 式 . 数 域 P 上 满足 下 列 条 件 的 多 元 多 
项 式 TEE ed) eps pos o 的 任意 排列 
Li Lis Li ABA Fay 902508 s Ln) =f Gn sx, 


rj. P[xis x2 ,Xj 中 任意 两 个 对 称 多 项 式 的 和 、 
差 、 积 仍 为 Plais rst ,zj 中 的 对 称 多 项 式 . 因此 ， 
Pais Xoo ,Xj 中 全 体 对 称 多 项 式 构成 环 Pn, 
Lost ,Tw 的 一 个 子 环 .个 对 称 多 项 式 
lem d. pExis 


Ü;—— d xp up 523- 432: 


0. i — um taces iu. 
Se et re er ee 
O, = LL Ln 
称 为 初等 对 称 多 项 式 , 亦 称 基 本 对 称 多 项 式 . PLzi， 
Xx2，"" ,Xj 中 任意 一 个 对 称 多 项 式 都 可 以 惟一 地 表 
MÄRKE P 中 的 关于 0,0s,…,o0, 的 多 项 式 .此 
结论 称 为 对 称 多 项 式 基本 定理 . 
初等 对 称 多 项 式 (elementary symmetric poly- 
nomial)” 见 “对 称 多 项 式 ”. 
基本 对 称 多 项 式 (fundamental symmetric poly- 
nomial) 见 " 对 称 多 项 式 ” 
对 称 多 项 式 基本 定理 (fundamental theorem of 
a symmetric polynomial)” 见 “对 称 多 项 式 ”. 
牛顿 公式 (Newton formula) ”多项式 的 根 与 某 
些 对 称 多 项 式 之 间 的 一 种 关系 式 . 设 Lis Ts” Tn 
是 n 次 首 一 多 项 式 f Goo TE RRA 的 上 所 有 根 ,o , 
0,10, 为 关于 这 2 个 根 的 初等 对 称 多 项 式 . 令 x% 
=r Hri tH tri 《二 0,1,2,…), 则 诸 s 与 oo 
“50, 之 间 的 关系 式 
Se Oia BS D ven 
+ (= 1)'¢,55 = 00 =k Sn), 
Si asri 4- (= 1 See ~ 0 UE) 
422 


称 为 牛顿 公式 . 这 个 公式 载 于 牛顿 (Newton,1.) 
1707 年 出 版 的 著作 《广义 算术 》 里 . 应 用 牛顿 公式 可 
将 s, 逐一 地 用 初等 对 称 多 项 式 oi ,0;，…,o, 表 出 . 例 
on, 24 k=2<n 时 ,ss 一 015; 十 20; 二 0, 则 5;— 0; — 207; 
M k=3<n 时 ,$3 一 0152 十 0251 一 30s 二 0; 则 ss 二 oi 一 
3010s 十 303. MBP 上 关于 zi ,Xx2，,… x, 的 任意 对 称 
多 项 式 ,都 可 以 表示 不 系数 属于 己 的 关于 sis，…， 
s, 的 多 项 式 . 

交错 多 项 式 (alternating polynomial) 对 称 多 
项 式 概 念 的 推广 . 设 Cy Do tte, EROR PEAY 
n 元 多 项 式 . 若 对 于 xz，z 的 任意 排列 z, 
Zi 所 有 cz) 只 能 是 两 个 不 同 
的 多 项 式 , 则 称 fx xncttam0XT Hy 9Xo9°** Ln 
的 交错 多 项 式 . 当 这 两 个 不 同 的 式 子 只 能 是 f (xi， 
Loy *** Ln) B — f Crys ados ttt DAT AR f Oni xt, 
Zi 为 狭义 交错 多 项 式 . 例如 ,jziyzayzs) 王 (zs? 一 
ai) Gy 2) Ces — a) Hearty 为 关于 Hts ts 的 
交错 多 项 式 .2 THB IA SK Cr. c0 Ga): Ct 
X1) 为 关于 Lis Ts"? Xp 的 狭义 交错 多 项 式 . 这 个 特 
殊 的 狭义 交错 多 项 式 称 为 最 简 交 错 多 项 式 . 一 个 狭 
义 交 错 多 项 式 与 一 个 对 称 多 项 式 的 和 与 积 是 交错 多 
项 式 . 

狭义 交错 多 项 式 (alternating polynomial in the 
narrow sense) WM XLIR”. 

Bx fe) 35 $56 26 MX (simplest alternating polyno- 
mial)” 见 “交错 多 项 式 ”. 

希 尔 伯 特 不 可 约 性 定理 (Hilbert theorem of ir- 
reducibility) 判别 多 元 多 项 式 不 可 约 性 的 一 种 方 
ik. 设 f (xis Tyas Pas s Xn) 是 数 域 P ER n 元 多 项 式 ， 
AS 在 数 域 P 上 不 可 约 , 则 对 于 任意 的 m (0 二 m 
<n), 必 存 在 An4+1s *** Ahn eu 使 f Cx, s Los tt. ars 
0,151136, ARs 已 上 的 入 元 不 可 约 多 项 式 . 

有 理 分 式 域 (field of rational fractions) 包含 
多 元 多 项 式 环 的 最 小 域 . HSC titt) gin: 
Lott, FO 是 数 域 P 上 的 两 个 元 多 项 式 ， 


f(x T23’ S, p, 
gii 9 之 2 9 5) 


BAP ENA OMA EXC 与 一 元 多 项 
式 的 有 理 分 式 一 样 ,可 以 同样 地 定义 多 元 多 项 式 的 
有 理 分 式 的 加 法 与 乘法 ,而 且 也 满足 交换 律 、 结 合 律 
与 分 配 律 . 数 域 P 上 任意 两 个 有 理 分 式 的 和 、 差 、 
积 、 商 ( 除 式 不 为 零 ) 仍 为 PP 上 的 有 理 分 式 . 因此 ,PP 
上 的 全 体 有 理 分 式 的 集合 构成 一 个 域 , 称 为 数 域 P 
上 的 有 理 分 式 域 , 记 为 Pisces ttim). 
代数 方程 组 (system of algebraic equations ) 

由 多 个 nn 元 多 项 式 方程 所 构成 的 方程 组 . 由 数 域 P 
Em Pn WEMA fiCnisz2s ttt x20 1,2, m) 


组 成 的 方程 组 
Jit A — 0, 


Job Sys ) == 0, 


A (1) 


A OE 
称 为 数 域 P 上 的 代数 方程 组 . 在 Ly = 9 Lp = Ay y ， 
z,— a, 满足 方程 组 中 (1) 的 每 一 个 方程 , 则 称 它 们 为 
方程 组 (1) 的 一 个 解 . 当 方 程 组 (1) 中 每 个 方程 的 次 
Asc 时 , 则 方程 组 (1) 就 是 通常 的 线性 方程 组 ; 当 
Ti 228 CIO 2 m=n=1 时 ,方程 组 (1) 就 是 通常 的 一 
元 n 次 方程 . 因此 ,代数 方程 组 可 以 看 成 是 线性 方程 
组 与 一 元 n 次 方程 的 推广 和 发 展 . 研究 代数 方程 组 
的 解 及 其 性 质 属于 代数 几何 . 

在 古代 巴比伦 和 1300 年 前 后 朱 世 杰 所 著 《 四 元 
玉 鉴 ) 中 ,都 曾 讨 论 过 二 元 、 三 元 和 四 元 的 高 次 方程 
组 .但 较 系统 地 研究 却 迟 至 16 世纪 ,正式 讨论 已 到 
18 世纪 ,主要 由 研究 高 次 代数 曲线 f(x,y) 二 0， 
g(roy)=0 的 交点 数 而 引起 的 . 贝 祖 (Bézout,E. ) 于 
1779 年 在 其 所 著 《 代 数 方 程 的 一 般 理 论 》 中 给 出 用 
消 元 法 求解 代数 方程 组 的 方法 . 

二 元 高 次 方程 组 (system of binary equations 
一 种 代数 方程 组 . 若 代 数 方 程 组 
Trayi 0; 
g(r, y) = 0 
中 的 f(x,y),g (xz,y) 是 复 系数 二 元 多 项 式 , 其 中 至 
少 有 一 个 为 高 次 的 , 则 称 (1) 为 二 元 高 次 方程 组 . 解 
方程 组 (1 ) 的 一 般 方法 是 把 f(x,y) 与 g(x,y) 看 成 
x NBM. uw 

fix,y) =ao(y)z" + a, (y)z7 + os 
+ a, =; (yao = a, Cy) 
pori) 0" Owe owe 
T5, Cyr T 5C, 

AP aly) b OE y 的 复 系 数 多 项 式 ,i 二 0,1,…， 
n;j 二 0,1,… ,1m, MAK R,(f QA 


of higher degree) 
(1) 


ag(y) ay) aly) c7 a, Cy) 
agCy) aly) c aye Cy) arly) 
ag Cy) ai (y) ，… arly) 
boly) bly) b c Daly) 


bly) by) … Day bn Gy) 

boy) by) … mly) 

则 m+n 阶 行列 式 RS ge y 的 复 系 数 多 项 式 . 
E (zuyyo) 是 方程 组 (1) 的 复数 解 , 刚 Yo 是 RI 9) 
的 复 根 ; 反 之 ,看 Yo 是 R,(f,g) 的 复 根 , 则 ao (yo) 
二 bo(yo) 二 0, 或 者 存在 复数 xos B Czo» yo) A EA 
(1) 的 复数 解 ( 参 见 “ 结 式 ”). 因此 ,为 了 解 方程 组 
(1), 可 先 求 高 次 方程 R,(f,g) 二 0 的 全 部 根 ,再 把 
R,(f,g) 二 0 的 每 个 根 代 入 方程 组 (1), 求 x 的 值 . 这 


多 Ho x 


样 就 得 到 方程 组 (1) 的 全 部 解 . 对 于 多 个 未 知 数 的 局 
次 方程 组 ,可 用 与 上 述 类 似 方法 求解 . 

相当 的 多 项 式 (corresponding polynomial) 代 
数学 术语 . 指 由 已 知 的 多 元 多 项 式 确定 的 次 数 相同 
的 齐 次 多 项 式 . 设 SC rotot ERR P EK 
韭 齐 次 多 项 式 , 铬 以 新 变数 xz, WERE 了 的 各 项 ,使 
其 变 成 为 一 个 与 f 同 次 的 齐 次 多 项 式 g (Xi resets 
rN g 称 为 f 的 相当 多 项 式 , 亦 称 f 与 g BAA 
相当 的 多 项 式 . 例如 ,多 项 式 22° + 3r y — 5rz! — yz 
十 2z: 十 Xx 一 3y 十 9 与 齐 次 多 项 式 2r? + 3r y— 522’ 
一 yet H 2z/td- xt! — 3yt? —9 互 为 相当 的 多 项 式 . 数 
UP 上 的 两 个 相当 多 项 式 中 的 一 个 在 了 上 可 约 , 则 
为 一 个 也 在 卫 上 可 约 , 且 它们 所 有 的 因 式 亦 是 相当 
的 . t fA (xi 2t XT) 与 g (Ti,X2，" T) ERUR P 
上 两 个 非 齐 次 多 项 式 ,F 与 G 分 别 是 了 与 g 相当 的 
齐 次 多 项 式 , 则 下 与 G 互 素 的 充分 必要 条 件 是 f 与 
g HR. 

dr X6 XT AY XT BRS I sl symmetric polynomial 
of variable pairs) n 元 对 称 多 项 式 的 一 种 推广 . ix 
(Ziyyi) Gros yide ots (Trsy Æ n 对 变数 ,f(xi,yi; 
Xoryiittacae Wn) EAR P ERO EIE 
对 lyyran 的 任意 一 个 排列 Listas eesin BBA 
f(T Ys Yes Ens Yn) = FG s yu xis yos tta 
E; yi MWK SAF EBM Cr y0 Gne yore 
Gr, » 34,2 BOSE ER IE DLL. S 

Sy — DTI xy xy, ocn + x 
(k—0,1,*:2—0,1, 0, Red P. ETE— P BRA 
的 对 称 多 项 式 f Gris Yii Lrs Yos tti Yn) BBA VAR 
AP ERE SMS. 

多 项 式 的 三 函数 (3 functions of a polyno- 
mial) 一 种 多 项 式 范 数 . 即 把 多 元 多 项 式 ST 
… ,XZ ) 的 一 项 对 应 改变 其 下 标 所 得 到 的 一 切 相 似 项 
与 该 项 之 和 的 函数 . 例如 

Dye = a te + x 
Dy tite = aay + airs be + aay + xu 
cox eda foe 
tan qud. qeu bua ee as 
NE ud, e cp rese unu. 
P riri p e H riat oee 
Ta 
BI P 上 任意 元 对 称 多 项 式 可 表 为 PD 上 若干 个 
之 函数 的 线性 组 合 . 

变 数 对 的 初 等 对 称 多 项 式 (elementary sym- 
metric polynomial of variable pairs) 一 种 特殊 的 
AE OT RIXTER A GH SK. Cris yi) Cares yo ott 


9 Cz, 9 
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高 等 WM 数 


yr) 是 nn 个 变数 对 , 则 其 任意 的 学 函数 可 表 为 

2 xy LEI y, 
E a 十 B= 二 0 或 1 G—1,2,--,.Hiies FRA 
为 零 , 则 这 些 之 图 数 称 为 变数 对 (zi 六)， (X29 Y2) 
tC» y, 0 FA ET BR PRR. S 


Pio = Dos 
Pi SG 
PS qum 
Pu. > 


Po = 5 xw 

Pao S TIZ2 Lans 283 

Pea = > 

Pon m MiNy2''t Yn, 
则 数 域 P 上 变数 对 《zi (yi) , Cr; | ya) EE (Cy) 的 
任意 对 称 多 项 式 JC 9 ¥13 Zas Y2} s Lao Vn) 都 可 以 
A P EBB pi MDS. 

ar Br HT AY 47) ST BR ER BT (elementary symmetric 

function of variable pairs) 见 “ 变 数 对 的 初等 对 称 


多 项 式 ”. 
行 列 式 


育 排 列 (odd permutation) 一 种 全 排列 .在 
个 数码 1,2, n 的 全 排列 jaje ja 中 , 铬 一 个 较 大 
的 数码 排 在 一 个 较 小 的 数码 的 前 面 , 则 称 它 们 构成 
反 序 , 亦 称道 序 . 这 个 排列 的 所 有 反 序 的 总 和 , 丈 为 
这 个 排列 的 反 序 数 , 记 为 CO Jo J) TT Jo frd 
例如 ,在 四 个 数码 的 排列 3142 中 ,3 与 1,3 与 2 以 
及 4 与 2 都 构成 反 序 . 因此 r(3142) 二 3. 反 序数 为 奇 
数 的 排列 称 为 奇 排列 , 反 序 数 为 偶数 的 排列 称 为 偶 
排列 . Fen (QU DATUR RBS n! 个 排列 中 ,奇偶 
排列 的 个 数 相 等 , 即 都 为 2! /2 个 . 这 决定 了 在 ?” 阶 
行列 式 的 展开 式 的 n! 项 中 正 负 项 各 半 . 

反 序 数 (inverse order number) JL" HES”. 

{8 HEF (even permutation) 见 “ 奇 排列 ” 

对 换 (transposition) 一 种 特殊 置换 的 表示 方 
法 . 在 一 个 元 排列 中 ,如 果 交 换 某 两 个 数码 的 位 
置 ,而 其 余 的 数码 不 动 , 则 称 对 这 个 排列 施行 了 一 次 
XT. 如 果 交 换 的 两 个 数码 是 i 与 7, 则 把 这 个 对 换 
WA G , 30. 对 换 改 变 排列 的 奇偶 性 .由 这 个 事实 可 
以 得 到 ,在 2” 元 的 全 体 2! 个 排列 中 , 奇 、 偶 排列 各 
X. 

fr WI (determinant). 代数 学 的 重要 概念 之 
EL 数 域 P 中 n° AY ai 7 一 1,2,…,2) 排 成 n 行 
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5j n 列 ( 横 的 称 为 行 , 纵 的 称 为 列 ) 的 符号 


d2) Qz  *'* Qn 


. Gi an2 os a, 


表示 所 有 取 自 不 同行 与 不 同 列 的 ”个 元 素 的 乘积 
ajja a, 的 代数 和 , 且 项 ajan “4; 前 面 的 符号 


X C— 77^? ,其 中 TA Jn) RR HE FI Pipe dn 
的 反 序 数 TR A BRA n 阶 行列 式 , 即 
4j dj °°" Gin 


Q» Az  '*'" Aon 


Anl An? pue Ann 
_ 5 = PILLE 

式 中 > 是 对 1,2,…,n AA n! 个 排列 求 和 .行列 
式 还 有 归纳 定义 法 和 公理 化 定义 法 . 

行列 式 起 源 于 解 线 性 方程 组 , 它 是 重要 的 数学 
工具 之 一 ,广泛 应 用 于 数学 的 各 个 分 文 以 及 物理 、 化 
学 和 科学 技术 中 . 1683 年 , 关 孝 和 在 其 所 著 《 解 伏 题 
之 法 一 书 中 ,对 行列 式 概念 和 展开 已 有 清楚 的 叙 
XR. 1693 年 , 莱 布 尼 芯 (Leibniz,G. W. ) 也 曾 使 用 过 
行列 式 . 首先 将 行列 式 脱离 开 线 性 方程 组 ,而 把 行列 
式 当 做 一 个 独立 的 理论 来 研究 的 是 范 德 蒙 德 (Van- 
dermonde, A. -T. ). 他 是 行列 式 理论 的 奠基 人 之 一 . 
柯 西 (Cauchy A. -L. ) 也 有 重要 贡献 ,行列 式 这 一 名 
称 是 他 于 1812 年 首先 使 用 的 ,他 还 叙述 了 行列 式 的 
乘法 .在 行列 式 理论 的 形成 和 发 展 中 ,做 出 贡献 的 数 
学 家 还 有 西 尔 维 斯 特 (Sylvester ,J.J. ) ABIL SK (Cay- 
ley, A. ) 等 人 . 1841 年 , 雅 可 比 (Jacobi,C.G.J.) 发 
表 论 文 4 论 行列 式 的 形成 与 性 质 》, 标 志 着 行列 式 系 
统 理论 的 形成 . 7 

行列 式 的 基本 性 质 (basic properties of deter- 
minants) 证 明 行 列 式 恒等式 与 简化 行列 式 计 算 的 
理论 依据 . 行列 式 的 基本 性 质 是 : 

1. 行列 互 换 , 行 列 式 的 值 不 变 . 即 

dll ai ”Cn Qi, aa "Y am 


A21 Co  **' An ai? Ang  "** Aye 


ba buo vü Xie uw. cH. WCG 
a SAA WHT Aid A D |a;| , 则 等 式 右边 的 
行列 式 称 为 D 的 转 置 行列 式 , 记 为 D' 或 D'. 显 然 D 
5 D'EA BITIN. 性 质 1 说 明 行 与 列 在 行列 式 
中 的 地 位 是 对 等 的 . 因此 ,凡是 行列 式 中 有 关 行 的 性 
质 , 行 列 式 的 列 也 都 具有 . 

2. 用 数 & 乘 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ?的 每 个 元 素 所 
得 行列 式 的 值 是 原 行列 式 值 的 & 倍 . 奉行 列 式 中 有 


一 行 ( 列 ) 的 元 素 全 为 零 , 则 行列 式 的 值 为 零 . 

”3. 交换 行列 式 某 两 行 ( 列 ) 的 位 置 ,行列 式 的 值 
改变 符号 . 因此, 若 行列 式 有 两 行 ( 列 ) 的 元 素 相同 ， 
则 该 行列 式 的 值 为 零 ; 若 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 的 元 
素 对 应 成 比例 , 则 此 行列 式 的 值 为 零 . 

4. n 阶 行列 式 DD 中 第 i1 行 (j 列 ) 的 元 素 为 两 
组 个 数 依次 对 应 之 和 , 则 D=M+N SAH n 阶 行 
列 式 MAN 的 第 i 行 (j 列 ) 的 元 素 分 别 为 前 后 各 
一 组 的 个 数 ,而 其 余 各 行 ( 列 ) 的 元 素 与 DD 的 相应 
ZU XR TR fn]. 

5. FEAT XX [E íT OID i k fii un $0 5 — f 
( 列 ) ,行列 式 的 值 不 变 ， 

转 置 行列 式 (transposed determinant) 见 “ 行 
列 式 的 基本 性 质 ” | 

三 角形 行列 式 (triangular determinant) 一 种 
特殊 的 行列 式 . 数 域 P 上 形 如 


Ql di Qin 
O Ag, tt Aon 
0 0 a 
a, Q 0 
或 Ao, Arp 0 


Ga An? tt An 
的 行列 式 分 别称 为 上 三 角形 行列 式 和 下 三 角形 行列 
式 , 亦 称 上 三 角 行 列 式 和 下 三 角 行 列 式 , 统 称 三 角形 
行列 式 . 每 个 行列 式 都 可 以 只 运用 行 或 者 列 的 性 质 
化 为 一 个 与 其 相等 的 上 (下 ) 三 角形 行列 式 . 上 (或 
下 ) 三 角形 行列 式 都 等 于 它们 主 对 角 线 上 元 素 的 乘 
积 . 行列 式 
ai 0 i 0 
QO dg … 0 


Go Uc em we 
称 为 对 角形 行列 式 , 亦 称 对 角 行 列 式 . 它 既 是 一 个 上 
三 角形 行列 式 , 又 是 一 个 下 三 角形 行列 式 . 

对 角形 行列 式 (diagonal determinant) 
角形 行列 式 ”. 

行列 式 的 子 式 (subdeterminant of determin- 
ant) 一 种 行列 式 . 指 由 原 行列 式 按 一 定 规则 得 出 
的 降 阶 行列 式 , Æ n BATIK D= |a;;| 中 ,任意 选 定 
k TS k J) GRO ,位 于 这 些 行 与 列 交 点 上 的 下 
个 元 素 按照 原来 相对 位 置 构成 的 一 个 和 阶 行列 式 ， 
称 为 DD 的 一 个 阶 子 式 . 若 所 取 的 上 行 与 & 列 依次 
为 第 Lista tt slp 行 与 第 ji sjo Z7 列 , 则 此 子 式 记 


为 
1-2 “of 
pf ive 
J1J2*** Ji 


é — 
JI 二 


Jija je 


" D| 


UK 4g. Aeg C Se 


uk iu I (1155 | jije" ja). 

代数 余子 式 algebraic complementary minor) 
一 种 行列 式 . 指 由 子 式 按 一 定 规 则 确定 的 带 符号 的 
子 式 . TE n 阶 行列 式 D= |ai| 中 ,任意 选 定 上 行 与 
JJ CHASE ,位 于 这 些 行 和 列 交点 处 的 大 个 元 素 
构成 万 的 一 个 和 阶 子 式 记 为 M;D PRIA k íT k 
列 后 余下 的 元 系 按 原来 的 位 置 构成 的 一 个 2 一 & 阶 
子 式 记 为 入 , 称 其 为 M HARK. WM ED 中 所 在 
的 行 标 和 列 标 分 别 是 115125 '** s1} All J (ijt s Ja s M) 

(— ]yh tst y RANT 
称 为 M 的 代数 余子 式 . 特别 地 D 的 元 素 a;; 的 代数 
余子 式 记 为 A;(i,j==1,2,*…,n). 

行列 式 依 行 ( 列 ) 展 开 (expansion of a determi- 
nant by a row (or a column)) 计算 行列 式 的 一 种 
方法 ， 设 Airs Ais”? 9 Ain (1x xLn0 JJ n 阶 行 列 式 D 
= | ai; | 的 任意 一 行 中 的 元 素 , 而 A; T PE ttt sAn TH 
为 它们 在 DD 中 的 代数 余子 式 , 则 D=a Ay +a, Air 
十 … 十 amA4 称 为 行列 式 D 的 依 行 展开 . 如 果 行 列 式 
D 的 第 : 行 各 元 素 与 第 j 行 各 元 素 的 代数 余子 式 对 
应 相 乘 后 再 相 加 , 则 当 ; 夫 7 时 ,其 和 为 零 . 因 此 有 

"m 全 (i = j), 
E WE "o NOE EG Js 
对 于 行列 式 的 列 , 有 类 似 的 等 式 
ec diac A As quidc AS cs iL. 
ee WT AO Can 
行列 式 依 行 ( 列 ) 展 开 不 仅 对 行列 式 计 算 有 重要 作 
用 ,日 在 行列 式 理论 中 也 有 重要 的 应 用 . 

萨 鲁 斯 法 则 (Sarrus rule) 展开 二 阶 和 三 阶 行 
列 式 的 方法 .将 二 阶 和 三 阶 行列 式 按 下 图 所 示 进 行 
计算 : 实 线 上 的 元 素 的 乘积 带 有 正 号 ,虚线 上 的 元 素 
的 乘积 带 有 负 号 ,并 将 这 些 乘积 相 加 ,得 到 二 阶 与 三 
阶 行列 式 的 展开 式 . 


a Qo 
7 
PA 
VA 
£ 
Qo) 5» 


= 4,105) — 0j505 = 4,155053 T 44505503, 1 4,40; d; 
0013055041 — 015054 043 — A 1 05305; 


这 种 计算 方法 称 为 萨 鲁 斯 法 则 ,在 ” 阶 行列 式 
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D — |aj| P. MA LARA FARA D 的 主 对 角 
线 , 元 素 aiya2 am 称 为 主 对 角 线 上 的 元 素 , 简 
称 主 对 角 元 ;从 右上 角 到 左下 角 称 为 DD 的 次 对 角 
线 ， 而 元 素 Gin: 2,n—1* °" Gu PRA UK XT £8 Ze E H3 76 
Fe ,简称 次 对 角 元 . AT SS Te JU] JR ROSE AIK 
ny. 

主 对 角 元 (element of main diagonal) 
鲁 斯 法 则 ” 

次 对 角 元 (element of minor diagonal) 
鲁 斯 法 则 ”. 

对 角 线 法 则 (digonal method) 
my”. 

拉 普 拉 斯 定理 (Laplace theorem) 计算 降 阶 
行列 式 的 一 种 方法 .该 定理 断言 :在 ” 阶 行列 式 D 
= [a;| 中 ,任意 取 定 有 & 行 ( 列 ),1 委 & 委 ”由 这 下 行 

( 列 ) 的 元 素 所 构成 的 一 切 & 阶 子 式 与 其 代数 余子 式 
的 乘积 的 和 等 于 行列 式 D 的 值 . 此 展 式 称 为 拉 普 拉 
Nr REX. 特别 地 , 当 & 王 1 时 ， 


D= MA = ayy) 


其 中 AGE aj 的 代数 余子 式 ;i,j 二 1， 2,…,n, 就 是 行 
列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 . 因而 拉 普 拉 斯 定理 亦 称 按 k íT 
展开 定理 . 拉 普 拉 斯 定理 事实 上 是 柯 西 (Cauchy， 
A. -L. ) 于 1812 年 首先 证 明 的 . 

拉 普 拉 斯 展 式 (Laplace expansion) 见 “ 拉 普 
拉 斯 定理 ” 

行列 式 的 相 乘 规则 (rule for multiplication of 
two ae 行列 式 的 一 个 重要 性 质 . 设 D, 
= | aj; | , D; = |b; | 是 数 域 PEN BT n 阶 行列 式 ， 

则 D, 5 D, 的 乘积 D,D, = leis |， 其 中 Cij G4 bi; 
Higby; aub, 1,2, n). MRE D D: 
中 的 第 : 行 . 第 7 列 的 元 素 cA Di 的 第 i 行 元 素 与 
D; 的 第 7 列 对 应 元 素 乘 积 的 和 . 此 相 乘 规则 简称 行 
RY. 由 于 行列 式 与 其 转 置 行列 式 相 等 ,因此 DD, 
=DD! = D,'D,=D,' D,' ， 即行 列 式 的 相 乘 规则 还 
有 行 乘 行 , 列 乘 列 和 列 乘 行 的 方法 . 

范 德 蒙 德行 列 式 (Vandermonde determinant) 


一 种 重要 的 行列 式 . 数 域 P 上 形 如 


Dj" ge 


JL" ge 


Bn" BE S rik 


1 1 eee 1 
ay a» a 
D=| aj a, a: 
di c de a 
853 11 JI APRN FR Be (6 £1 PU. 此 行列 式 
D= || ama 
)]xzi— jn 


因此 D3£0 , 34 H 1X. 34 13255." ** Gy 两 两 互 异 . 
带 形 行列 式 (band determinant) 一 种 特殊 形 
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状 的 行列 式 , 即 形 如 
a b 
D,— C 2 b 
"^. a b 


的 ” 阶 行列 式 称 为 带 形 行列 式 , 其 中 主 对 角 线 上 的 
元 素 全 是 a, 与 主 对 角 线 平行 的 两 条 线 上 的 元 素 分 
别 全 为 6 和 <, 其 余 的 元 素 全 是 零 . 带 形 行列 式 


a+D| S) (a? = Abe), 
心 ,一 n 十 1 
一 二 和 一 (a2 尖 45c)， 
式 中 
E dun V a? — 4bc jode (a Abe 
e a EnS 


是 二 次 方程 x* 一 ax 十 bc 二 0 的 根 . 


循环 行列 式 (cyclic determinant) 一 种 特殊 的 
n 阶 行列 式 .2” 阶 行列 式 
ao 4, 45; *'* An] 
diy. Cy. Qr “8% 0,5 
D = |a,- à, do *** Gna 
a, à» Qa, see ZI 


称 为 循环 行列 式 . ES fla)=ataat "EP ed 


et ell) D= f Ceo f Ce): …f(e,_1), 式 中 
e, = cos ZE + isin = (k = 0,1, ,nO— 1) 
FE AB n XXE HR. 


b GB X& 17 Fl z& Co-cyclic determinant) JP FARK b 
轮换 行列 式 .循环 行列 式 的 一 种 推广 . GB n 阶 行列 式 


ao 241 45; 2 An] 
ba, ., ao à, Ut An=3 An-2 
Oa, banı ao c 9*- ddued- dyes 
D, = ee ese eee oes eee eee i 
ba, ba, ba, Ay Qa, 
ba, ba, bay, & pc， an 


其 中 coal ,ai 是 2 十 1 个 复数 . 耕 将 多 项 式 
xX" 一 b 的 个 复 根 记 为 61,b;,*…,bs, 令 (x) 二 ao 
Hazte Hanix, W ake RUMOR 
当 b=1 时 ,61,5,，,… bh, 就 是 全 部 次 单位 根 ,此 时 
D, 即 为 循环 行列 式 ; 34 b= — 1 时 , 称 D, 为 反 循 环 
行列 式 , 亦 称 反 轮换 行列 式 . 

b 轮换 行列 式 (6-cyclic determinant) 
环行 列 式 ”. 

反 循 环行 列 式 (anti-cyclic determinant) &fl“6 
循环 行列 式 ”. 

对 称 行列 式 (symmetric determinant) 


Bp "o 18 


类 似 于 


对 称 和 矩阵 的 一 种 特殊 行列 式 . 一 个 行列 式 , 如 果 关 于 
主 对 角 线 对 称 位 置 上 的 元 均 对 应 相等 , 则 称 为 对 称 
行列 式 . 例如 


3 0 5 
3 2 
9 0 — ] = Pla 
MEET 
D. ree 0 


$3} Xf BR 1T Fl) 3X skew-symmetric determinant) 
2S AF BENT EK EE P) — RE ERER TTA. 一 个 行列 式 ， 
如 果 其 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 零 , 而 关于 主 对 角 线 
对 称 位 置 上 的 元 素 绝对 值 相等 符号 相反 , 则 称 为 斜 
对 称 行列 式 . 例如 


0 = S 
| 0 3 
1 0 0l. 
—3 0 
FS 0 0 
交错 行列 式 (alternate determinant) 即 “ 斜 对 
称 行列 式 ” 
克 莱 姆 法 则 (Cramer rule) — ZR yz 3t A8 AL tJ. 


利用 行列 式 来 解 线 性 方程 组 的 一 种 方法 . 如 果 线 性 
方程 组 
diti tänt H= F Ayr, — 0); 


aT] + aT ae =P Qon tn = by, 


tati t aet Fae dat m= b, 
的 系数 行列 式 


dn Ang |" Gy 

则 它 有 惟一 解 x; —D;/D (j=1,2,… 
是 将 DD 的 第 j 列 的 元 素 用 线性 方程 组 的 常数 项 b, 
b; rb, 代替 而 得 的 行列 式 (7 王 1,2,… ,2). 上 述 解 
线性 方程 组 的 法 则 称 为 克 莱 姆 法 则 . 1750 4E. , oe 3E 
姆 (Cramer,G. ) 在 他 所 著 的 《线性 代数 分 析 导 言 一 
书 中 给 出 了 这 个 方法 . 

加 边 行 列 式 (bordered determinant) 一 种 特 
殊 行列 式 . 即 对 一 个 ?2 阶 行 列 式 添加 有 & 行 和 有 & 列 ( 
为 正 整 数 ), 且 每 行 ( 列 ) 各 含有 ?2 个 元 素 , 而 添加 行 
列 的 交叉 处 补 零 所 得 到 的 (2 十 &) 阶 行列 式 . 例如, 行 
列 式 


a b uj 
€ d Uo 
v, v, 0 


a dV d. 1j 


QUE uus. ds 


与 


都 是 二 阶 行 列 式 


n).3M HH D; 


8371033211 91 X. 
伴随 行列 式 (adjoint determinant) 
式 密切 相关 的 一 个 行列 式 . E n 阶 行列 式 


Qi; Q1 Qin 


与 原 行 列 


a2) Gog °° Gon 


D = 9 


Q4 dn? eee a 


由 DD 中 元 素 4; 的 代数 余子 式 构成 的 行列 式 


A Rug ct Ap 
D: 二 Ay Adz p As, 
Am An tt Am 
称 为 D WERE AT ISK. Æ M 和 M' 分 别 是 行列 式 D 
及 其 伴随 行列 式 D 的 相应 的 mx 阶 子 式 , 则 M 等 于 
D"'5 M 的 代数 余子 式 的 乘积 . 特别 当 man 时 ， 
D'-D', 


4E 阵 
iB E (matrix) 代数 学 的 重要 概念 之 一 . 指 由 


mn 个 数 aj (1 1,2,*,m;j—1,2, sn) HEIL n 
行 ( 横 的 称 为 行 )n 列 ( 纵 的 称 为 列 ) 的 数 表 


di 412 Qin 
CQ21 Ag az 
Am] Qing a 
aj i ay 

at Qo, Qz  *'* dAn 


称 其 为 一 个 m 行列 矩阵 ,简称 mox n 58 [EE LE fa C. 
F Cai xn? Ca) mn BR Ca;;) s IR Wie A [Gu eee ee 
8k [a;; ]; 还 可 记 为 | Qij | 。 数 ai Fk 2J VA FEE BJ SB 1 行 
第 7 MACK. WRG. DIU. n Xn ERA n Et 
矩阵 , 亦 称 n 阶 方 阵 . 1 Xn 矩阵 称 为 行 矩 阵 或 行 向 
量 ;mX1 和 矩阵 称 为 列 和 矩阵 或 列 向 量 . 矩阵 一 般 用 大 
写字 母 A,B,C 等 表示 . 当 需 指明 矩阵 4 的 行列 数 
时 , 亦 常 记 成 4,x,. 如 果 和 矩阵 4 中 的 所 有 元 素 都 属 
FRM 已 , 则 称 4 为 数 域 P 上 的 和 矩阵. 实数 域 上 的 
矩阵 称 为 实 和 矩阵 ;复数 域 上 的 矩阵 称 为 复 矩 阵 . 元 素 
全 为 零 的 矩阵 称 为 零 矩 阵 , 常 记 为 0,,x, 或 0. BFE PE 
在 矩阵 运算 中 与 数 “ 零 ”在 数 的 运算 中 的 地 位 相当 . 
《 九 章 算术 中 就 有 了 类 似 于 和 矩阵 的 概念 ,并 利 
用 相当 于 和 矩阵 的 初等 变换 的 方法 来 解 线 性 方程 组 . 
XB [4 ix A] i8] 4: P ZR 2E Ir Re CSylvester,J. J.) F 1850 
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年 首先 使 用 的 . 在 欧洲 ,由 于 有 了 行列 式 的 成 果 做 基 
础 ,1850 年 前 后 ,和 矩阵 理论 得 到 迅速 地 发 展 . 对 此 ， 
凯 莱 (Cayley,A. ) 和 西 尔 维 斯 特 的 贡献 最 大 ,特别 
是 凯 莱 ,他 做 了 许多 开创 性 的 工作 . 例如 ,他 介绍 了 
和 矩阵 的 乘法 、 道 和 矩阵 的 性 质 和 求法 , 转 置 矩 阵 以 及 特 
征 方程 和 特征 根 等 . 1870 4E ER 4 Jordan, M. E. 
C. ) 证 明了 任何 复方 阵 都 可 以 化 为 相似 标准 形 , 即 
现在 所 说 的 若 尔 当 标准 形 . 1878 4E , 35 2 01 JE, S Hr 
(Frobenius,F. G. ) 证 明了 哈密 顿 - 饥 莱 定理 ;还 引入 
了 和 矩阵 的 秩 、 正 交 和 矩阵 和 最 小 多 项 式 的 概念 ;他 在 
矩阵 的 不 变 因 子 和 初等 因子 等 方面 ,也 做 了 很 多 工 
作 . 和 矩阵 不 仅 是 代数 学 的 一 个 主要 研究 对 象 ,也 是 数 
学 中 其 他 分 支 ,以 及 物理 学 、 化 学 等 科学 技术 中 的 重 
要 工具 ,和 矩阵 理论 在 科学 技术 的 许多 领域 中 有 广泛 
的 应 用 . 

方 阵 (square matrix) W“ R”. 

{TE (row matrix) Jl “Soe”. 

列 和 矩阵 (column matrix) MWM“ RE”. 

实 和 矩阵 (real matrix) WAR”. 

复 和 矩阵 (complex matrix) W“ i”. 

E iE R Cull matrix) J “the”. 

4B REA st (subdeterminant of a matrix) 由 
矩阵 按 一 定 规则 构造 的 行列 式 .在 矩阵 Anxa PIER 
k fT & Yi] C1 Ex min Cm n2) ,位 于 这 些 行列 交 点 
处 的 & 个 元 素 按 原 来 相对 位 置 所 构成 的 & 阶 行列 
式 , 称 为 矩阵 Awx ,的 一 个 & 阶 子 式 , 记 为 


a... d.. a.. 
i 2 


"Ll 
(1s: 1, "2, m; 
Te er ae 

X iS jisi = foot ote=je B PRA k REFR. En 


MIERE 4 中 ， 
i 112 Í 4e du cu 
AL LES B 2-19. wet d 


称 为 4 BJ n AREE SET XX. dE n MERE A B9 & Br T 
X 
A n E sex 4 | gu e <n 
Jı J2 ttt Jk Ji eJ Un 

中 RE m mor 112 — fas ert i 中 , 只 有 一 个 不 
等 于 零 , 则 称 为 近 主 子 式 . 

$6 RE AY EF sk (principal minors of a matrix) 
见 “ 矩 阵 的 子 式 ”. 

和 矩阵 的 顺序 主子 式 (sequential principal minors 
ofa matrix) 见 “ 和 矩阵 的 子 式 ” 

1E EE B3 yr E F X near principal minors of a 
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matrix)  WL"4pEEBU-T x. 

kB REA FR Crank of a matrix) 刻画 和 矩阵 的 一 个 
3E fa X XC. 4B PE 4 中 不 为 零 的 诸 子 式 的 最 大 阶 数 称 
为 4 的 秩 . WREE 4 WEA k, MEH rA) =k. 
规定 零 矩 阵 的 秩 为 零 .矩阵 4 的 行 向 量 组 中 极 大 线 
EAR [8] BASH BN TR RARE 4 的 行 
RAHM Eb 2H "PORC: £T 2o X [5] BAMA SE 
的 个 数 称 为 4 的 列 秩 . 数 域 己 上 的 任何 矩阵 4 的 
qT FRAN RAS. ABET AREE 4 的 秩 . mX n 矩阵 
A WR r(A)<min(n,n). A r(A) =n, WE A fy 
为 高 矩阵 ; 若 r(4) =m, WE 4 称 为 低 和 矩阵 . 若 
A.B R P ER mXn 矩阵 , 则 >(4 十 妃 ) 委 
r(A)+r(B). S; A dÉ P. EM mx<Xk PBRBEPE 
的 &Xn EE, M) rCAB)<min(r(A),r(B)). 

和 矩阵 的 行 秩 (row rank of a matrix) 见 “ 和 矩阵 
的 秩 ” 

5B RE AY 7I fX (column rank of a matrix) 
阵 的 秩 ”. 

3B 2 We I BAS Xt (Frobenius inequality) 
亦 称 西 尔 维 斯 特 不 等 式 . 一 种 特殊 不 等 式 . 指 和 矩阵 乘 
积 的 秩 与 其 因子 的 秩 之 间 的 重要 关系 式 . WER A 
A BRASH. BAC 是 可 乘 的 , 则 

r(ABC) 2r(AB)+r(BO)—r(B). 

在 此 不 等 式 中 , 若 A Am Xn FAB DN n DLE 
阵 ,C 为 2Xs 和 矩阵 , 则 rCAC)Sr(A)+r(C) =n. 

西 尔 维 斯 特 不 等 式 (Sylvester inequality) BẸ 
“ 弗 罗 贝 尼 乌 斯 不 等 式 ” 

和 矩阵 的 相等 (equality of matrices) 和 矩阵 的 基 
本 概念 之 一 . 数 域 P 上 两 个 mXn 和 矩阵 A= la) A 
B= (b;), E BUS 7 RAB A. BY wa 一 人 G— 
1,2, m; j=1,2, n ) 时 , 则 称 和 矩阵 4 与 已 相 
等 , 记 为 A=B. 否则 称 为 不 相等 , 记 为 AFB. 

和 矩阵 的 加 法 (addition of matrices) 矩阵 的 一 
种 运算 . 设 A= Cai mxn» B= ij nx, SX 已 上 的 
两 个 矩阵 , 则 矩阵 C — Cai +b nx. A A 5 BW 
和 , 记 为 C= 二 4 十 B. 和 矩阵 的 加 法 具有 以 下 的 性 质 ; 

1. 交换 律 A 十 B=B 十 4. 

2. 结合 律 (A+B)+C=A+(B+C). 

3. Amn F Onn = Om F A mn = Amn + Onn E F E RE. 

4. FEEC ai) FR IJ AB RE A = Cai, BY A RS, 
id Jj — A. 显然 ,4 十 (一 4)= 王 0 和 矩阵 4 十 (一 B) 称 
为 4 与 B 的 差 , 记 为 4 一 B. 因 此， 

A—B=A+(—B). 

Ti 46 BE (negative matrix) 见 “ 和 矩阵 的 加 法 ” 

$6 RE AY) BY HE (scalar multiplication of a matrix) 
矩阵 与 数 的 一 种 运算 . 设 A= (a, ERR P ER 
Sm Xn EE, k E P 中 的 任意 一 个 数 , 则 PP ER 
EE (ka; D, PRA k 与 矩阵 4 REE ID kA, 


VE 


BD RA = (Rai) inn FEE AY FE AAA VA F BITES : 

l.1* A— A. 

2. (RLYA=RUA). 

3. (E 3-DDA—RA-- LA. 

4. ECL A-- B) — A-- Eb, 
式 中 名 ,l,l1 是 数 域 P 中 的 数 . 

kB EE AY 3E j& (multiplication of matrices) 4M 
的 一 种 运算 . 设 AS (4,0, B= r) m Jé GP. E BS 
PAS EE MP ER s Xm FEE C= Con) AP 


Cj > 2 d (z = 1,2,**,S;k = 1,25°% m), 


称 为 4 与 B 的 乘积 , 记 为 C= 二 4AB. 主 对 角 线 上 的 元 
素 都 是 1, 而 其 他 元 素 都 是 0 BU n 阶 和 矩阵 称 为 单位 
矩阵 , 记 为 五 ,7 或 五 ,7 思 . 单 位 矩阵 在 矩阵 的 乘法 中 
犹如 数 中 的 1. 和 矩阵 的 乘法 具有 以 下 的 性 质 : 

1. 结合 律 (AB)C=A(BC). 

2.7438 AC(B+C)=AB+AC. 

3. 右 分 配 律 (B+C)A=BA+CA. 

4.k(AB)=(kRA)B=ACRB) REP. 

5. E, A, = Ag E, = A... 

注意 : 

1. EROR P EK n WERE A+0,BA0, A REA 
AB=0  BA=0,B) A,B 可 能 为 真 零 因子 .矩阵 的 
乘法 不 满足 交换 律 , 即 若 4B,BA 都 有 意义 ,也 可 能 
有 ABABA. 对 于 nn WHE AMEE NAH: 

Ao=E,, A'—A, At = AA, 
HA ÆA = AY, (A= A" RP RL 为 非 负 整数 . 
对 于 nn Gray se 4, 规 定 4 SAY. FE A” 
对 任意 整数 m 都 有 意义 . 

2. FMR P LBS n WHE A A B iE AB 
—BA,W|$k B 5 4 TR. Ae B.C 都 与 4 可 换 ， 
则 BC. AB+IC 也 与 A 可 换 , 其 中 有 ,IE€EP. 因 此, 若 
B 与 4 可 换 , 则 B 与 以 矩阵 4 为 元 的 多 项 式 是 可 换 
的 . 数量 和 矩阵 与 所 有 的 同 阶 和 矩阵 可 换 ; 反 之 , 若 一 个 
n 阶 和 矩阵 与 所 有 的 ” 阶 矩 阵 可 换 , 则 它 必 为 一 个 数 
BEBE. 一 个 n 阶 和 矩阵 与 所 有 满 秩 窍 阵 可 换 的 充分 
必要 条 件 为 : 它 是 一 个 数量 和 矩阵. 

单位 矩阵 (Cunit matrix) 见 “ 和 矩阵 的 乘法 ” 

和 矩阵 癌 量 空间 (vector space of matrices) W 
矩阵 为 元 素 的 线性 空间 . 数 域 P EE mX n FEE 
所 构成 的 集合 P”, 对 和 矩阵 的 加 法 与 数 乘 构 成 P 上 
的 一 个 mn 维 线 性 空间 , 称 为 矩阵 问 量 空间 . 特别 
HAGR P EEI n 阶 方 阵 的 集合 P”, 构 成 P 上 的 
一 个 n? 维 向 量 空间 . P” 对 矩阵 的 加 法 与 乘法 构成 
一 个 环 , 称 为 P 上 的 全 阵 环 ;P” 对 和 矩阵 的 加 法 、 乘 法 
和 数 乘 构成 数 域 P 上 的 一 个 n? 维 代数 , 称 为 全 矩阵 
代数 . 


全 阵 环 (all matrix ring)” 见 “和 矩阵 向 量 空 间 ”. 


P 阵 


全 和 矩阵 代数 (all matrix algebra) 
量 空间 ” 

1E EE matrix unit) 一 种 特殊 矩阵 . 数 域 
PERG PUKE 1, 而 其 余 元 素 都 是 零 的 mXn 
矩阵 


Ji," Pe [n] 


E(t —1,2,:,m;j-— 11,2500 yn) 

称 为 矩阵 单位 . FE HR. fr Je £X PEZGOR BJ. HO P 
E BS EE mox n 矩阵 都 可 惟一 地 表 为 它们 的 线性 组 
合 . 因此 ,和 矩阵 单位 是 矩阵 问 量 空间 P" BS BE. 当 m 
=n 时 ,和 矩阵 单位 有 关系 式 

EE — 0 (j E ED, 

I gc: 

ft B 4E BE (transposed matrix) 一 种 特殊 算 

Re. 指 由 原 矩 阵 行 列 互 换 所 得 到 的 新 和 矩阵. AB DE 


Cll i Qin 
A= Qo, 422 a; l 
Gu A 50 dod Asn 
WU Ce REEN nXs HE 
Qi) aa *** dg 
ai? Az ds? 
Qin G 25 Sem Asn 
A 的 转 置 矩阵 记 为 AR A. EMRA ATF HEM : 
| 1. (A')'— A. 


2. CA- B)' « A' - B'. 

3. RAY =kA' (REP). 

4. CAB)' 一 A'. 

5B RE AY ELA (direct product of matrices) 亦 称 
P V SUR. SB AER] I — Reis S». x A= (4a),, B= 
(bu) EROR POE BS BEAT AB EE , 则 ms & nt FE PE 


aiiB aB ** aB 

à4D as4b ++ a,b 
AQB= 21 22 2 

Am B Ano D Has amn B 


称 为 矩阵 4 与 B 的 直 积 . 

克 罗 内 克 积 (Kronecker product) 
直 积 ”. 

4) Hk $6 KE (partitioned matrix)  — fh fp 3k ^B 
E. FE Ae Ek A Ae BR ot A IR ,每 个 小 块 称 为 
HE FE Pe B ER BE. 分 成 子 块 的 矩阵 , 称 为 分 块 


即 “ 和 矩阵 的 


FEE. 设 分 块 矩 阵 
Ay A» UE Aj, 
4 二 A5 A,, oo A,, , 
A, A, ire A,, 


其 中 h; 是 矩阵 A 的 子 块 , 则 其 转 置 矩 阵 为 
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a 等 代 S 


Ay dig is Ly 
A = Au A,’ A, 


A, / Aoc A 

子 和 矩阵 (submatrix) — JL" r3 B BE". 

4) tR B FE B3 38 8. Coperations of partitioned ma- 
trices) dB Poe EI TET. 指 与 矩阵 运算 相应 的 三 
种 运算 ; 

LBA, BERR P EB BS m Xn TRER: 

Ay Ay ct A 
As Ag ce As, 


A, A, m A, 
B, Is. ‘988 b, 
Ba By s+ By 


B, By - B, 
其 中 4 与 B 有 相同 的 行 数 与 列 数 , 则 


Ay, +8, Ai; d3- B3; Ai, +5, 
A+B= Ay + B Ay B; A, d- B5, 
A, +B, A,» +B, AÅ, 十 五 ， 


2. A= (a), B= (Gu, ERR P 上 的 两 个 
分 块 矩阵 


A Ai Ay, 
A = A» A» Ay, ， 

Ay As Ag 

Ba- Bis B, 
p Ba Ba Ba | 


Ba By des D 
其 中 4 的 列 数 与 Bop) £T AAS L3 UJ n,(0—1,2, 
soot), Ill] AB= (Cap) , H P 


Cup = » AB (a= lig 2 5** ,SP = ]1,2,*,u). 
ô=] 


3. 设 A 是 数 域 P 上 的 一 个 mxXn ARE : 
Ay A w Ay 
A A 3 M 
Ace 21 22 2 
Ay Ay oe As 
J| 己 中 任意 的 数 & 与 4 的 数 乘 矩 阵 为 
kA RA» d kA; 
kA, kA,, TR kA,, 
kA = 
RA, kA,, eer kA, 
准 三 角形 和 矩阵 (quasi-triangular matrix) 一 种 
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特殊 的 分 块 矩 阵 . 设 数 域 已 上 的 分 块 矩 阵 
Au Ay c Ay 
P Ay, Az ctt Az 
Zo Wu 4 du. 
4 s—LoBÓIÓDJjmÉAi 7 时 ,所 有 的 4 一 0, 则 分 别 
称 A 为 上 准 三 角形 矩阵 或 下 准 三 角形 矩阵, 亦 称 高 
准 三 角形 和 矩阵 或 低 准 三 角形 矩阵 ,统称 准 三 角形 算 
EE. 两 个 同形 上 (下 ) 准 三 角形 矩阵 的 乘积 是 一 个 上 
(下 ) 准 三 角形 和 矩阵, 且 乘 积 中 对 角 线 上 的 子 块 分 别 
是 它们 对 角 线 上 对 应 子 块 的 乘积 . 准 三 角形 和 矩阵 的 
行列 式 等 于 这 个 和 矩阵 的 主 对 角 线 上 诸 子 块 的 行列 式 
的 乘积 . 
对 角 和 矩阵 (diagonal matrix) JPR X} f87E 4B 
阵 . 一 种 特殊 矩阵 . 即 数 域 已 上 除 主 对 角 线 上 的 元 
素 外 ,其 余 的 元 素 都 为 零 的 n 阶 和 矩阵 思 = (4,0 i y 
D = diag (di sdz" sda) 或 D= [di (d.t san ]. 
对 角 和 矩阵 的 和 、 差 、 积 以 及 数 与 对 角 和 矩阵 的 积 仍 为 对 
HIERE. 单位 矩阵 是 对 角 元 素 都 为 1 的 对 角 和 矩阵 . 如 
Re XT £8 4B Ee D — diag {dit > doo, Hi rds 中 ,Qi = d 
= =d n =a, N] DRA n AEE ON PR AG ER AB 
PE , 记 为 aE, X al,. 数量 矩阵 的 和 、 差 、 积 以 及 数 与 
数量 矩阵 的 积 仍 为 数量 矩阵. 
数量 和 矩阵 (scalar matrix) WX AER”. 
准 对 角 和 矩阵 (quasi-diagonal matrix) 亦 称 准 
对 角形 和 矩阵. 一 种 特殊 矩阵. 即 形 如 
A, 0 c 0 


0 0 « A, 
的 和 矩阵 ,其 中 A; 是 ni 阶 方 阵 G=]; XT AJE 
EEE — RRR BY VEOSE AA RR E. 两 个 有 相同 分 块 的 准 
Xt fA kg pfe 


0 A, 0 
A= 9 

O 0 A 

Bi 0 0 

0 B, eee 0 
B= , 


Ü- x. ww UE 
H Ah; 与 B; 有 相同 的 阶 数 , 则 它们 的 和 、 积 仍 是 同形 
HE XI fA E PF. 
&B RE {íT Fi) sh (determinant of a matrix) 和 矩阵 
的 全 部 元 素 构成 的 行列 式 . 设 A= Gu 2 BK P E 
的 一 个 n 阶 和 矩阵 , 则 行列 式 


Qi, Ayo ttt Ain 


Ag, Az ° Aan 


Any An t Am 

MARE 4 WTR. A | A| det (A). zr A.B 
是 数 域 P EBS n WE, k 是 PP 中 的 任 一 个 
S.WIABI-—IAIIBI.I&A| =e" AI. | A? | 
—|A|" ,其 中 4 是 4 的 伴随 矩阵 ; 若 A de n] B 
阵 , 则 |47'|==1417. 

柯 西 - 比 内 公式 (Cauchy-Binet formula) 求 矩 
阵 乘 积 行列 式 的 一 种 方法 . 设 AS (40 B= (D at 
别 是 数 域 P 上 的 mxXn 与 "Xm 矩阵 , 则 4 与 BB 乘 
积 的 行列 式 , 当 mn 时 等 于 零 ; 当 m 二 =n 时 ,等 于 A 
与 B BB £A SX RRA s 4 mn 时 ,等 于 


aj, eee aij bj, toe b. 


IS jp SS, a a b ens b s 


. eee i : 
ie. "Hw Jm Im” 
其 中 


表示 对 适合 ISAL < jn «nl BUS fT) X ZI 
求 和 . EE P3 CBinet, J. P. M. ) F 1812 ERI PR 
述 了 此 行列 式 的 乘法 定理 ,但 未 给 出 满意 的 证 明 ， 
1815 年 , 柯 西 (Cauchy,A.-L. ) 给 出 了 严格 的 证 明 . 

伴随 矩阵 (adjoint matrix) 一 种 特殊 矩阵. ix 
A=(a,;) ERR P 上 的 一 个 革 阶 和 矩阵 ,45 是 元 素 ai 
在 |4| 中 的 代数 余子 式 , 则 n AERE 


Ay Ay, AS An 
A A T A, 
AD 12 22 2 
Aj, Ao Aan 


称 为 4 的 伴随 矩阵 .伴随 矩阵 有 以 下 性 质 ;44” 
=A*A=|A|E,. 4n BYE A WR r(A=n 时 ， 
r(A* =n; %%r(A) =n—-1 Wr (A*) =1; 4rCA) 
<n—1N,r(A*)=0. M|A*|={Al™ an>), 4 
A,B iW n BrABEERT,CABD' — B' A^ . FERRE 
x& dt kB RU DE A -AL E E PR BO UE] rr A HI. 

和 矩阵 的 直 和 (direct sum of matrices) 一 种 准 
Xt FATE FE. 设 4 是 数 域 P 上 可 分 块 为 准 对 角形 的 
n 阶 和 矩阵 : 


A, 0 0 
0 A, 

A = 9 
0 0 "T A, 


其 中 A; 是 n; Br FB EEG — 1.2, 22 , Du] A PRA As 
Ar A: 的 直 和 , 记 为 ASA HAt HA & A 
=A, +4; + +A, B=B, +B, + +B., Hp A; 


iB 阵 


与 B, AW n; 阶 矩 阵 G 王 1,2,，……,)， 则 A 十 B= CA, 
+B) + (A, +B,) +++ (A, + By), AB= A,B, 
+ A,B, + HAB H ASA HAHHA 是 个 
AB EY A. f(A) EA: 的 特征 多 项 式 ,g;(4) 是 A; 
的 最 小 多 项 式 (i1 二 1,2,…,k), 则 A 的 特征 多 项 式 
fO — f100 f5OD £000, A 的 最 小 多 项 式 是 

g(a) = [g A), gA), ,gC4)]. 

TE $l BE (normal matrix) 实 正 规矩 阵 与 复 
正规 矩阵 的 统称 . 一 个 n 阶 实 矩阵 若 与 其 转 置 矩 阵 
可 换 , 则 称 为 实 正规 矩阵 . 设 Ài s Àz s *** ,A 是 n lr SE 
正规 矩阵 4 的 实 特征 值 ,ai 十 ib 是 4 的 复 特 征 值 
(hA0,R=1525°%55),H r+2s=n, WF ÆE— ANE 


交 和 矩阵 了 ,使 
A; 
A; 
A, 
T'AT— , 
| Ay 
A, 
A, 
AP 
"n b, 
A,— (bcc etas 
—b, 2 


上 述 准 对 角 和 矩阵 称 为 实 正规 矩阵 4 在 正 交 相似 下 
的 标准 形 . 实 正 规矩 阵 4 存在 正 交 和 矩阵 了 ,使 747 
是 对 角 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 :4 的 特征 值 全 是 实 
数 . n WYRE A WE AA =A 4, 则 称 为 复 正 规 
Aa sh A E 4 MSE GCE ee. 对 复 和 矩阵 4 TE 
在 西 矩 阵 U , fi U' AU 为 对 角 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 
是 :4 为 复 正 规矩 阵 . 

SC IE X &B FE (real normal matrix) 
EE, 

S IE $0 46 B (complex normal matrix) 
规矩 阵 ”. 

和 矩阵 的 迹 (trace of a matrix) 和 矩阵 的 基本 概 
念 之 一 . BP EB n MERE A 的 主 对 角 线 上 ?个 
TGR ZAP A A 的 迹 , 记 为 Tr4 或 Sp4. 对 数 域 P 
LER n 阶 和 矩阵 A,B 与 x 中 的 数 4, 有 : 

1. Tr(A+5)=TrA+TrB. 

2. Tr(AA) — ATr A. 

3. TTCAB) — Tr CB A). 

4. TrCA) — TrCA'). 

5. Tr(AA')=0,4 HA %4 A=0. 

3] E FE (elementary matrix) 三 种 形状 简单 
且 经 常 使 用 的 方 阵 的 统称 . 单位 矩阵 经 过 一 次 初等 
变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 . 数 域 DP 上 的 矩阵 的 
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见 “ 正 规 抵 


JI," 1E 


高 = K 数 


初等 变换 是 指 下 列 三 种 变换 : 

LLP 中 的 一 个 非 零 的 数 c 乘 矩阵 的 某 一 行 
( 列 ). 

2. 把 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ?的 有 倍加 到 另 一 行 
( 列 ), 这 里 为 P 中 的 任意 一 个 数 . 

3. RRR PAT OME. 
其 中 ,变换 1,2 是 最 基本 的 ,变换 3 可 由 变换 1,2 复 
合 而 成 . 

初等 矩阵 有 以 下 三 种 : 

1 


| = C i ÍT 
1 
1 
其 中 0 关 cEP. 
1 
1 k i ÍT 
2. PG, j(k))= 
1 j 行 
1 
R'BCP. 
3. PG.) 
1 
1 
0 1 ifj 
1 
1 
1 0 j fT 


1 

初等 矩阵 是 可 道 的 ,它们 的 道 矩 阵 仍然 是 初等 
w E, HA PGC —PGG OO PGS4 (02) ^ 
—PG.jC—5)),P G, 3) =P G, 7 初等 变换 和 初 
等 矩阵 的 关系 是 :用 第 ;种 初等 矩阵 左 ( 右 ) 乘 矩阵 
4, 相 当 于 对 A 的 相应 的 行 ( 列 ) 施 行 第 i 种 初等 变 
换 (i 二 1,2,3); 反 之 亦 然 . 

Se EE AY 37) SE SE HR (elementary transformations 
of matrices)” 见 “初等 矩阵 ”. 

非 奇 异 和 矩阵 Cnonsingular matrix) 亦 称 非 退 
化 矩阵 ,又 称 满 秩 矩 阵 . 一 种 重要 而 应 用 广泛 的 特殊 
ABE. 数 域 P 上 行列 式 141| 关 0 BS n BrAREE A 称 为 
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3E 9g AB PE ; ILLA | — 0. BU] A 称 为 奇异 矩阵 , 亦 称 
退化 矩阵 ,又 称 降 秩 矩 阵 . 和 矩阵 4 是 非 奇 异 的 , 当 且 
仅 当 4 是 可 逆 的 或 4 可 表 为 契 干 个 初等 矩阵 的 乘 


口 


ZN* 


i FR 4B FE (nonsingular matrix) 
阵 ”. 
A F 4 K (singular matrix) 


BI" SE dp Fe Ae 


WR, “ie RE 
阵 ”. 
降 秩 矩阵 (singular matrix) — JL "dE dy HH 
阵 ”. 
tH 4B BE (inverse matrix) ”与 非 奇 异 和 矩阵 有 重 
要 关系 的 矩阵 . 设 4 ER P ER n 阶 和 矩阵 ,如 果 
TFE P EK n BYE B, ff AB=BA=E, WRK A 
可 逆 和 矩阵 ,B 称 为 4 AE. 如 果 A npa up 
矩阵 是 惟一 的 , 记 为 4 .2 MERE A= Ca) A 
充分 必要 条 件 是 :4 ASE Ot St AY. AA a POS 


Ay, A5 i Za 

E ] | As Ans * Aas 
A= 

PAU P yee, aes 

Ain As, bs Ann 


式 中 4; 是 元 素 a;; 在 行列 式 |4| 中 的 代数 余子 式 ,i， 
] 二 1,2,…,n. FARE A 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 :A 可 
Be i FY FEAR. A A,B 都 是 阶 可 首 
矩阵 , 则 A’, A AB dpdé n MH. ACAD C= 
(A D',.(A D! SA, lA "|=|A| 5 (AB) '=B 
Aq". BL3€ (Cayley, A. ) F 1849 年 首先 介绍 了 可 道 
矩阵 及 其 性 质 ,并 指出 全 体 ” 阶 可 逆 矩 阵 对 矩阵 乘 
法 构成 一 个 群 . 求 递 矩阵 的 方法 通常 有 以 下 三 种 : 

1. 利用 伴随 矩阵 求 逆 矩阵 :4 “= 二 4"/|14|, 式 
中 |4| 是 4 的 行列 式 ,4* 是 4 的 伴随 矩阵 . 

2. 利用 初等 变换 求 逆 矩阵: 作 ”X22 B PE CA, 
E) ,并 对 其 施行 初等 行 变 换 , 当 把 A HEM EY R 
来 已 位 置 上 的 矩阵 就 是 AW! 对 2n Xn 矩阵 | 名 | 施 
行 初等 列 变换 ,也 可 求 出 4 . 

3 设 X= (ri) A A 的 逆 和 矩阵 , 则 AX —E. 由 此 
可 得 出 n ARAE M n 个 方程 的 线性 方程 组 , 解 
此 方程 组 求 出 一 切 x; AAG AW. 

Fy wt 46 Be invertible matrix) WDE K”. 

kB EE AY SE t (equivalence of matrices) JP RFE 
阵 的 相抵 . 矩阵 间 的 一 种 等 价 关 系 . 对 于 数 域 P 上 
的 mxXn 和 矩阵 4 与 B, 如 果 A 经 过 有 限 次 初等 变换 
可 以 变 成 B, 则 4 与 B 称 为 等 价 的 .应 用 初等 变换 
和 初等 矩阵 的 关系 可 得 ,矩阵 A 与 B 等 价 的 充分 必 
要 条 件 为 :存在 一 系列 初等 矩阵 Sy Soc Sas Ts 
TTG BSS e SAT eT MEE m 阶 和 
n ASEE S STE B=SAT. ARN SPA 
有 目 反 性 .对 称 性 和 传递 性 , 即 是 一 种 等 价 关 系 . 


矩阵 多 项 式 Cmatrical polynomial) 一 种 特殊 
AB 阵 . 设 Aos Ais A, 是 数 域 P 上 的 m Xn 5B, A 
是 一 个 文字 , 则 AA +A A 十 … 十 4, ATA, 称 为 
矩阵 多 项 式 . Ao 不 为 零 时 ,* 称 为 它 的 次 数 . 矩阵 
多 项 式 实际 上 是 4 矩阵 ;反之 ,任何 4 矩阵 都 可 以 表 
示 成 关于 4 的 矩阵 多 项 式 . HAL Alot A BB AE n 
阶 和 矩阵 , A A. 可 道 时 ,和 矩阵 多 项 式 A A+ Aa! 
十 … 十 4,_14 十 4, 称 为 正则 的 . 对 正则 和 矩阵 多 项 式 可 
以 做 带 余 除法 ,但 商 式 和 余 式 需 区 分 左右 . 正则 和 矩阵 
多 项 式 在 证 明 哈 密 顿 - 凯 莱 定理 中 有 应 用 . 

正则 和 矩阵 多 项 式 (regular matrical polynomial) 
见 “ 和 矩阵 多 项 式 ”. 

矩阵 多 项 式 的 运算 (operations of matrical poly- 
nomials) 多 项 式 运 算 的 推广 . 设 4C) BAEK 
域 己 上 的 两 个 同 阶 的 矩阵 多 项 式 ,m 是 这 两 个 多 项 
式 较 大 的 次 数 . 

ACA) = A Aà” + AAPM tee +A, At Ans 
BCA) = Bað” + BA" t+ ee + B, A+ Ban. 
Wj^g Ee E HA CA + By) A" + (A, FB) 1! x eem 
+(A, +B) RAEN A iW ACO-E BOO. 
AQ), BATA n 阶 且 次 数 各 为 m 与 p HBT SR 

阵 多 项 式 : 

ACAD SAA HAAT 十 … 十 4。(4 天 0)， 

BOO 2 BA -F B, + +B, (B40); 
则 和 矩阵 多 项 式 ABA” t+ CAB HAB) IT? ee 
+AnB, KA EM NA. IW ACA BOA). 注意 可 能 
有 A.B, 0. 因此 ,两 个 矩阵 多 项 式 乘 积 的 次 数 小 于 
或 等 于 这 两 个 矩阵 多 项 式 的 次 数 之 和 . ACA) 
=A A" -- AAT H H An AH An 是 数 域 P EBJAR 
阵 多 项 式 ,& 是 已 中 的 数 , 则 和 矩阵 多 项 式 
(RA, DAF RADAT HE t + ORA, DAF G A, BRA 
k 与 4() 的 数 乘 矩阵 多 项 式 , 记 为 &4(4)， 

数 乘 矩 阵 多 项 式 (scalar multiplication of ma- 
trical polynomial) 见 “ 和 抢 阵 多 项 式 的 运算 ” 

矩阵 多 项 式 的 右 ( 左 ) 除 (right(Cor left) division 
of matrical polynomials) 多 项 式 除 法 的 推广 . 设 
AQA), BOA) BU P 上 的 两 个 n 阶 和 矩阵 多 项 式 , 且 
BGA) 是 正则 的 ,如 果 

ACA) = QCA) BA) + RA) 
(AA) = BWA) + RA), 

H.34 ROO CR (00250 时 ,其 次 数 小 于 BAH KE, 
则 以 BO) A CE) E& A CO Bb, Br 48 B4 X8 EE Ze X 
QOO (QA) 5; ROO CR O00 A BECA HU CIO 3j 
HER. E RO)=0(RO)=0) f BA AA) 
BE ACD. 

广义 剩余 定理 (generalized remainder theorem) 
亦 称 广义 贝 祖 定 理 . 余数 定理 在 矩阵 多 项 式 上 的 推 


AB 阵 


广 . 给 定数 域 P 上 的 和 矩阵 多 项 式 
F(A)= FA 二 FA 
SA Fe A By F EA Pas 
其 中 Fo Fist Em AP 上 的 nn 阶 和 矩阵 , 且 F,2E0 , Jill 
以 AE—A ARR F CO BETIS BRA FCA)= FA” 
CFA" BecBF, AHE; VW AE— A ER FO) 
所 得 的 余 式 为 下 (4) 一 4"Fo 十 47 Fe +AF n i 
HFa AE— AACA) ERE HK F(X) 的 充分 必 
要 条 件 是 :F(A4)==0 CF(A)=0). 
广义 贝 祖 定理 (generalized Bézout theorem) 
BU“) RREH”. 
iB EEB 26 Ish (polynomial of a matrix) 一 种 
特殊 多 项 式 . d8 VA REFIRE. 设 
f(x) = apx” + am! +e H ax + ay 
是 数 域 P 上 的 多 项 式 ,A4 Æ P EKW n ER, D 
JCA) = ap A” F ap A! + e tH aA Ha E 
称 为 矩阵 A 的 多 项 式 . 设 /GO5S gGoR P EB 
个 多 项 式 , 令 
u(x) = f(x) + glx), 
| v(x) = fG)g(G), 
则 
uCA) = f(A) + g(A), 
v(A) = f(A)g(A). 
若 & 是 已 中 的 数 , 则 
kf CA) — (ka, ) A" + (kam) AT) F +e 
+ GapA + Cha E. 
Bg. XU P EEE 4 的 多 项 式 集合 ,对 上 述 的 加 
法 . 数 乘 与 乘法 构成 一 个 交换 代数 . 
三 角形 矩阵 (triangular matrix) — — fb FESKAB 
E. 数 域 已 上 主 对 角 线 以 下 或 以 上 的 全 体 元 素 都 是 
FH n 阶 方 阵 


ai, Ai QAin-1 | 
0 55 G»,n—1 Ae 
0 0 0 Ann 
或 
ay) 0 0 0 
4531 Ag  *** 0 0 
dnl ano n,n—1 ann 


4r A PR AY E = FATE Be A P = FA op ee E — 
fA 5B EA P = Fa. SK — AA BE. 主 对 角 元 全 
AE 18] = FATE EO REER—Í87E Es ET A 
全 为 零 的 三 角形 矩阵 称 为 严格 三 角形 和 矩阵 . BA n 
阶 上 (下 ) 三 角形 和 矩阵 的 和 、 积 以 及 PP 中 的 一 个 数 与 
上 (下 ) 三 角形 和 矩阵 的 乘积 仍 是 上 (下 ) 三 角形 和 矩阵. 
特殊 三 角形 和 矩阵 (special triangular matrix) 
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见 “ 三 角形 矩阵 ”. 

严格 三 角形 矩阵 (strictly triangular matrix) 
JL" = f EE". 

Xj BRB EE (symmetric matrix) — APR 
阵 . 数 域 P 上 满足 条 件 4 =A, BP aj; =a; G j=l, 
2,…,2) 的 7 阶 方 阵 4=(c) 称 为 对 称 和 矩阵 . 如果 
A'=—A, Bl ai 一 一 ar 6, j— 1.2, n) Rl] A 称 为 
反对 称 和 矩阵 ,此 时 a;—0 G1.2.:o0. ROPE 
阵 亦 称 斜 对 称 和 矩阵 或 交错 矩阵 . 任意 方 阵 4 ABT HE 
一 地 表 为 一 个 对 称 矩 阵 与 一 个 反对 称 和 矩阵 之 和 ，, 即 


O A+A A-A’ 
A= "m ty 
反对 称 矩 阵 (antisymmettric matrix) Jl “xT HR 


矩阵”. 

$1 x] BR AB BE (skew-symmetric matrix) 
称 和 矩阵 ”. 

X $8 46 RE (alternate matrix) MIRER”. 

实 对 称 和 矩阵 (real symmetric matrix) 一 种 对 
称 和 矩阵 . 指 欧 氏 空间 的 对 称 变换 在 标准 正 交 基 下 的 
iB EE. 即 元 素 a4 0,77 1.2. mee LRN MP 
阵 A= (lan) 实 对 称 矩 阵 4 的 特征 值 全 为 实数 . 在 
实 欧 氏 空 间 R” 中 ,对 称 和 矩阵 4 的 属于 不 同 特征 值 
的 特征 问 量 必 正 交 , 且 在 R 中 存在 个 列 特征 问 量 
组 成 的 标准 正 交 基 $1 ,6 ,… 5 ,使 

(5,,6,,*-*,6,)! ACE S250 oF) = T'AT 

为 实 对 角 和 矩阵 ,其 对 角 线 上 的 元 素 为 4 的 特征 值 , 了 
为 正 交 和 矩阵 . DIE ie T 称 为 A 的 特征 问 量 的 一 个 
完备 系 . 

实 反 对 称 矩 阵 (real antisymmetric matrix) 
一 种 反对 称 和 矩阵 . 指 欧 氏 空间 的 反对 称 变 换 在 标准 
正 交 基 下 的 矩阵. 即 元 素 a; fp Je GC OE FR. Qij 
=—a,;G,j=1,2.°) n IN n WERE A= (Cla; €E 
有 了 以 下 性 质 : 

1. A 的 特征 值 是 零 或 纯 虚数 . 

2. |4 | 是 一 个 非 负 实数 的 平方 . 

3. A 的 秩 是 偶数 ,奇数 阶 反 对 称 矩 阵 的 行列 式 
AT. 

4. ETE. n 阶 正 交 和 矩阵 工 ,使 

QO a, 


— a 0 


DL“ Xt 


DAT E (1) 
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H.-ia, 是 A 的 全 部 非 零 的 特征 值 ,k==1,2,…,r,A 
的 秩 r(A) = 2r FEE CD BRA SC BROT BK BEA 在 正 
交 相 似 下 的 标准 形 . 
正 交 矩阵 (orthogonal matrix) 一 种 实 和 矩阵 . 
8 正 交 变换 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 . 即 满足 A A= 
EW n BYE A. zr A HIE ACE, WY | A] — 4 1. 
当 |4|=1 时 , 称 A SS — XK IE HS ah he d 4B EE ; 
当 |4|== 一 1 时 , 称 4 为 第 二 类 正 交 和 矩阵 或 镜面 反 
射 矩 阵 . 给 定 n BP IE ACR A= (la; H AASE 得 
A '!' 二 4A 和 ,从 而 AA' =E. ES Jit 


Ci1Cil -F Qj;dj, ee dy 十 Aind jn — » c P . (1) 
1 G@=y)) 
adj 十 Q »id»j 十 TS 十 G4, = P P f (2) 


Bl A 的 不 同行 ( 列 ) 是 正 交 的 . 等 式 组 (1) 或 (2) 都 称 
为 正 交 条 件 ,都 是 实 窍 阵 A 为 正 交 和 矩阵 的 充分 必要 
条 件 . 此 外 ， 


A I 
Qj; = JA (1 sj 一 1,2,*… 57) 


CEKER 4 为 正 交 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 . IE 30 
阵 的 特征 值 的 模 为 1, 因 而 它 的 实 特征 值 只 可 能 为 
1. 任 一 实 满 秩 ” 阶 和 矩阵 A 都 可 以 惟一 地 分 解 成 
4 一 QT ,其 中 Q 是 实 正 交 和 矩阵 ,7 是 主 对 角 线 元 素 
大 于 零 的 上 三 角 和 矩阵 . OO RE BA EXE 
MA, A BA 为 对 角 和 矩阵 ,其 对 角 元 是 B 的 全 体 
特征 值 . 

第 一 类 正 交 矩阵 (Corthogonal matrix of the 


first kind) JL," 1E AS 4B R”. 

We 46 46 (rotational matrix) 即 “ 第 一 类 正 交 
矩阵 ”. 

第 二 类 正 交 和 矩阵 (orthogonal matrix of the sec- 
ond kind) J“ iE 2C #8”. 


镜面 反射 矩阵 (matrix of mirror reflection) 
即 * 第 二 类 正 交 和 矩阵” 


JE 35 é& VF Corthogonal condition) Ji,“ 1E 4648 
阵 ”. 
埃 尔 米 特 矩阵 (Hermite matrix) — # A ^E 


PE. 指 酉 空间 的 埃 尔 米 特 变换 在 标准 正 交 基 下 的 拢 
EE. 即 满足 HSH BJ n REEE H.YRKOKNOBEE 
HA RE E EL RB di SE BL, ELS FA Fo] SEE TEE EA] RE ME p] 0E 
Ws TE 36. 对 埃 尔 米 特 矩阵 H ETE VS RB PEU , GU" 
HU AXE fag PE. REP faz ENR H 的 全 体 
特征 值 . 

本 和 矩阵 (Cunitary matrix) 一 种 复 矩 阵 . JE VR zs 
间 的 西 变 换 在 标准 正 交 基 下 的 窍 阵 . 亦 即 满足 UU’ 
二 U'U==E 的 复 和 矩阵 UU, 其 中 U' 是 U HRS 
EE. 任意 满 秩 矩阵 都 可 以 表 为 一 个 本 矩阵 与 一 个 上 
三 角形 矩阵 的 乘积 . 在 维 西 空间 中 ,一 个 标准 正 交 


H $55 — ^ br HE 1E 20 d ot ES Ji PU RB PE. Vg Ap 
阵 的 行列 式 的 绝对 值 等 于 1. 

整数 和 矩阵 (integer matrix) 在 数论 中 有 重要 
应 用 的 一 种 矩阵 . 指 元 素 a5 0. 71.2. ,2) 都 是 整 
数 的 n Br B PE A= (aij). AG n 阶 整数 矩阵 A 的 行列 
式 |41= 士 1, 则 A 称 为 么 模 整 数 和 矩阵 .一 个 整数 拓 
阵 有 道 整数 矩阵 , 当 且 仅 当 这 个 矩阵 是 义 模 整 数 矩 
阵 . 

4 T 38 Sr E ME (unimodular integer matrix) 
见 “ 整 数 和 矩阵 ” 

AE 46 KE (nilpotent matrix) 一 种 特殊 和 矩阵. 
4H dE AE AE FR PT MT BY AB PE. 亦 即 存 在 正 整 数 om, fl 
A" —0 HJ n MER A. Fe RR. — AE 
PERS 36 2 URRE: CHREAN. 若 
A"—0,1H A""'z0,W| E— A Ft, A 

(E—A)'=E+A+ A> +e + Av. 
这 时 m PRA FES EE 4 NES TBR. 


Jm 零 指 数 (nilpotent exponent) Ji "Xt 2E 4p 
阵 ”. 
fe SEAB (idempotent matrix) — ZR FREE 


PE. 一 种 特殊 矩阵 . dé du p OS RT OT LN XB PE. 满足 

A =A W n 阶 和 矩阵 4 PROD ESSER. FES ERE 

是 单位 矩阵 ,或 者 是 奇异 的 .如果 4 REESE EE, M 
r(A) 4-r(A— E) —n, 

式 中 x(4) 是 4 的 秩 . 


投影 矩阵 (projection matrix) BH RFE”. 
X &% 46 BE (unipotent matrix) 一 种 特殊 矩阵 . 


1E FE A BE FR POM zB 5B e. BY FF EE Rom, fA” 
=E Won ORR A. HAE A BA ui By. HR S 
矩阵 为 A” VA 的 特征 值 的 模 均 为 1. 4 m—2 时 ， 
XH ASE, M 4 称 为 对 合 和 矩阵 .n NAE 
A 的 特征 值 为 1 或 一 1, 且 
r(A+ E) +r(A— E) =n. 

对 合 和 矩阵 (involutory matrix) WR 2 Æ 
阵 ” 

半 单 矩阵 (semisimple matrix) 一 种 特殊 拖 
阵 . 指 最 小 多 项 式 无 重 根 的 矩阵 . 与 对 角 和 矩阵 相似 的 
n 阶 和 矩阵 4 ,存在 n BPA TET ATER AA 
FEE. A 4 EROR P ER n BEE, HARKER 
征 值 都 属于 已 , 则 4 是 半 单 矩阵 的 充分 必要 条 件 
是 :4 的 最 小 多 项 式 无 重 根 . 复 ” 阶 和 矩阵 是 半 单 矩阵 
的 充分 必要 条 件 是 :其 最 小 多 项 式 无 重 根 . 

循环 矩阵 人 (cyclic matrix) 一 种 特殊 矩阵 . 形 如 


ao GQ; Q 288 d, 
d, 1 Go dj *'* Ayo 
A= 
a, Ao Q5 A RET ao 


B 阵 


的 2 阶 和 矩阵 称 为 循环 矩阵 . 特殊 的 2 阶 循环 矩阵 


O d Qr ee op 

0 0 1 0 
T= ae 

0 0 0 1 

1 Oe Q5 eae. -Q 


称 为 基本 循环 矩阵 .2” 阶 矩阵 是 循环 矩阵 的 充分 必 
RRIF E: EA ET, T e TURER HK. 对 循 
HEREA A 

A=aE+a,T + aT +++ HaT 
A A.B aE n WIERE, M AB 也 是 循环 的 , 且 
4B=B4; 若 循环 矩阵 4 是 可 道 的 , 则 4-: 也 是 循环 
的 . 如 果 令 


e, = cos LT 十 isin 2 (k = 0,l1l,°,2 — 1), 


l l l nae l 
l & & -'* &£&A 
又 令 A— |] e; e; E , 
| L E x & 1 
WIAIzEo. H 
f Ce) 
AAA = F(a) . 
T5 a) 


BU A fr EO EXTA FB EA. HL 4 的 特征 值 是 
f KG s (6, f (8). 

因此 
|A| =f Ce.) f Cen) f C6 4), 

其 中 fG2-arauxcc0asaxt |. 

基本 循环 矩阵 (fundamental cyclic matrix) 
见 “ 循 环 矩 阵 ” 

西 尔 维 斯 特定 理 (Sylvester theorem) 给 出 计 
算 矩 阵子 式 的 方法 的 一 个 命题 .在 2 阶 矩 阵 A 
— (a) P, SB 1,2,……,r,7r 十 z 行 与 第 1,2,，…，,7r，r 
cj 列 构成 一 个 > 十 1 阶 和 矩阵 , 记 为 Bg GS jm 1,2, 
een =r), 5 二 1Bi;;|,n 一 r 阶 和 矩阵 


Sptar ”Srtln 


S 一 
$n,r+1 sa San 
Fk ON Vü AR SE eB. 等 式 
Qi; dj a 
iS | = JA] = T ** dx | 
Q4, d, a 


其 中 
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Qu dj a, 
Ax, Az Ao, 

天 0, 
Q4 aro a Arr 


称 为 西 尔 维 斯 特定 理 或 西 尔 维 斯 特 恒等式 ,由 西 尔 
维 斯 特 (Sylvester ,J. J. ) 给 出 . 


西 尔 维 斯 特 恒 等 式 (Sylvester identity) “py 
尔 维 斯 特定 理 ”. 
Ba A B E (Hadamard matrix) — 2€ REER AB 


阵 . 设 4 是 以 1 和 一 1 为 元 素 的 n MER. 如 果 AA’ 
=nE WM A 称 为 阿达 马 和 矩阵 . 例如 
yest 
二 ] =] 
fe A SH. 者 4 E na> EE, 
则 n 必 为 4 RÈR. A SS E EE PI PIE 3 s BU XT 
应 元 素 乘积 之 和 等 于 零 . 构造 阿达 马 和 矩阵 有 各 种 方 
法 , 现 已 构造 出 阶 数 科 264 的 所 有 阿达 马 和 矩阵 . 阿达 
马 (Hadamard, J. (-S.)) E H T :n Br SE RM A= 
Ca) FP && P70 38 B 28 MT A | aij | <1 nt, A 的 范 数 
| A | <n”. EY | A |] = 一 ”时 ,4 是 阿达 马 矩 阵 ， 
阿达 马 矩 阵 在 正 交 试验 设计 等 问题 中 有 重要 应 
H. 
Bay iA B AX 8$ (Hadamard inequality) 
殊 不 等 式 . 指 和 矩阵 的 子 行列 式 所 满足 的 一 个 不 等 式 . 
KV fen 维 欧 氏 空 间 ， V rmn 0,,05,**, 0. 的 格 
拉 姆 矩阵 A 的 行列 式 的 平方 小 于 等 于 诸 向 量 o 的 
内 积 的 乘积 , 即 
(0,0) 


(a, ,0) 


(a ,op ) (a.a) |^ 


(05,05) CX, , 0) 


LA 


(aa) (Q, Q) 


(a,,Q,). 


(a, ,0.,) 
< 《ai ,01) (Ay 9 Ay ) 


由 此 寻 出 阿达 马 不 等 式 


IM Pur PE 


其 几何 意义 是 ， 超 平 了 体 的 体积 不 超过 其 各 边 长 的 
乘积 ,而 且 仪 在 其 边 两 两 正 交 时 等 式 成 立 . 

A] 4} BS 4E BE (separable matrix) 亦 称 可 约 矩 
阵 . 一 种 特殊 和 矩阵. R P ERI n WIERE A= (Cay) 
称 为 可 分 离 的 ,如 果 可 分 裂 所 有 的 足 数 1.2. n 为 
两 个 互补 组 (无 公共 数 的 )yz2 slushy Rost ky Cus 
+YV=n) ,使 


Cid, = 0 Ca = 1,.2,:. 8 = 142355542). 
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一 种 特 


否则 矩阵 A 称 为 不 可 分 离 的 .2 阶 和 矩阵 4 中 的 次 序 
置换 ,是 指 合成 矩阵 4 中 诸 行 的 置换 与 诸 列 的 同一 
个 置换 . Alton BE A 可 分 离 的 充分 必要 条 件 
是 :如 果 4 的 次 序 置 换 可 以 把 4 变 为 
B ay 
C D 
其 中 BS DAM SE. 

A) £43 46 K (reducible matrix) 
i". 

| X wh 4 BK (generalized inverse matrix) — 3X 
kB MER HES. d A E s Xn OE REE nx s HE 
G.f& AGA=A,WKG A AW)” CBee. ERI. 
义 道 ,7 SEK G wt. EG A j& n Br Ay 33: B [E , Dti C 一 4 . 


— 


A= 


Bl)“ ay 4r FS E 


设 4 是 秩 为 r 的 sXn ER, BUR 
A e" P lo OG je. 
Uc) 0a 


RPF P.Q ABI sos 和 nnXn Bese. A 的 广 
Do E 

式 中 任意 达到: 因 
此 , 秩 为 > 的 sXz 和 矩阵 4 的 广义 逆 不 惟一 . 而 其 广 
义 逆 惟一 的 充分 必要 条 件 是 :s 二 n==r, 即 A 是 满 秩 
矩阵. 

B R- F Hr XY HE R Moore-Penrose gen- 
eralized inverse matrix) —#} r ^ X xp. ik A E 
sXn REE, WR n Xs REE C 满足 : 

1. AGA— A. 

2. GAG —G. 

3. (4C) — AG. 

4. (GA)' —GA, 

则 G 称 为 4 的 称 尔 - 彭 罗 斯 广义 逆 和 矩阵 . 显然 ,4 与 
G 互 为 稳 尔 - 彭 罗 斯 广义 逆 . 任 意 的 sX7 复 矩阵 A 
有 惟一 的 稳 尔 - 彭 罗 斯 广义 逆 , 记 为 4 .和 矩阵 4 的 


广义 逆 AY 有 如 下 的 性 质 : 

1. 4+ 的 秩 r(At)=r(A)=r(A’'); 

A SA, 

3. CAO * = (A+ Y, Al, 4 EXT RS, Dn 
4+ 也 是 对 称 和 矩阵 ， 


4. CA' A)* — A* CAD ,因此 , 若 4 是 半 正 定 矩 
阵 , 则 A" 也 是 半 正 定 矩 阵 . 

5. AAt, AtA WERTER. 

称 尔 - 彭 罗 斯 广义 逆 和 矩阵 在 最 小 二 乘法 中 有 用 ， 

复 矩 阵 的 极 分解 式 (polar factorization of a 
complex matrix) 复 矩 阵 分 解 为 两 个 矩阵 乘积 
一 种 方法 . 设 4=(ao) 是 一 个 二 阶 复 满 秩 矩 阵 , 则 A 
=SO 或 4 一 Ci 称 为 A 的 极 分 解 式 ,其 中 S 5 Sy 


为 复 对 称 和 矩阵 ,O 5O 为 复 正 交 和 矩阵 , 且 
S = VAA = f(AA'), 
S; = VA'A =f (A'A), 
其 中 ,f(2) 与 f1(4) 是 4 的 多 项 式 . 设 A=S0=0,;,S, 
是 和 矩阵 A 的 极 分 解 式 , 则 S5 OCS, 与 01) 可 交换 
的 充分 必要 条 件 是 :矩阵 4 与 4' 可 交换 . 
复 对 称 和 矩阵 (complex symmetric matrix) 一 
种 对 称 和 矩阵 , 指 ajaj 0771.2,» MN n BE 
矩阵 4 二 (a;)). 任何 n 阶 复 矩 阵 相似 于 复 对 称 矩 阵 , 
任何 复 对 称 和 矩阵 S 正 交 相 似 于 对 称 和 矩阵 $, 即 存在 
正 交 和 矩阵 了 ,使 S 王 7T37-: ,其 中 
S =[A Ee? 十 So AEP? 十 SU? oe, 
LE? 4- So] 
是 准 对 角形 矩阵 , 子 块 五 “是 p 阶 单位 矩阵 , 子 块 


0 1 
1 0 
s? =4 1 1 
0 1 
1 0 
1 0 
DI x =j 
CMM oe ae 
1 0 
i a 


S 称 为 复 对 称 和 矩阵 S 的 标准 形 . 

复 反 对 称 矩 阵 (complex skew-symmetric ma- 
trix) 一 种 反对 称 和 矩阵 . 指 

a; —— aj (i,j = 1,2.) 
BY n 阶 复 和 矩阵 4= (0. ERB RRR K 1E 
交 相 似 于 反对 称 矩 阵 K , 即 存在 一 个 正 交 矩阵 了 ,使 
K=TKT',#H# 
K c [K eee Kit? KI? e RI] 


是 准 对 角 和 矩阵 (ai 9429°°* Sq, 都 是 奇数 ) rR 


KU = 
0 0 0 1 2A 
=] 0 : 2À i 
1 i isi 
1 0 | 0 2À 1 0 
2| 0 —i — 2i 0 一 1 0 
i — 2àÀà 一 1 1 0 : 
Em] : — 
一 2 一 1 "e 0 0 1 0 
0 l ‘ 0 
yo ll-1 $c d 
: "s dew 
0 1 0 


wa 性 7; E 组 
0 1 2a 
aM 6 0 24 1 
1 " . . 
Te Soon i 
一 1] 一 2 0 0 


—24 一 1 … 0 0 
上 式 第 一 个 v 阶 和 矩阵 中 主 对 角 线 以 上 的 斜 线 上 依次 
有 (g 一 1)/2 个 1 与 (gq 一 1)/2 个 一 1, 而 主 对 角 线 以 
下 的 斜 线 上 则 依次 有 (g 一 1)/2 个 一 1 及 (gq 一 1)/2 
个 1. 同样 ,第 二 个 g WE PR AAW ERE 
的 斜 线 上 自 左 至 右 均 依次 有 (g 一 1)/2 个 一 1 与 


(0091) A hae be 
若 尔 当 矩阵 (Jordan matrix) 一 种 重要 的 具有 
特殊 形式 的 矩阵 , 即 形 如 
A D. cw 0 0 
l A .+ 0 0 
JCA, t) = ses TP T» T $ 


0 0 «+ A 0 

0 0 … 1 A 
或 J (Ast)! IUS t OEE ER WE IM Kh AER 
数 . 由 若干 个 若 尔 当 块 组 成 的 准 对 角 矩 阵 称 为 若 尔 
当 和 矩阵 . 一 阶 车 尔 当 块 是 一 阶 矩 阵 ,因此 ,车 尔 当 逢 

阵 中 包括 对 角 拢 阵 ， 
XR HH (Jordan block) UL“ Ie”. 


线性 方程 组 


线性 方程 组 (system of linear equations) ff 
一 次 方程 组 . 代数 学 的 一 个 重要 概念 和 研究 对 象 . 方 
程 组 
Aiti T agt t F aati = bijs 
anı F aX 十 … F oy, = b,, (D 
Am Tı + Am2 T2 ag E + Amat, 一 b, , 


FROM m 个 方程 和 2 个 未 知 量 的 线性 方程 组 ,其 中 


Lis Lrs ,Xs 代表 未 知 量 ,而 aj Gi —1,2,*.mij 
—1,2,: ,nn) 称 为 Tj 的 系数 ,6b1 ,5s,*…… ,Db 称 为 常数 


项 . 如 果 方 程 组 (1) 的 系数 和 常数 项 都 属于 数 域 P, 
Wu COTRA SOS P 上 的 线性 方程 组 . 满足 方程 组 (1) 
中 的 每 一 个 方程 的 x = Ry t= krst Ln =k, 称 为 
Jr ER OO B — AB Chi hos k RATARA) 
的 一 个 解 向 量 .方程 组 (1) 全 体 解 构成 的 集合 , 称 为 
它 的 解 集合 . 若 方 程 组 (1) 无 解 , 则 其 解 集合 是 空 集 . 
如 果 两 个 线性 方程 组 有 相同 的 解 集合 , 则 称 它 们 是 
同 解 的 .求解 集合 的 过 程 称 为 解 线性 方程 组 . 线性 方 
程 组 是 最 简单 且 应 用 最 广泛 的 一 类 方程 组 . 科学 技 
术 中 有 大 量 问题 都 归结 为 解 一 个 线性 方程 组 .因此 ， 
线性 方程 组 的 数值 解法 在 计算 数学 及 其 应 用 中 占有 
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重要 的 地 位 . 

中 国 古 代数 学 著作 《 九 章 算 术 》 中 的 第 八 章 《 方 
程 》, 主 要 是 讲 多 元 线性 方程 组 应 用 问题 的 解法 . 这 
里 的 方程 与 现在 所 说 的 方程 式 不 同 , 不 是 指 含 有 未 
知 数 的 等 式 , 而 是 指 用 数字 排 成 的 相当 于 和 矩阵 的 长 
方 阵 . 求解 就 是 在 由 系数 和 常数 项 排 成 的 “方程 ”上 
进行 . 其 解法 称 为 直 除 ,较为 繁琐 ,相当 于 现在 的 初 
等 变换 . 宋 、 元 时 的 秦 九 韶 在 《 数 书 九 章 ) 中 ,彻底 改 
进 连 续 相 减 的 直 除 法 ,采用 互 乘 相 消 法 ,相当 于 对 增 
广 和 矩阵 施行 初等 变换 . 在 西方 ,线性 方程 组 的 研究 是 
Ei 3E fi JE wR (Leibniz, G. W. ) F 1678 年 以 前 开创 
的 ,后 来 伴随 着 行列 式 与 矩阵 的 产生 而 逐步 发 展 并 
完善 . 

线性 方程 组 的 解 向 量 (vector of solutions of 
linear equations)” 见 “线性 方程 组 ”. 

解 线 性 方程 组 (solving the system of linear e- 
quations)” 见 “线性 方程 组 ”. 

同 解 线 性 方程 组 (equivalent system of linear e- 
quations)” 见 “线性 方程 组 ”. 

线性 方程 组 的 矩阵 形式 (matrix form of the 
system of linear equations) 线性 方程 组 的 一 种 表 
示 方 法 .由 线性 方程 组 


Qi 十 aizta 十 :十 ajna = bs 


AnH, F 452; 十 … + aux, = bz, 1) 
Ami X1 2n Q 2X2 En dd s AmnX n == bn, 
的 所 有 系数 构成 的 m Xn FE 
Qi, Gd) *'** Ain 
A= 4» Az *'' An 
dml Am2 aa A mn 
BRN Ti f2 2H. CO B9) CORB [Ee mX (2 十 1) 和 矩阵 
Qj ag … an b 
" és _ b 
Tau a2) 5 a? 2 
G5 Am2 T Amn b, 


PRN Jr R£H (1) BL ER. 35 RE 4 可 表示 为 
《A,B), 其 中 B 表示 方程 组 (1) 的 常数 项 所 构成 的 
列 向 量 . 这 是 增 广 和 矩阵 4 用 分 块 矩 阵 表 示 的 形式 . 
WRS X= (zzi…z) ,由 和 矩阵 的 乘法 可 知 , 线 
性 方程 组 (1) 可 表示 成 AX — 的 矩阵 形式 . 又 若 以 
aa ,04，,B 依 次 表示 增 广 矩阵 4 的 列 向 量 , 则 
线性 方程 组 (1) 又 可 表 为 以 下 的 向 量 形式 : 
Oz, 十 az 十 十 az 一 有 
线性 方程 组 的 矩阵 形式 和 向 量 形式 各 有 许多 方便 之 
处 ,在 数学 中 经 常 使 用 . 
线性 方程 组 的 系数 矩阵 (coefficient matrix of a 
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system of linear equations) JL “2k EJ HAN 4B 
阵 形式 ”. 

线性 方程 组 的 增 广 矩阵 (augmented matrix of 
a system of linear equations) 人 见 “ 线 性 方程 组 的 和 矩 
阵 形式 ”. 

线性 方程 组 的 向 量 形式 (vector form of a sys- 
tem of linear equations) 见 “ 线 性 方程 组 的 矩阵 形 
he's 

线性 方程 组 的 初等 变换 人 (elementary transfor- 
mations of a system of linear equations) 线性 方 
程 组 的 三 种 同 解 变换 . AT RP 上 的 线性 方程 组 施 
行 下 列 的 变换 ， 

1. 交换 两 个 方程 的 位 置 ， 

2. FÉ P 中 一 个 不 等 于 零 的 数 乘 某 一 个 方程 . 

3. Fl P 中 一 个 数 乘 某 一 个 方程 后 加 到 另 一 个 
方程 . 

这 三 种 变换 称 为 线性 方程 组 的 初等 变换 . 它们 
相当 于 对 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 的 行 施行 三 种 初等 
变换 . 初等 变换 把 线性 方程 组 变 为 与 它 同 解 的 线性 
方程 组 . 它 是 解 线 性 方程 组 的 一 个 基本 方法 . 

线性 方程 组 有 解 的 判别 定理 (solvability crite- 
rion theorem of a system of linear equations) Jf 
PK và S P SE--K bal Fl XE SB. 判定 线性 方程 组 有 解 的 一 
个 充分 必要 条 件 . 该 定理 断言 : 数 域 P 上 的 一 个 线 
性 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 为 其 系数 矩阵 与 增 广 
矩阵 的 秩 相 等 . 这 个 定理 是 由 克 罗 内 克 (Kronecker， 
L. ) 和 和 卡 佩 利 (Capelli,A. ) 给 出 的 . 

T 2 Pj 5a --F (i$ zE X (Kronecker-Capelli the- 
orem) 即 “ 线 性 方程 组 有 解 的 判别 定理 ” 

齐 次 线性 方程 组 (system of homogeneous lin- 
ear equations) 常数 项 全 为 零 的 线性 方程 组 . 即 线 
性 方程 组 
442; 十 Ayr, 十 … 十 am, = 0, 


321 十 45x; 十 … + a,x, = 0, 


人 
Hy = 0592p 05.90 显然 是 它 的 一 个 解 , 称 为 零 
解 ; 其 他 的 解 称 为 非 零 解 . 齐 次 线性 方程 组 的 两 个 解 
〈 解 向 量 ) 的 和 ,以 及 任意 数 与 任意 解 ( 解 向 量 ) 的 乘 
积 , 仍 为 该 齐 次 线性 方程 组 的 解 ( 解 向 量 ). 齐 次 线性 
方程 组 任意 一 组 解 ( 解 向 量 ) 的 线性 组 合 仍 为 该 齐 次 
线性 方程 组 的 解 ( 解 向 量 ). 因此 , 齐 次 线性 方程 组 的 
全 体 解 向 量 构成 一 个 向 量 空间 , 称 为 齐 次 线性 方程 
组 的 解 空间 . 设 AX —0 是 数 域 P km PHBH n 
元 齐 次 线性 方程 组 , 则 方程 组 AX — 0 有 非 零 解 的 充 
分 必要 条 件 是 矩阵 4 的 秩 CA) <n. 2 m=n 时 , 齐 
次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 系数 


行列 式 等 于 零 . 

齐 次 线性 方程 组 的 零 解 (zero solution of a sys- 
tem of homogenous linear equations)” 见 “ 齐 次 线 
性 方程 组 ”. 

齐 次 线性 方程 组 的 非 零 解 (non-zero solution 
of a system of homogenous linear equations) Jy, 
“ 齐 次 线性 方程 组 ”. 

齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 (solution space of a 
system of homogenous linear equations) Jr 1X. 
线性 方程 组 ”. 

齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 (system of basic 
solutions of a system of homogenous linear equa- 
tions) FPR ZR PEZ; fe 2H t s I] A. A FE m Xn 
矩阵 TF RAE EA AX =0 的 解 向 量 n,n;， 
tt 3T) 是 线性 无 关 的 ,而 且 AX=-0 的 每 一 个 解 向 量 
都 可 由 它们 线性 表 出 , 则 称 histos***oM 为 AX=0 
的 基础 解 系 . 如 果 和 矩阵 4 Ek r(A) =r, J| z—n—r, 
H AX — 0 的 解 空 间 的 维 数 是 z 一 ~, 而 ms me cm 
是 它 的 基 . 基础 解 系 的 意义 在 于 齐 次 线性 方程 组 的 
全 部 解 可 以 通过 有 限 个 解 表示 出 来 . 齐 次 线性 方程 
组 基础 解 系 的 具体 求法 是 :对 4 的 行 施行 初等 变换 
(必要 时 交换 列 即 交换 相应 未 知 量 的 足 码 ), 化 成 下 


IB TE X BAR E : 
Ci Ci — 7T Cir Cuyo ttt Cin | 
0 C22 xA Cor C2,r 十 1 icon Con 
0 0 Ce Cpa C 
0 0 0 0 0 


0 0 +. 0 0 oe 0 | 
于 是 AX=0 与 齐 次 线性 方程 组 


Cy ZH ctg eet 十 clrzr 十 clr+lizr+l 十 … 十 co = Q, 


C2922 + x + C2rTr 十 C2,r+14r+1 十 cia 十 Conky — 0， 


crrzr 十 cr,r+lizr+l 十 … 十 cz 一 0 

同 解 ,其 中 Cn s€2z25 50295 T E. 然后 把 n 一 r 个 
未 知 量 Lr+is Xri2s"""» Ln 作为 A 由 未 知 量 ,并 取 它 们 
的 2 一 > 组 值 (1,0,…，0)，(0，1，…，0)，…， (0，…，0， 
1), 由 此 所 得 到 的 AX —0 的 2 一 ”个 解 向 量 , 就 是 
AX=0 的 一 个 基础 解 系 . 

线性 方程 组 的 一 般 解 (general solution of a 
system of linear equations) ”线性 方程 组 解 的 表示 
形式 之 一 . REOR P 上 的 线性 方程 组 


2 = 0, (= 1,2, sm) 


的 系数 矩阵 4 的 秩 r 等 于 增 广 和 矩阵 的 秩 , 则 4 有 一 
个 不 为 零 的 + 阶 子 式 万 .不 失 普遍 性 ,可 设 刀 位 于 4 
的 左上 角 , 则 原 方程 组 与 方程 组 


ck E 7; "€ 组 


ayiti T rax 541—481, 433643 — *** — Ain Eas 
azti *** Harr =b — 3, 1X6 1 *** — Bana | 
Qr Xi 十 ne 十 QarrRr 一 包 一 Qrir+1Zr+ 1 一 人 rm 


同 解 . 把 自由 未 知 量 ris tre 2n 看 做 任意 常 
数 , 由 克 莱 姆 法 则 可 得 原 方程 组 的 解 为 

D, D; D, 
B = =H 
Hrt+19Tr4+29°** 9 Fn A TEX SL“ PSHE RE D ”). 此 
种 Lis Tzs” 4 IZ, 可 由 H 由 未 知 量 Mr+19Trp29°°* 9 Ly 表 
示 的 解 称 为 原 方程 组 的 一 般 解 或 通 解 . 它 包 含 了 原 
线性 方程 组 的 所 有 解 . 

线性 方程 组 的 通 解 Cgeneral solution of a sys- 

即 “ 线 性 方程 组 的 一 般 


Tı 


tem of linear equations ) 
解 ”. 

高 斯 消 元 法 (Gauss elimination method) f 
线性 方程 组 的 一 种 程序 . 用 高 斯 消 元 法 解 线性 方程 
组 


> a= 1,2,°%*,m) (1) 


j=1 


的 程序 如 下 : 

1. 通过 对 方程 组 (1) 的 初等 变换 与 交换 未 知 量 
(连同 系数 一 起 ) 的 次 序 , 将 其 化 为 如 下 的 同 解 阶梯 
形 线性 方程 组 
(cuz, 十 c127i ter Heiti y Po Pent) —di ， 


Coat; Hee HCx; Hezriti bes 6mm =d2, 
2 r r+1 n 


rr Tr rtTi 4e Fern tj =d,, 


0 一 Cr-+1， 
0 一 0， 


其 中 C115 €22 » '** (C, I] AE. 从 而 此 方程 组 有 解 的 
充分 必要 条 件 为 : 若 存 在 左 端 消去 所 有 的 未 知 量 ( 即 
系数 为 0) 的 式 子 , 则 右 端 均 不 出 现 非 零 常数 , 即 上 
述 示意 式 中 4,41 二 0. 

2. 当 此 方程 组 有 解 时 ,进行 下 面 的 回 代 过 程 : 若 
,=n, 则 由 最 下 边 的 一 个 方程 求 得 zx ,再 逐个 地 由 
下 而 上 的 代入 方程 中 ,依次 求 得 z， ,xz 
Fr rn , M SOR A 由 未 知 量 ac ee iur o jc, 移 到 等 
号 的 右边 ,再 按 由 下 而 上 的 顺序 逐个 地 求 出 zx;， 
m, OU 的 由 x, og tc BH RIAA. 

线性 方程 组 的 导出 方程 组 (derived system of a 
system of linear equations) 一 个 特殊 的 线性 方程 
组 . 将 线性 方程 组 的 常数 项 换 为 零 后 所 得 到 的 齐 次 
线性 方程 组 , 称 为 原 线性 方程 组 的 导出 方程 组 ,简称 
原 线性 方程 组 的 导出 组 . 一 个 有 解 的 非 齐 次 线性 方 
程 组 的 解 与 其 导出 组 的 解 有 以 下 的 基本 性 质 : 

1. 线 性 方程 组 的 两 个 解 回 量 的 差 是 它 的 导出 组 
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*"*5 a 
9 I. 
2 a? 


的 解 向 量 . 

2. 线性 方程 组 的 解 向 量 与 它 的 导出 组 的 解 向 量 
的 和 ,是 这 个 线性 方程 组 的 解 向 量 . 

3. 说 Y, 是 线性 方程 组 的 一 个 固定 的 解 向 量 , 则 


线性 方程 组 的 任 一 个 解 向 量 Y. ARAY =Y +N, 
其 中 n 是 它 的 导出 组 的 解 向 量 . 

线性 方程 组 解 的 结构 (structure of solutions of 
a system of linear equations) 线性 方程 组 解 之 间 
的 关系 . 其 结构 如 下 : 

1. 设 数 域 已 上 的 齐 次 线性 方程 组 AX=0 有 无 
PEM mo m2 是 它 的 一 个 基础 解 系 , 则 
它 的 任 一 个 解 向 量 n 均 可 以 表 为 n= 二 ini 十 py 十 *… 
Rit B ,ko，,…,k, 为 P 中 的 一 组 数 .此 称 为 解 
的 第 二 结构 定理 . 

2. 设 数 域 P 上 的 非 齐 次 线性 方程 组 AX=BA 
Ti £ ^ E A MQ 是 它 的 导出 组 AX=0 
的 一 个 基础 解 系 ,n。 是 它 的 一 个 固定 的 解 向 量 ( 亦 
称 特 解 ), 则 它 的 任 一 个 解 向 量 n BY nm 
Hki tko tee thin, EA. ki AP PR 
一 组 数 . 此 称 为 解 的 第 一 结构 定理 . 


两 个 定理 分 别 给 出 线性 方程 组 AX=0 与 AX 
=B 的 全 部 解 . 
二 次 型 与 双 线 性 型 
二 次 型 (quadratic form) 亦 称 二 次 齐 式 .一 种 
重要 的 多 元 多 项 式 . 数 域 P 上 的 nn 元 二 次 齐 次 多 项 
xt 
P Zr; 
称 为 数 域 EM RE 次 型 ,简称 已 上 的 二 次 型 . 
P 上 的 任意 二 次 型 
S; 3 
STRY 
DTT: ， 


其 中 apma; = (bu b;)/2.a;— bi. 由 二 次 型 
da, iX; (lai = aj) 
Fr BA FE AY n PT BR A EE 


Qj d» a 
Gig 422 a> 
Qin Aon we Ann 


称 为 二 次 型 的 矩阵 , 它 的 秩 称 为 二 次 型 的 秩 , 它 的 行 
列 式 称 为 二 次 型 的 判别 式 . 由 二 次 型 
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确定 的 对 称 双 线 性 型 


D aiiy; 
称 为 此 二 次 型 的 极 型 , 亦 称 相伴 的 双 线 性 型 . 设 4 
= (aj) 是 数 域 P 上 的 二 次 型 


Ee ee E Sa Aw 


By FE BE, X'S Guo Ls tto Tn)’ W Cn en 
—X' 4X 称 为 二 次 型 f 的 矩阵 形式 . 

二 次 型 的 理论 起 源 于 化 二 次 曲线 与 二 次 曲面 方 
程 为 标准 形 方程 的 研究 . 它 在 解析 几何 、 数 学 分 析 、 
微分 方程 .数论 数理 统计 等 数学 分 支 , 以 及 物理 、 力 
学 等 方面 都 有 广泛 的 应 用 . 对 于 数 域 上 二 次 型 的 研 
究 , 已 由 数 域 上 的 算术 理论 发 展 到 域 上 ,甚至 于 含有 


单位 元 的 环 上 二 次 型 的 算术 理论 .它们 与 代数 数论 ， 
代数 几何 等 都 有 着 密切 的 联系 . 
二 次 齐 式 (quadratic form) Bl“ — X RU". 


二 次 型 的 矩阵 (matrix of a quadratic form) 
DL" XE. 

二 次 型 的 秩 (rank of a quadratic form) 
次 型 ” 

二 次 型 的 判别 式 (discriminant of a quadratic 
form) J“ Rm”. 

二 次 型 的 极 型 (polar form of a quadratic form) 
见 “ 二 次 型 ”. 

相伴 双 线 性 型 (associated bilinear form) W, 
"LIKE. 

二 次 型 的 矩阵 形式 (matrix of a quadratic 
form) Jl“ Ke”. 

和 矩阵 的 合同 (congruence of matrices) 和 矩阵 的 
基本 概念 之 一 . 设 4, 妃 是 数 域 忆 上 的 两 个 ” 阶 矩 
M ETE P EK n BEE CIE B= AC, W 
PAS BAM. -Xt E A I BB Ek t E xp PR 
的 .和 矩阵 的 合同 关系 ,具有 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 
因而 可 以 将 矩阵 按 合同 关系 分 类 ,所 得 到 的 类 , 称 为 
合同 类 . 合同 和 矩阵 具有 相同 的 秩 . 

线性 代 换 (linear substitution) 亦 称 线性 变 
fe. 代数 学 术语 . 指 变量 与 被 代 换 的 变量 间 的 关系 是 
一 次 的 代 换 . 即 数 域 F 上 的 两 组 变量 Lis Zos”? 34, 
5 Yis .29 ”9 Yn 的 如 下 的 线性 关系 式 

Xi = 4uyi 十 aiy 十 … 十 Cn 
Ly = uny F aa T F auy 


WZ 


(1) 


T4 — uy T an2Y2 55 me ES Csyn。 
由 线性 代 换 (1) 的 系数 构成 的 矩阵 A= Ca; ERN X 
性 代 换 (1) 的 矩阵 . 而 其 行列 式 称 为 线性 代 换 (1) 的 


行列 式 . ES X'S Cay arsts La) Y'= Cyr yoo tees 
Yn)» WB HER BR CD FY XE AB AREA X = AY. FA 
是 满 秩 的 , 则 线性 代 换 (1) 称 为 满 秩 的 或 非 退 化 的 . 
此 时 线性 代 换 了 = 二 4 X RSS PETER CIO II xS 
换 . 如 果 另 有 线性 代 换 
yy, = Oy 2, + b5z; + ete + bz, 
ee © 
gu Oe ugs TO T DES 
RÓB JEAN Y=BZ, K B= (6;;) 为 数 域 P 上 的 
n WB EZ! = Czy zoe tts en). 将 线性 代 换 (2) 代 入 
(1), 得 和 = CABDZ. 这 是 数 域 PP 上 由 变量 ar, 
en 到 变量 zi,z,,…,z, 的 线性 代 换 , 称 为 线性 代 
换 (1) 与 (2) 的 乘积 .线性 代 换 乘积 的 矩阵 等 于 各 线 
性 代 换 矩阵 的 乘积 . 
满 秩 线性 代 换 (nonsingular linear substitu- 
DL Be HER ER”. 
非 退 化 线性 代 换 (Cnonsingular linear substitu- 
见 “ 线 性 代 换 ”. 
线性 代 换 的 逆 代 换 (Cinverse transformation of 
见 “ 线 性 代 换 ”. 

二 次 型 的 等 价 (equivalence of quadratic forms) 
亦 称 二 次 型 的 相合 . 二 次 型 分 类 中 的 一 个 概念 . UE 
SCEL LIA EM Vo9 tt nd EBM PEAY 
个 二 次 型 ,者 可 通过 满 秩 线 性 代 换 (参见 “线性 代 
hm”) SER e WSS eo 称 为 等 价 的 , 亦 称 相 合 
的 . 数 域 已 上 两 个 二 次 型 等 价 的 充分 必要 条 件 为 : 
它们 的 矩阵 是 合同 的 . 数 域 已 上 的 二 次 型 的 等 价 满 
足 反 身 性 、. 对称 性 和 传递 性 .因此 ,已 上 的 7 元 二 次 
型 可 以 按 等 价 来 分 类 ,每 个 这 样 的 类 , 称 为 一 个 等 价 
类 或 相合 类 . 

二 次 型 的 相合 (congruent of quadratic forms) 
即 “ 二 次 型 的 等 价 ” 

二 次 型 的 标准 形 (standard form of a quadratic 
form) 一 种 特殊 的 二 次 型 . 即 只 含 变 量 平方 项 的 
二 次 型 . dlti t =d tdr, +H +d, r? RR 
KIRARA ON PR BY RA. EM n Z6 — IX f 


tion) 


tion) 


linear substitution) 


(zz…yz) 都 可 以 通过 适当 的 非 退 化 线性 代 换 
化 为 对 角 二 次 型 ,该 对 角 二 次 型 称 为 二 次 型 f 的 标 


准 形 . 二 次 型 的 标准 形 不 是 惟一 的 ,但 是 其 标准 形 中 
不 等 于 零 的 平方 项 的 个 数 是 惟一 确定 的 , 它 就 是 此 
二 次 型 的 秩 . 


对 角 二 次 型 (diagonal quadratic form) ” 见 “ 二 
次 型 的 标准 形 ”. 

典型 二 次 型 (canonical quadratic form)” 见 “二 
次 型 的 标准 形 ”. 

实 二 次 型 (real quadratic form) 


一 类 重要 的 


二 次 型 与 双 线 性 型 


二 次 型 . 指 实数 域 上 的 二 次 型 .任意 实 二 次 型 f, 
zzn) 都 可 以 通过 实 满 秩 线性 代 换 化 为 形 如 y: 
Heey ypa e S y 的 标准 形 . 这 种 标准 形 称 
为 实 二 次 型 f 的 规范 型 或 正规 型 ,其 中 + 是 f 的 秩 ， 
正平 方 项 个 数 p 称 为 f 的 正 惯性 指数 , 负 平 方 项 个 
数 q 二 7 一 pp 称 为 了 的 负 惯 性 指数 ,s==p 一 g BRA SW 
符号 差 . 实 二 次 型 的 正 、 负 惯性 指数 是 惟一 确定 的 ， 
此 称 为 实 二 次 型 的 惯性 定律 , 亦 称 惯性 定理 . 此 定理 
由 西 尔 维 斯 特 (Sylvester,J.J. ) 给 出 , 故 亦 称 西 尔 维 
斯 特定 理 .但 他 认为 不 证 自明 . 雅 可 比 (Jacobi,C.G. 
J.) 也 独立 发 现 并 证 明了 这 个 定理 . 两 个 元 实 二 次 
型 等 价 的 充分 必要 条 件 是 :它们 有 相同 的 秩 , 且 有 相 
同 的 正 惯 性 指数 (或 有 相同 的 秩 与 符号 差 ). 

实 二 次 型 的 规范 型 (normal form of a real 
quadratic form) 见 “ 实 二 次 型 ”. 

实 二 次 型 的 正 惯性 指数 (positive inertial index 
on a real quadratic form) 见 “ 实 二 次 型 ” 

实 二 次 型 的 负 惯 性 指数 (negative index on a 
real quadratic form)” 见 “ 实 二 次 型 ”. 

实 二 次 型 的 符号 差 (signature of a real 
quadratic form) 见 “ 实 二 次 型 “. 

实 二 次 型 的 西 尔 维 斯 特定 理 (Sylvester theo- 
rem on real quadratic forms) 见 “ 实 二 次 型 ” 


实 二 次 型 的 惯性 定律 (law is inertia on real 
quadratic forms) 见 “ 实 二 次 型 ” 

复 二 次 型 (complex quadratic form) 一 类 重 
要 的 二 次 型 . 指 复 数 域 上 的 二 次 型 .任意 复 二 次 型 
jzizi…yzo) 都 可 经 复 满 秩 线性 代 换 化 为 形 如 y 
Hyt e +y, 的 标准 形 , 其 中 r+ 是 二 次 型 f 的 秩 .这 
种 标准 形 是 由 f 所 惟一 确定 的 , 称 为 复 二 次 型 f 的 
规范 型 , 亦 称 正规 型 . 两 个 元 复 二 次 型 等 价 的 充分 
必要 条 件 是 :它们 有 相同 的 秩 . 

复 二 次 型 的 规范 型 (normal form of complex 
见 “ 复 二 次 型 ” 

定型 二 次 型 (definite quadratic form) 3E — 1X 
型 的 类 型 . Ix Cn )jÉ— ^^ SELBE, Cis 


quadratic form) 


C2» *** $C, 是 任意 ”个 不 全 为 零 的 实数 . S 实 二 次 型 分 
类 如 下 : 
1. 若 恒 有 f Cei 02 60220, Bl] £ BRA TEE. 
2. IBA Ces estie <0, RI] £ PRA ae. 


3. zi THU f Gies 5 *** 6,2 220, Du] 了 称 为 半 正 定 
的 . 

A. TBA P Gne 
Hy. 

o. 其 他 情形 的 f 称 为 不 定 的 . 

正定 、 半 正定 、 负 年 、 半 负 定 的 二 次 型 合 称 为 定 
型 二 次 型 ;不 定 的 二 次 型 称 为 不 定型 二 次 型 , 高 斯 

44] 


Crd XO , Bl] f WR EAE 


a 等 Ww S 


(Gauss C. F. ) 1801 年 出 版 的 《算术 的 研究 》 中 包 
含 了 对 二 次 型 的 探讨 . 他 用 行列 式 表示 二 次 型 cz 
十 2bxy 十 cy 的 判别 式 ,还 引进 了 正定 、 半 正定 、 负 定 
的 概念 . 他 引进 的 负 定 概念 实际 上 是 现在 的 半 负 征 . 

不 定型 二 次 型 (indefinite quadratic form) W 
“定型 二 次 型 ”. 

半 人 负 定 二 次 型 (negative semi-definite quadrat- 
见 “ 定 型 二 次 型 ”. 

半 正 定 二 次 型 (positive semi-definite quadratic 
见 “ 定 型 二 次 型 ”. 

正定 二 次 型 (positive definite quadratic form) 
见 “ 定 型 二 次 型 ”. 

负 定 二 次 型 (negative definite quadratic form) 
见 “ 定 型 二 次 型 ”. 

正定 矩阵 (positive definite matrix) 一 种 实 对 
PME. IERE KRY f Cris; tn) =X AX 
EE ACA ARATE EH. 正定 矩阵 有 以 下 性 质 : 

1. 正定 矩阵 的 行列 式 恒 为 正 . 

2. SEXE EROR FE 4 EES AMS 4 与 单位 矩阵 
合同 . 

3. A 是 正定 矩阵 当 且 仅 当 A EEEE. 

4. 两 个 正定 年 阵 的 和 是 正定 矩阵 . 

5. 正 实 数 与 正定 矩阵 的 乘积 是 正定 矩阵 . 

对 于 n MERRER 4, 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

1. A 是 正定 矩阵 . 

2. A 的 一 切 顺 序 主子 式 均 为 正 . 

3. A 的 一 切 主子 式 均 为 正 . 

4. 4 的 特征 值 均 为 正 . 

5. FF TE SE n] BE CB A=C'C. 

6. 存在 秩 为 n B) m Xn KEE B. f A— B' B. 

l. 存在 主 对 角 线 元 素 全 为 正 的 实 ZAHEER, 
使 A—R'R. 

t-I iR ir E E FB (Fan-Tarski theorem) 一 个 
判断 矩阵 乘积 是 否 正定 的 定理 . 设 A 是 正定 矩阵 ， 
AB 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 AB 是 正定 的 充分 必要 条 件 
为 :B 的 特征 值 全 大 于 零 . E PE h BE RA SS OK ET E 
(Tarski, A. ) 提 出 . 

正定 二 次 型 的 判别 法 (criterion for positive 
definite quadratic forms)” 实 二 次 型 正定 的 充分 必 
要 条 件 . 设 Sitt tn) = X' AX (A! 一 4) 是 一 个 
实 二 次 型 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

1. 了 是 正定 的 , 即 对 于 任意 一 组 不 全 为 零 的 实 
I ertr ina) Cats Ci) 0. 

2. f 有 标准 形 diyit diyzt 7 

丝 为 正 实数 . 

3. 了 的 正 惯 性 指数 是 n. 

4. A 为 正定 矩阵 (参见 “正定 矩阵 ”). 

双 线 性 型 (bilinear form) 二 次 型 概念 的 推 
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ic form) 


form) 


+d, y; M disd, 


广 . 对 两 组 变数 都 是 线性 的 多 项 式 , 亦 即 数 域 P 上 


的 n-+m 个 文字 Lis Las?” s Ln sj Mis Yos '** 5 Ym 的 多 
项 式 
FG mte Ln Vis Voor s Ym) = De ees (1) 


4 X= Crys aa ey Bas Yo = yp ys 8s Wm A 
= (aij) xm W 7 一 X AY 称 为 (1) 中 的 双 线 性 型 了 的 
矩阵 表示 ,4 PRN S IERE, FE 4 的 秩 称 为 了 的 
fk. XX £X FETU S Grisxs etta Yis Yos Ym) B] AGB 
过 两 个 满 秩 线性 代 换 化 为 uUi d- usu d- *** Fus v, s Fk 
P r 是 矩阵 4 的 秩 . 如 果 nm, A 是 对 称 矩 阵 , 则 
双 线 性 型 f 称 为 对 称 双 线性 型 . 

对 称 双 线性 型 (symmetric bilinear form) Jl 
“ 双 线 性 型 ”. 

XT PR 4B EE AY & [s] $x 7E FB (congruent canonical 
form of symmetric matrices) 一 种 对 角形 和 矩阵. 数 
域 己 上 的 任意 冯 阶 对 称 和 矩阵 A 必 与 已 上 的 一 个 对 
角形 和 矩阵 D-—|di,d;,:,d,,0,--,0]& ln], D 称 为 
矩阵 A 的 合同 标准 形 . ABE 4 的 合同 标准 形 不 是 惟 
一 的 ,但 其 对 角 线 上 非 零 元 素 的 个 数 是 惟一 的 ,等 于 
A 的 秩 . 对 任意 秩 为 ”> 的? 阶 复 对 称 矩 阵 4 ,总 存在 
n BY SP] ME C, ff D=C' AC=([E,,0,_,],D 
为 复 对 称 和 矩阵 4 的 合同 标准 形 . 两 个 BY BZ MT 
阵 合同 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 合同 标准 形 , 即 它们 
有 相同 的 秩 . 因 此 ,” 阶 复 对 称 矩 阵 有 2 十 1 个 合 后 
类 . 对 任意 秩 为 > 的 2” 阶 实 对 称 和 矩阵 4 ,总 存在 实 可 
ii Fa RE C. D=C' AC=[E,,—E,-;,0,-,],D 中 对 
角 线 上 1 的 个 数 是 p, 一 1 的 个 数 是 xr 一 p,0 的 个 数 
是 nn 一 r,D 称 为 实 对 称 和 矩阵 4 的 合同 标准 形 . 两 个 
n 阶 实 对 称 矩 阵 合同 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 合同 标 
准 形 . 因此 ,n BT SET AR REE A atl) (x 十 2)/2 个 合 
同类 . 

复 对 称 和 矩阵 的 合同 标准 形 (congruent canonical 
form of complex symmetric matrices) DL," XT PRIE 
阵 的 合同 标准 形 ” 

SE Xt BR AB EA & [s] tx 7E TÉ (congruent canonical 
form of real symmetric matrices) 见 “ 对 称 和 矩阵 的 
合同 标准 形 ”. 

化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 (reduction of a 
quadratic form to its standard form) 二 次 型 理论 


的 主要 问题 之 一 . 给 定数 域 P 上 的 二 次 型 


,XX,) 一 Soo 

= X'AX (A' =A), 
其 中 A= (a;;) re, en saa Te 化 二 次 型 fin 9 
Xs，"… ,XTX,) 为 标准 形 的 方法 有 : 

1. 配方 法 , 亦 称 拉 格 明日 法 . 


Ta 9 人 2 9 


1) Fi ay, A~0, XT T) 配方 , 设 
Jim p) 


RI. LL EPIS 
一 2 


其 中 好 是 由 前 面 的 与 x, mE 出 现 的 zi 
(i,] 宇 2) 项 的 系数 和 后 面 原 有 的 xix; 项 系数 合并 而 
成 的 . 作 非 退化 的 线性 代 换 _ 


— dig 
Xj = Yı Yj’ 
j=2 ayy 
Zo 一 Nos 
Xn m Mus 


则 二 次 型 nes $2, *** ,Zi) 可 化 为 


了 一 ay, SE Mors 
式 中 
Qs Pid 

是 一 个 n— l 元 的 二 次 型 (如 果 aj) =0, 而 某 个 Qj 
天 0, 则 对 x; 配方 ). 在 某 个 yi 的 系数 不 为 零 的 情况 
下 ,可 依 此 法 继续 作 下 云 , 便 可 将 zz rh 
为 标准 形 . 

2) 如 果 进 行 到 & 步 后 得 到 

> dae} 站 fiwiw;, 

其 中 fi=0 T ppl D. fH f, 天 0 (rAs). EK 


性 代 换 w, =u, Fuss w =u — Uys wp =u (PFA, 
便 出 现 系 数 非 零 的 平方 项 . 于 是 可 继续 进行 1) 中 的 
步骤 ,直到 将 fGisxi tt tn TEA PR ETB. 18 世纪 
X, HL BA H (Lagrange, J. LDS A n PXFZ 
次 型 ,并 给 出 了 化 二 次 型 为 标准 形 的 上 述 方法 . 

2. 初等 变换 法 . 对 二 次 型 f(z,x;，… ,Xx,) 的 矩 
[E A 作 同 类 型 的 行 与 列 的 初等 变换 ,使 所 得 的 矩阵 
- D 为 对 角形 , 即 

E (Eza CE,’ QE, AEQ EE, DE, = D; 

HE E Aw) ABE CG 1.2, m2. 以 DD 为 矩阵 的 
二 次 型 就 是 二 次 型 f Cn 9Z29°°° > Zn) BENE. 

化 实 二 次 型 对 为 平方 和 (reduction of a pair of 
real quadratic forms to square sums) 化 两 个 实 二 


次 型 为 标准 形 的 一 般 方法 . 设 


A Lore EL) = X'AX (A! = A), 
CE tigi se, BX. CB SB) 
是 两 个 实 二 次 型 ,日 g 是 正定 的 , 则 存在 满 秩 实 线 


ERK X=TY ,其 中 了 是 ” 阶 实 满 秩 矩 阵 , 使 二 次 
型 f 和 g 同时 化 为 平方 和 , 即 

f = hiyi + Ay tee FAM, 

gc» der Fg, 


二 次 型 与 双 线 性 型 


HE A i= 1,250, n EK RM. 外 尔 斯 特 拉 斯 
(Weierstrass, K. CT. W. DF 1858 年 给 出 了 同时 化 
两 个 二 次 型 为 平方 和 的 一 般 方法 ,并 把 这 一 问题 应 
用 于 微 振动 的 力学 问题 . 1868 年 ,他 完成 了 二 次 型 
的 理论 ,并 把 这 一 理论 推广 到 双 线 性 型 的 情况 . 
零 化 子 空间 (annihilating subspace) m £f im 
空间 的 与 双 线 性 函数 相 联 系 的 一 种 子 空间 . 给 定 
— 上 的 双 线 性 型 f Griszosttt mu yis yos '"* ym) 
二 XX'AY ,其 中 RY = Cys yo0 ts 
y»). A dé 了 的 矩阵 . 对 确定 的 ” 维 列 向 量 和 ,满足 
f=X' AY =0 的 m HES p] Y 的 全 体 构成 m 维 向 
量 空间 P 的 子 空 间 , 称 为 f 的 零 化 子 空间 . 设 f= 
X'AY 是 PP 上 的 双 线 性 型 ,其 中 4==(a;)) 是 PP 上 的 
Xm FEM WY f£ 的 零 化 子 空间 就 是 齐 次 线性 方程 组 
ally1 十 ayz 十 … 十 41s ys = Q, 
aayi F aY 十 … 十 ass ys = 0， 


Qi 十 days 十 … + Aim¥m = O 
的 解 空 间 ， 

半 正 定 和 矩阵 (positive semi-definite matrix) 
正定 和 矩阵 的 推广 . Æ 1E GE 实 二 次 型 了 
—X'AX 的 矩阵 ACA" 三 4) 称 为 半 正 定 和 矩阵 . 半 正 
定 和 矩阵 有 如 下 的 性 质 : 

1. 半 正 定 和 矩阵 的 行列 式 是 非 负 的 . 

2. 两 个 半 正 定 和 矩阵 的 和 是 半 正 定 的 . 
3. 非 负 实数 与 半 正 定 矩 阵 的 数 乘 矩 阵 是 半 正 定 


设 4 是 ” 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 下 列 的 条 件 等 价 : 

1. A 是 半 正 定 的 . 

2. A 的 所 有 主子 式 均 为 非 负 的 . 

3. 4 的 特征 值 均 为 非 负 的 . 

4. f£ TE n 阶 实 矩阵 C, 使 A=C'C. 

5. FERA r 的 +Xn 实 矩阵 B, 使 A=B'B. 

fi Æ tB FF (negative definite matrix) 一 种 特 
殊 的 实 对 称 和 矩阵 . 对 于 负 定 实 二 次 型 f (xi, casts 
zn) 二 X'AX【《4' 二 4) 的 矩阵 A. EESC IK BI f (xi， 
Lost ,Xn) 是 半 负 定 的 , 则 了 的 矩阵 4 称 为 半 负 定 
BJ. E f Gri — X' AX 是 实 二 次 型 , 则 下 列 


的 条 件 等 价 : 
1. 了 是 负 定 的 , 即 对 于 任意 不 全 为 零 的 实数 组 
C19C29 tiaJ Cj 9Co9°** a <0: 


2. f 有 标准 形 一 diyi 一 dsy; 一 
为 正 实 数 人 一 1,2,，… ,2 ). 
3. 了 的 负 惯 性 指数 为 2. 


12 
i capat" | 00-1, 25596491), 


—d, yl i d, & 


5 22 a 


1115 


í MA 
TP 
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高 等 K 数 


+ fA Æ dB E (negative semi-definite matrix) 
T“ fA EB EET. 

二 次 型 的 主轴 问题 人 principal axis problem of a 
quadratic form) ”二 次 型 变换 中 的 一 个 重要 问题 . 
正 交 和 矩阵 的 实 线 性 代 换 称 为 正 交 线 性 代 换 . 任何 
元 实 二 次 型 fay amt y= X'AX (4 一 4) 都 可 
经 过 正 交 线性 代 换 化 为 标准 形 Àyi F Ay; t Ut 
TAPA Gm Z, ALM RE 4 的 全 
部 特征 值 , 且 都 是 实数 . 此 称 为 实 二 次 型 的 主轴 问 
题 , 它 是 解析 几何 的 中 心 二 次 曲线 或 中 心 二 次 曲面 
的 方程 化 为 标准 形式 问题 的 自然 推广 . 

双 线 性 型 的 等 价 (equivalence of bilinear forms) 
二 次 型 等 价 概念 的 推广 . 对 数 域 P 上 的 对 称 双 线 性 型 


QL Ta TY yy yu) = QijXiy; 
施行 非 退 化 线性 代 换 


as > ! 
k=1 


与 y 一 yum Gap = 152 est) 
后 ,得 到 的 双 线性 型 为 
则 称 双 线性 型 o Se 等 价 .9 与 ^t HR 的 关 


系 为 《2 ) c Cey) (aj) (d). 特别 地 , 当 (cij) = (d;;) 
时 , 即 非 退 化 线性 代 换 


n 
T: / 
Le c > Yee 
k=1 


E] X; 一 Saw 
s=1 


(1,j 二 1,2，,…,n) 的 矩阵 相等 时 , 称 双 线 性 型 gp 与 % 
是 相合 的 ,它们 的 矩阵 间 的 关系 为 
(55) = (ei)! Cai) Cc). 

双 线 性 型 的 相合 (congruent of bilinear forms) 
见 “ 双 线性 型 的 等 价 ”. 

埃 尔 米 特 二 次 型 (Hermitian quadratic form) 
一 种 特殊 的 复 二 次 型 . 复数 域 上 变量 monio 
的 二 次 型 


Qn Tst 220) == P» Nia 一 X AX 


称 为 埃 尔 米 特 二 次 型 ,4 KA Q 的 矩阵 ,其 中 

X — (x,,45,**12,)585 — 4j» 
因而 a 都 是 实数 , 即 A= (a; EIR IR OK PBK. 作 非 
退化 线性 代 换 X—TY. HP 

C= EN = i ss 
所 得 到 的 二 次 型 的 矩阵 B 与 矩阵 4 的 关系 为 B 
—T' 47 .对 埃 尔 米 特 二 次 型 也 可 以 与 二 次 型 一 样 地 
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定义 秩 、 等 价 和 相伴 的 双 线 性 型 等 概念 (参见 “二 次 
型 ”). E U EAEE, E U' =U , 则 任意 的 埃 尔 米 特 
TYR QGe fae re) =X 4X 可 经 过 西 线性 代 换 
X —UY (AF U 是 西 和 矩阵 ) 化 为 

Aiii c Aysys t t FAD,» 
EF r AQ AR. A.A EER A 的 非 零 特 
征 值 . 

正定 埃 尔 米 特 二 次 型 (positive definite Hermi- 
tian quadratic form) 与 实数 域 上 正定 二 次 型 相对 
应 的 概念 . 对 于 变量 Lis Tzs” Tn 的 任何 复数 值 , 埃 
尔 米 特 二 次 型 Q(zi,xs，… ,x,) 二 X'AX 的 值 都 是 
实数 . 设 ci,c,,… ,cs 是 任意 不 全 为 零 的 复数 . 

I. Zr TRES QCG 025262220, JU] Q 称 为 正定 二 
次 型 . 
2. E THUS Q CO 02 362290, JU] Q RAKE 
ZÆ. 

3. ABA QGG o0 
次 型 . 

4. GBA Qe en 
二 次 型 . 

5. 其 他 情形 的 Q 称 为 不 定 二 次 型 

正定 、 半 正定 、 负 定 、 半 负 定 的 埃 尔 米 特 二 次 型 
统称 为 定型 的 ;不 定 的 埃 尔 米 特 二 次 型 称 为 不 定型 
AY. 埃 尔 米 特 二 次 型 QC 225° 2) =X'AX 是 正 
定 的 充分 必要 条 件 为 :Q 的 矩阵 4 的 各 阶 顺 序 主子 
式 都 大 于 零 . 

半 正 定 埃 尔 米 特 二 次 型 (positive semi-definite 
见 “ 正 定 埃 尔 米 特 二 次 


Cr «0, Ili Q 称 为 负 定 二 


c4) XO , Wl Q 称 为 半 负 定 


Hermitian quadratic form) 
mJ". 

fa FE IRR HK LX H (negative definite Hermi- 
tian quadratic form) 见 “ 正 定 埃 尔 米 特 二 次 型 ?. 

半 负 定 埃 尔 米 特 二 次 型 (negative semi-definite 
Hermitian quadratic form) 见 “ 正 定 埃 尔 米 特 二 次 
型 ”. 

李 亚 普 诺 夫 定理 (Liapunov theorem) 关于 实 

矩阵 特征 值 的 一 个 命题 . 对 ” 阶 实 和 矩阵 4 和 阶 正 
^E KEM OC, d FF TE IE EE B, 使 得 ABS BA’ 
=—C,W A 的 特征 值 的 实 部 必 全 小 于 零 . 这 个 定理 
H Æ E 3E Er CIanyuos, A. M. ) 提 出 ,在 运动 稳定 性 
理论 中 起 着 重要 的 作用 . 


二 次 型 束 (pencil of quadratic forms) 
参数 的 二 次 型 . 设 


n 
JO yp) = Sadi 
i,j=1 


一 种 市 


gi DAD or" $23) cm >o D 
j=] 
是 数 域 已 上 的 两 个 二 次 型 , 则 


— Ag = 2 (aij 
称 为 二 次 型 束 . 此 束 的 行列 式 


— Abi;) Zix; 


dll Ab, aiz: —_ Abi; Ut 1 7 Ab, 
P azn — Aba azn — 4b c Am — Ab, 
Qa 一 Ab, Un2 — Ab,; T Gun 一 ÀD nn 

是 4 的 一 个 n REAA, HIRA FA) =a aÀ 


十 … 十 (一 1)"o 必 ,其 中 woi 为 ao 与 2 的 多 项 式 , 且 ao 
与 w 分 别 为 了 与 8 的 矩阵 的 THK. 

二 次 型 的 顶点 《vertice of a quadratic form) 
与 二 次 型 相关 联 的 一 组 特殊 的 数 . 设 


TOP Sea) = ae 
是 数 域 P 上 的 一 个 二 次 型 .P 中 使 方程 


DOT 


对 任何 Lis Tzs”? s kn 都 成 立 的 一 组 不 全 为 零 的 数 
(ccz, co) 称 为 二 次 型 f 的 一 个 顶点 .PP 上 的 不 
全 为 零 的 n TOA RMA Cei 02.6029. f 的 顶点 的 
充分 必要 条 件 是 :(c1,c;,…，,c,) 是 齐 次 线性 方程 组 
41141 + alzyz F c + ainYn = 0, 
Q5 yi + dz ys 十 … + asy 0, 


Quy Mary poetepaus — 0 
的 非 零 解 . 
二 次 型 的 克 罗 内 克 方 法 (上 Kronecker method 
about a quadradic form) 化 二 次 型 为 标准 形 的 一 


种 方法 . 给 定数 域 P 上 的 二 次 型 
Ae ae E Sia ee = X' AX. 


Jf »X254*** 


1.38 f BUE 20. 4 的 左上 角 的 > 阶 子 式 不 
为 零 . 在 齐 次 线性 方程 组 AX =0 中 , 取 eau m6 
一 … 二 c,_1 一 0,c, 二 1, 若 由 此 得 二 次 型 f 的 一 个 顶 


m ots yO 1), 则 二 次 型 了 经 非 退化 线性 
代 换 
区 
mm = T; (1 = l'en) X 
化 为 
n—] 
JG qt sm N E= > 


这 是 秩 为 7 的 .有 7 一 1 个 变量 的 二 次 型 , 且 其 矩阵 
的 左上 角 有 一 个 不 为 零 的 7 阶 子 式 . 设 此 二 次 型 经 
非 退 化 线性 代 换 

2 二 


人 二 下 1 一 p 


a — a; 


化 为 


二 次 型 与 双 线 性 型 


Xs, M Aa rn 
在 线性 代 换 (2) 中 添加 zr, =, WEE n PER 
非 退 化 的 线性 代 换 . 于 是 二 次 型 了 经 此 线性 代 换 与 
eo Eee eas 次 型 


如 此 逐步 下 去 , 则 二 次 型 可 化 为 
…z,) 的 秩 为 ,由 1 可 设 
Jay suo cs Magna; 


D a, RART. 4 不 为 零 ,由 ] 知 必 存 
在 非 退 化 线性 代 痪 ,使 


As T Jr »X25.** 


其 中 4 为 二 次 型 了 的 行列 式 . 
2) A Ay ORE UM NN E 


p 
> Gu, 
= A 


是 秩 为 > 一 2 的 二 次 型 , 且 其 系数 矩阵 左上 角 有 一 个 
r—2 阶 不 为 零 的 子 式 . 由 1 存在 非 退 化 的 线性 代 
换 , 使 二 次 型 


TT 
=] 


r r 
= 1 2a pes 
Qj; T; = Qr E j A XK ad red 


i j=l =] r= 


其 中 4 为 的 和 IIR. 作 非 退化 的 线性 代 换 


t = 27," E V. ee yp — 2); 
We ess = qti 十 vl (2) 
z= x", _ x", 
则 了 可 化 为 
a " " 
Soto l (2 
=] 


反复 地 使 用 步骤 1) 和 2)， a 了 可 化 为 标准 形 
diyi 十 dzyi 十 … 十 dyy; ,其 中 di,4，，…,d, EAS. 

可 约 二 次 型 (reducible quadratic form) 一 种 
可 分 解 的 二 次 型 . 数 域 己 上 的 二 次 型 了 可 约 , 是 指 上 地 
等 于 两 个 一 次 型 的 乘积 

f — xm + bx; + + + b,x,) 
和 
一 个 二 次 型 可 约 的 充分 必要 条 件 为 :其 
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TOR P 上 的 


高 等 v S 
秩 不 大 于 2. 
线性 空间 


n 元 向 量 (”-tuple vector) JRR n EB, 
通 平 面 和 空 


EP 中 的 x 个 数 的 有 序数 组 (ai,a;，* 


** 204). a; Ci 


-—]4254* ,n) 称 为 这 个 向 量 的 分 量 或 坐标 .P 上 全 体 
n 元 向 量 构成 的 集合 记 为 P". P" 中 两 个 元 向 量 相 


等 是 指 它 们 的 对 应 分 量 完 全 相同 . 根据 需要 ,一 
JU I] & Ca, 9 CC29 ,ar) 也 可 以 表示 为 
ay 


a» 


An 
n 元 向 量 常 用 希腊 字母 a,B,Y SRA. n 元 向 量 的 
加 法 ,P 中 的 数 与 元 向 量 的 数量 乘法 (简称 数 乘 ) 
Cai saz," san) H Cbi sbs sbn) 
=at Ova Dev T Oi 
Lao sdos e sap) 
= (ca15càs,'**,ca,) (CEP). 
分 量 都 是 OW n 768] RE CO 0, 00 PRAE [6] RE d 
为 0; 将 nn 元 癌 量 a 的 各 分 量变 号 后 所 得 到 的 向 量 ， 
称 为 a 的 负 问 量 , 记 为 一 a. P" 的 全 体 元 向 量 满足 
线性 空间 的 全 部 运算 规律 ,构成 数 域 了 上 的 一 个 线 
EZ BLR P 上 的 HE [on] eB) OD Rn HERB 
空间 . 

n 维 向 B (n-dimensional vector) 
E. 

“nn 维 向 量 空间 (n dimensional vector space) 
见 “n Fo le] En. 

线性 空间 (linear space) 线性 代数 的 基本 概念 
和 重要 研究 对 象 . 设 V 是 非 空 集合 ,P 是 数 域 . A: 

1. 在 Y 中 定义 了 加 法 , 即 对 于 V 中 任意 两 个 元 
素 a 与 8, 都 有 Y 中 惟一 确定 的 元 素 与 它们 对 应 ,这 
个 元 素 称 为 a 与 B 的 和 , 记 为 a 十 hb. 

2. TE P. 53 V. 的 元 素 间 定义 一 种 运算 , 称 为 数量 
乘法 , 亦 称 纯 量 乘法 ,简称 数 乘 , 即 对 于 PP 中 任意 数 
RAV 中 的 任意 元 素 gw, 有 中 惟一 确定 的 元 素 与 
它们 对 应 ,这 个 元 素 称 为 & 与 wx 的 数 乘 向 量 , 记 为 
ka. 

3. 加 法 与 数量 乘法 满足 以 下 的 运算 规律 : 

1) a+ B= Ba. 

2) a+ (B+Y)=(at+Bp)+y. 

3) E V 中 存在 一 个 元 素 OPN STEM V 
ERU a, A a 十 0 二 a. 

4) 对 任意 a€EV ,都 存在 BEV, 使 a 十 8 二 0,8B 
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BI “n 元 问 


s 间 向 量 概念 的 推广 . 一 种 特殊 的 矩阵 . 数 


PRA a 的 负 问 量 , 记 为 一 a. 

5) 1*a=a 

6) C&Da-— £a). 

7) R+Da=katla. 
.. 8) k(a+ D = kat kP. 
其 中 a,B,Y 是 V PRERNA. k.d 为 P 中 的 任意 
数 , 则 V 称 为 数 域 P 上 的 线性 空间 , 亦 称 向 量 空间 . 
V 中 的 元 素 称 为 向 量 ,V 的 零 元 称 为 零 回 量 , 忆 称 为 
V 的 基 域 . 当 P 为 实数 域 时 ,V 称 为 实 线 

空间 ; 当 P 为 复数 域 时 ,V 称 为 复线 性 空间 . 令 V 
puni jJ] P 4 P ro] dit CS In] AR BO SEA. MY 
V 关于 向 量 加 法 (平行 四 边 形 法 则 ) 和 实数 与 向 量 的 
数量 乘法 构成 实数 域 上 的 线性 空间 ; 令 V 是 数 域 P 
上 全 体 mXn 和 窍 阵 的 集合 , 则 VV 关于 矩阵 的 加 法 和 
数 与 矩阵 的 数量 乘法 ,构成 数 域 P 上 的 线性 空间 . 

线性 空间 是 在 考察 了 大 量 的 数学 对 象 ( 如 几何 
学 与 物理 学 中 的 向 量 ,代数 学 中 的 元 向 量 、 和 矩阵 、 
多 项 式 , 分 析 学 中 的 函数 等 ) 的 本 质 属 性 后 抽象 出 来 
ee tees di tipi 如 赋 范 线 

空间 、 模 等 都 与 线性 空间 有 着 密切 的 关系 . 它 的 理 

ml 

" Ré E (Hamilton, W. R. ) Ë 765] i & — id]. 
并 开创 了 向 量 理论 和 向 量 计 算 . 格拉 斯 曼 (Grass- 
mann,H. G. didi E HERCULES 间 的 系统 理 
论 . 1844—1847 年 ,他 与 柯 西 (Cauchy | A. -L. 2 2r 3l 
提出 了 脱离 一 Seis x 间 直观 的 .成 为 一 个 纯粹 数学 概 
AH d AR B n 维 空间 . EXE RI RK (Toeplitz, O. ) 将 
RUE E. 一 般 的 线性 
空间 rn. 

向 量 空间 (vector space) W“ ES E”. 

线性 空间 的 基 域 (base field of linear space) 
见 “ 线 性 空间 ”. 

实 线 性 空间 (real linear space) 
[R]". 

复线 性 空间 (complex linear space) M “2k JE 


空间 ”. : 
£E'HE£B & (linear combination) 线性 代数 的 重 
要 概念 之 一 . 设 og Ao CE *** a(s] FER T 上 线性 


空间 Y 中 的 :个 向 量 . 如 果 V 中 的 向 量 a 可 以 表示 
为 aka, thot tha, (k;EP,i=1,2,.…,s), 
则 a 称 为 向 量 组 05.05. 7.0; 的 线性 组 合 , 亦 称 a 
可 由 向 量 组 a,Q;,… ,线性 表 出 或 线性 表示 . 例 
如 ， 在 三 维 向 量 空 间 中 , 回 量 a= (a,,a,,a;) FH] EB [H] 
EH a= (15050) .5— (05150) 0,5 (0,0,1) TE 
表 出 , 即 a—a,0;3-a;0; d-a,0,. ix A 是 数 域 P 上 的 
线性 空间 站 的 含有 无 限 多 个 回 量 的 子 集合 . RV 
的 向 量 a 可 以 由 4 中 有 限 个 向 量 线性 表 出 , 则 称 a 
是 4 的 线性 组 合 , 亦 称 a 可 由 A RERS. 


线性 表示 (linear expression) WM REHE”. 
向 量 组 的 等 价 (equivalence of vector systems) 
向 量 组 间 的 一 种 重要 关系 . 如 果 线 性 空间 VV 的 向 量 


组 1 中 的 每 个 向 量 都 可 由 V 的 向 量 组 工 线性 表 出 ， 


并 且 向 量 组 I 中 的 每 个 疝 量 也 可 由 癌 量 组 1 线性 表 
出 , 则 称 向 量 组 1 与 向 量 组 1 等 价 . 向量 组 之 间 的 等 
Bh ipa XE 

1. 反 身 性 :每 个 向 量 组 都 与 自身 等 价 . 

2. 对 称 性 :如 果 向 量 组 T 与 向 量 组 工 等 价 BU [6] 
量 组 1 也 与 向 量 组 1 等 价 . 

3. 传递 性 :如 末 向 量 组 1 与 向 量 组 1 等 价 , 向 量 
组 工 与 向 量 组 下 等 价 , 则 回 量 组 工 与 回 量 组 下 也 等 
价 . 

线性 相关 (linear dependence) 线性 代数 的 重 
要 概念 之 一 . 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,a;E€ 
VG 二 1,2,…,5). 如 果 存 在 已 中 不 全 为 零 的 数 ki, 
kp，… EE kia + Roa, +++ +h, = 0, N PK p] Bt 4A 
ay az A, 线性 相关 , 且 称 ,ks,,…,k, 为 其 相关 
系数 ;否则 称 a, 02,90, 线性 无 关 . 换言之 , 如果 
仅 在 kis kos ter FR, ASN AA Ri, + koQ 十 … 
+R = 0, BK 05,05 7,0, 线性 无 关 . 单独 零 向 量 是 
线性 相关 的 ;单独 一 个 非 零 向 量 是 线性 无 关 的 . 向 量 
组 05,05, 0, G2» 10 X THER R B9 26 2) Do SE 2S 
是 :其 中 至 少 有 一 个 向 量 可 由 其 余 ;一 1 P rn] XE 
表 出 . 设 X 是 线性 空间 V 的 非 空 子 集合 ,如果 关中 
任意 有 限 个 向 量 都 线性 无 关 , 则 称 X 是 线性 无 关 
的 ;否则 称 X 是 线性 相关 的 , 即 X 中 至 少 含 有 一 个 


线性 相关 的 有 限 子 集 . 

相关 系数 (dependence coefficient) 见 “ 线 性 相 
X. 

£k (E Æ X (linear independence) J “AR EAR 
X". 


m) ME 28 BY EE 3 XE S (substitution theorem of 
vector systems) 刻画 两 个 向 量 组 之 间 关 系 的 重要 
命题 . 设 (I):ayas,，，ar BC 1 ) :有 ,有 +B FER 
性 空间 VV 的 两 个 向 量 组 . 如 果 向 量 组 CI) 线性 无 
关 , 且 其 中 每 个 向 量 都 可 由 向 量 组 CI) 线性 表 出 , 则 
r<<s; 而 且 可 以 对 组 (1 ) 中 的 向 量 重新 排列 ,使 得 用 
Qi,02，,…,Q, 代 换 其 前 7 个 向 量 后 所 得 的 向 量 组 与 
HEHA DFA. 在 研究 向 量 的 线性 相关 性 、 线 性 空 
间 的 基 与 维 数 、 余 子 空间 等 ,特别 是 将 m 维 线性 空间 
中 ”一 ~ 个 线性 无 关 向 量 补 成 基 时 ,替换 定理 都 起 着 
重要 的 作用 . 

线性 空间 的 维 数 (dimension of a linear space) 
线性 空间 的 重要 不 变量 . 如果 数 域 P 上 的 线性 空间 
V 中 存在 个 线性 无 关 的 向 量 , 而 任意 十 1 个 向 量 
都 线性 相关 , 则 称 V OS n 维 线性 空间 , 数 n 称 为 V 


a 性 空 间 


的 维 数 , 记 为 dimV 一 n. 只 含 零 向 量 的 线性 空间 的 维 
数 规定 为 零 . EHE SS n 维 线性 空间 称 为 有 限 维 线性 
空间 . 如 果 在 V 中 可 以 找到 任意 多 个 线性 无 关 的 向 
量 , 则 称 V 为 无 限 维 线性 空间 . 例如, 数 域 P 上 的 一 
元 多 项 式 环 PLxj 对 多 项 式 的 加 法 和 数 与 多 项 式 的 
乘法 构成 的 线性 空间 是 无 限 维 的 . 线性 空间 的 维 数 
与 基 域 有 关 . 例如 ,把 复数 域 看 成 它 自 身上 的 线性 空 
间 时 , 它 的 维 数 是 1; 如 果 把 它 看 成 实数 域 上 的 线性 
空间 , 则 它 的 维 数 是 2. 

有 限 维 线性 空间 (finite dimensional linear spa- 
ce) 见 “ 线 性 空间 的 维 数 ” 

无 限 维 线性 空间 (infinite dimensional linear 
space) 见 “线性 空间 的 维 数 ” | 

线性 空间 的 基 (basis of a linear space) 线性 
代数 的 重要 概念 之 一 . 设 V 是 数 域 P 上 的 n (SD 
维 线性 空间 ,a ,az,…,o E V. 的 一 个 向 量 组 . 如 果 
oa cz，…,o 线性 无 关 , 且 V 中 任意 的 向 量 都 是 a， 
Azs ttt An 的 线性 组 合 , 则 称 aiycaz, On 为 线性 空 
间 Y 的 基 或 基底 , 基 中 所 含 向 量 的 个 数 是 不 变 的 ， 
就 是 线性 空间 的 维 数 . 零 维 线性 空间 没有 基 . 向 量 a 
由 基 ai,az，…，oa 线性 表 出 的 式 子 a= aa aa, 
cca 中 ,a; 称 为 w 关 于 基 al az， 的 第 i 
个 坐标 或 第 i 个 分 量 . 全 体 分 量 (aj,as,…,a,) 称 为 
a 关于 基 aa, a, 的 坐标 .V 中 向 量 a 的 坐标 由 
a 与 基 惟 一 确定 . 01,0, 0, 9 V 的 基 的 充分 必要 
条 件 是 :V 中 每 一 个 向 量 都 可 惟一 地 由 ai ,a;,… ,a 
线性 表 出 . 设 Y ERR P 上 的 无 限 维 线性 空间 ,B 
EV 的 含有 无 限 个 向 量 的 子 集 . WR B 中 任意 有 限 
个 向 量 都 线性 无 关 , 且 VV 中 每 个 向 量 都 可 由 B 中 有 
限 个 向 量 线性 表 出 , 则 称 B 为 V 的 基 . 数 域 P 上 的 
任意 无 限 维 线性 空间 的 基 是 存在 的 ， 


向 量 的 坐标 (coordinates of a vector) JU“ 
性 空间 的 基 7” 
it #2 42 (transition matrix) 亦 称 演化 矩阵 . 


联系 线性 空间 中 的 基 之 间 的 关系 的 矩阵 . 设 V 是 数 
域 I 上 的 一 个 n 维 线性 空间 5€, , 65, *** 5 E,, 与 E 3€ 75 
USE B EVIIXEGX 


€ ; = > (j = 1,2,*,2), 
i21 


He RFE 6.6.6 的 坐标 (Cai;,azj;,… ,a;) 为 
第 ;j 列 所 构成 的 n IERE Cay), PRN SE &1,e;,…， 
En 到 基 &€',.68 v6, 的 过 渡 和 矩阵 ,它们 之 间 的 关系 
可 VAR JJ Ce S6 agttt sE n) = (Ey 6 60 (ai. 过 
WEE [e die np ord. 因此 , 若 (a) 是 基 6 ,es,… ,és 到 基 
E16 a En By EIE HE RE , WI Ca) FEE EE att, 
En 到 基 6&6. 6 HORE. 过 渡 和 矩阵 是 线性 代 
数 中 的 一 个 重要 概念 , 它 在 向 量 坐 标的 计算 、 线 性 变 
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高 等 K 数 


换 的 矩阵 表示 、 线 性 变换 的 特征 值 和 特征 向 量 等 与 
线性 空间 基 的 选取 有 关 问 题 中 起 着 重要 的 作用 . 
演化 矩阵 (transition matrix) 即 “ 过 渡 和 矩阵 ” 
坐标 变换 公式 (formula of a coordinates trans- 
formation) 线性 空间 的 向 量 关 于 不 同 基 的 坐标 之 
间 的 关系 式 . 设 se r6 B 6 s Ez 6 是 数 域 
P En 维 线性 空间 V 的 基 ,4 是 基 6 ,te,,… ,5 到 基 
el ,E& VE 的 过 渡 和 矩阵 . V 中 的 向 量 a XT E 
E En ttt ,6 与 基 6 ,Es 6 的 坐标 分 别 为 (ziyzz， 
RER :z,)5 Gi sT pcr dos ) » Bii] ax 的 坐标 之 间 的 关系 


或 


称 为 坐标 变换 公式 . 

极 大 无 关 组 (maximal independent system) 
线性 代数 的 重要 概念 之 一 . 设 am ,a;,… ,on 是 数 域 
PP 上 线性 空间 VY 的 一 个 向 量 组 ,如 果 其 部 分 向 量 组 
Qj ,0,，"" ,Qj 线性 无 关 , 目 每 个 iCi= 二 1,2,…,m) 都 
可 由 它 线性 表 出 , 则 称 w ,0y,,… ,a 是 向 量 组 on， 
Q5 ,*** Am 的 一 个 极 大 无 关 组 .任何 向 量 组 都 与 其 极 
大 无 关 组 等 价 ;一 个 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 
所 含 向 量 个 数 是 相同 的 . 春 向 量 组 a ,az，…,am 的 
极 大 无 关 组 含有 ;个 向 量 , 则 称 ; 为 此 向 量 组 的 秩 ， 
记 为 (Oy a5 An) — s. 全 为 零 癌 量 的 同 量 组 是 惟 
一 没有 极 大 无 关 组 的 向 量 组 ,规定 其 秩 为 零 . EE In] E 
组 al ,az,…，,an 可 由 辣 量 组 Bi Bos RER, 
WY 7 Coy ,az，…, Om) <r CB, Bo BO se PA m EH 
S ffr , 则 它们 有 相同 的 秩 . 极 大 无 关 组 的 概念 可 以 推 
广 到 含 无 限 个 向 量 的 情形 . 因此 ,线性 空间 V 的 任 

一 个 基 可 看 成 站 的 极 大 无 关 组 . 特别 的 , 齐 次 线性 

方程 组 的 基础 解 系 是 其 解 空 间 的 极 大 无 关 组 . 

向 量 组 的 秩 (rank of a vector system) 
大 无 关 组 ”. | 

线性 子 空间 (linear subspace) 线性 代数 的 重 
要 概念 之 一 . 设 W 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 非 空 

FRA ,如果 对 于 V 的 加 法 与 纯 量 乘法 W 也 构成 P 


见 “ 极 


上 的 线性 空间 , 则 W 称 为 V 的 线性 子 空间 ,简称 子 
空间 .V 的 非 空 子 集 W 是 V 的 子 空间 的 充分 必要 
条 件 为 : 


LW 中 任 两 个 向 量 的 和 仍 属 于 WW. 

2. 数 域 PP 中 的 任 一 个 数 与 W 中 的 任 一 个 向 量 
AA FE th ROW. 
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线性 空间 Y 自身 以 及 单个 零 向 量 构成 的 线性 
空间 都 是 V 的 线性 子 空间 . 这 两 个 子 空间 称 为 V 的 
平凡 子 空间 . 其 他 的 线性 子 空间 称 为 Y 的 非 平 凡 子 


空间 或 真子 空间 . 
平凡 子 空间 (trivial linear subspaces) ” 见 “ 线 
性 子 空间 ”. 


非 平 凡 子 空间 (non-trivial linear subspaces) 
见 “ 线 性 子 空间 ”. 

真子 空间 (proper subspace) 
间 ”. 

生成 子 空间 (generated subspace) 构造 子 空 
闻 的 一 种 方法 . 设 M 是 数 域 P 上 线性 空间 VV 的 子 

合 ,M 中 癌 量 的 所 有 线性 组 合 构 成 V 的 一 个 子 空 
IR]. ERN BM 生成 的 子 空间 , 记 为 L(M),M RA 
LC(M) 的 生成 集 , 亦 称 生 成 系 .V 中 任意 包含 M 的 子 
空间 必 包 含 LM), Am LC(M) 是 包 舍 M 的 最 小 子 

空间 . 设 MN 是 线性 空间 的 两 个 子 集 , 则 LM) 

=LIN4ARAMEN 作为 向 量 组 等 价 . 


见 “ 线 性 子 空 


{A Dh FS fa) (cyclic subspace) FA “A Ra 
间 
子 空间 的 和 (sum of subspaces) 子 空 间 的 基 


本 运算 之 一 . 设 V 是 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,V 
fü V. RV WA x [a]. S W= (a; ta, |a; € Vi,2—1, 


2), 则 W 是 V 的 子 空间 , 称 为 Vi 与 V; 的 和 , 记 为 
Vi 十 Vs. 子 空间 的 和 满足 交换 律 与 结合 律 . 因此 ,可 
以 定义 多 个 子 空间 的 和 . FEE V V V, 的 和 
Vi tV +e +V., EBANA HE a tatta, 构 
RETZE, rac Viiiml.2.nss 

-F = ja) BJ 35 (intersection of subspaces) F Æ 
间 的 基本 运算 之 一 . 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ， 
V; 5E V d& V 的 子 空间 , 则 它们 在 集合 意义 下 的 交 
VNV: Æ V 的 子 空间 , 称 为 Vi 与 Vi 的 交 空 间 , 人 简 
称 子 空间 的 交 . 子 空间 的 交 满 足 交 换 律 和 结合 律 . 因 
此 ， BFA x |B] Vi Vote’ V, 的 交 V, nVin- VV, 
也 是 Y 的 子 空间 . 

子 空 间 的 直 和 (direct sum of subspaces) F 
空间 的 一 种 特殊 运算 . VV, 是 线性 空间 V 的 子 
空间 ,如 果 VI HV 中 每 个 向 量 a 的 分 解 式 aa, 
+a, (Ka, € Via; € V) d PE — B9 , Dp RU VI - V; 称 为 
直 和 , 亦 称 直接 和 , 记 为 VOV, R VHV WE Vs, 
V: 是 线性 空间 Y 的 子 空间 , 则 下 列 命题 是 等 价 的 : 

1. V. +V, 是 直 和 . 

2.0; +a —0 (a, EV,a,EV,), SAMS og 

— 09, BIA [5] E BY A as EE HE BY. 

a Y. 5 V; 的 交 VirnV-to;. 

4. dim (V: +V:)=dim V, +dim V}. 

类 似 地 有 多 个 子 空 间 的 直 和 的 定义 ,并 且 对 于 


s( 之 2) 个 子 空间 的 直 和 也 有 相应 于 上 述 1 至 4 的 等 


价 命题 ,其 中 命题 3 需 改 为 


V; f) ble ced 0} (1 = 1,2,°%*,5), 
jz*u 


i—] 
或 V; N DY; = {0} GC = 1,250,585). 


余子 空间 pe subspace) 
子 空间 . 与 给 定子 空间 的 直 和 是 线性 空 
设 W 是 数 域 P irse H V 的 子 空 
ft V -W --W'.E WüW'- {0}) 的 子 空间 W' 称 为 
W 的 余子 空间 . 如 果 W 是 一 个 真子 空间 , 则 W 的 余 
子 空间 是 不 惟一 的 . 设 W Æ n 维 线性 空间 V 的 一 
ATZE, Hdim W =m<n. Æ € sE 5° s En FEW 
的 一 AS FE WE HE Enti otto En o ees 
£41 st & AE V 的 一 个 基 . 由 611，… ,6' 生 成 的 子 
空间 就 是 W 的 一 个 余子 空间 . 
补 子 空间 (complementary subspace) 
子 空间 ”. 
维 数 公式 (dimension formula) 刻画 两 子 空间 
维 数 间 的 一 种 重要 关系 . 数 域 P 上 线性 空间 Y 的 两 
个 子 空间 VV, 的 维 数 之 间 的 关系 式 
dim V,+dimV,=dim(V,+V,.)+dim(V,{])V,). 
dim (V,+V,)=dimV,+dimV,, 4 H44 VNV: 
一 (0}, 即 Vi +V: J& ERI. 以 上 的 维 数 公式 可 推广 
如 下 : 设 YY SV. 是 线性 空 s 间 V By s (s222)4 
子 空间 , 则 其 维 数 之 间 有 以 下 关系 


DdimV, = dim( PV) + Ddim( v; N 站 
线性 空间 的 内 直 和 (inner direct sum of linear 

spaces) ”线性 空间 的 直 和 分 解 . 是 线性 空间 与 子 空 

间 之 间 的 一 种 重要 关系 . 设 V 是 数 域 已 上 的 一 个 线 

性 空间 ,V; BV APS) ELAV 是 V; 的 直 和 : 
V =OV;, 

x |B] V; IN HAL ET. 设 V 是 PP 上 的 

间 的 内 


亦 称 补 
间 的 子 空间 . 
间 , 满 足 条 


BU “a 


则 称 V 是 子 空 
n 维 线性 空间 , 则 V 可 以 表 为 ”个 一 维 子 空 
E. 
线性 空间 的 外 直 和 (exterior direct sum of lin- 
ear spaces) 由 者 干 线性 空间 构成 的 一 MARE 
|. d GED) ER P 上 的 线性 空间 S 
oc Fea MM cate ke 


且 只 有 有 限 个 六 不 为 0 
在 V 中 定义 元 素 相 等 为 (yiyvs,…) 二 《vy oe! ，…)， 
4AM v,—vj SLE j€ LE X JU BIRVJ Qs, 
Vos IHC! vi! se) = Qu Hy! v tye DV EMV 
H AR EREA ksv) = Cvi skva, 0 XL 4E 
E RCDP,WJV 构成 2 上 的 一 个 线性 空间 , 称 为 V; 
(i€ 了 的 外 直 和 .线性 空间 的 外 直 和 [IV; 与 内 直 和 


线性 变换 与 入 和 矩阵 


OV; 是 同 构 的 ,因此 统称 为 线性 空间 V;GCDBIE 
All. 

线性 空间 的 直 和 (direct sum of linear spaces) 
见 “ 线 性 空间 的 外 直 和 ”. 

线性 空间 的 同 构 (isomorphism of linear spaces) 
线性 代数 的 重要 概念 之 一 . 设 V 与 V' 是 数 域 P 上 
的 两 个 线性 空间 ,o 是 V 到 立 的 一 个 双 射 , 行 对 于 
V 中 的 任意 两 个 回 量 o. 8 与 己 中 的 任意 数 k ola 
+ B)=a(a)+o(B),0(ka)=kola) Ml o RAV 到 
V' 的 同 构 映射,V 与 V' 称 为 在 映射 o 下 同 构 , 记 为 
VSV’. 线性 空间 的 同 构 具有 反映 性 ,对称 性 和 传递 
性 . 同 构 映射 把 零 问 量变 为 零 问 量 ; 它 还 保持 向 量 间 
a eL p es 性 无 关 的 

量 组 .因此 ,把 线性 空间 的 基 变 成 基 ; 把 线性 相关 
的 向 量 组 变 成 线性 相关 的 回 量 组 . 数 域 P 上 两 个 有 


限 维 线性 空间 同 构 的 充分 必要 条 件 是 :它们 的 维 数 
相等 . 知 只 考虑 线性 空间 的 代数 性 质 , 则 同 构 的 线性 


空间 可 以 不 加 区 别 . 因此 , 维 数 是 有 限 维 线性 空间 的 
最 本 质 的 特征 ,P" 可 以 作为 数 域 P E 维 线性 空间 
的 代表 . 

线性 空间 的 同 构 映 射 (isomorphic mapping of 
见 “ 线 性 空间 的 同 构 ”. 


Ze PESE SR E A FBS 


线性 变换 (linear transformation) 线性 代数 
的 重要 概念 之 一 . 设 o 是 数 域 已 上 的 线性 空间 Y 的 
一 个 变换 .在 对 于 Y 中 的 任意 向 量 w, 有 与 已 中 的 任 
BM R.A (at B)=a(a)+a(B),c(ka) — ko CoD, 
Wk o 是 V 的 一 个 线性 变换 , 设 o 是 线性 空间 V 的 
一 个 变换 , 若 对 于 V 中 任意 向 量 wa, 有 o(a)=a, JI] o 
是 V 的 线性 变换 , 称 为 恒 等 变 换 , 亦 称 单位 变换 , 记 
ALGV 的 变换 ao 对 于 V 中 的 任意 向 量 a, 有 oCQ) 
=0, N] o Æ V 的 线性 变换 , 称 为 零 变 换 , 记 为 0. 线 
性 变换 是 欧 氏 几何 中 的 变换 、 解 析 几 何 中 的 某 些 坐 
标 变换 .数学 分 析 中 的 某 些 变量 代 换 以 及 其 他 数学 
分 支 中 某 些 类 似 的 变换 的 抽象 .概括 与 推广 , 数 域 上 
线性 空间 的 线性 变换 可 以 推广 为 同一 个 域 上 的 两 个 
不 同 线性 空间 的 线性 映射 .线性 变换 不 仅 是 线性 代 
数 的 主要 研究 对 象 之 一 ,也 是 数学 中 的 一 个 重要 的 
概念 .近代 数学 中 的 许多 分 文 的 研究 对 象 , 如 泛 函 分 
析 中 的 线性 算 子 . 同调 代数 中 的 模 同 态 等 都 与 线性 
变换 有 密切 的 联系 . 

单位 变换 人 (unit transformation?) 
H”. 

恒 等 变 换 (identity transformation) 见 “ 线 性 
变换 ”. 


linear spaces) 


见 “ 线 性 变 
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= 代 


TEH (null transformation) W RETH”. 

数 乘 变换 (transformation of scalar multiplica- 
tion) 一 种 线性 变换 . 设 V EKR P 上 的 一 个 线性 
空间 ,k 是 P 中 的 一 个 数 ,对 任意 aqEV, 由 oCa) 
二 kx 所 决定 的 线性 变换 o, 称 为 数 乘 变 换 , 记 为 &*. 
这 样 1 就 是 单位 变换 ,0’ A ER. 

线性 变换 的 加 法 (addition of linear transfor- 
mations) ”线性 变换 的 基本 运算 之 一 . 设 c,r 是 数 
jJ P 上 线性 空间 VV 的 两 个 线性 变换 ,o 55 c 的 和 年 
义 为 (c 十 z)(a) 一 ac(a) 十 r(a) ,其 中 w 是 了 中 的 任 
意向 量 . 线 性 变换 的 和 仍 是 线性 变换 , 且 线 性 变换 的 
加 法 满足 结合 律 与 交换 律 . 设 o 是 PP 上 线性 空间 V 
的 线性 变换 ,o 的 负 变 换 一 o 为 (一 o) (a) = ola), 
其 中 a 是 V 中 的 任意 向 量 .线性 变换 的 负 变 换 也 是 
线性 变换 . 若 c,z 是 线性 空间 V 的 线性 变换 ,线性 
变换 o 十 (一 ) 称 为 o 与 7 的 差 , 记 为 5 一 z. 

fi 3 jf (negative transformation)” 见 “线性 变 
换 的 加 法 ”. 

线性 变换 的 乘法 (multiplication of linear trans- 
formations) 线性 变换 的 基本 运算 之 一 . 设 or 是 
数 域 P 上 线性 空间 V 的 两 个 线性 变换 ,o 与 + 的 乘积 
ot 定义 为 (or) Co0 —o(7CoOD , HB a dE V 的 任意 问 
E. 线性 变换 的 乘积 仍 为 线性 变换 , 上 且 线 性 变换 的 乘 
法 满足 结合 律 和 乘法 对 加 法 的 左 、 右 分 配 律 ,但 不 满 
足 交换 律 . 例如 ,在 实 函 数 空间 RLzj 中 ,线性 变换 

D¢f(x)) = f' (x) 


5 Joe | fede 


的 乘积 DJ =14A JD 关 7, 其 中 f(x) € Rx]. 
线性 变换 的 数量 乘法 (scalar multiplication of 
a linear transformation) 线性 变换 的 基本 运算 之 
一 . 设 c 是 数 域 P 上 线性 空间 的 一 个 线性 变换 ,k 
€ P. b k 5j o WIREX K Gro COO — ko la) ,其 中 
a 是 V PRIER Ek. 数 与 线性 变换 的 数 乘 仍 然 是 
线性 变换 , 且 满 足以 下 的 规律 : (Do = (lo)， 
(kh+Do=khotlo,k(otr) =khotkr,l * o=0, HP 
k,IE Po,t 是 V 的 线性 变换 . 令 L(V) 表 示 数 域 P 
En 维 线性 空间 V 的 全 体 线性 变换 所 构成 的 集合 
则 L(V) 对 线性 变换 的 加 法 与 数量 乘法 构成 P nn 
一 个 线性 空间 ,是 L(V ) 同 构 于 P 上 的 矩阵 问 量 空 
E P'*". 因此 LCV) 的 维 数 等 于 7. 

可 逆 线 性 变换 (invertible linear transforma- 
tion) 亦 称 非 退化 线性 变换 ,或 满 秩 线性 变换 . 一 
种 特殊 的 线性 变换 . 设 Y 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,o 
是 V 的 线性 变换 . AEV 的 变换 r+, 使 or 二 to= 了 7， 
其 中 了 为 单位 变换 , 则 o 称 为 可 逆 线 性 变换 ,rz 称 为 
o 的 道 变 换 .V 上 的 可 逆 线 性 变换 o 的 逆 变 换 仍 为 
V 的 线性 变换 ,日 是 惟一 的 , 记 为 o .线性 空间 的 
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可 道 线 性 变换 的 集合 ,对 于 变换 的 乘法 构成 乘法 群 ， 
称 为 非 奇 异 线性 变换 群 . 

满 秩 线性 变换 (nonsingular linear transforma- 
tion) 即 “ 可 逆 线 性 变换 ” 

非 退 化 线性 变换 人 nondegenerate linear trans- 
即 “ 可 逆 线 性 变换 ”. 

逆 变 换 (inverse transformation) 
性 变换 ”. 

非 奇 异 线 性 变换 群 (group of nonsingular lin- 
ear transformations) 见 “ 可 逆 线 性 变换 ” 

线性 变换 多 项 式 (polynomial of a linear trans- 
formation) 一 种 特殊 的 线性 变换 . 设 o 是 数 域 P 
上 线性 空间 V 的 线性 变换 .规定 0 =I, 0" =a0--o(n 
个 o) 称 为 线性 变换 o Wn RE, HP n WIE BRK. 
线性 变换 的 寡 满 足 指 数 法 则 :oo = 0t", Co)" 
一 0” (m,nzz0). d; o HA MHA 2B 18. 40" 
=(o')" RP n 是正 整数 , 则 指数 法 则 对 一 切 整 数 
BRAG We SC) Hane tam x" 十 … 十 qx 十 ao 是 


formation) 


见 “ 可 逆 线 


数 域 已 上 的 多 项 式 , EV 上 的 线性 变换 , 令 flo) 


一 aro" 十 ao" !-E* das RW £03 V. 上 的 线性 
变换 , 称 为 线性 变换 o 的 多 项 式 . 
设 ha) = fatela) pr) 一 8Cz)g(z) 是 数 
域 PP 上 的 多 项 式 ,o 是 V 上 的 线性 变换 , 则 
hlo) — f GO t gCGo»nD, 
pla=fladg(a), 
fiog(a)=ga) f Co). 
线性 变换 的 值 域 (range of a linear transforma- 
tion) 线性 变换 确定 的 子 空间 . 设 o 是 数 域 P 上 线 
性 空间 VV 的 线性 变换 ,V 的 所 有 元 素 在 c 下 的 象 所 
成 的 集合 cC7) ,或 记 为 Im(o) ,构成 Y 的 子 空间 , 称 
为 o 的 值 域 或 象 空间 .V 中 在 GC 下 以 零 回 量 为 象 的 
所 有 向 量 所 成 的 集合 c '(0), 即 o 0) 王 (axEy， 
R ofa) —0) ,构成 六 的 一 个 子 空间 , 称 为 o 的 核 .o 
的 核 也 记 为 Kero. RV Æ P ELD n 维 线性 空间 ,ei， 


&, +, € de V B — 4, MoV) = Lite), 
ole), 0(Ce)).a(7) 的 维 数 称 为 线性 变换 o 的 秩 ， 


5 的 核 的 维 数 称 为 o 的 零度 或 o 的 亏 .o NRA oH 
零度 的 和 等 于 V BEN n. 

线性 变换 的 象 空间 (image space of a linear 
transformation) ” 见 “ 线 性 变换 的 值 域 ”. 
线性 变换 的 核 (kernel of a linear transforma- 

见 “ 线 性 变换 的 值 域 ”. 

线性 变换 的 秩 (rank of a linear transforma- 
tion)” 见 “线性 变换 的 值 域 ”. 

线性 变换 的 零度 (nullity of a linear transfor- 
mation)” 见 “线性 变换 的 值 域 ”. 

线性 变换 的 亏 (nullity of a linear transforma- 


tion) 


tion)” 即 “线性 变换 的 零度 ”. 

线性 变换 矩阵 (matrix of a linear transforma- 
tion) 一 种 特殊 和 矩阵 . 指 线 性 变换 的 数量 表示 . 设 
V ERR P EA n 维 线性 空间 ,el ,Ep,…,s, 是 V 的 
基 ,o FEV 的 线性 变换 . E 


o(E,) = >) aise: (J = 1,25¢% 57), 


ny 以 a CO B Ae E Cajas; … ja 为 第 j 列 构成 的 n 
阶 和 矩阵 A= Ca) PRA o 关于 基 Ej s Eng *** , E, HAB EE, 
亦 称 线性 变换 o 在 基 6& 66 下 的 矩阵 ,或 线性 
AB HR o 的 矩阵 . & o(6 Erst sE) = (CE aCe) ate 
o(é,))  MEMZ 18] HJ KAKA RN o C6 82 °° 5 €,) 
= (GCE, ) o (En) ,*,0(6,)) = CE 6 EA. 因此， 
FET TEER TE VB-T PR tT n MER, 
且 有 以 下 性 质 : 

1. 线性 变换 的 和 对 应 于 矩阵 的 和 ，. 

2. 线性 变换 的 乘积 对 应 于 和 矩阵 的 乘积 . 

3. 线性 变换 的 数 乘 对 应 于 和 矩阵 的 数 乘 . 

4. 可 逆 的 线性 变换 对 应 于 可 逆 和 抢 阵 , 且 逆 变换 
对 应 于 逆 和 矩阵 . 

设 线性 空间 V 的 线性 变换 o 关于 基 & ,6 ，…，,e， 
与 基 mono, 的 矩阵 分 别 为 4 与 已 , 基 eye， 
… ,E, 到 基 Ni »T)2 » tts). AA) ach A XY B= XT 
AX. 因此 ,线性 变换 关于 V 的 不 同 基 的 和 矩阵 是 相似 
的 . 线性 变换 和 和 矩阵 的 这 种 对 应 关系 ,使 对 抽象 的 线 
性 变换 的 研究 转化 为 对 具体 的 矩阵 的 研究 . 但 是 线 
性 变换 的 矩阵 与 线性 空间 基 的 选取 有 关 , 而 线性 变 
换 不 受 基 变 动 的 影响 . 

投影 变换 (projection transformation) 一 种 特 
殊 的 线性 变换 . 设 E Bo ttt Ems Entiat eO mo 
数 域 PP 上 线性 空间 V EE 6 6.6 是 V 的 子 空 


间 W 的 基 . 由 
o(E.) — £j (i = 1525***95)25 
ole) —0 Gm-1.:,2) 


所 确定 的 线性 变换 o 称 为 线性 空间 Y 对 子 空间 W 
的 投影 变换 . 投影 变换 o HA —o.HqTESE 6&6. 
,En Empo tto E, 下 的 矩阵 为 
j! 
1 


V 
向 量 的 变换 (vector transformation) JL fn] Zs 
间 点 变换 公式 的 推广 . 设 Y 是 数 域 P 上 的 维 线性 
空间 ,66, ,5 是 V 的 基 ,o 是 V 的 线性 变换 ,日 
ORT SE & ,Es,… ,6 的 和 矩阵 为 A Bae VER 


线性 变换 与 入 和 矩阵 


[p] 5k , ax 与 c(o0 XT £1, €», *** , E, 的 坐标 分 别 为 
(Lis Erst s Ln) E yis ys s Yn) o M) Bt a 的 变换 公 
式 为 


Mi T] 
= T X» 
Yn X 


矩阵 的 相似 (similar of matrices) ”和 矩阵 间 的 一 
种 等 价 关 系 . 设 A.B RRM P EAA n BE, 
HA P EB n Bra] eee C. fii B=C 4C, 则 称 A 
5 B 相似 , 亦 称 4 FAI B wA A~B. 5B [EE B HR 
WRA Be EOE A PE 3$ E , A m nT OR E BH C 
相似 关系 分 类 ,所 得 的 类 称 为 相似 类 . 相似 矩阵 的 行 
列 式 相 等 ,而 且 有 相同 的 秩 与 特征 值 . 对 于 维 线 性 
空间 VV, 线性 变换 关于 不 同 基 的 矩阵 是 相似 的 ; 反 
Ze AT n 阶 矩 阵 相 似 , 则 它们 可 以 成 为 Y 的 一 
个 线性 变换 关于 V 的 某 两 个 基 的 和 矩阵 . 

线性 变换 行列 式 (determinant of a linear trans- 
formation) 一 种 特殊 行列 式 . 指 线性 变换 矩阵 的 
行列 式 . ix o 是 数 域 P 上 的 维 线 性 空间 V 的 线性 
变换 . 因为 相似 和 矩阵 有 相等 的 行列 式 , 所 以 可 以 把 o 
关于 V 的 任意 基 的 矩阵 的 行列 式 , 称 为 线性 变换 o 
的 行列 式 . 

和 矩阵 的 特征 多 项 式 (characteristic polynomial 
of matrices) 线性 代数 的 重要 概念 之 一 . A= 
Ca dé P ES n BYE AE—A PRA A 的 特征 
AB E, f(A) = |AE— A| =A" +4 A" + +b, ALS, 
称 为 4 的 特征 多 项 式 , 式 中 必 (8 二 1,2,…,n) 是 4 
的 一 切 & 阶 主子 式 之 和 乘 以 (一 1)*, 即 


a.. a.. se a.. 
11 hho 1k 
a a, a 
= k 2! 2/2 2'k 
b= | > 
1 «mme ue AE 
ad.. a.. es a.. 
Tell Ip P 


HAB EE 4 的 特征 多 项 式 f(4) 所 确定 的 方程 /OO 
一 0 称 为 4 的 特征 方程 , 亦 称 长 期 方程 ,又 称 永 年 方 
Re. 它 在 几何 学 、 微 分 方程 、 物 理学、 天文 学、 医学 等 
学 科 中 均 有 广泛 的 应 用 . 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 
TASK. 因此 ,n 维 线 性 空间 的 线性 变换 关于 任何 基 的 
矩阵 都 有 相同 的 特征 多 项 式 , 称 为 线性 变换 的 特征 

特征 矩阵 人 (characteristic matrix) 
特征 多 项 式 ” 

ce RE AY BE FD f8 (characteristic equation of 
matrix) 见 “" 矩 阵 的 特征 多 项 式 ” 

线性 变换 的 特征 多 项 式 (characteristic polyno- 
见 “ 特 征 多 项 式 ”. 
不 变 子 空间 (invariant subspace)” 亦 称 稳定 子 
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见 “ 和 矩阵 的 


mial of a linear transformation) 


高 等 m 数 


空间 ,又 称 平凡 子 空间 . 与 线性 变换 有 关 的 一 种 子 空 
E. io EROR 已 上 线性 空间 V 的 线性 变换 ,W 是 
VTS. EXW 中 的 任意 一 个 回 量 o0 Co0 t5 
属于 W, 则 称 W Bo 的 不 变 子 空间 或 称 o 子 空间 .o 
的 值 域 与 核 以 及 o 的 特征 子 空间 等 都 是 o 的 不 变 子 
空间 . 有 限 维 的 复线 性 空间 的 所 有 的 线性 变换 都 有 
一 维 不 变 子 空间 ;有 限 维 实 线性 空间 的 线性 变换 都 
有 一 维 或 二 维 不 变 子 空间 . 特别 地 ,奇数 维 的 实 线性 
空间 的 每 一 个 线性 变换 都 有 一 维 的 不 变 子 空间 . 

a Ef 2E (stable subspace) 即 “ 不 变 子 空 
[B] ". 

3E SL & [BJ (normal subspace) 
[B] ". 

导出 线性 变换 人 induced linear transformation) 
一 类 线性 变换 . 设 V 是 数 域 已 上 的 线性 空间 ,W 是 
V 的 子 空间 . 备 厂 是 六 的 线性 变换 o 的 不 变 子 空 
间 , 当 考 虑 o EW 上 的 作用 时 , 则 得 到 W 的 一 个 线 
性 变换 , 称 为 c 在 到 上 的 导出 线性 变换 , 记 为 c|w. 
导出 线性 变换 在 线性 空间 的 分 解 中 有 重要 应 用 ， 

线性 变换 集 的 不 变 子 空间 (invariant subspace 
of the set of linear transformations) 一 类 特殊 的 
子 空间 . 设 S 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 一 些 线性 变 
换 所 成 的 集合 . AVN WMS 中 每 个 线性 
变换 都 是 不 变 的 , 则 W ORAS 的 不 变 子 空间 . 如 果 
SEV 中 没有 非 平 几 的 不 变 子 空间 , 则 称 S 是 不 可 
约 的 ;否则 称 S 是 可 约 的 . 设 S 是 可 约 的 ,车 V 的 线 
性 变换 o 与 S 中 每 个 线性 变换 都 可 交换 , 则 o 或 者 
是 去 变换 ,或 者 是 可 逆 变 换 ， 

线性 变换 和 矩阵 的 简化 (simplification of the ma- 
trix of a linear transformation) 线性 变换 和 矩阵 的 
简单 形状 . 设 o AE n HERES B] V 的 线性 变换 , 则 o 
在 Y 的 一 个 基 下 的 矩阵 形状 分 别 为 : 

l. 存在 非 平凡 的 o 子 空间 W 的 充分 必要 条 件 
Jio TEV 的 一 个 基 下 的 矩阵 的 形状 为 

A, A; 
| 0 | 
此 时 olw ZEW 的 某 个 基 下 的 矩阵 是 A. 

2. 存在 非 平凡 o 子 空间 W W: W EVS 
WOWO OW, 的 充分 必要 条 件 为 :o 在 Vn 
AS dk P BY He Je HE XT B EAL, Adee A] ,此 时 ， 
oly EW, 的 某 个 基 下 的 矩阵 是 A; 6 — 1,2, 7.5. 

3. 是 nn 个 一 维 o 子 空间 的 直 和 的 充分 必要 条 
件 为 :o TEV 的 一 个 基 下 的 矩阵 是 对 角形 

特征 子 空间 (characteristic subspace) 与 特征 
值 相 联 系 的 一 种 子 空间 . 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空 
|H],c 是 V 的 线性 变换 ,是 PP 中 的 数 , 则 M (a | 
a€V,H ola) =a) dé V 的 非 空 子 集 . 如 果 V, = 
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即 “ 不 变 子 空 


(0), 则 加 不 是 6 的 特征 值 ,此 时 VV 是 V 的 零 子 空 
[8] ; 如果 VP AE le] eM) AS HE o 的 特征 值 ， 
此 时 ,V, 是 由 o 的 属于 为 的 一 切 特征 向 量 及 零 向 量 
组 成 的 , 它 是 V 的 子 空间 , 称 为 o 的 属于 特征 值 he 
的 特征 子 空间 . 设 V 是 PP 上 的 n 维 线性 空间 , 则 线 
性 变换 o 的 特征 子 空间 VIL 的 维 数 等 于 一 
r(AE— A), RP A feo EV AEP OE, BDV, 
的 维 数 等 于 属于 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 最 大 
个 数 . 设 4 ，…, 是 线性 变换 o 的 互 不 相同 的 特 
征 值 , 则 特征 子 空间 的 和 V, HV, 十 … 十 , 是 直 和 | 
t$ 1E o ME A (system of characteristic vectors) 
线性 代数 的 重要 概念 之 一 . 设 o 是 数 域 E n EZ 
性 空间 VV 的 线性 变换 .和 大义 ,hs,…, 久 是 o 的 t 个 互 
不 相同 的 特征 值 Cn) Vi Vas Vi at all A H 
的 特征 子 空间 ,其 维 数 分 别 为 $1582» *** M ENIES 
基 vus Vag ott Va tt vu BR ER HE BE 
换 c 的 特征 向 量 系 . EE EXPE AE DR BA] SEE [6] Et AP 
向量 个 数 等 于 ” 则 称 其 特征 向 量 系 是 完全 的 ， 

完全 特征 向 量 系 (complete system of charac- 
teristic vectors)” 见 “特征 向 量 系 ”. 

E € bi - Bl He xE H8 (Hamilton-Cayley theorem) 
EA —PS RE. 该 定理 表述 为 : 设 4 是 数 域 
PER n WE, FCA) = |AE—-Al =a +b alte 
"Fb, A Fb, 是 4 的 特征 多 项 式 , 则 

F(A) = A" + bA! tee +b, 4,A 4 &,E = 0. 

哈密 顿 (Hamilton W. R. ) 在 他 所 著 《 四 元 数 讲 
义 ) 一 书 中 ,涉及 线性 变换 满足 它 的 特征 多 项 式 的 问 
RR. JL Cayley, A. ) 在 1858 年 的 一 篇 文章 中 ,对 > 
一 3 的 情形 验证 了 此 定理 ,但 认为 没有 必要 进一步 
TEAR. #8 2 pl Je & Hf (Frobenius, F. G.) F 1878 年 
给 出 该 定理 第 一 个 一 般 性 的 证 明 . 

和 矩阵 的 最 小 多 项 式 (minimal polynomial of a 
matrix) 与 特征 多 项 式 有 相同 不 可 约 因 式 的 一 种 
多 项 式 . 设 4 是 数 域 P 上 的 阶 和 矩阵 ,由 哈密 顿 - 凯 
莱 定 理 ,存在 非 零 多 项 式 f(A)E PL4], 使 /(4)=0. 
PL4j 中 具有 这 种 性 质 的 多 项 式 , 称 为 4 的 零 化 多 项 
XX. 在 A 的 零 化 多 项 式 中 , 首 项 系数 为 1, 且 次 数 最 
低 者 , 称 为 4 的 最 小 多 项 式 , 亦 称 最 低 多 项 式 . RB BE 
A 的 最 小 多 项 式 是 惟一 的 ;4 的 任意 零 化 多 项 式 都 
被 其 最 小 多 项 式 整 除 ; 相 似 矩 阵 有 相同 的 最 小 多 项 
式 . AV RUMP 已 上 的 ” 维 线性 空间 ,Y 的 线性 变 
换 o 在 某 一 基 下 的 矩阵 为 4, 则 对 A 的 零 化 多 项 式 
fA TA f Co) —0. PL4Aj 中 具有 这 种 性 质 的 多 项 
式 , 称 为 线性 变换 o 的 零 化 多 项 式 .o 的 零 化 多 项 式 
中 首 项 系数 为 1 且 次 数 最 低 者 , 称 为 o 的 最 小 多 项 
式 , 亦 称 最 低 多 项 式 . 它 与 c 关 于 任 一 个 基 的 矩阵 的 
最 小 多 项 式 是 一 致 的 . 设 4 是 数 域 ER) Be 


"Visas 


阵 , f(A) = |AE—-A|.F A (A) RE AE A 的 所 有 
2 一 1 阶 子 式 的 首 一 最 大 公 因 式 , 则 
cies JO) 


ASA 
是 4 的 最 小 多 项 式 . 
矩阵 的 零 化 多 项 式 (annihilation polynomial of 
a matrix) ” 见 “ 和 矩阵 的 最 小 多 项 式 ”. 
线性 变换 的 零 化 多 项 式 (annihilation polyno- 
见 “ 和 矩阵 的 最 小 多 


mial of a linear transformation) 
项 式 ” 

线性 变换 的 最 小 多 项 式 (minimal polynomial 
of a linear transformation) 见 “ 和 矩阵 的 最 小 多 项 
a 

线性 变换 可 对 角 化 (Cdiagonalization of a linear 
transformation) 线性 代数 研究 的 重要 问题 之 一 . 
Bo EROR P En 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,大 o 
E V 的 一 个 基 下 的 矩阵 是 对 角形 矩阵 , 则 称 线性 变 
hoo 可 对 角 化 . dx o 的 全 部 互 不 相同 的 特征 值 A, 
Ars ,入 都 属于 PP, 则 下 列 的 命题 是 等 价 的 : 

1. 0o 是 可 对 角 化 的 . 

2.0 有 个 线性 无 关 的 特征 问 量 . 

3.V 可 以 分 解 为 n 个 一 维 o 了 于 空 

4.V 是 o 的 全 部 特征 子 空间 VV, 
ERI. 


5. Y dim, Dac 
6. dim(V, Dp 的 m XX. 


iiis 
"Vi E 


i SAE — A) =n(s— 1). 


此 外 ,还 有 下 面 的 可 对 角 化 的 充分 条 件 :o 的 特 
征 多 项 式 在 PP 中 及 个 互 不 相同 的 根 . 设 线性 变换 
c 可 对 角 化 , 则 可 按 下 列 步骤 求 出 基 与 对 角形 和 矩阵 : 

1. RÆ V 的 基 ee, …，,e, 求 出 ac 在 此 基 下 的 
FER A. 

2. 求 出 4 的 特征 多 项 式 在 P 中 的 全 部 根 久 ， 

4 A,» 再 求 出 A BJ T. Als Az. ntt A, Bj n 个 线性 
无 关 的 特征 回 量 a ,az ，…，on. 

3. 分 别 以 aa ,as，…，Gn 为 列 作 矩阵 C — (a, 
05, **,0,) RAV BRATEN NN) Ce 
£; ,*** EC. 

4.0 TEE mo moss ns 下 的 矩阵 是 对 角形 
diag (1 一 1,2， 
…,n) 是 o WIARE m E A AIP AS OA, 的 重 数 (& 
= 152 5045): 

kB RE AY XY fa {E (diagonalization of a matrix) 
代数 学 术语 . 指 通过 相似 关系 可 化 为 对 角形 的 矩阵 ， 
设 4 ERR P ER n WERE, WREE P EB ni 


线性 变换 与 入 和 矩阵 


By wi BRE T, AET AT 是 对 角形 矩阵 , 则 和 矩阵 4 称 
为 可 对 角 化 的 .对 选 定 的 ” 维 线性 空间 的 基 ,线性 变 
$e FN n 阶 矩 阵 是 相互 惟一 决定 的 . 因此 ,矩阵 的 对 角 
化 与 线性 变换 的 对 角 化 是 一 致 的 . 

kB RE AY dr 4E [8] E (characteristic vector of a ma- 
trix) 线性 代数 的 重要 概念 之 一 . 设 4 是 数 域 P 上 
Eg n BY FB EE. AC P. 如 果 存 在 非 零 的 x 维 列 向 量 a, 
使 Aa=Aa, WM A SOS A 的 特征 值 或 特征 根 ,ca 称 为 
A 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 .和 矩阵 4 的 属于 特征 
值 4 的 全 体 特 征 向 量 与 零 向 量 构 成 P" 的 子 空间 , 即 
A 的 特征 子 空间 ;反之 , 若 Aa= ia, Aa= ia, Rp 
a 天 0, 则 1 二 A, 即 同一 特征 问 量 不 能 属于 不 同 的 特 
征 值 . 由 Aa 二 4a,a 关 0,A4EP, 即 (MAE 一 A)a 二 0. 因 
而 a 是 齐 次 线性 方程 组 (XE 一 A4)X=0 的 非 零 解 向 
E, H|AE—A|=0, R] àA Æ A 的 特征 多 项 式 的 根 ;有 反 
ZA AEP, HAR A 的 特征 多 项 式 的 根 , 则 4 是 4 
的 特征 值 ,而 (XE 一 A)X=0 的 非 零 解 所 构成 的 列 向 
量 , 即 为 4 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 

和 矩阵 的 特征 值 Ccharacteristic value of a matr- 
ix) 见 “ 和 矩阵 的 特征 回 量 ” 

线性 变换 的 特征 值 (characteristic value of a 
linear transformation) 线性 代数 的 重要 概念 之 

一 . 设 c 是 数 域 P 上 线性 空间 六 的 线性 变换 ,如 果 

在 P 中 存在 数 AS HEV PHI E 0750, fiio Co) 
— Aa, Jl] A. 称 为 o 的 特征 值 或 特征 根 , 而 o 称 为 o 
的 属于 特征 值 Ao. 的 特征 向 量 . o 的 任意 特征 向 量 均 
生成 一 维 的 o 子 空间 ;反之 ,一 维 o 子 空间 中 的 每 个 
非 零 向 量 都 是 o 的 特征 向 量 .o 的 属于 不 同 特征 值 
的 特征 向 量 所 构成 的 向 量 组 线性 无 关 . 设 V 是 PP 上 
Bg n 维 线性 空间 ,Qi ,9;,… ,a 是 V 的 一 个 基 ,4 是 
c 在 此 基 下 的 矩阵 , 则 A J& o WEE SAM A 
是 A 的 特征 值 , 即 A, 是 4 的 特征 多 项 式 在 P 中 的 
根 .o 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 是 以 (hE 一 A)X 
— 0 的 任 一 非 零 解 为 坐标 (对 于 基 0505.00 HS 
向 量 . 

线性 变换 的 特征 向 量 (characteristic vector of a 
linear transformation)” 见 “线性 变换 的 特征 值 ”. 

可 换 线 性 变换 (commutative linear transforma- 
tions) 两 线性 变换 在 乘法 中 的 一 种 相互 关系 . 设 
ot 是 有 限 维 线性 空间 V 的 线性 变换 . A cr 一 rc， dn 
FK o 与 是 两 个 可 换 的 线性 变换 . 若 o.c TRS 
是 o 的 属于 特征 值 4 的 特征 子 空 间 , 则 Va 
变换 z 的 不 变 子 空间 ;任意 两 个 可 换 线 性 变换 有 公 
共 的 特征 向 量 . 设 MN 是 有 限 维 线性 空间 的 两 个 
线性 变换 集 , 若 对 任意 0€ M. c€ Noc co, NE 
M,N 是 可 换 的 线性 变换 集 . 任意 两 个 可 换 线性 变换 
集 有 公共 的 特征 向 量 . 

可 换 线 性 变换 集 (set of the commutative linear 
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高 等 Ww S 


见 “ 可 换 线 性 变换 ”. 

A E T jf (nilpotent transformation) 一 类 特 
殊 的 线性 变换 , 设 V 是 数 域 己 上 的 线性 空 Merr 
的 线性 变换 . E ETE APR m, fi o" —0,fH o 
天 0, 则 o BRA FES BR ,m 称 为 需 零 指数 . 一 个 线性 
AS REESE HR, 当 且 仅 当 它 的 特征 多 项 式 的 根 都 
是 零 ; 如 果 一 个 医 零 变换 可 以 对 角 化 , 则 它 一 定 是 零 
变换 . 

Tm 4 T i&(unipotent transformation) 一 种 特 
殊 的 可 逆 线 性 变换 . 设 Y 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,o 
是 Y 的 线性 变换 . ATE ARK m, E o” =I, o” 
ALI 为 单位 变换 , 则 o MAR ZA BER mm BRA FEZ 
指数 . —P ARERR EK BR, HAM E A E 
多 项 式 的 根 是 m 个 m 次 单位 根 . 


transformations ) 


A X48 We Cunipotent exponent) J “Rx® 
H”. 
X & $ fh Cinvolutory transformation) 一 种 


Fe OR EA) Fe A AE TR. 设 V AERE P EH) 维 线性 空 
Eso EV 的 线性 变换 . 如 果 CHT 是 单位 变换 ， 
Ji] o 称 为 对 合 变换 . 对 合 变换 的 特征 值 只 能 是 1 或 
—1, H V= VvV- 1， 其 中 V1 是 6 的 特征 值 1 的 特 
IETEN V E o 的 特征 值 一 1 的 特征 子 空间 . 

线性 映射 (linear mapping) 线性 变换 概念 的 
推广 . 设 V 和 W 是 数 域 已 上 的 线性 空间 ,若是 站 
F) W 的 一 个 映射 , 且 满 足 : 

a(a+ B)=a(a)+a(B),o(Aa) — Ao CoD, 
对 任意 的 a,BEV,AEP 成 立 , 则 co 称 为 VY 到 W 的 
RERS. E WSV, N o BIS V 的 线性 变换 . 映射 
即 函 数 ,所 以 ,线性 映射 即 线 性 函数 . 但 是 在 线性 代 
数 中 党 对 线性 函数 作 狭 义 的 理解 ,而 把 W 是 一 维 线 
性 空间 即 W=P 的 线性 映射 称 为 线性 函数 (参见 
“线性 函数 ”). 

线性 函数 (linear function) 一 种 映射 . 数 域 P 
上 的 线性 空间 V 到 PP 上 的 线性 映射 称 为 VY 上 的 线 
性 函数 (参见 "线性 映射 2). 设 cctte 是 P 中国 
XE HJ n SR. 对 任意 的 waET, 设 aSa tare, ts 
-Fa,& EP 6&6, 5€, 是 V 的 基 , 定 义 


fc) = Pac, 


则 了 是 V 上 的 线性 水 数 ; 反之 , 设 f 是 V 的 线性 也 
3 5 1 Ens ,EE 是 V ASSESS Cj eos el. oa 
a Mase) = Dac 
V 上 的 线性 函数 的 全 体 ， 按 通 党 函数 的 加 法 与 数量 


REHAR P 上 的 线性 空间 , 记 为 VY".V "与 V 同 构 ， 
因此 ,V “也 是 了 上 的 维 线性 空间 , 称 为 V 的 对 偶 
空间 . 
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£k TERR BT 5B E (matrix of a linear mapping) 
一 种 特殊 和 矩阵. 指 线性 映射 的 数量 表示 . 设 o 是 数 域 
P En 维 线性 空间 V 到 了 上 m 维 线性 空间 W 的 一 
个 线 TEBR BT vivos Uv 4E V HJJ&R Wi waste ws E 
W 的 基 . A (ov) .o $2, 0,00 = Qvo woe nn 
Win) Cai sx s WAR EE Ca; BRA o KF AE O vost, 
s Wm ) EY Ae RE. 设 V EA) di AF df OK Cy, , 
SO RW. 的 基 变 换 为 (w,'， 
W; twv D) = CW Woe Wn)Q, 则 线性 映射 o 关于 
HAB GO! ov, sett Cw ws! now, OBAB ER Caj) 
t Xa.) f 25 fr B] Bla) =Q ' Ca) R. E; W —V Bt 
线性 变换 o 对 基 yy,，… Vn BAR RE QUO EXE E vi, 
v; cO v, BJ AB BE Ca; o EAN, 即 Cai) = 
R Can) R, EP Ol svi nv = Oy voe V R. 
A $B RE CA-matrix) 亦 称 多 项 式 矩 阵 . 以 多 项 式 
为 元 素 的 矩阵 . 设 忆 是 数 域 , 符 矩 阵 中 的 元 素 尼 为 
P 上 未 知 量 4 的 多 项 式 , 则 此 和 矩阵 称 为 DP 上 的 4 和 矩 
阵 或 简称 A 和 矩阵, 一般 用 A CO BOO SEU. BUR P 
上 的 矩阵 是 4 矩阵 的 特殊 情况 , 称 为 数字 矩阵. 类 似 
于 数字 和 矩阵 ,在 4 和 矩阵 中 有 加 法 、 乘 法 和 的 多 项 式 
与 4 和 矩阵 的 数量 乘法 等 运算 ,它们 与 数字 运算 有 相 
同 的 运算 规律 ;也 有 4 和 矩阵 的 行列 式 、 子 式 及 秩 等 概 
a. ARR P ER n WT A FERRE AQ) FETE EWR 
n 阶 A FEE QO) ,使 得 
AC(GOQCO —QGODOACO-—E, 
RB EK n 阶 单位 矩阵 , 则 称 A CO np BAY QOO 
AACA) AAEM. E ACA) Je n] o B , WY ah RB E E 
ME — B9. WA A CO 7. n Wr A FEE AQ) n] x B 76 4T 
必要 条 件 是 : 它 的 行列 式 |4(4A) 1 是 不 等 于 零 的 第 
RX. 
Z I sk 36 FE (polynomial matrix) 即 “A 和 矩阵 ?” 
数字 和 矩阵 (digital matrix) Ji“A Ae”. 
初等 1 和 矩阵 (elementary A-matrices) 一 类 简 
单 的 4 矩阵 . 指 三 种 形状 简单 且 经 常 使 用 的 4 和 矩阵， 
数 域 P 上 的 n 阶 4 矩阵 中 ,下 列 的 三 种 矩阵 称 为 初 
等 人 矩阵: 
[y= 
= 15.259" sa): 
2 Ping ODER .0 es 
n, H ize). 
3. PG, D —E— E; — E; tE; tE; (6, j—1,2, 
een, HE). 
其 中 五 H n 阶 单位 矩阵 ,Ej 是 矩阵 单位 ,5(4) 是 4 的 
多 项 式 .初等 4 和 矩阵 都 是 可 逆 的 , 且 
PGG) "=P Gd" ))s 
PGGGO)) —PGygC—500))95 
PO =F Ga): 


LAM ) , (Wis Wos ete 


yj 9 oy ) = (y Vo, eee 


A 5B BE BY 47) 8$ SE FR (elementary transformations 
of A-matrices) 5:9] 5€ AÓB EZ UHR EJ AERA 
三 种 变换 的 统称 .下列 的 三 种 变换 称 为 数 域 EN 
A 矩阵 的 初等 变换 : 

1. 用 数 域 P. 中 非 零 数 d RERS 7 £1 OD. 

2. 把 矩阵 的 第 7 £1 OID BS 6 CO FRNA i £8 
( 列 ). 

3. 互 换 和 矩阵 的 第 i1 行 ( 列 ) 与 第 j 行 ( 列 ). 

ik ACA) RU, P EA m Xn 的 4 矩阵 ,对 A(X) 
的 行 ( 列 ) 施 行 变换 1, 相 当 于 用 mx) 阶 初等 矩阵 
PCGGDO 2c CA) HE AA); HT ER 2, 相 当 于 用 
m(n) 阶 初等 矩阵 P G.jK( O00) 77 CA) R AQ) iR 
行 变换 3, 相 当 于 用 m GO SIE PG DACA) 
HE AA). 

A 5B BE AY SE fft (equivalence of A-matrices) Jf 
BR A FB EAS AB TK. A XR PE — BESS PR. 设 ACORI 
BOA) #BOR PEN mXn ff ABER. MRA A 
经 过 有 限 次 初等 变换 变 为 BC(2), 则 ACA) ABCA) Bi 
为 等 价 的 , 记 为 4() 一 BC. 应 用 初等 变换 与 初等 
矩阵 的 关系 ,矩阵 ACO 5S B(4) 等 价 的 充分 必要 条 
件 为 :有 一 系列 初等 矩阵 已 (CA) ,PC(4),… ,Pi(24); 
QA), QA), e Q, (A), E BOO = Pi (A) PA) 77 
P,O)ACOQ; AQ: (A) * Q, OO. A 7B Ee B3 EP BA 
反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 . Ale. 46 Pm ox n BS A AB 
阵 可 以 按 等 价 性 来 分 类 .4 和 窍 阵 理论 中 的 重要 问题 
之 一 是 在 每 一 个 类 中 找 称 为 标准 形 的 4 矩阵 . 

A 5B RE AY E 7E TÉ (canonical form of a A-matrix) 
一 个 与 4 矩阵 等 价 的 对 角形 矩阵. 数 域 P 上 任 一 个 
m Xn PY A ERE 4(24) 必 等 价 于 如 下 的 对 角形 和 矩阵 

d, (A) | 
d,(A) 


d, (A) , 


其 中 > 是 4() 的 秩 ,d ADEA 为 P 上 首 一 多 项 式 ， 
HAE di (A di (A G 1,2, s r— D. 这 个 
矩阵 称 为 4(4) 在 等 价 下 的 标准 形 . 

E EE BJ A SB [A] FP. (invariant factor of matrices) 
亦 称 不 变 因 式 . 矩阵 相似 的 不 变量 . tA CO Fa PR 
P 上 一 个 4 和 矩阵 , 则 以 下 结论 成 立 : 

1. 若 4(24) 中 存在 不 属于 P 的 元 素 , 则 AVE 
等 价 关 系 的 标准 形 中 的 非 零 元 素 d1(4),d,(4),…， 
d, (DRA A(4) 的 不 变 因 子 . A CO PH BES A 
< 一 ”>) 阶 子 式 中 首 一 的 最 大 公 因 式 DPC) 称 为 
AAKI k BTAWKAF.DA (OGszkszr) 5 ANE ISI 


zx PESE IR A A REDE 


子 的 关系 为 
D,(A) 
d A 一 一 D À d. À = 2 attt 
D,(A) 
d (A) cm D-O 


2. Fr A J& n WETER A EE AE— A 的 不 变 
因子 称 为 4 的 不 变 因子 AE—A 的 行列 式 因 子 称 为 
A 的 行列 式 因子 .2” MER 4 的 不 变 因 子 共 有 nT: 
dA) ,dd 其 中 心 () 等 于 4 的 最 小 多 
项 式 . 数字 和 矩阵 4 与 B 相似 的 充分 必要 条 件 为 : 它 
们 有 相同 的 不 变 因 子 . | 

3. Xp o 是 数 域 P E n 维 线性 空间 V 的 线性 变 
RA fé o TEV 的 某 个 基 下 的 矩阵 , 则 4 的 不 变 因 
子 也 称 为 线性 变换 o 的 不 变 因子 .线性 变换 的 不 变 
因子 与 基 的 选取 无 关 . 

46 EE BJ AR 35 AÑ (invariant factor of matrices) 
RIA DER AE BE” 

XB EE 89 1T 7l] x ER] P. (determinant factor of ma- 
trices) DL" 4B [ERSARAEDN-T-". 

线性 变换 的 不 变 因 子 (invarlant factor of a lin- 
ear transformation) 见 “ 不 变 因 子 ” 

和 矩阵 的 初等 因子 (elementary factor of matric- 
es) ”和 矩阵 相似 的 不 变量 . Rd A), dA), sd, (A) 
是 数 域 P 上 的 mxXn4 和 窍 阵 4(4) 的 不 变 因子 ,其 中 
是 4(4) 的 秩 . 把 每 个 不 变 因子 分 解 为 P 上 的 不 可 
约 因 式 的 乘积 : 

di (A) = pi (A) pa (A)? pA), 

其 中 0S, Se San, G-—1,2,757;j-51,2, 
OS za pp) 中 除去 指数 为 
SHU, BRA AA) WH SAT. BA SAF 
合 起 来 (包括 重复 的 在 内 ) 称 为 初等 因子 组 . 设 4 是 
F n WER, WER 4 的 每 个 次 数 大 于 零 的 不 变 因 
子 分 解 为 互 不 相同 的 一 次 因 式 方 寡 的 乘积 ,所 有 这 
些 一 次 因 式 的 方 事 (相同 的 按 出 现 的 次 数 计 算 ) 称 为 
AREE 4 的 初等 因子 . 两 个 同 阶 和 矩阵 相似 的 充分 必要 
条 件 是 :它们 有 相同 的 初等 因子 . 设 c 是 复 2” 维 线性 
FE V KRET, H A Æo EVRE FTE 
阵 , 则 矩阵 4 的 初等 因子 也 称 为 线性 变换 o 的 初等 
因子 .线性 变换 的 初等 因子 与 基 的 选取 无 关 . 

和 矩阵 的 初等 因子 组 Celementary factor group of 
matrices) JL EEY EAT”. 

线性 变换 的 初等 因子 (elementary factor of a 
见 “ 和 矩阵 的 初等 因子 ”. 

友和 矩阵 (companion matrix) ” 亦 称 伴侣 矩阵 . 
和 矩阵 标准 形 理 论 中 一 类 重要 的 矩阵 . Bd) — X 
—b, A 1——bjA— b NUR P 上 的 首 一 多 项 式 ， 
则 已 上 的 和 矩阵 


linear transformation) 
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Maa, = MS 
0 0 0 «ss 0 1 
bo b Oy s broz br 
称 为 多 项 式 d CA) RU AC RE. 设 Msi 是 d A) W ACÓR 
阵 , 则 特征 矩阵 A 一 Mw 的 不 变 因 子 是 1,1,.…,1, 
a (2). 

伴侣 矩阵 (companion matrix) 即 “ 友 和 矩阵 ”. 

和 矩阵 的 有 理 标 准 形 (rational canonical form of 
a matrix)” 亦 称 弗 罗 贝 尼 乌 斯 标准 形 . 矩阵 的 一 种 
标准 形 . WZ d A) d A), ed MERR P ER n 
Br XB [EE A 的 不 变 因 子 ,Ci,C;,*……,C, 分 别 为 它们 的 
友和 矩阵 , 则 由 诸 C 构成 的 n Br B RF C=C Cases 
C. JER Ay Fe EE A 的 有 理 标 准 形 ,Ci(i 二 1,2,…,s) 称 
Alp Je BS rk. 数 域 P 上 的 每 个 MEEA, 
都 等 价 于 一 个 有 理 标 准 形 . 数 域 P 上 两 个 nn 阶 和 矩阵 
相似 的 充分 必要 条 件 是 :它们 有 相同 的 有 理 标准 形 . 
设 o 是 数 域 P 上 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,A 是 
5 在 8 的 某 个 基 下 的 和 矩阵 , 则 4 的 有 理 标准 形 称 为 
线性 变换 o 的 有 理 标 准 形 . 

JE PER 39b F UL JE G Nr Ex TE J (Frobenius canon- 
ical form of a matrix) 即 “ 和 矩阵 的 有 理 标 准 形 ?” 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 块 (Frobenius block) J “4E EE 
的 有 理 标准 形 ”. 

线性 变换 的 有 理 标准 形 (rational canonical form 
见 “ 和 矩阵 的 有 理 标 准 


of a linear transformation) 


JE ". 
E EE AY 5 AR 4 RAE (Jordan canonical form of 
a matrix) 复 和 矩阵 的 一 种 标准 形 . 设 复 n BIH A 


的 初等 因子 是 一) G— 1,2. ri jm 02, 
OLBER ER JS LO BART E OA 
AD^. 由 所 有 正 次 数 初等 因子 对 应 的 若 尔 当 块 构成 
WERKER, RA 4 WERKE. SEATS n BT 
复 矩 阵 A 都 与 一 个 者 尔 当 形 和 矩阵 相似 ,者 不 计 若 尔 
当 块 排列 的 顺序 , 则 4 的 者 尔 当 标准 形 是 惟一 的 . 
A “是 复 ” 维 线性 空间 的 线性 变换 ,4 是 cc 在 
的 某 个 基 下 的 矩阵 , 则 和 矩阵 A 的 若 尔 当 标准 形 也 称 
为 线性 变换 o BEER SEE. 

线性 变换 的 若 尔 当 标准 形 (Jordan canonical 
form of a linear transformation) 见 “ 和 若 尔 当 标准 


JE". 
欧 几 里 得 空间 
欧 几 里 得 空间 (Euclidean space) 引进 度量 概 


念 的 实 线性 空间 . 设 V 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 ， 
456 


者 对 于 7 中 任意 两 个 向 量 a 与 B, 都 有 惟一 确定 的 
实数 , 记 为 (a,B) ,与 之 对 应 , 且 满 足 : 

1. (a, Ð= (P.a); 

2. (ka, B)=k(a,B) ; 

3. (a+ B, Y) — (a,Y) 3- (BY); 

4. (3,00 220, 8E y ir SARS a— 0, 
其 中 a,B,Y 是 V 中 的 任意 向 量 ,k 是 任意 实数 , 则 
fk Ca, B) dk a. B 的 内 积 或 数量 积 , 亦 称 在 了 上 定义 
了 内 积 . 者 在 实 线 性 空间 V 上 定义 一 个 内 积 , 则 称 
V 是 欧 几 里 得 空间 ,简称 欧 氏 空间 . 在 实 线 性 空间 
R” 中 ,对 于 向 量 a== Cansa sa. B= bb, 
BD RE X. Ca, B) =a,b, Hab 3- *** +4,6,5 ME T: R” 的 
内 积 ,因而 R" 是 欧 氏 空间 , 通 稼 称 为 ” 维 欧 几 里 得 
空间 .在 维 欧 几 里 得 空间 中 用 内 积 定 义 向 量 的 长 
度 、 夹 角 , 使 之 成 为 具有 度量 性 质 的 实 线性 空间 , 扩 
大 了 线性 空间 理论 的 应 用 范围 ,在 泛 函 分 析 、 拓 扑 
学 、 力 学 和 物理 学 中 都 有 广泛 的 应 用 (参见 本 卷 4 高 


等 几何 3》 同名 条 ). 
Bx FG la) (Euclidean space) 欧 几 里 得 空间 的 
简称 . 


内 积 (inner product) 见 “ 欧 几 里 得 空间 ”及 本 
卷 4 空 间 解析 几何 》 同 名 条 . 

回 量 的 长 度 (length of a vector) 几何 空间 中 
向 量 长 度 概 念 的 推广 . 设 a 是 欧 氏 空间 Y 的 向 量 ， 
非 负 实数 (ay,a) 的 算术 平方 根 v (ay,a) 称 为 向 量 a 
的 长 度 或 长 , 亦 称 a 的 模 , 记 为 jw|. 回 量 的 长 度 具 
有 下 列 性 质 : 

1. 对 于 任意 的 EV, |a| 0. la] —0 SARS 
a — Q. 
2. SE IJ ER, QEV, |&a| — || |a] ,其 中 
Ik| 是 的 绝对 值 . 

长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . A E 40, 
SU) | oe | ^o 是 单位 向 量 , 称 为 将 a 单位 化 . 设 a,B 是 
欧 氏 空间 V 的 两 个 向 量 ,a 一 B 的 长 度 |a 一 B| 称 为 a 
与 Bp 之 间 的 距离 , 记 为 4(a,B). ERRA EM: 

1.d(a,B) 宇 0, H dla, M =0 SAV 4 oH 2 

2.d(a,B)=a(B,a). 

3.d(a,P<a(l(a,Y)t+al , D). 

[E] Æ HJ He (modules of vector) 


即 “向 量 的 长 
度 ” 
单位 向 量 (unit vector) ” 见 “ 向 量 的 长 度 ” 及 本 
卷 4 空 间 解 析 几 何 》 同 名 条 . 

度量 和 矩阵 (metric matrix) 由 基 的 内 积 按 一 定 
规则 构成 的 矩阵 . 设 V 是 维 欧 氏 空间 ,el ,es,*… ,6 
iE V 的 基 ,n MER A= (Clee) PRAE 6 ,es，,… 5 E, 
B RE dB EE. ix l; 372» *** T], 是 六 的 另外 一 个 基 , 知 
(MNs Mn) = (Gy bx EC, HP C 是 基 8.6, 


s, En BE nnns HOES, WW B= Cn, 
n,)) =C 4C, 即 不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 . 
向 量 的 正 交 (orthogonality of vectors) ”几何 
空间 中 垂直 概念 的 推广 . 如 果 欧 氏 空 间 中 两 个 向 
t ax, 有 8 的 内 积 为 零 , 则 称 oF PER. cH alps 
向 量 与 任何 向 量 都 正 交 .看 Ca, 有 =0, 则 |a 十 有 | 
一 |a| 十 18 ,此 为 勾 股 定理 在 欧 氏 空间 中 的 推广 
一 般 地 , 若 aas,…，,ao 两 两 正 交 , 则 
| 全 本 | 
£j am ,az,…,an 是 两 两 正 交 的 非 零 向 量 , 则 它们 必 
线性 无 关 . xi qn] Bt 与 子 空间 W 的 每 个 回 量 都 正 
交 , 则 称 a 5 W EX IA Ca,W)=0 ga iW. 
柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 (Cauchy-Bun- 
jakovski inequality) ”一 种 特殊 不 等 式 . 指 两 个 回 量 
的 长 度 积 与 其 内 积 绝对 值 ( 模 ) 的 关系 . 欧 氏 空间 或 
西 空间 V 中 任意 两 个 向 量 a 与 B 必 满足 | Ca, B) | 
«ia| + |B) ,等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 :a 与 B 线 
性 相关 ， EE 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 
式 . 例 如 ,在 > 空间 R" 中 ,上 述 不 等 式 为 


Seale [5 Pe z 


又 称 为 柯 西 不 等 式 由 此 可 规定 维 欧 空间 中 两 
个 向 量 的 夹 角 
ett KSB) 
(a, B) —cos ia |BI | 


1821 年 ,对 于 欧 氏 空间 R", 柯 西 (Cauchy,A.L.) 证 
明了 在 一 般 情况 的 这 一 不 等 式 ;1859 年 , 布 尼 亚 科 
Ar dE (Byuskonckui , B. A. ) 证 明 并 系统 地 应 用 了 这 
一 不 等 式 ;1885 年 , 施 瓦 北 (Schwarz,H. A. ) 在 其 文 
章 《 纪 念 文集 》 中 论证 了 这 个 不 等 式 , 因 而 也 称 这 个 
不 等 式 为 施 瓦 效 不 等 式 . 

柯 西 不 等 式 (Cauchy inequality) 
尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ”. 

向 量 的 夹 角 (angle between two vectors) J 
“ 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ” 及 本 卷 《 空 间 解 析 几 
何 ) 同 名 条 . 

Pe EL 2K AK Sst (Schwarz inequality) 
布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ”. 

三 角形 不 等 式 (triangular inequality) 三 角形 
边 长 关系 的 推广 . 设 V 是 欧 氏 空间 ,对 V 中 任意 两 
AmE a, p, la 十 Bl 二 lal 十 |B| ,此 不 等 式 称 为 三 角 
形 不 等 式 . 一般 地 , 设 ,Qa;,… ,a 是 欧 氏 空间 的 
个 向 量 , 则 

|o +O + o, S ja | + Jes + le, |. 
= FAG A SEX n] RA 

la= pls lay IFY p]: 

推广 此 不 等 式 , 则 得 到 托 勒 密 不 等 式 


见 “ 柯 西 - 布 


见 “ 柯 西 - 


欧 凡 里 得 空间 


ja B| s py | s 
托 勒 密 不 等 式 (Ptolemy inequality) 
形 不 等 式 ”. 
标准 正 交 基 Corthonormal basis) ” 亦 称 法 正 交 
基 . 与 解析 几何 中 直角 坐标 系 相 类 似 的 概念 . 欧 氏 空 
间 中 一 组 非 零 向 量 , 如 条 它们 两 两 正 交 , 则 称 为 正 交 
向 量 组 ,人 简称 正 交 组 . 由 单个 非 零 向 量 所 成 的 向 量 
组 ,也 称 为 正 交 向 量 组 . 正 交 向 量 组 是 线性 无 关 的 . 
由 单位 向 量 组 成 的 正 交 向 量 组 , 称 为 标准 正 交 癌 量 
组 . 由 正 交 组 构成 的 基 称 为 正 交 基 ; 由 标准 正 交 组 构 
成 的 基 称 为 标准 正 交 基 . 设 V dà n 维 欧 氏 空间 ,ai， 
Erst En 是 V Æ XER a PEV, Æ 
Q = LE, + TE 十 … + LpEns 
B= ye + Y£ 十 … + yes 
则 下 列 条 件 是 等 价 的 : 
l. €i 5€2 5°" ,En 是 V 的 标准 正 交 基 . 
1 G@=}), 
2 CEE = 0 igo. 
3. r7 (4,6) G=1,2,05n). 
4. (a, B= ayi tty t t ys. 
5. [a |*—xi4-zxidee4zx. 
任意 的 2 六 0) 维 欧 氏 空间 都 存在 标准 正 交 基 ， 
有 目 可 以 从 V 的 任 一 个 基 出 发 按照 一 定 的 程序 求 得 
(参见 “ 施 密 特 正 交 化 ”). 
标准 正 交 基 与 正 交 算 阵 有 如 下 的 关系 : 设 &， 
Erst ,Er 是 人 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 标准 正 交 基 , 有 是 
Nis Noss Nr) = CE, sEzs tt GVA, 
则 mnz, stn 是 V 的 标准 正 交 基 的 充分 必要 条 件 
X AREXEK. 
ik E 38 Æ (normal orthogonal basis) 
IEE”. 
IE 35 [8] B £H (orthogonal system of vectors) 
U ER HE TE 26 FE”. 
E 1E 35 [9] E ZH (orthonormal system of vec- 
IL" E HEE TE 36 FE”. 
向 量 在 子 空间 上 的 正 射 影 (orthogonal projec- 
tion from a vector to a subspace) ”几何 空间 中 正 
BT GNE HE. Be W 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 有 限 
ATTE. a € V. ÆW 中 存在 惟一 的 向 量 oo. f Ca 
一 Qo) |W CB a—a, 5 W 中 每 个 向 量 正 交 ) ,ao 称 


la|+|Y¥—a| * IBI. 
Ji" = ff 


RP ^ fan HE 


tors) 


为 向 量 a FEF m Al FE W 的 一 个 
FE al ,a; ,， ,On, 
>) sas, = = (aa) (i = 1,2,*.m) 


称 为 正规 方程 组 ， 它 有 惟一 的 解 a Roo tet Rano DU] 
Qo = Ria, + kph, 十 … + Ra, 
对 于 W 中 任意 一 个 不 等 于 ao NAS By 9A 
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| 本 


正规 方程 组 (normal equation system) 见 “ 回 


量 在 子 空间 上 的 正 射影 ” 

施 密 特 正 交 化 (Schmidt ) 
求 欧 氏 空间 正 交 基 的 一 种 方法 . 从 欧 氏 空间 任意 线 
TE Z6 2& BS 98] E £H Q , Q6 , *** , 06, 0 
组 B,B,…,B,, 使 由 0,05, *** 0, 生成 的 子 空间 
La, ,05,* ,0,) 5& -F- rH Bis Pist Ee BE APR ".m) 
生成 的 子 空 间 LO SB. + Bi) 的 方法, 称 为 施 密 特 
正 交 化 . 具体 做 法 如 下 : 设 al ,as,…,a 是 线性 无 关 
的 回 量 组 , 取 B, — o, . FR 

_ (a, , B.) 
Be (ago 
E |. (a, B.) (a. B.) 
B.—a; Bo B Bo B. 
n. n me 
B=a (B, "ASA (B, . B.) 应 一 
(a, s Bei) 


— B vui. JB- 1 (k=l, Ze em), 
得 到 正 交 向 量 组 Bi,B,,…,B, A LG3,.0,, ao) 


= LB,» B. Po). BE FR IE 36 10 IE FT h n 维 欧 
氏 空 间 的 任 一 个 基 得 到 正 交 基 , 再 单位 化 可 得 到 标 


准 正 交 基 . 因此 ,任何 有 限 维 欧 氏 空间 ( 西 空间 ) 必 有 
标准 正 交 基 . 

欧 氏 空间 的 同 构 (isomorphism of Euclidean 
spaces) 欧 氏 空间 之 间 的 一 种 等 价 关 系 . 设 Y 与 
六 是 两 个 欧 氏 空间 ,是 站 到 的 一 一 上 映射, 硬 对 
TV 中 的 任意 两 个 向 量 a,B 与 任意 实数 有 ,有 : 

1.o(a+ B)=c(a)+o(B); 

2. a (ka) — bo (00 ; 

3. (ol(a) ,o(B)) = Ca, BP), 

则 称 o 是 V 到 VV 的 同 构 映射 . 夺 V 到 V' 的 同 构 映 
射 存在 , 则 称 欧 氏 空间 V 与 V' 同 构 . 

欧 氏 空间 的 同 构 具有 反 身 性 、 eese 
TERES] n 维 欧 氏 空 间 V 都 与 欧 氏 空间 R"( 内 积 是 
常 意义 的 ) 同 构 . 两 个 有 限 维 欧 氏 空 siad iq 
要 条 件 是 它们 的 维 数 相等 . 从 抽象 的 观点 看 , 同 构 的 
KRE E *[R]. 因此 ,有 限 维 欧 氏 空 
间 完 全 由 其 维 数 决定 . 欧 氏 空间 R” 可 以 作为 n 维 欧 
氏 空 间 的 代表 . 

欧 氏 空间 的 同 构 映射 (isomorphism mapping of 
Euclidean spaces) ” 见 “ 欧 氏 空 间 的 同 构 ”. 

正 交 变换 (orthogonal transformation) 一 类 
重要 的 线性 变换 . 设 0 是 欧 氏 空间 Y 的 线性 变换 ， 
如 果 对 了 的 任意 向 量 gw, 有 (ca),c(a)) 一 (aa)， 

则 称 o FEV 的 正 交 变 换 . 任意 欧 氏 空间 V 的 线性 变 
换 是正 交 变 换 的 充分 必要 条 件 是 :o 保持 向 量 内 
积 不 变 , 即 对 V FEAE a, p, A Cola), oB) 
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二 (a,B). 设 V 是 有 限 维 欧 氏 空 间 ,o 是 V 的 线性 变 
换 , 则 下 列 的 条 件 是 等 价 的 : 

l.c 是 正 交 变换 . 

2.0 dE V 的 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 . 

3. o 在 标准 正 交 其 下 的 矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 

设 o 是 有 限 维 欧 氏 空 间 的 正 交 变换 , 则 存在 标 


准 正 交 基 ,使 o 在 此 基 之 下 的 矩阵 具有 以 下 的 形状 : 


cos qj —sin fA 
ing cos f 
cos @ —sin @ 
sin A cos & 
由 于 这 里 的 欧 氏 空间 是 向 量 空间 而 不 是 点 空间 ,所 


以 ,这 里 的 正 交 变换 是 向 量 的 变换 ,而 与 4 高 等 几何 》 
中 作为 点 变换 的 正 交 变换 有 相同 处 也 有 不 同 处 ( 参 
见 本 卷 《 高 等 几何 ) 同 名 条 ). 

旋转 变换 (rotation transformation) 亦 称 特 
征 正 交 变 换 . 一 种 特殊 的 正 交 变换 .2” 维 欧 氏 空间 正 
交 变 换 的 行列 式 只 能 是 1 或 一 1. 行 列 式 等 于 1 的 正 
交 变 换 称 为 旋转 变换 ,又 称 第 一 种 正 交 变换 ;行列 式 
等 于 一 1 的 正 交 变换 称 为 非特 征 的 , 亦 称 第 二 种 正 
区 变换 . 两 个 旋转 或 两 个 第 二 种 正 交 变换 的 滋 积 是 
旋转 变 称 ; 旋 转 与 第 二 种 正 交 变换 的 乘积 是 第 二 种 
正 交 变换 (参见 本 卷 《高 等 几何 ?同名 条 ). 


t$ fIEIE 35 S8 f (characteristic orthogonal trans- 


formation) 即 “ 旋 转变 换 ”. 

第 一 类 正 交 变换 (orthogonal transformation of 
the first kind) 即 “ 旋 转变 换 ” 

对 称 变换 (symmetric transformation) 一 种 


线性 变换 . 设 o 是 欧 氏 空间 的 一 个 线性 变换 . EE 
对 V 的 任意 向 量 a,b, A lola), p) — Ca o CDD , W 
BK o AV 的 一 个 对 称 变换 .有 限 维 欧 氏 空间 的 线性 
变换 o 为 对 称 变换 的 充分 必要 条 件 是 :c 在 标准 正 
交 基 之 下 的 矩阵 是 实 对 称 和 矩阵. 有 限 维 欧 氏 空间 的 
每 个 对 称 变换 ,都 存在 标准 正 交 基 ,使 其 在 此 基 之 下 
的 矩阵 是 实 对 角形 矩阵 ,其 中 对 角 线 上 的 元 素 是 它 
的 特征 值 ( 参 见 “ 对 称 和 矩阵 ”). 

反对 称 变换 (auti-symmetric transformation ) 
一 种 线性 变换 . RV 是 欧 氏 空间 ,o 是 V 的 线性 变 
H. 若 对 任意 a, PEV.A (ola), BP) =—(a,a(P)), 
则 称 o 为 V 的 反对 称 变换 ,反对 称 变换 对 于 有 限 维 
欧 氏 空间 V 的 任意 标准 正 交 基 的 矩阵 是 实 反 对 称 
矩阵 , 即 为 满足 条 件 4 SARKER RZ AK 
性 变换 关于 Y 的 标准 正 交 基 的 矩阵 是 反对 称 的 , 则 


5 是 反对 称 变 换 . 反 对 称 变 换 的 特征 值 或 是 零 ,或 是 
纯 虚 数 . 

镜面 反射 (mirror reflection) 亦 称 非 特征 正 
交 变 换 , 又 称 第 二 类 正 交 变换 . 一 种 特殊 的 正 交 变 
换 . 设 V 是 欧 氏 空间 ,wa 是 Y HES E. 对 任意 的 
BEV ,由 


«B -B-— 2(B,0) 


(a.a) 
决定 的 变换 是 满足 不 二 了 的 正 交 变 换 , 称 为 由 问 量 a 
决定 的 镜面 反射 ,其 中 了 为 单位 变换 . 奋 了 是 二 维 
在 此 基 下 的 矩阵 为 
=i X» g 


e e Q “ws ] 

(参见 本 卷 4 高 等 几何 ?同名 条 )， 

非特 征 正 交 变 换 (non-characteristic orthogo- 
nal transformation) 即 “ 镜 面 反 射 ” 

第 二 类 正 交 变换 (orthogonal transformation of 
the second kind) 即 “ 镜 面 反 射 ” 

格拉 姆 矩阵 (Gram matrix) 一 种 实 对 称 和 矩阵 . 
它 是 欧 氏 空间 中 判别 向 量 组 线性 无 关 和 常用 的 矩阵 . 
设 0,05, An 为 欧 氏 空 间 的 一 个 向 量 组 ,和 矩阵 


(al Qi) (Qa) (Qi sO) 
G= (0,,0,) (@,,@,) (a, ,0,,) 
(05,0). Gia (On +p, ) 


BK Fy E I E ZA AY) BR du AE SE, |G RA al ,as 8 ,a 
的 格拉 姆 行列 式 .格拉 姆 矩阵 是 实 对 称 和 矩阵 ,其 特征 
值 全 为 实数 . 向 量 组 05,05, ,a 线性 无 关 的 充分 
必要 条 件 是 :其 格拉 姆 行列 式 不 等 于 零 , 即 |G| 关 0. 
格拉 姆 (Gram,J.P. ) 在 研究 用 最 小 二 乘法 可 解 的 问 
题 时 引入 了 这 种 行列 式 ,并 给 出 它 的 一 些 性 质 . 

格拉 姆 行列 式 (Gram determinant) 见 “ 格 拉 
姆 矩阵 ” 

AS la) (unitary space) 一 种 复线 性 空间 . 设 
V 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 . ATV 中 任意 两 个 
[5] & a,B, 都 有 惟一 确定 的 复数 , 记 为 (a,B) ,与 它们 
对 应 , 且 满 足 : 

1. (a, B) = CB.) , CB. o0 E(B, 00 BA] c. RK 

2. (ka, D — k Ca. P); 

3. (a+ B,Y)=(a,Y) - (B.Y); 

4. Ca, c0 dé dE 8 RJ SCC. H. Co 00 =0, 4A M4 
a 二 0, 其 中 a,B,Y d V 中 的 任意 向 量 , 为 任意 复 
数 ; 则 称 (a,B) 是 a 与 B 的 内 积 .定义 了 内 积 的 复线 
性 空间 Y 称 为 西 空间 .例如 ,在 复 维 向 量 空间 C” 
中 ,对 任意 a= (asaz, ,a,),，B 二 (6b1,6;，… ,6b,), 定 


(a, P) = D a;b; , 
i=] 


Nj a, DÆ C" 上 的 内 积 ,而 C" 是 西 空间 .在 维 西 
空间 中 ,可 以 定义 正 交 基 和 标准 正 交 基 ( 参 见 “ 标 准 
EZX”). n C 00 2E P 2 E BIB TEE LE 22 2E Je TE TE HJ. 

本 变换 (unitary transformation) 一 种 线性 变 
换 . 设 o 是 西 空间 V 的 线性 变换 , 若 对 任意 的 a,BE 
V,(ol(a),o(B))==(a,B), 则 称 o 为 VY 上 的 西 变换 . 
设 o 是 nn 维 西 空间 V 的 西 变 换 , 则 存在 V 的 标准 正 
交 基 ,使 c 关于 此 基 的 矩阵 为 对 角形 , 且 对 角 线 上 元 
素 的 模 为 1. 设 cc 是 ” 维 酉 空间 Y 的 线性 变换 , 则 下 
列 命题 等 价 : 

1.0 是 西 变 换 ， 

2. |o(a)|=|a| ,对 任意 的 a € V. 

3. 0 关于 标准 正 交 其 的 矩阵 是 西 矩 阵 . 

4. AG Ers Ese ttt En JE V. 的 标准 正 交 基 , 则 ola)， 
ale), CE) BE V 的 标准 正 交 基 . 

埃 尔 米 特 变 换 (Hermite transformation) — 
种 对 称 变换 . 设 o 是 西 空间 V 的 线性 变换 , 若 对 任 
E a,BEV,(c(a), P= (a,so (B). W o RA V HR 
尔 米 特 变换 .2” 维 西 空 间 Y 的 线性 变换 o 是 V 的 埃 
尔 米 特 变 换 的 充分 必要 条 件 为 :o 在 V 的 标准 正 交 
基 下 的 矩阵 是 对 称 和 矩阵. A o0 是 维 西 空间 V 的 埃 
尔 米 特 变换 , 则 存在 Y 的 标准 正 交 基 , 使 c 在 此 基 
下 的 和 矩阵 是 实 对 角形 和 矩阵, 且 对 角 元 是 o 的 特征 值 . 


ARA Um RER 许 时 分 
孙 宗 明 杨 E ATR 李 时 吉 FAR 
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高 等 几何 (higher geometry) 几何 学 的 一 门 课 
程 . 其 内 容 主 要 包括 几何 基础 与 射影 几何 . 相对 于 初 
等 几何 而 言 ,讨论 的 内 容 更 次 和 ,广泛 ,研究 方法 也 
较为 多 样 . 

几何 基础 是 研究 几何 学 的 公理 体系 的 一 个 几何 
学 分 文学 科 . 几何 学 发 展 的 初始 阶段 可 以 称 为 实验 
几何 , 当 实 验 的 结果 越 来 越 丰富 时 ,一 些 数学 家 就 展 
JF T SEXE. 总结. 归纳 的 工作 . 在 古 希 腊 研 究 几何 与 
天 文学 的 泰勒 斯 (Thales, (M)) 即 开始 了 这 样 的 整 
理工 作 , 他 首先 注意 到 必须 用 逻辑 推理 而 不 仅 依 靠 
实验 来 研究 几何 学 . 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras ) 及 其 
门徒 希 波 克拉 底 (Hippocrates,(C)) 把 大 量 已 经 知 
道 的 几何 命题 依照 逻辑 推理 顺序 加 以 排列 . 柏拉图 
(Plato) 强 调 数 学 与 哲学 的 联系 ,他 的 哲学 思想 对 于 
实验 几何 的 抽象 化 和 系统 化 起 了 重要 的 促进 作用 ， 
他 提出 反对 用 直 尺 和 圆规 以 外 的 任何 东西 作为 几何 
作 图 的 工具 . 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 进 一 步 指出 不 
能 什么 都 要 证 明 ,证 明 必须 有 个 起 点 ,对 学 科 中 所 使 
用 的 名 词 , 也 需要 有 一 些 不 加 定义 的 原始 概念 . 欧 几 
里 得 (Euclid) 集 前 人 之 大 成 ,他 的 《原本 ) 在 当时 达 
到 高 峰 . 在 他 以 后 一 百 多 年 中 ,还 出 现 了 阿 基 米 德 
(Archimedes) 用 穷竭 法 计算 面积 和 体积 ,阿波 罗 尼 
奥 斯 (Apollonius,(P)) 对 圆锥 曲线 进行 了 人 研究 .《 原 
本 》 的 基本 特征 ,就 是 由 很 少 的 原始 假定 出 发 ,通过 
逻辑 推理 ,把 不 相 联 系 的 实验 结果 ,编排 组 织 成 为 一 
连 串 的 定理 ,把 几何 学 改造 成 为 抽象 的 逻辑 推理 的 
PE BL. 这 种 建立 在 某 些 原始 假定 (公理 和 公设 ) 基 础 
上 的 几何 称 为 公理 法 几何 ,其 整个 原始 假定 称 为 公 
理 系 统 .《 原 本 }》 是 公理 法 几何 的 第 一 部 著作 . CRA 
划时代 的 伟大 意义 . 从 当时 来 看 它 的 逻辑 性 相当 严 
密 , 它 对 整个 数学 及 其 他 科学 都 有 深远 的 影 啊 . 历经 
两 千 多 年 ,这 种 几何 仍然 是 中 学 生 学 习 的 内 容 . 

《原本 问世 以 来 ,许多 数学 家 不 断 指出 其 欠缺 ， 
并 不 断 加 以 修改 完善 . 指出 许多 概念 ,例如 顺序 、 合 
同等 ,未 加 定义 而 常 被 使 用 , 有 些 命题 ,例如 直线 和 
圆 的 连续 性 等 ,未 加 说 明 而 直观 地 承认 ,以 后 的 数学 
家 相继 补充 并 提出 更 加 完善 的 公理 体系 . 例如 , 阿 基 
米 德 补 充 了 有 关连 续 性 的 公理 , 帕 施 (Pasch,M. ) fh 
充 了 顺序 公理 , 佩 亚 诺 (Peano,G. ) 在 1889 年 以 关 
联 和 顺序 的 概念 表达 了 帕 施 公理 ,并 在 1894 年 提出 
合同 公理 组 .与 上 述 扩 大 公理 体系 相反 , 男 一 方面 是 
进行 减少 《原本 中 某 些 公 理 的 研究 .例如 ,得 出 “ 几 
直角 缘 相 等 ”这 一 公设 能 从 其 余 公 理 . 公 设 中 逻辑 地 
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推出 等 .但 绝 大 多 数 研 究 集 中 于 企图 证 明 《 原 本 》 的 
第 五 个 公设 . 这 是 因为 第 五 公设 的 人 氢 述 宛 长 繁琐 ,而 
且 在 《原本 》 中 使 用 也 较 迟 ,使 人 认为 欧 几 里 得 本 人 
也 有 不 以 它 为 公设 的 企图 . 对 第 五 公设 的 试 证 延续 
了 两 千 余 年 ,但 这 些 数 学 家 的 努力 都 归于 失败 . 例 
如 ,普罗 克 洛 斯 (Proclus) , 7K All Ht (Wallis, J. ) 等 都 
是 不 自觉 地 使 用 了 和 第 五 公设 等 价 的 命题 作为 基础 
来 证 明 的 . 这 些 证 明 虽 然 失 败 , 但 却 确立 了 不 少 与 第 
五 公设 等 价 的 命题 . 另 一 些 数学 家 企图 用 反 证 法 来 
证 明 第 五 公设 , 即 假定 第 五 公设 的 反面 命题 成 立 , 企 
图 导出 矛盾 . 例如 , 萨 凯 里 (Saccheri,G.)、 朗 伯 
(Lambert, J. H. ), 8] iE f& (Legendre, A. -M. ) fe} 
卡特 (Schweikart,F. K. ) fü Mj jk A Hr CTaurinus,F. 
A. ) 等 人 在 证 明 的 过 程 中 展开 了 逻辑 推理 ,但 终 未 
推 得 两 个 互相 矛盾 的 推论 . 他 们 之 中 有 些 人 已 提出 
猜测 ,就 是 在 第 五 公设 不 成 立 的 情况 下 ,存在 一 种 新 
的 无 矛盾 的 几何 体系 . 

直到 19 世纪 20 年 代 , 终 于 明确 地 建立 了 不 同 
于 欧 氏 几何 的 新 几何 , 称 为 非 欧 几何 . 它 的 发 明 彻底 
解决 了 两 千 多 年 来 的 第 五 公设 问题 . 建立 非 欧 几何 
的 数学 家 主要 有 高 斯 (Gauss,C. FF.)、 波 尔 约 
(Bolyai,J. ) $1 27 EW X HE CJlo6auenckun, H. H. ). 
罗 巴 切 夫 斯 基于 1826 年 2 月 11 日 在 喀 山 大 学 作 了 
关于 几何 原理 的 报告 ,他 首先 发 表 了 欧 氏 第 五 公设 
不 能 从 其 余 公 理 导 出 ,并 且 证 实 保 留 第 五 公设 以 外 
的 所 有 公理 公设 再 加 上 与 第 五 公设 不 相 容 的 命题 为 
前 提 , 可 推出 一 种 新 的 几何 ,后 人 称 之 为 罗 巴 切 夫 斯 
基 几 何 , 又 称 为 双 曲 几何 .在 这 种 几何 中 ,过 直线 外 
一 点 至 少 可 以 作 两 条 (因而 有 无 数 条 ) 直 线 与 已 知 直 
线 共 面 而 不 相交 . Z I (Riemann, (G. F. )B. ) 基 于 
同样 的 思想 ,于 1854 年 又 建立 了 与 罗氏 不 同 的 黎 氏 
非 欧 几 何 , 亦 称 椭圆 几何 学 . 相对 这 些 几 何 来 说 , 原 
有 的 欧 氏 几何 学 ,也 称 为 抛物 几何 学 . 希 尔 伯 特 
(Hilbert,D. ) 于 1899 年 给 出 了 欧 氏 几何 完备 的 公 
理 体 系 , 证 明了 平行 公理 对 其 他 公理 的 独立 性 ,因而 
明确 了 非 欧 几何 成 立 的 逻辑 基础 . 1903 年 ,和 希 尔 介 
特 在 《罗氏 几何 新 论 》 中 ,把 平行 公理 改 为 罗氏 平行 
公理 , 而 保留 关联 ,顺序 .合同 .连续 等 四 组 公理 ,从 
而 给 出 双 曲 几何 的 公理 体系 并 证 明 其 无 矛盾 性 . E 
尔 斯 特 德 (Halsted,G. B. ) 在 《理性 几何 》(1904) 中 
提供 了 双重 椭圆 几何 的 公理 体系 ;1905 年 , 海 森 介 
(Heisenberg,G. ) 给 出 了 单 重 椭圆 几 何 的 公理 基础 . 
1911—1916 年 , 爱 因 斯 坦 (Einstein,A. ) 正 致力 于 广 


义 相 对 论 的 研究 ,他 逐渐 认识 到 该 理论 涉及 四 维 歼 
曼 流 形 的 性 质 . 1916 年 终于 把 广义 相对 论 成 功 地 建 
立 在 时 空 四 元 黎 曼 度量 


4 
dy = y» gijdr;dz; 


j=l 


Es 

射影 几何 是 研究 图 形 在 射影 变换 下 不 变性 质 与 
不 变量 的 一 个 几何 学 分 文学 科 . 它 起 源 于 绘画 和 和 建 
筑 . 早 在 和 希腊 时 期 的 阿波 罗 尼 奥 斯 与 由 普 斯 (Pap- 
pus,(A)) 的 著作 中 ,射影 几何 的 一 些 基本 思想 如 交 
比 、 调 和 点 列 及 配 极 等 都 有 了 体现 . 最 先 做 出 可 以 认 
为 是 属于 射影 几何 工作 的 是 德 院 格 (Desargues, 
G. ) ,他 在 其 主要 著作 《试图 处 理 圆锥 与 平面 相交 情 
况 的 初稿 X1639) 中 引进 了 射影 方法 . 可 惜 由 于 印 数 
少 且 用 词 偏僻 ,影响 不 大 . 他 的 关于 三 角形 的 重要 定 
理 及 其 他 成 果 刊 于 其 友 波 士 (Boose,A. ) 所 著 《 德 萨 
格 先生 运用 透视 的 一 般 方 法 兴 1648) 的 附录 中 . 笛 卡 
JL Descartes , R. ) 原来 以 为 关于 圆锥 曲线 理论 的 研 
究 除 了 借助 代数 方法 之 外 ,不 可 能 再 有 什么 新 突破 . 
读 了 上 述 著作 后 ,他 对 德 萨 格 甚 为 推崇 . 费 马 (Fer- 
mat, P. de ) 更 赞扬 他 为 圆锥 曲线 理论 的 真正 奠基 
人 ,夸奖 其 方法 非常 宇 于 新 意 . 德 陕 格 首先 引进 无 穷 
远 元 素 :平面 上 每 一 方向 对 应 一 个 无 穷 远 点 , 它 是 平 
面 上 所 有 同 向 直线 的 公共 点 ,这 些 点 的 全 体 构 成 该 
平面 的 一 条 无 穷 远 直线 ;该 直线 又 是 诸 平 行 平面 的 
公共 交 线 ,这 些 交 线 全 体 构成 空间 的 无 穷 远 平面 . 在 
这 种 安排 下 , 欧 氏 几何 中 的 公理 或 定理 ,只 需 在 字面 
上 上 略 作 修改 ,就 能 得 到 射影 几何 中 相应 的 公理 或 定 
H. 例如 ,平面 上 任意 两 条 直线 均 有 一 个 交点 就 是 射 
影 几 何 中 的 一 条 公理 . 在 引进 无 穷 远 元 素 的 基础 上 ， 
德 萨 格 叙述 并 证 明了 平面 .空间 的 德 陈 格 定理 及 其 
wi. 他 还 证 明了 交 比 、 对 合 在 射影 变换 下 的 不 变性 ， 
特别 地 ,射影 变换 将 调和 点 列 变 为 调和 点 列 . 他 人 研究 
了 配 极 理论 . 他 把 射影 与 截 景 提高 为 论证 有 关 不 同 
圆锥 曲线 性 质 的 统一 新 方法 . 

拉 伊 尔 (La Hire,P.de) 继 承 了 德 萨 格 的 射影 与 
截 影 思路 . 在 其 《圆锥 曲线 》(1685) 一 书 中 ,他 先 证 明 
圆 具 有 某 一 关于 调和 点 列 的 性 质 , 然 后 统一 地 运用 
射影 与 截 影 方法 把 这 一 人 性质 推广 到 别 的 圆锥 曲线 上 
E. 在 该 书 中 ,他 综合 性 地 、 系 统 地 证 明了 大 约 300 
条 圆锥 曲线 的 定理 ,不 仅 几 乎 全 部 包含 了 阿波 罗 尼 
奥 斯 名 著 中 的 364 条 定理 ,甚至 可 说 今天 熟知 的 圆 
锥 曲线 的 性 质 已 尽 在 其 中 . 拉 伊 尔 企 图 以 此 显示 射 
影 法 非但 高 于 阿波 罗 尼 奥 斯 的 传统 方法 ,而 且 也 优 
于 第 卡 儿 与 费 马 新 创 的 解析 法 .此 外 ,在 配 极 理论 中 
他 还 取得 一 个 重要 的 新 成 果 . 92 3€ 9| (Poncelet ,J. - 
V. ) 研 究 了 几何 图 形 在 中 心 射 影 之 下 保持 不 变 的 性 
质 . 同时 , 沙 勒 CChasles, M. )、 施 泰 纳 (CSteiner J. ) 


等 人 通过 引入 无 穷 远 元 素 , 用 综合 法 人 研究 这 个 问题 
得 出 许多 成 果 , 这 和 基于 度量 的 初等 几何 有 了 很 大 
的 差别 . 然而 ,使 射影 几何 从 度量 观点 中 摆脱 出 来 ， 
QIFEA EE AY + th My FF (von Staudt, K. G. C. ) 完 
成 的 . 从 此 ,射影 几何 成 为 仅 研 究 几何 图 形 的 定位 性 
质 的 几何 分 文 〈 画 法 几何 ). 

从 19 世纪 后 期 到 20 世纪 初 , 在 对 射影 几何 的 
公理 体系 进行 的 研究 中 , 克 莱 因 (Klein,C.EF. ) 和 维 
da IÈ (Veblen, O. ) 做 出 很 大 的 贡献 .在 公理 法 观点 
下 ,射影 几何 万 是 基本 对 象 点 .直线 .平面 在 基本 关 
系 关 联 、 分 离 之 下 满足 一 套 公 理 的 逻辑 推论 . 另 一 方 
E EA EL Hp (Móbius, A. F.) 3£ B 7 CPlücker,J. ) 
等 利用 解析 法 研究 射影 几何 . 在 射影 直线 和 射影 平 
面 上 建立 坐标 方法 ,使 射影 几何 的 发 展 进 入 了 一 个 
新 的 阶段 . 克 莱 因 在 1872 年 根据 李 (Lie, M. S. ) 的 
群 论 思想 ,在 他 的 “ 埃 尔 朗 根 纲领 "中 提出 几何 学 的 
群 论 原则 . 按照 他 的 观点 ,每 一 种 几何 学 的 内 容 就 是 
在 某 种 变换 群 之 下 保持 不 变 的 性 质 和 不 变量 的 人 研 
究 . 在 这 种 观点 下 ,研究 射影 变换 群 之 下 的 不 变性 质 
的 几何 称 为 射影 几何 . ix P^ 是 复数 域 上 的 射影 平 
面 ,C 是 其 上 一 条 非 退化 的 实 二 次 曲线 , 则 P^ 关于 
C 自 同 构 的 射影 变换 的 全 体 也 构成 群 , 它 是 P^ BIA 
身 的 射影 变换 群 的 子 群 , 称 为 双 曲 运动 群 .从 属于 双 
曲 运动 群 的 几何 是 双 曲 几何 . EX C 为 P 上 非 退 
化 的 虚 二 次 曲线 , 则 该 自 同 构 群 称 为 椭圆 运动 群 , 从 
属于 椭圆 运动 群 的 几何 是 椭圆 几何 . 类似 地 , 知 指 定 
在 实数 域 中 的 射影 空间 P" 的 一 个 超 平面 oes s DU f 
fr- 不 变 的 所 有 射影 变换 的 集合 构成 射影 变换 群 的 
子 群 ,而 从 属于 它 的 几何 是 仿 射 几何 . 又 在 x 内 再 
指定 一 个 正则 二 次 超 曲 面 ,从 属于 使 它 不 变 的 子 群 
的 几何 学 称 为 相似 几何 学 即 抛物 几何 学 . 欧 氏 几何 
是 其 中 的 一 种 . 由 此 得 出 的 射影 几何 与 其 他 几 种 古 
典 几 何 间 的 关系 ,说 明 射 影 几何 是 最 广泛 的 几何 . Sc 
射影 空间 或 复 射 影 空间 在 微分 几何 、 代 数 拓扑 中 起 
着 基 本 的 作用 ,其 重要 之 点 在 于 它们 是 球面 以 外 最 
简单 的 紧 流 形 . 射影 空间 在 量子 力学 中 也 有 所 应 用 . 

几何 基础 与 射影 几何 系统 地 阐述 了 古今 数学 思 
想 ,讨论 了 各 种 几何 学 的 发 展 与 关联 ,在 理论 研究 中 
有 很 高 的 学 术 价 值 , 它 们 的 发 展 影响 到 整个 数学 的 
面貌 ,并 日 已 越 出 数学 范围 ,渗透 到 物理 、 力 学 等 领 
域 中 去 .另外 ,它们 在 生产 实践 中 也 有 广泛 的 应 用 . 

公理 法 几何 (axiomatic geometry) — Dh," 45 JL 
何 ” 和 “几何 公理 ”. 

实验 几何 (experimental geometry) 一 种 古典 
几何 学 .一 般 指 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《几何 原本 》 出 
现 之 前 的 几何 学 . 实验 几何 的 特征 是 ,人 们 通过 经 验 
的 积累 产生 了 对 几何 事物 的 简单 阐述 和 对 证 明 方 法 
的 初步 拟定 . 形成 了 图 形 、 几 何 命题 和 证 明 等 概念 ， 
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高 等 几 fJ 


出 现 了 一 些 计算 简单 的 几何 量 的 公式 . 实验 几何 在 
古代 的 埃及 ,希腊 ,巴比伦 和 中 国 等 许多 国家 都 有 所 
认识 ,并 在 希腊 得 到 较 大 的 发 展 . 


仿 射 几何 


仿 射 几何 (affine geometry) 几何 学 的 一 个 分 
MPR. 主要 研究 仿 射 空间 中 的 图 形 在 仿 射 对 应 ( 仿 
射 变 换 ) 下 不 变 的 几何 性 质 和 不 变量 . 如 共 线 性 , 平 
行 性 , 单 比 等 .2” 维 仿 射 空间 的 构成 如 下 : 设 了 是 一 
Tn EESE, A 是 一 个 集合 ,4 中 的 元 素 称 为 
点 ,如 果 对 于 4 中 两 点 P,Q ,对 应 着 Y 中 惟一 的 一 
个 向 量 EG ,并且 这 种 对 应 满足 : 

1.PP=0—V 中 的 零 向 量 ). 

2. [£28 A 中 一 点 PP 和 V 中 的 向 量 a, 在 4 PE 
在 惟一 的 点 Q, EPa. 

3. 对 A 中 三 点 P,Q,R, 有 等 式 PR=PQ+QK. 
则 称 4 为 一 个 维 仿 射 空间 . 特别 地 , 当 n= 1 时 称 
为 仿 射 直线 ;n= 二 2 时 称 为 仿 射 平面 ;n= 二 3 时 称 为 仿 
射 空间 . 

在 欧 几 里 得 平面 (空间 ) 中 , 硅 不 考虑 距离 的 概 
念 , 则 这 个 平面 (空间 ) 就 是 一 个 仿 射 平面 (空间 ). 如 
果 在 仿 射 平面 (空间 ) 中 引进 无 穷 远 点 , 则 这 样 的 平 
面 ( 空 间 ) 就 称 为 扩大 的 仿 射 平面 (空间 ). 在 扩大 的 
仿 射 平面 (空间 ) 中 ,对 原 有 的 点 与 无 穷 远 点 不 加 区 
别 , 得 到 的 平面 (空间 ) 就 是 射影 平面 (空间 ). 仿 射 几 
何 中 最 重要 的 变换 是 仿 射 变换 . 这 种 变换 的 特征 是 
将 共 线 三 点 变 成 共 线 三 点 . 仿 射 几何 中 最 重要 的 不 
变量 是 单 比 . 其 他 仿 射 不 变量 都 可 以 用 单 比 表示 .在 
仿 射 平面 (空间 ) 中 , 仿 射 变换 的 全 体 构 成 一 个 变换 
群 , 称 为 仿 射 变换 群 ,简称 仿 射 群 .并且 在 扩大 的 仿 
射 平面 (空间 ) 中 , 它 还 是 保持 无 穷 远 直线 (无 穷 远 平 
面 ) 不 变 的 一 个 射影 变换 群 . 因此 , 仿 射 群 是 射影 群 
的 子 群 , 仿 射 几何 是 射影 几何 的 子 几 何 . 

n 维 仿 射 空间 (n-dimensional affine space) M 
“ 仿 射 几何 ” 

仿 射 直线 (affine line) 

仿 射 平面 (affine plane) 见 “ 仿 射 几何 ”. 

仿 射 空间 (affine space)” 见 “ 仿 射 几何 ”. 

扩大 的 仿 射 平面 (amplify affine plane) 
射 几何 ” 

扩大 的 仿 射 空间 (Camplify affine space) 
射 几何 ”. 

Xt (correspondence) — 见 本 卷 《 集 合 论 ) 同 名 
条 . 只 是 在 几何 学 中 把 对 应 理解 为 多 一 对 应 (包括 一 
一 对 应 ). 也 就 是 认为 对 应 与 映射 是 同义词 . 

BRAY (mapping) 亦 称 映照 . OLAS (eG ie) 
同名 条 . 只 是 在 几何 学 中 认为 映射 就 是 对 应 . 
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见 “ 仿 射 几何 ”. 


V 


JL" 


RÈ BE (mapping) Bl “BRAY”. 

到 上 映射 (onto mapping?) 
名 条 . 

满 射 (surjection) 

一 一 对 应 (one-one correspondence) 
《集合 论 ) 同 名 条 . 

XX 8j (bijection) 

单 射 (injection ) 

a5 #& (transformation) 
个 集合 到 自身 的 映射 . 

一 一 变换 (one-one transformation) 
的 变换 . 即 一 个 集合 到 自身 的 双 射 . 

点 变换 人 (point transformation) 一 种 特殊 集合 
的 变换 . 即 点 集合 的 变换 . GHA M 的 元 素 是 点 ,9 
是 M 中 (上 ) 的 变换 , 则 gp 称 为 点 变换 . 几何 学 中 研 
究 的 变换 ,大 都 是 一 一 的 点 变换 . 

变换 的 乘积 (product of transformation) 7% 
换 集合 元 素 间 的 二 元 运算 . 几 个 变换 连续 进行 所 得 
到 的 结果 . 即 两 个 变换 连续 进行 所 得 到 的 合成 变换 
称 为 这 两 个 变换 的 乘积 .例如 : 设 oo BRASH 
两 个 变换 , 奋 对 于 中 的 任何 元 素 x, 先 通过 9 得 
到 未 ,再 通过 e 得 到 x’. Bl z=—Q (az). x =G (2). 则 
所 得 到 的 S 的 新 变换 9: x 三 wz) 称 为 变换 多 5 o 
的 乘积 , 记 为 e- eg. WA eo GOo-$eGi GOD). 两 
个 变换 的 乘积 与 它们 的 顺序 有 关 . 一 般 地 , Te 
天 ZU, 即 变换 的 乘积 未 必 满 足 交 换 律 .但 变换 的 乘 
积 满足 结合 律 , 即 (eg) = (Ae). 

恒 等 变换 (identical transformation) 亦 称 恒 
同 变换 、 么 变换 或 不 动 变换 . 集合 的 一 种 特殊 变换 . 
BS 是 一 个 集合 ,使 S 的 任何 元 素 都 变 为 其 目 身 的 
变换 称 为 S 的 恒 等 变 换 . 恒 等 变 换 常 记 为 se, 对 于 4 
的 任何 变换 p, 有 eg 一 将 一 多 


见 本 卷 《 


合 论 ) 同 


见 本 卷 4 集 合 论 ? 同 名 条 . 
LAS 


见 本 卷 《 集 合 论 ) 同 名 条 . 
见 本 卷 《 集 合 论 ) 同 名 条 . 
一 种 特殊 的 映射 . 即 一 


一 种 特殊 


恒 同 变换 (identical transformation) ” 即 “ 恒 等 
变换 ” 

么 变换 (identical transformation) 即 “ 恒 等 变 
换 ”. 

不 动 变换 (identical transformation) 即 “ 恒 等 
变换 ”. 

ji Xvid (inverse transformation) 亦 称 反 变 


换 . 相对 于 一 个 变换 的 一 种 变换 . 指 把 象 点 变 为 原 象 
点 的 变换 . 设 2 是 集合 9 的 一 个 一 一 变换 , 它 把 S 中 
的 任 一 元 素 x 变换 为 wz).S 的 另 一 个 变换 GH 
每 一 个 g(a) BRA x, Bl pg :oz) 7， 这 个 变换 
P 称 为 变换 92 的 逆 变 换 .92 也 是 9 的 逆 变 换 .2 和 
9 "满足 恒等式 :gp =p "9 二 e. 也 可 把 满足 这 个 等 
式 的 变换 p ' 称 为 变换 p HEEM. 

反 变 换 (inverse transformation ) 


Be”. 


Bil "33 AB 


& [8 BFA (congruent transformation) ” 亦 称 全 
等 变换 或 正 交 变换 . 欧 氏 几何 中 的 一 类 重要 变换 . 即 
使 图 形变 为 其 全 等 图 形 的 变换 . 如 果 欧 氏 平 面 (平面 
几何 ) 或 欧 氏 空间 (立体 几何 ) 的 点 变换 ,把 任意 线段 
的 两 个 端点 变 成 等 长 线段 的 两 个 端点 , 则 称 其 为 合 
同 变换 . 合同 变换 把 几何 图 形变 成 合同 ( 即 全 等 ?图 
JE. ,保持 线段 长 度 不 变 , 保 持 角 度 不 变 , 并 把 直角 变 
成 直角 . 在 nn 维 欧 氏 空间 (包括 普通 平面 和 空间 ) 中 ， 
也 把 保持 两 点 间距 离 ( 即 线段 长 度 ) 不 变 ( 因 而 角度 
也 不 变 ) 的 点 变换 称 为 正 交 变换 或 合同 变换 . aa 
(合同 ) 变 换 把 欧 氏 空间 中 由 两 两 正 交 的 单位 回 量 
成 的 标准 正 交 基 变 成 标准 正 交 基 . Paint ny 


JE E A Cri ox; ttt tn) ER Cr 1X i，… x B 
正 交 (合同 ) 变 换 的 公式 是 
> ajz; + a; (7 一 1525***521)5 
j=l 

其 中 

dii CI12? ay 

a a: a 

(4) = 21 22 2 
an) dn? au Ann 


是 正 交 矩阵 (参见 本 卷 《 高 等 代数 》 中 的 “ 正 交 变 
换 ”), 因 而 有 
1 (= k), 


aja = On =) 
2,4 dE 100r 


— |a; | 2 X1. A=1 时 称 为 第 一 种 正 交 (合同 ) 
变换 ,人 三 一 1 时 称 为 第 二 种 正 交 (合同 ) 变 换 , 第 一 
种 变换 把 图 形变 成 同 疝 全 等 形 , 第 二 种 变换 把 图 形 
变 成 反 回 全 等 形 . 

全 等 变换 (congruent transformation) 即 “ 合 
同 变换 ”. 

正 交 变换 (orthogonal transformation) B^ 
同 变换 ”, 并 可 参见 本 卷 4 高 等 代数 同名 条 ,应 注意 
两 者 含义 的 不 同 . 

第 一 种 正 交 (合同 ) 变 换 (orthogonal (congru- 
ent) transformation of the first type) ” 亦 称 刚体 运 
动 或 运动 变换 . 见 “ 合 同 变 换 ”. 

第 二 种 正 交 (合同 ) 变 换 (orthogonal (congru- 
ent) transformation of the second type) Jil“ [n 
变换 ” 

平移 变换 (translation transformation) 简称 
平移 或 直 移 . 欧 氏 几何 中 的 一 种 重要 变换 . 即 在 欧 氏 
PEL CE BP), 8. 8$ — jx. P. dE BH C, A pn] Ss 
AAT 的 方向 移 到 P' PP" = AAT, ln ye P^ ^k M 2 
称 为 平面 上 (空间 中 ) 沿 向 量 447 的 平移 变换 ,简称 
平移 .平移 是 第 一 种 正 交 变换 . 例如 在 平面 直角 坐标 
系 中 , 若 AA = (a 0) ,点 PCz,y) 沿 447 平 移 到 点 
P (zy ), 则 这 个 平移 变换 的 代数 表达 式 为 


fh 5 JV 何 


z —r-ra, 

y 三 7 十 4 
乘积 仍 是 平移 变换 .所 有 平移 变换 的 全 体 构成 一 
群 , 称 为 平移 群 . i ist 
氏 空 间 , 其 代数 表达 式 为 :x 二 zi 十 ai(i 二 1,2,… 

a; 为 常数 ) ,或 用 矩阵 表示 为 : Ca") = (xi) 十 a fi 
中 (zx), Cri), CD EJA nX 5B e. 

(translation) 平移 变换 的 简称 . 

直 移 (translation) ”有 即 “ 平 移 变 换 ”. 

旋转 变换 (rotation transformation) 简称 旋 
Fe. 欧 氏 几何 中 的 一 种 重要 变换 . 即 在 欧 氏 平面 上 
( 欧 氏 空间 中 ), 让 每 一 点 了 绕 一 固定 点 (固定 轴线 ) 
旋转 一 个 定 角 , 变 成 男 一 点 P' ,如 此 产生 的 变换 称 
为 平面 上 (空间 中 ) 的 旋转 变换 . 此 固定 点 (固定 直 
线 ) 称 为 旋转 中 心 ( 旋 转轴 ) ,该 定 角 称 为 旋转 角 . BE 
转 是 第 一 种 正 交 变换 . 在 平面 直角 坐标 系 中 , 若 旋转 
中 心 为 点 Mo Cro » yo) i PG, y288 M, 旋转 定 角 
后 变 成 点 已 人 z ,yy ), 则 平面 上 旋转 变换 的 代数 表 
达 式 为 

x! 一 Zoo 一 (7 一 tohcos0 一 (一 yw)sin ð, 

y — y, = (4 — x,)sin 0 + (y — y cos 8. 
旋转 变换 的 逆 变 换 也 是 旋转 变换 ,两 个 绕 同一 点 ( 同 
一 轴线 ) 的 旋转 变换 的 乘积 仍 是 旋转 变换 . 所 有 绕 同 
一 点 (同一 轴线 ) 的 旋转 变换 的 全 体 构 成 一 个 群 , 称 
为 旋转 群 . 在 旋转 变换 下 ,两 点 间 的 距离 与 两 直线 的 
npg ies Je FE AE He) BES AT LAE $n 维 

空间 . 绕 O(0,0,…,0) 点 旋转 的 代数 表达 式 为 


= Mas G= 125 2), 


或 用 矩阵 表示 为 ， (a! D= (aj) * (a) HP aj AK 
数 , 且 (zx';), (a) A nx 1 5B Ee. 5B E Ca, FETA 
等 于 1 AY IEC Ha CS OL 2k SR RI S RO. 
We #8 (rotation) 旋转 变换 的 简称 . 
刚体 运动 (rigid motion) 即 第 一 种 正 交 变换 . 
欧 氏 平面 上 和 了 欧 氏 空间 中 旋转 变换 与 平移 变换 的 乘 
积 是 刚体 运动 . 在 平面 直角 坐 体系 中 ,平面 上 刚体 运 
动 的 代数 表达 式 为 
Z = x cos Î — y sin f +a, 
y = x sin 0 + y cos 0+ b, 
其 中 (zx,y), (x',y ) 分 别 是 变换 前 的 点 与 变换 后 它 
的 对 应 点 的 坐标 . 刚体 运动 的 逆 变 换 也 是 刚体 运动 . 
两 个 刚体 运动 的 乘积 仍 是 刚体 运动 ,所 有 欧 氏 平面 
上 的 刚体 运动 的 全 体 构 成 一 个 群 , 称 为 刚体 运动 群 . 


刚体 运动 群 (group of rigid motion) 见 “ 刚 体 
运动 ”. 

运动 变换 (motion transformation) 即 “ 第 一 
种 正 交 (合同 ) 变 换 ”. 
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高 等 几何 


中 心 反 射 变换 (central reflection transforma- 
tion) ” 亦 称 点 反射 .简称 中 心 反 射 . 欧 氏 几何 中 的 
一 种 重要 变换 . 在 欧 氏 平面 或 欧 氏 空间 中 ,把 任 一 点 
映 成 与 一 个 给 定 的 点 S 对 称 的 点 4' 的 变换 称 为 关 
于 点 S 的 中 心 反 射 变换 . 点 S 称 为 反射 中 心 或 对 称 
中 心 .在 中 心 反 射 下 ,连结 每 一 对 对 应 点 A,A' 所 得 
的 线段 被 点 S 所 平分 .反射 中 心 S 是 惟一 的 不 动 
点 .平面 上 的 中 心 反 射 是 第 一 种 正 交 变换 ,空间 的 中 
心 反 射 是 第 二 种 正 交 变换 . 在 平面 空间) 直角 坐标 
系 中 ,如 果 以 坐标 原点 为 反射 中 心 , 则 中 心 反 射 的 代 
M RERA: T = nar, y = S y, lae 一 一 zx). 其 中 
Gr y G 20) Ca" sy! G2 00 4p al E AE H R Je AJ A AK 
p. 


点 反射 (point reflection) ”有 即 “ 中 心 反射 变换 ”. 


中 心 反 射 (central reflection) ”中 心 反射 变换 
的 简称 

反射 中 心 (center of reflection) 见 “ 中 心 反 射 
恋 换 ”. 


轴 反 射 变 换 (axial reflection transformation) 
简称 轴 反 射 . 欧 氏 几何 中 一 种 重要 变换 . 在 欧 氏 平面 
上 或 欧 氏 空间 中 ,把 任 一 点 4 映 成 关于 给 定 直 线 S 
对 称 的 点 4' 的 变换 称 为 关于 直线 S 的 轴 反 射 变换 ， 
直线 9 称 为 反射 轴 . 平 面 轴 反射 是 第 二 种 正 交 变 
换 . 空 间 轴 反射 变换 亦 称 半 周 旋转 . 它 是 旋转 角 为 * 
的 空间 绕 反 射 轴 的 旋转 ,因而 是 第 一 种 正 交 变换 . 在 
轴 反 射 变换 下 ,连结 每 一 对 对 应 点 4,4' 所 得 到 的 线 
段 都 垂直 于 9 , 且 被 $ 所 平分 .反射 轴 上 的 每 一 点 都 
是 不 动 点 . 在 平面 直角 坐标 系 中 , 若 以 xz 轴 为 反射 


轴 , 则 轴 反 射 的 代数 表达 式 为 
y =— y, 


HER Ge) Ca! yy! 4 IRE BRE SEE AE 
点 的 坐标 . 

轴 反 射 (axial reflection) 轴 反 射 变 换 的 简称 ， 

反射 轴 (axis of reflection) 见 “ 轴 反射 变换 ” 

镜面 反射 变换 人 (mirror reflection transforma- 
tion) 简称 镜面 反射 或 平面 反射 . 欧 氏 空间 中 的 一 
种 特殊 变换 . 在 欧 氏 空间 中 ,把 任 一 点 4 映 成 关于 
给 定 平面 7 对 称 的 点 4' 的 变换 称 为 关于 平面 7 的 
镜面 反射 变换 ,平面 x 称 为 反射 平面 .镜面 反射 是 第 
二 种 正 交 变换 . 在 镜面 反射 变换 下 ,连结 变换 的 每 一 
对 对 应 点 4,4' 所 得 到 的 线段 都 垂直 于 反射 平面 x 
且 被 所 平分 .平面 zx 上 的 点 都 是 不 动 点 .镜面 反射 
变换 在 直观 上 相当 于 把 平面 x 看 做 一 面 镜 子 , 变 换 
前 后 的 对 应 点 就 好 比 是 物 与 像 那 样 . 在 空间 直角 坐 
标 系 中 , 奉 把 坐标 平面 xOy 取 为 反射 平面 , 则 镜面 
反射 变换 的 代数 表达 式 为 
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ph emm ue. 
1 

yY = Ys 
z 二 一 之， 


其 中 (zx,y,z), Ca! iy! ,x ) 分 别 是 变换 前 的 点 与 变换 
后 它 的 对 应 点 的 坐标 (参见 本 着 《高 等 代数 ) 的 “镜面 


反射 ”). 

平面 反射 (plane reflection)” 即 “镜面 反射 变 
m”, 

镜面 反射 (mirror reflection) 镜面 反射 变换 
的 简称 . 

反射 平面 (reflection plane) J “mR S] 7 
换 ”. 


反射 变换 (reflection transformation) 欧 氏 几 
何 中 一 种 重要 变换 , 即 欧 氏 平面 上 的 轴 反 射 变 换 和 
欧 氏 空间 中 的 镜面 反射 变换 统称 反射 变换 ,简称 反 
Bf. 
反射 (reflection) 反射 变换 的 简称 ， 
平面 正 交 变换 的 代数 表达 式 (algebraic expres- 
sion of a plane orthogonal transformation) 表示 
平面 正 交 变换 的 公式 . 在 平面 上 给 定 直 角 坐 标 系 
(O:ei.e;) ,如果 平 面 上 的 正 交 变换 把 直角 坐标 系 
(Osee) 48 EX, EL B AA BR (O' seh ses ER Om 
H ee 在 直角 坐标 系 4O;eiye*} 中 的 坐标 分 别 为 
O' (a155a5) € = {Gy 921} »€ 5; lan ,422) ,那么 正 交 
变换 的 代数 表达 式 为 
T 一 QZ + apy + ayy» 
b = dj X + any rn. 
因为 e'1 ,e's 都 是 单位 向 量 且 互相 垂直 ,所 以 表达 式 
中 的 系数 必 满 足 正 交 条 件 
aj, +a, = 1, 
la + ai, =l, 
di + d = U. 
系数 构成 的 行列 式 
人 = 


Ql] Q1? 


e 


4A=+1 时 是 第 一 种 正 交 变换 , 它 不 改变 坐标 系 
的 定向 , 即 它 把 右 ( 左 ) 手 系 仍 变 成 右 ( 左 ) 手 系 ; 当 A 
— —] 时 是 第 二 种 正 交 变换 , 它 将 改变 坐标 系 的 定 
向, 即 它 把 右 ( 左 ) 手 系 变 成 左 ( 右 ) 手 系 ( 参 见 “ 正 交 
AER”). 

度量 性 质 (metric property) Jp ARIE AZ PER. 
正 交 变换 的 一 种 特征 . 指 图 形 在 正 交 变换 下 保持 不 
变 的 性 质 . 例如 ,结合 性 .平行 性 ` 相 等 性 等 都 是 度量 
性 质 . 


正 交 性 质 (orthogonal property) — BD ^ BE & E 
m. 
度量 不 变量 (metric invariant) 亦 称 正 交 不 恋 


f. 正 交 变换 的 一 种 特征 . 指 在 正 交 变换 下 保持 不 变 
的 量 . 例如 ,两 点 之 间 的 距离 两 直线 间 的 夹 角 A 
的 面积 等 均 是 度量 不 变量 . 其 中 ,两 点 之 间 的 距离 是 
最 基本 的 度量 不 变量 ,其 他 度量 不 变量 都 可 以 由 该 
不 变量 表示 出 来 . 

正 交 不 变量 (orthogonal invariant) 
不 变量 ”. 

欧 几 里 得 空间 (Euclidean space) 简称 欧 氏 空 
RY 
象 . 在 几何 学 中 , 欧 氏 空间 是 满足 全 部 欧 几 里 得 公理 
的 几何 空间 . 它 的 几何 是 研究 几何 图 形 的 度量 性 质 
和 度量 不 变量 的 欧 几 里 得 几何 (人 简称 欧 氏 几何 ), 包 
括 普通 平面 几何 和 立体 几何 的 全 部 理论 . 

欧 氏 几何 空间 按 维 数 的 不 同 而 有 一 维 欧 氏 空间 
( 即 欧 氏 直线 )、 二 维 欧 氏 空间 ( 即 欧 氏 平面 ) 和 三 维 
欧 氏 空间 ( 即 普通 空间 ,在 几何 学 中 也 滑 简 称 欧 氏 空 
间 ). 在 代数 学 中 , 欧 氏 空间 是 实数 域 上 的 一 个 线性 

空间 ,在 其 中 规定 了 一 个 称 为 内 积 的 二 元 实 函数 . 欧 
氏 线 性 空间 的 维 数 可 以 是 任意 的 自然 数 . 容易 在 间 
维 数 的 欧 氏 几何 空间 与 欧 氏 线性 空间 之 间 建 立 直 接 
在 欧 氏 几何 空间 中 取 定 一 点 作为 公共 的 起 

空间 每 一 点 就 决定 一 个 以 该 点 作为 终点 的 问 量 . 

MM E 
的 乘法 下 就 是 一 个 线性 空间 . FA a A I] 5E B ACE 
积 作为 线性 空间 中 向 量 的 内 积 , 这 个 线性 空间 就 是 
一 个 欧 氏 线性 空间 . 反之， ERES 间 取 定 基底 后 ,n 
维 线性 空间 中 的 向 量 可 以 用 元 数组 作为 坐标 表 
IR o FHE ” 维 欧 氏 线 性 空间 的 回 量 的 坐标 看 做 ” 维 
欧 氏 几何 空间 中 建立 了 直角 坐标 系 后 点 的 坐标 ,这 
样 就 在 维 欧 氏 线性 空间 的 向 量 和 维 欧 氏 几何 空 
间 的 点 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ,并 且 当 取 后 者 的 坐标 
原点 作为 公共 的 起 点 ,由 后 者 的 每 个 点 作为 终点 所 
决定 的 问 量 ,其 坐标 正好 与 前 者 的 对 应 问 量 的 坐标 
相同 ,由 其 数量 积 所 确定 的 欧 氏 线性 空间 ,也 与 前 者 
完全 合 一 

总 之 ,按照 以 上 的 讨论 ,在 同 维 数 的 几何 空间 和 
欧 氏 线性 空间 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 ,并 在 此 对 应 
Delete pan te 构 . 这 也 是 将 后 来 发 展 


即 “度量 


;等 代数 ) 同 名 条 ). 
即 一 维 欧 


PM 空 间 的 原因 pum 

Ex FC EL & (Euclidean straight line) 
氏 空 间 , 见 “ 欧 几 里 得 空间 ” 

欧 氏 平面 (Euclidean plane) 
间 , 见 “ 欧 几 里 得 空间 ”. 

£5 St 45 tn A (affine coordinate system) Ji AX 
卷 4 平 面 解析 几何 》 中 的 “平面 仿 射 坐标 "及 本 卷 《 空 
间 解 析 几 何 ) 中 的 “ 标 架 ”. 

向 量 的 仿 射 坐标 (affine coordinate of a vector) 


Bll — AE WK EC 28 


fi 5 几 fu 


仿 射 几何 中 向 量 的 代数 表示 . 在 平面 仿 射 坐标 系 
(O;ei, e;) "P X TRE E f£— mE p 可 惟一 地 表示 成 p 
= Xe, Ye, H A UHI W A PP PU (XY RA Tu] 
& p X {0;e e; m D; S] Bip, WA po XY. 同 
样 ,在 空 间 仿 射 坐 标 系 ( (0 5@) €; 583 ;中 ,空间 中 任 一 
HE p 可 惟一 地 表示 成 p= 二 Xe 十 Yes 十 Zes, 由 系数 
组 成 的 有 序 三 数组 (X,Y,Z) 称 为 向 量 p 对 {0O;e， 
ez,e3} 的 仿 射 坐标 , 记 为 JE 

点 的 仿 射 坐标 (affine coordinate of a point) 
亦 称 点 的 平行 坐标 . 仿 射 几何 中 点 的 代数 表示 . 在 平 
面 仿 射 坐标 系 {0;el,es}); 中 ,平面 上 的 任 一 点 M 可 
ME — De sg I] BOM, MOM — ze; + yer, (zx,y) 称 为 点 
M X] (Oiei, e; Ah B] AE bk iA M(x,y). 同样 ,在 
空间 仿 射 坐标 系 {0;ei,e;,e;} 中 ,空间 中 任 一 点 M 
亦 可 惟一 决定 向 量 O 及 ,而 OM= xei 十 yes 十 zes, (x， 
ysz) RAR M 对 {0O;ei,es,e3) 的 仿 射 坐标 , 记 为 
M(x,y,z). 

点 的 平行 坐标 (parallel coordinate of a point) 
即 “ 点 的 仿 射 坐标 ”. 

单 比 (simple ratio) 亦 称 仿 射 比 , 又 称 简单 
比 . 是 仿 射 几何 中 最 基本 的 不 变量 . PLP. 是 有 
问 直 线 上 的 两 个 定点 ,P 是 这 直线 上 的 男 一 点 .了 分 
有 向 线段 已 :为 两 个 有 向 线段 已 志和 已 户 , 则 其 数 
量 的 比 PIP/PsP 称 为 三 点 Pi,Ps,P 的 单 比 , 记 为 
(Pi P,P). BI 


(P, P, P)— Ss. 
其 中 Pi,P; FROM d SP 称 为 分 点 (参见 本 卷 《 算 
术 》 中 的 “ 比 ”). 
仿 射 比 (affine ratio) BP“ pẹ”. 


EE 04; St XT Mz (perspective affine correspon- 
dence)” 亦 称 平行 投影 . 仿 射 几何 中 的 一 种 对 应 . 指 
两 个 点 集 间 通过 平行 投影 所 建立 的 对 应 . 设 e 5 p 
是 两 个 平面 (如 图 ), 过 a 
内 各 点 A,B,C,*,5| H 
线 平行 于 给 定 的 方向 , 交 
pp 于 4',B',C',…, 这 样 使 
a 内 的 点 与 8 内 的 点 建立 
起 一 种 一 一 对 应 关系 ,这 
种 对 应 称 为 a 到 8 的 透视 仿 射 对 应 . 透视 仿 射 对 应 
与 给 定 的 方向 有 关 . 沿 不 同方 向 作 平行 线 , 就 得 到 a 
与 B 间 不 同 的 透视 仿 射 对 应 . 透视 仿 射 对 应 保持 同 
素性 , 即 在 该 对 应 下 ,对 应 的 几何 元 素 保 持 间 一 种 
Je. 例如 , 它 把 点 仍 变 成 点 , 男 外 ,把 直线 仍 变 为 直 
线 . 透视 仿 射 对 应 还 保持 点 与 直线 的 结合 性 ( 即 点 在 
直线 上 或 直线 经 过 点 ), 两 直线 的 平行 性 及 共 线 三 点 
的 单 比 不 变 . 
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平行 投影 (parallel projection) 即 “ 透 视 仿 射 
对 应 ”. 

仿 射 对 应 (affine correspondence) 一 种 重要 
的 几何 对 应 . 有 限 个 透视 仿 射 对 应 的 乘积 . 例如 , 设 
有 ?2 十 1 个 平面 ,wa，…ow-iyp8. 如 果 在 平面 偶 
(aa) (oa (op8) 之 间 都 存在 着 透 
视 仿 射 对 应 , 即 每 两 个 相 邻 平面 之 间 都 存在 着 平行 
投影 , 则 平面 e 与 平面 E 的 点 之 间 就 建立 起 一 个 一 
一 对 应 关系 ,这 种 对 应 就 称 为 平面 o 到 平面 8 的 仿 
射 对 应 . 仿 射 对 应 保持 同 素性 ,结合 性 ,平行 性 ( 即 互 
相 平 行 的 直线 对 应 着 互相 平行 的 直线 ) 和 共 线 三 点 
的 单 比 不 变 . 

仿 射 变换 (affine transformation) 仿 射 几何 
学 中 最 基本 、 最 重要 的 一 种 变换 . 若 M 是 点 集 , 则 M 
到 上 自身 的 仿 射 对 应 称 为 M 上 的 仿 射 变换 . 例如 ,者 
a 与 8 是 两 个 重合 的 平面 , 则 a 到 B6 的 仿 射 对 应 称 
为 平面 a 到 自身 的 仿 射 变换 ,或 称 为 平面 a 上 的 仿 
射 变换 . 类 似 地 ,直线 / 到 自身 的 仿 射 对 应 称 为 直线 
| 上 的 仿 射 变换 ;空间 S 到 自身 的 仿 射 对 应 称 为 空 
间 中 的 仿 射 变换 .平面 上 (直线 上 .空间 中 ) 一 切 仿 射 
变换 构成 一 个 群 , 称 为 平面 (直线 .空间 ) 仿 射 变换 
BE. 简称 平面 (直线 .空间 ) 仿 射 群 . 

平面 仿 射 变换 的 代数 表达 式 (algebraic expres- 
sion of a plane affine transformation) 表示 平面 仿 
射 变 换 的 公式 . 在 平面 内 给 定 仿 射 坐标 系 10;ei， 
ez} , 洛 一 个 仿 射 变换 把 坐标 系 {O;el ,es}) 变 为 坐标 系 
(O' se se 2) ÆA P Ge y) 8E HJ pi P (x y ). 这 里 
(rsy), Gy ) 是 P5 P'uxT«xstRO;e.ej 
的 坐标 . 设 向 量 e'1,e'; YE (Oiei ei) PHY AB BRA Al A 
launsdn] »lai25à2) =| O' 的 坐标 为 cas ,a23), 则 这 个 
仿 射 变换 的 代数 表达 式 是 


元 =A, £ Hay Fas , 


#0). 


41, 412 


y' =Hanttanytar; 

th 588 35 FRAY BS 48 R AW (coefficient of area chan- 

ge of a affine transformation) 仿 射 变换 下 一 个 重 

要 不 变量 . 在 欧 氏 平面 上 , 仿 射 变换 使 图 形 的 面积 按 

同一 个 比值 改变 ,这 个 比值 称 为 仿 射 变换 的 变 积 系 

数 . 在 平面 直角 坐标 系 中 , 铬 一 个 仿 射 变换 的 代数 表 
ix 


Q5», Az 


z'-—ayqz4a yai, ai, 1 
| z0|. 
y =a n1 Fazy Faz d2) d» 
则 系数 行列 式 
ai 1? 
Qo, Q22 


就 是 该 仿 射 变换 的 变 积 系数 . 仿 射 变换 的 变 积 系数 
常用 来 计算 欧 氏 平面 上 某 些 图 形 的 面积 . 
等 积 仿 射 变换 (equivalent affine transforma- 
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tion) 亦 称 么 模仿 射 变 换 . 一 种 特殊 的 仿 射 变换 . 
指 变 积 系数 的 绝对 值 等 于 1 的 仿 射 变换 . 

么 模仿 射 变换 (unimodular affine transforma- 

即 “等 积 仿 射 变换 ”. 

中 心 仿 射 变换 (central affine transformation) 
一 类 重要 的 仿 射 变换 . 即 含 一 个 不 变 点 的 仿 射 变换 
称 为 中 心 仿 射 变换 . 这 个 不 变 点 称 为 中 心 仿 射 变换 
的 中 心 . 在 以 变换 中 心 为 坐标 原点 的 仿 射 坐标 系 中 ， 
中 心 仿 射 变换 公式 右 端 的 常数 项 为 0. 例如 ,在 平面 
仿 射 坐标 系 中 ,变换 


m 
X = auc Em 12 » 


tion) 


( la; 天 0) 
y = dax + Any 


是 一 个 中 心 仿 射 变换 ,其 变换 中 心 为 坐标 原点 . 

中 心 仿 射 变换 群 (group of central affine trans- 
formations) 仿 射 变换 群 的 子 群 . 即 平面 上 以 同一 
点 为 中 心 的 中 心 仿 射 变换 的 全 体 构 成 一 个 群 , 称 为 
中 心 仿 射 变换 群 . 

位 似 变 换 (homothetic transformation) 简称 
位 似 .一 种 特殊 的 中 心 仿 射 变换 ,在 欧 氏 平面 上 ( 欧 
氏 空 间 中 ), 取 定 一 点 5, 规 定 S BIRDS S 本 和 喘 , 其 他 
A P 的 像 为 P', 若 满足 以 下 条 件 : 

1. 点 P' 在 直线 SP. 上 . 

2. 单 比 (P' P S)=k, k 为 不 等 于 0 的 常数 )， 
则 称 这 种 变换 为 平面 上 (空间 中 ) 的 位 似 变 换 . 定点 
S 称 为 位 似 中 心 ,常数 & 称 为 位 似 比 . 24 80 时 ,其 
变换 称 为 同 向 位 似 ;:<0 时 其 变换 称 为 反 向 位 似 . 
位 似 变 换 保持 两 问 量 的 交角 不 变 ;把 两 点 间 的 距离 
放大 (或 缩小 ) |&| 倍 ;把 图 形变 成 与 它 相 似 的 图 形 . 
在 以 位 似 中 心 S 为 坐标 原点 的 平面 直角 坐标 系 中 ， 


位 似 变换 的 表达 式 为 
mq Rs 
y Sky: 
位 似 (homothetic) 位 似 变 换 的 简称 . 


位 似 中 心 (homothetic center) JA“ (iz {LR $8". 
位 似 比 (homothetic ratio) JL“ frye”. 
相似 变换 (similarity transformation) 简称 相 
似 . 正 交 变换 的 推广 . 指 在 欧 氏 平面 上 ( 欧 氏 空间 中 ) 
的 一 类 变换 , 知 任 何 两 点 己 ,Q 与 其 像 点 已 ,Q 满足 
TO 一 hE 为 非 零 常数 )， 
则 称 这 种 变换 为 平面 上 (空间 中 ?的 相似 变换 ,& 称 
为 相似 比 . 当 & 王 1 时 , 即 为 正 交 变换 . 相似 变换 把 图 
形变 成 与 它 相 似 的 图 形 . 相似 变换 可 以 表示 成 一 个 
正 交 变换 与 一 个 位 似 变换 的 乘积 . 例如 ,在 平面 直角 
坐标 系 中 ,平面 上 相似 变换 的 代数 表达 式 是 
xz’ =Y(x cos 0 一 sy sin 0) 十 cl， 
Pon sin 0 十 sy cos 0) --c,. 
其 中 7Y,0,c1,c, 是 四 个 独立 参数 ,日 |e | =]. = E 


(oem 1). 


一 十 1 时 ,其 变换 称 为 同 向 相似 , 它 是 第 一 种 正 交 变 
换 与 位 似 变换 的 乘积 . 当 e 二 一 1 时 ,其 变换 称 为 异 向 
相似 , 它 是 第 二 种 正 交 变换 与 位 似 变 换 的 乘积 , 

相似 (similarity) ”相似 变换 的 简称 . 

相似 比 (similarity ratio)” 见 “相似 变换 ”. 

相似 性 质 (similarity property) 相似 变换 的 一 
种 特征 . 即 图 形 经 过 任何 相似 变换 都 不 改变 的 性 质 . 
例如 ,结合 性 .平行 性 、 保 角 性 等 都 是 相似 性 质 . 

相似 不 变量 (similarity invariant) ”相似 变换 
的 一 种 特征 . 即 图 形 经 过 任何 相似 变换 都 不 改变 的 
量 . 例如 ,相似 比 就 是 最 基本 的 相似 不 变量 . 

t5 81 TE Ex (affine property) 仿 射 变换 的 一 种 
特征 . 指 图 形 经 过 任何 仿 射 对 应 (变换 ) 都 不 改变 的 
性 质 . 例如 , 同 素性 .结合 性 .平行 性 等 都 是 仿 射 性 
质 . 

仿 射 不 变量 (affine invariant) 仿 射 变换 的 一 
种 特征 . 指 图 形 经 过 任何 仿 射 对 应 (变换 ?都 不 改变 
的 量 . 共 线 三 点 的 单 比 是 最 基本 、 最 重要 的 仿 射 不 变 
量 . 其 他 如 两 平行 的 有 向 线段 之 比 .平行 平面 (包括 
同一 平面 ) 上 两 个 封闭 图 形 的 面积 比 等 都 是 仿 射 不 
变量 . 

仿 射 等 价 (affine equivalence) 图 形 间 的 一 种 
等 价 关 系 . 大 存在 一 个 仿 射 变换 把 图 形 C; BM Ce, 
WE Ci 5j C; 仿 射 等 价 . 否则 称 为 仿 射 不 等 价 . 图 形 
的 仿 射 等 价 是 一 种 等 价 关 系 , 即 具有 目 反 性 、 对 称 
性 、 传 递 性 . 利用 仿 射 等 价 关 系 可 以 把 几何 图 形 进行 
分 类 . 同一 类 里 的 图 形 具 有 相同 的 仿 射 性 质 ,不 同类 
的 两 个 图 形 间 至 少 存在 一 个 不 同 的 仿 射 性 质 . 仿 射 
等 价 的 概念 在 仿 射 几何 中 有 广泛 的 应 用 .例如 ,利用 
圆 和 椭圆 仿 射 等 价 的 事实 可 以 得 到 仿 射 变换 的 重要 
定理 :平面 上 的 仿 射 变换 可 以 分 解 为 一 个 正 交 变换 
和 两 个 在 互相 垂直 方向 上 的 压缩 (或 伸 长 ) 的 乘积 . 

仿 射 不 等 价 (affine non-equivalence)” 见 “ 仿 射 
= ffr". 

二 次 曲线 的 中 心 (center of a quadratic curve) 
见 本 卷 4 平 面 解 析 几 何 》 同 名 条 . 

二 次 曲线 的 渐 近 方向 (asymptotic direction of a 
quadratic curve)” 见 本 卷 《平面 解析 几何 》 同 名 条 . 

二 次 曲线 的 直径 (diameter of a quadratic 
curve)” 见 本 卷 《平面 解析 几何 同名 条 . 

ZR h ERU JESE ÉL ÍS (conjugate diameters of a 
quadratic curve) WARE ri ft pr JU fer ABR. 

— XX AAA UJ (tangent line of a quadratic 
curve) 见 本 卷 ( 平 面 解析 几何 》 同 名 条 . 

二 次 曲线 的 奇 点 (singular point of a quadratic 
curve)” 见 本 卷 《平面 解析 几何 》 同 名 条 . 

育 异 二 次 曲线 (singular quadratic curve) 

次 曲线 的 特殊 类 型 . 奋 二 次 曲线 是 由 两 条 直线 构成 


HB ox JV dU 


的 , 则 称 为 奇异 的 或 退化 的 二 次 曲线 . 否则 称 为 非 奇 
异 的 或 非 退 化 的 二 次 曲线 . 如 果 曲 线 方程 为 :anz 
+ 2apnxrytany’ + 2a1x t 2az yta: = 0, MAE 
奇异 二 次 曲线 的 充分 必要 条 件 是 


di; az Qa | =Q. 


x Wios us 
二 次 曲线 有 奇 点 的 充分 必要 条 件 为 它 是 奇异 的 . 

非 奇 异 二 次 曲线 Cnonsingular quadratic curve) 
见 “ 奇 异 二 次 曲线 ” 

退化 二 次 曲线 (degenerate quadratic curve) 
即 “ 奇 异 二 次 曲线 ”. 

非 退 化 二 次 曲线 (nondegenerate quadratic cur- 
ve) 见 “ 奇 异 二 次 曲线 ” 

二 次 曲线 的 仿 射 分 类 (affine classification of 
quadric curves) 二 次 曲线 的 一 种 分 类 方法 . 即 用 
仿 射 等 价 对 二 次 曲线 进行 的 分 类 . 在 仿 射 平面 上 ,所 
有 的 二 次 曲线 可 分 成 九 个 仿 射 等 价 类 . 这 九 类 曲线 
的 标准 方程 及 所 代表 的 曲线 如 下 : 

1.X :十 y 十 1 二 0, 虚 椭圆 . 

2.2°+y°—-1=0, fa A. 

3.2z2 一 光一 1 天 0, 双 曲线 ， 

4. y’—-27=0, dà DR. 

5. x^ + y^ 0, — a BR AR AA AC HE AK. 

6. zx! — y! —0, Bi ZR HAS Sc ELI. 

7. y! 十 1 二 0, 两 条 平行 虚 直 线 . 

8. y: 一 1 一 0, 两 条 平行 实 直 线 . 

9. y 二 0, 两 条 重合 实 直线 . 


射影 几何 


射影 几何 (projective geometry) 亦 称 投 影 几 
何 . 几何 学 的 一 个 分 文 . 主要 研究 图 形 在 射影 对 应 
(射影 变换 ) 下 不 变 的 几何 性 质 . 射影 变换 是 射影 几 
何 中 最 重要 的 几何 变换 . 这 种 变换 的 主要 特点 是 保 
持 结 合 性 . 例如 ,点 与 直线 及 点 与 平面 的 结合 性 等 . 
交 比 是 射影 几何 中 最 基本 的 不 变量 ,其 他 不 变量 都 
可 以 用 交 比 表示 出 来 . 

射影 几何 的 思想 ,特别 是 其 中 的 透视 投影 原理 ， 
早 在 十 罗马 时 代 已 为 画家 所 认识 和 应 用 ;射影 几何 
的 基本 不 变量 交 比 ,早已 为 帕 普 斯 (Pappus， 
(A)) 所 熟知 ;射影 几何 的 一 些 命题 也 早已 为 古代 几 
何 学 家 所 得 到 (参见 “高 等 几何 ”). 然而 ,射影 几何 作 
为 几何 学 的 一 个 独立 分 支 学 科 却 是 在 19 世纪 初期 ， 
随 着 几何 学 的 发 展 以 及 绘画 与 建筑 的 需要 而 形成 和 
发 展 起 来 的 . 1822 F, 323€ J| CPoncelet,J. -V. ) 发 表 
了 射影 几何 的 第 一 部 系统 著作 《 论 图形 的 射影 性 质 》 
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一 书 . 他 通过 几何 方法 引进 无 穷 远 元 素 ,研究 了 二 次 
曲线 和 二 次 曲面 的 配 极 理论 ,并 由 此 导出 一 般 的 对 
偶 原 理 , 稍 后 , 施 泰 纳 (Steiner,J. ) 人 研究 了 利用 简单 
图 形 产生 较 复 杂 图 形 的 方法 ,并 于 1832 年 引进 了 线 
素 二 次 曲线 概念 ,1847 年 , 汉 。 施 陶 特 (von Staudt, 
K. G. C. ) 通 过 几何 作 图 来 建立 直线 上 点 的 坐标 , 进 
而 使 交 比 与 射影 坐标 不 依赖 于 任何 度量 . 此 外 ,他 还 
以 精巧 的 方法 给 出 虚 元 素 的 几何 解释 . 与 此 同时 , 运 
用 解析 法 人 研究 射影 几何 也 有 了 长 足 的 发 展 . 首先 是 
默 比 乌 斯 (M6bius,A.EF. ) 创 立 了 一 种 齐 次 坐标 , 揭 
示 了 对 偶 原 理 与 配 极 之 间 的 关系 ,并 于 1827 年 对 交 
比 的 概念 给 出 了 完善 的 处 理 . RA. A 
(Plicker,J. ) 引 进 了 男 一 种 齐 次 坐标 ,得 到 了 平面 
上 无 穷 远 线 的 方程 和 无 穷 远 圆 点 的 坐标 . 他 还 引入 
了 线 坐 标的 概念 ,于 是 从 代数 观点 自然 就 得 到 对 偶 
原理 ,并 得 到 一 般 线 曲 线 的 概念 .在 19 世纪 前 半 叶 
的 几何 研究 中 ,综合 法 与 解析 法 的 争论 非常 激烈 .一 
些 几何 学 家 坚持 运用 综合 法 ,如 绢 赛 列 、 施 泰 纳 等 . 
综合 法 也 确实 有 它 独 特 的 优点 , 它 形象 鲜明 ,使 有 些 
问题 的 论证 直接 而 简洁 . 由 于 他 们 的 努力 ,使 综合 射 
影 几 何 形成 了 一 个 优美 的 体系 . 1882 年 , 帕 施 
(Pasch,M. ) 建 立 了 第 一 个 射影 几何 演绎 体系 . 1872 
^E. , WA (Klein, CC. OF. ) 利 用 变换 群 的 观点 把 各 
种 几何 学 联系 起 来 ,他 在 埃 尔 朗 根 纲领 中 提出 了 这 
个 观点 ,并 把 几 种 经 典 几 何 看 做 是 射影 几何 的 子 几 
何 ,使 这 些 几 何 之 间 的 关系 变 得 更 加 明朗 . 

1899 年 , 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 发 表 了 《几何 基 
础 ) 一 书 , 开 创 了 现代 公理 化 方法 . 此 后 逐渐 出 现 了 
各 种 几何 学 的 公理 体系 . 由 于 数学 家 们 的 共同 努力 ， 
到 19 世纪末, 射影 几何 的 观点 与 方法 已 渗透 到 各 个 
几何 领域 之 中 ,使 得 欧 几 里 得 几何 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 
何 和 黎 曼 几何 等 联 成 一 个 统一 的 整体 .同时 ,射影 几 
何 还 在 航空 .摄影 和 测量 等 方面 有 着 广泛 的 应 用 . 

投影 几何 (1)(projective geometry (10) Ep 
“射影 几何 ” 

投影 几何 (2) (projective geometry (20) Ep 
“ 画 法 几何 ”( 参 见 《 数 学 辞海 ) 第 五 卷 “ 画 法 几何 ”). 

直线 间 的 中 心 投影 (central projection between 
straight lines) 两 条 直线 上 点 之 间 的 一 种 特殊 的 
对 应 规律 .如 图 , 设 / 与 7 l 
是 同一 平面 内 两 条 不 同 的 x 
直线 ,O 是 在 此 平面 内 但 d 
不 在 ! 与 /上 的 一 点 , 若 书 No 
是 :上 一 点 ,直线 OP 与 [' 
相交 , 则 交点 忆 称 为 点 已 从 O 投射 到 /上 的 中 心 投 
E. OP 称 为 投射 线 ,Q 点 称 为 投射 中 心 . 显然 P 也 
Æ PFE! ERA UDR. 直线 间 的 中 心 投影 与 投射 
中 心 的 选取 有 关 ,选取 不 同 的 投射 中 心 , 就 得 到 ! 与 
ipa] A [e] B] FD ERA. 若 / 与 上 相交 , 则 称 交 点 是 中 
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心 投影 的 一 个 二 重点 ,或 称 交 点 是 中 心 投 影 的 自 对 
应 点 .两 直线 间 的 中 心 投影 的 对 应 不 一 定 是 /上 的 
点 与 /上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 , 当 ! 与 /相交 时 , 直 
Ri 与 /上 各 存在 一 个 点 , 它 与 投射 中 心 的 连 线 平 
行 于 另 一 直线 ,因而 在 另 一 条 直线 上 找 不 到 它们 的 
对 应 点 . 为 了 保证 一 一 对 应 ,就 需要 在 这 两 条 直线 上 
各 添加 一 个 无 穷 远 点 . 

中 心 投 影 的 二 重点 (double point of a central 
projection)” 见 “直线 间 的 中 心 投 影 ”. 

中 心 投 影 的 自 对 应 点 (self-corresponding point 
ofa central projection)” 即 “中 心 投 影 的 二 重点 ”. 

平面 间 的 中 心 投 影 (central projection between 
planes) ”两 个 平面 上 的 点 之 间 的 一 种 特殊 的 对 应 
规律 . 如 图 , 设 a 与 8 是 空间 中 两 个 不 同 的 平面 ,0 
是 不 在 这 两 个 平面 上 的 一 个 点 , 奇 卫 是 平面 a ATE 
一 点 ,直线 OP 与 平面 8 相交 , 则 交点 P RAR P 
在 8 上 的 中 心 投影 ,直线 OP 称 为 投射 线 ,O 点 称 为 
投射 中 心 . P 也 是 P' 在 a 
上 的 中 心 投影 .平面 间 的 
中 心 投影 与 投射 中 心 的 位 
置 有 关 , 选 取 不 同 的 投射 
中 心 , 就 得 到 a 与 8 fal A 
AA PDR. Aa 5 BP 
相交 , 则 交 线 上 的 点 都 是 中 心 投影 的 二 重点 或 称 中 
心 投影 的 自 对 应 点 ,该 交 线 称 为 中 心 投影 的 二 重 直 
线 ,或 称 中 心 投影 的 自 对 应 直线 .平面 间 中 心 投影 的 
对 应 不 一 定 是 平面 a 上 的 点 与 8 上 的 点 的 一 一 对 
M% a 5 p 相交 时 ,平面 a 与 8 上 各 有 一 条 直线 ， 
其 上 的 点 与 投射 中 心 的 连 线 平行 于 另 一 平面 ,因而 
在 另 一 个 平面 上 找 不 到 它们 的 对 应 点 .为 了 保证 一 
一 对 应 和 直线 变 成 直线 ,就 需要 在 这 两 个 平面 上 各 
添加 一 条 无 穷 远 线 . 

投射 线 (projecting line) 见 “ 直 线 间 的 中 心 投 
影 ” 与 “平面 间 的 中 心 投影 ”. 

投射 中 心 (center of projection) 
中 心 投影 ”与 “平面 间 的 中 心 投影 ”. 

中 心 投 影 的 二 重 直 线 (double straight line of a 
central projection) ML“ H Ap POH”. 

中 心 投影 的 自 对 应 直线 (sel{-corresponding 
即 “ 中 心 投 影 的 二 重 


见 “ 直 线 间 的 


line of a central projection) 
直线 ” 

无 穷 远 点 (point at infinity) 亦 称 假 点 或 理想 
点 . 欧 氏 直线 上 的 一 个 假想 点 . 由 于 平行 直线 没有 交 
点 ,所 以 直线 间 的 中 心 投影 不 能 建立 一 一 对 应 . 为 了 
使 中 心 投影 保持 一 一 对 应 ,设想 平行 的 直线 在 无 穷 
远 处 交 于 一 点 ,该 点 称 为 无 穷 远 点 . PICA Po. 并 
约定 , 任 一 组 平行 直线 添加 惟一 的 一 个 无 穷 远 点 与 
之 对 应 ,此 点 在 组 内 每 一 条 直线 上 而 不 在 组 外 的 任 


何 直线 上 .为 了 区 别 起 见 , 就 把 平面 内 原 有 的 点 称 为 
有 穷 ( 远 ) 点 、 真 点 或 普通 点 . 引进 无 穷 远 点 以 后 , 平 
面 内 每 两 条 直线 都 有 交点 ,平行 直线 相交 于 公共 的 
无 穷 远 点 . 

| RA (improper point) 

38 48 4 (ideal point) 

4 $3 Æ finite point) 

真 点 (proper point) 即 “ 有 穷 点 ” 

普通 点 (common point) BEF A”. 

无 穷 远 直 线 (line at infinity) 亦 称 假 直线 或 
理想 直线 . 指 欧 氏 平面 上 的 一 条 假想 直线 , 它 是 平面 
上 所 有 直线 上 的 无 穷 远 点 的 集合 . 为 了 区 别 起 见 , 平 
面 内 原 有 的 直线 称 为 有 穷 直线 、 真 直线 或 普通 直线 . 
在 平面 上 引进 无 穷 远 直线 以 后 ,空间 中 每 两 个 平面 
都 有 交 线 . 一 组 平行 的 平面 相交 于 属于 诸 平行 平面 
的 一 条 无 穷 远 直 线 . 

(& EL £k (improper line) 

理想 直线 (ideal line) 

有 穷 直 线 (finite line) 

真 直线 (proper line) 即 “ 有 穷 直线 ” 

普通 直线 (common line) 即 “ 有 穷 直线 ” 

无 穷 远 平面 (plane at infinity) 亦 称 假 平 面 或 
理想 平面 . 欧 氏 空间 中 的 一 个 假想 平面 . 即 空间 中 所 
有 直线 上 的 无 穷 远 点 的 集合 .无穷 远 平面 常 记 为 
a 为 了 区 别 起 见 , 就 把 空间 中 原 有 的 平面 称 为 有 
穷 平面 、 真 平面 或 普通 平面 . 

假 平 面 (improper plane) 

理想 平面 (ideal plane) 

有 穷 平面 (finite plane) 

真 平面 (proper plane) ” 即 “ 有 穷 平面 ”. 

普通 平面 (common plane) ” 即 “ 有 穷 平 面 ”. 

无 穷 远 元 素 (element at infinity) 亦 称 假 元 素 
或 理想 元 素 . 射影 几何 的 一 个 术语 . 指 空间 中 的 无 穷 
远 点 、 无 穷 远 直线 和 无 穷 远 平面 的 统称 .平面 几何 里 
的 无 穷 远 元 素 为 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直线 . 

理想 元 素 (ideal element) 即 “ 无 穷 远 元 素 ” 

(RICH (improper element) ”有 即 “ 无 穷 远 元 素 ”. 

射影 直线 (projective line) 亦 称 一 维 射 影 空 
间 . 射影 几何 研究 的 基本 对 象 . 指 一 维 ( 直 线 ) 射 影 几 
何 的 全 体 点 的 集合 . 欧 氏 直线 (或 仿 射 直线 ) 添 加 一 
个 点 ( 即 无 穷 远 点 ) 后 称 为 扩大 直线 . 把 扩大 直线 上 
的 普通 点 和 无 穷 远 点 不 加 区 别 同 等 看 待 , 这 直线 就 
成 为 射影 直线 的 一 个 模型 . 反 过 来 , 知 在 一 条 射影 
线 上 任意 取 定 一 个 点 ,把 它 当 做 无 穷 远 点 ,而 将 其 余 
的 点 都 当做 有 穷 点 , 则 该 直线 就 可 看 做 一 条 欧 氏 直 
线 ( 或 仿 射 直线 ) 的 扩大 直线 , 即 去 掉 了 无 穷 远 点 后 
的 全 体 有 穷 点 的 集合 是 欧 氏 直线 ( 仿 射 直线 ). 射影 
直线 具有 与 欧 氏 直线 ( 仿 射 直线 ) 不 同 的 性 质 . 例如 


即 “ 无 穷 远 点 ” 
即 “ 无 穷 远 点 ” 
AE SER AST. 


即 “ 无 穷 远 直线 ”. 
即 “ 无 穷 远 直线 ” 
U RANAR”. 


即 “ 无 穷 远 平面 ” 
即 “ 无 穷 远 平面 ” 
见 “无 穷 远 平面 ” 


射影 几 y 


在 射影 直线 上 ,任何 两 点 都 不 能 确定 惟一 的 一 条 线 
段 ,任何 三 个 点 也 不 能 确定 哪 一 个 点 介 于 另外 两 个 
点 之 间 . 

一 维 射 影 空间 (one-dimensional projective spa- 
ce) 即 “ 射 影 直线 ” | 

扩大 直线 Camplify line) ” 见 “ 射 影 直线 ”. 

射影 平面 (projective plane) 亦 称 二 维 射 影 空 
间 . 射影 几何 研究 的 基本 对 象 . 指 二 维 ( 平 面 ) 射 影 几 
何 的 全 体 点 的 集合 . 欧 氏 平面 (或 仿 射 平面 ) 添 加 一 
条 直线 ( 即 无 穷 远 直线 ) 后 称 为 扩大 平面 . 把 扩大 平 
面 上 的 普通 元 素 ( 点 和 直线 ) 和 无 穷 远 元 素 不 加 区 别 
同等 看 待 ,这 平面 就 成 为 射影 平面 的 一 个 模型 . 反 过 
来 ,各 在 一 个 射影 平面 上 任意 取 定 一 条 直线 ,把 它 当 
做 无 穷 远 直 线 , 并 把 这 直线 上 的 点 当做 无 穷 远 点 ,而 
将 其 余 的 直线 和 点 都 当做 有 穷 直 线 和 有 穷 点 , 则 该 
平面 就 可 看 做 一 个 欧 氏 平面 (或 仿 射 平面 ) 的 扩大 平 
面 , 即 去 掉 了 无 穷 远 点 的 全 体 有 穷 点 的 集合 是 欧 氏 
平面 ( 仿 射 平面 ). 射影 平面 具有 与 欧 氏 平面 ( 仿 射 平 
面 ) 不 同 的 性 质 . 例如 在 射影 平面 上 ,任何 一 条 直线 
都 不 能 把 射影 平面 分 成 两 部 分 ,任何 两 条 直线 都 相 
交 , 但 它们 却 不 能 把 射影 平面 分 成 四 部 分 ， 

二 维 射 影 空 间 (two-dimensional projective spa- 
ce)” 即 “射影 平面 ”. 

扩大 平面 (amplify plane)” 见 “射影 平面 ”. 

三 维 射 影 空间 (three-dimensional projective 
space) fA) PR SN x adm]. 射影 几何 研究 的 基本 对 
象 . 指 三 维 ( 空 间 ) 射 影 几 何 的 全 体 点 的 集合 . 三 维 欧 
氏 空 间 ( 或 仿 射 空间 ) 添 加 一 个 平面 ( 即 无 穷 远 平 面 ， 
它 由 所 有 直线 上 的 无 穷 远 点 组 成 ) 后 称 为 扩大 空间 ， 
把 扩大 空间 中 的 普通 元 素 ( 点 、 直 线 和 平面 ) 和 无 穷 
远 元 素 不 加 区 别 同 等 看 待 , 这 空间 就 成 为 射影 空间 
的 一 个 模型 . 反 过 来 , 知 在 一 个 射影 空间 中 任意 取 定 
一 个 平面 ,把 它 当 做 无 穷 远 平面 ,并 把 这 平面 上 的 点 
和 直线 当做 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直线 ,而 将 其 余 的 点 、 
直线 和 平面 都 当做 有 穷 点 、 有 穷 直 线 和 有 穷 平面 , 则 
该 空间 就 可 看 做 一 个 欧 氏 空间 (或 仿 射 空间 ) 的 扩大 
空间 , 即 去 掉 了 无 穷 远 点 后 全 体 有 穷 点 的 集合 是 欧 
氏 空 间 ( 仿 射 空间 ). 射影 空间 具有 与 欧 氏 空间 ( 仿 射 
空间 ) 不 同 的 性 质 . 例如 在 射影 空间 中 ,任何 一 个 平 
面 都 不 能 把 射影 空间 分 成 两 部 分 ,任何 两 个 平面 都 
相交 ,但 它们 却 不 能 把 射影 空间 分 成 四 部 分 . 

扩大 空间 (Camplify space) 见 “ 三 维 射 影 空 
la] ". 

= ja) AY HE BW (dimension of a space) ”几何 学 的 
术语 . 指 欧 氏 空 间 的 维 数 . 习惯 上 是 指点 的 自由 度 . 
由 于 点 的 自由 度 在 直线 上 是 1, 在 平面 上 是 2, 在 空 
间 中 是 3, 所 以 在 欧 氏 几何 中 也 把 直线 .平面 .空间 
分 别称 为 一 维 空间 、 二 维 空间 和 三 维 空 间 . 在 直线 、 
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高 等 JL dH 


平面 和 空间 建立 坐标 系 ( 通 常 指 直角 坐标 系 ) 时 ,点 
的 坐标 分 别 是 1 个 .2 个 和 3 个 数 , 所 以 , 欧 氏 空间 
的 维 数 正好 也 是 它 的 点 的 坐标 的 个 数 . 向 量 空 间 的 
维 数 是 指 其 基 回 量 的 个 数 ,因此 也 是 向 量 坐 标的 个 
数 . 具有 内 积 的 回 量 空间 也 称 为 欧 氏 空间 . 作为 向量 
空间 的 欧 氏 空间 和 作为 点 空间 的 欧 氏 空间 ,在 维 数 
上 是 一 致 的 . 仿 射 空间 和 射影 空间 的 维 数 可 由 与 其 
相应 的 欧 氏 空间 的 维 数 确定 . 

透视 对 应 (perspective correspondence) 一 种 
特殊 的 射影 对 应 . 设 /与 /是 同一 平面 上 的 两 条 直 
线 , 在 /与 上 各 添加 一 个 无 穷 远 点 ,就 可 以 由 中 心 
投影 建立 直线 /上 的 点 与 直线 上 的 点 之 间 的 一 一 
对 应 . 这 种 通过 中 心 投影 所 建立 的 两 直线 上 的 点 之 
间 的 一 一 对 应 称 为 两 直线 间 的 透视 对 应 . 同样 ,引入 
无 穷 远 元 素 以 后 ,也 可 以 通过 中 心 投影 建立 两 平面 
的 点 之 间 的 一 一 对 应 ,该 对 应 就 称 为 两 平面 之 间 的 
透视 对 应 . 若 点 列 sA, B,C) BRE S (a,b,c， 
…) 在 中 心 投影 之 下 建立 了 一 一 对 应 , 则 称 该 对 应 为 


点 列 s 与 线束 S 之 间 的 透视 对 应 ,在 这 种 透视 对 应 
中 ,点 列 s 是 从 直线 s MEARS 得 到 的 截 影 ,该 点 
列 称 为 该 线束 5S 的 透视 点 列 , 点 9 称 为 透视 中 心 ; 
而 线束 S 是 从 点 S 投影 点 列 * 而 得 到 的 投影 ,该 线 
RA RS s 的 透视 线束 ,直线 s 称 为 透视 轴 . 对 应 
的 点 列 s 和 线束 称 为 透视 的 , 记 为 
s(A,B,C,---) 入 (apc…)， 
若 两 个 点 列 s(4,B,C, D s CA B' C! BE 
同一 线束 S 的 截 影 , 则 称 这 两 个 点 列 间 的 对 应 为 透 
视 对 应 (如 图 1), 记 为 
CA B.C, As! CAI BI C! pee). 
若 两 个 线束 Si bic. S' Gi bl sc oT] 
一 点 列 s 的 投影 , 则 称 这 两 个 线束 间 的 对 应 为 透视 
对 应 (如 图 2), 记 为 
S(asbses YAS! Cal T sC' 98"). 
1% 1 A Zl] (perspective range of points) 
视 对 应 ”. 
透视 中 心 (perspective center) 


见 透 


JL, "xe UNE 
Ww". 

i il E R (perspective pencil of lines) 
视 对 应 ”. 

透视 轴 (perspective axis) 
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见 “ 透 视 对 应 ”. 


截 影 (cross section) 见 “ 透 视 对 应 ”. 
射影 对 应 (projective correspondence) 射影 几 
何 中 最 重要 的 一 种 对 应 . 通常 指 射 影 空间 (平面 、 直 
线 ) 之 间 保 持 共 线性 和 共 线 四 点 的 交 比 不 变 的 点 的 
一 一 对 应 . 在 两 个 射影 空间 (平面 直线) 都 建立 了 射 
影 坐 标 系 后 ,它们 之 间 的 射影 对 应 可 以 用 对 应 点 坐 
标 之 间 的 关系 表 出 .例如 ,对 于 两 个 射影 平面 7 与 
m , 若 平面 zx 上 点 尸 的 射影 坐标 为 ri,zs,zs, 其 对 应 
的 基 上 点 已 的 射影 坐标 为 zz, 则 射影 对 应 
有 代数 表达 式 

| Pr! —ayz, + Ap. + aux, 
Bx; aam F uxor dys (D 

| PH dn AE Ge 35s 

\Cay)| 2750 (5,3 = 1,233). 
其 中 p 关 0 是 齐 次 坐标 的 比例 常数 , | Ca.) | 是 和 矩阵 
(ajj) 的 行列 式 . 因此 ,也 可 以 直接 用 点 的 射影 坐标 之 
间 的 齐 次 非 奇 异 线性 变换 (1) 来 定义 射影 对 应 . 当 两 
个 对 应 的 射影 空间 (平面 直线) 重合 时 ,这 种 集合 到 
自身 的 射影 对 应 ,通常 称 为 射影 空间 (平面 直线) 的 
射影 变换 . 在 射影 空间 (平面 直线) 中 建立 射影 坐标 
系 后 ,射影 变换 可 以 用 对 应 点 的 坐标 之 间 的 关系 表 
th. 例如 ,在 射影 平面 上 把 具有 射影 坐标 zj, xx 
的 点 变 成 具有 射影 坐标 o'r’ o's 的 点 的 射影 变 
换 同样 有 代数 表达 式 (1). 因此 ,同样 可 以 直接 用 点 
的 坐标 的 齐 次 非 奇 异 线性 变换 (1) 来 定义 射影 变换 . 


射影 变换 (projective transformation) 见 “ 射 
影 对 应 ”. 
射影 性 质 (projective property) 射影 变换 的 


一 种 特征 . 指 图 形 经 过 任何 射影 对 应 (变换 ) 都 不 变 
的 性 质 . 例如 , 同 素性 、 结 合 性 都 是 射影 性 质 , 但 平行 
性 不 是 射影 性 质 . 如 中 心 投 影 是 射影 对 应 ,而 中 心 投 
影 可 以 将 两 条 平行 直线 投影 成 两 条 相交 直线 . 

射影 不 变量 (projective invariant) 射影 变换 
的 一 种 特征 . 指 图 形 经 过 任何 射影 对 应 (变换 ) 都 不 
变 的 量 . 射影 不 变量 也 是 一 种 射影 性 质 . 例如, 交 比 
就 是 最 基本 的 射影 不 变量 ,同时 也 是 最 重要 的 射影 
TERR. 

A range of points) ”射影 几何 的 基本 概念 
之 一 . 指 一 条 直线 上 所 有 点 的 集合 . 该 直线 称 为 点 列 
的 底 , 以 7 为 底 , 以 点 4,B,C,… 为 元 素 的 点 列 记 为 

ILA, B,C"). 

线束 (pencil of lines) 射影 几何 的 基本 概念 之 
—. 指 平面 上 通过 一 点 的 所 有 直线 的 集合 . 该 点 称 为 
线束 的 中 心 ( 顶 点 ). 以 O 为 中 心 , 以 直线 a,b,c. 
为 元 素 的 线束 记 为 O(a,po,c,…). 

线束 的 中 心 (center of a pencil of lines) J 
“线束 ” 


线束 的 顶点 (vertex of a pencil of lines) BẸ 
“线束 的 中 心 ”. 

一 维基 本 形 (one-dimensional fundamental for- 
ms) 点 列 与 线束 的 统称 . 

点 场 (field of points) 射影 几何 的 基本 概念 之 
一 . 指 一 个 平面 上 所 有 点 的 集合 . 该 平面 称 为 点 场 的 
E. WW OSSIA A,B,C,… ,为 元 素 的 点 场 可 记 为 

W(A,B,C,.…,). 

线 场 (field of lines) 射影 几何 的 基本 概念 之 
一 . 一 个 平面 上 所 有 直线 的 集合 称 为 线 场 ,该 平面 称 
为 线 场 的 底 . 以 W 为 底 ,a,5,c，… 为 元 素 的 线 场 可 
记 为 W(a,b,c,…). 

二 维基 本 形 (two-dimensional fundamental for- 
ms) ”点 场 与 线 场 的 统称 . 

三 点 形 (triangle of three points) 射影 平面 上 
的 基本 图 形 . 指 平面 上 不 共 线 的 三 点 及 其 每 两 点 的 
连 线 所 组 成 的 图 形 . 三 个 点 称 为 三 点 形 的 顶点 ,三 条 
直线 称 为 三 点 形 的 边 ， 

三 线形 (triangle of three lines) 射影 平面 上 
的 基本 图 形 . 指 平面 上 不 共 点 的 三 条 直线 与 其 每 两 
条 直线 的 交点 所 组 成 的 图 形 . 三 直线 称 为 三 线形 的 
边 ,三 点 称 为 三 线形 的 顶点 .三 点 形 与 三 线形 实际 上 
是 同一 图 形 的 不 同名 称 . 它 是 自 对 偶 图 形 ( 参 见 “三 
me”). 

德 萨 格 定理 (Desargues theorem) 
的 重要 定理 之 一 . 若 两 三 点 形 
的 对 应 顶点 连 线 共 点 (此 点 称 
为 透视 中 心 ), 则 其 对 应 边 之 
交点 必 共 线 ( 此 线 称 为 透视 
AUD. 此 定理 的 逆 定 理 亦 成 立 . 


射影 几何 


满足 德 萨 格 定理 的 两 个 三 点 X 2 5 Y 
形 称 为 透视 的 . 

透视 三 点 形 (perspective triangles) JL“ ge 
格 定理 ” 


直线 上 点 的 齐 次 坐标 (homogeneous coordi- 
nates of points on a line) 直线 上 点 坐标 的 一 种 表 
示 形 式 .在 直线 / 上 建立 仿 射 坐标 系 , 对 于 上 上 的 任 
一 有 穷 点 已 ,有 确定 的 仿 射 坐标 (z), 必 存在 有 序 实 
数 cix; GUB zs 天 0) ,满足 c= 21/2. 这样 的 有 序 
数 偶 (zi,zz) 称 为 点 书 的 齐 次 仿 射 坐 标 ,简称 齐 次 坐 
标 . 直线 上 点 的 齐 次 坐标 适合 下 列 条 件 : 

1. 不 全 为 零 的 有 序数 偶 表 示 直 线 上 惟一 一 点 ， 
(0,0) 不 代表 任何 点 . 

2. 若 0750 , Wl] Cox pr) Ej Gi rd EZ IR] A. 

3. 34 2,350 时 , (xi,zs) 表 示 直 线 上 的 有 穷 点 ， 
其 仿 射 坐标 2 / xs 亦 称 为 该 点 的 非 齐 次 坐标 . 

4, = x:=0, Bp (zi,0) 是 该 直线 上 的 无 穷 远 点 . 
无 穷 远 点 只 有 齐 次 坐标 ,没有 非 齐 次 坐标 . 


射影 几 A 


平面 上 点 的 齐 次 坐标 (homogeneous coordinate 
of points in a plane) 平面 上 点 的 坐标 的 一 种 表示 
形式 .在 平面 上 建立 了 仿 射 坐标 系 , 若 平面 上 点 己 
的 仿 射 坐标 为 (z,y), 则 满足 zi/zs=Z,zs/zs 一 y( 其 
中 Z3 天 0) 的 有 序 三 数组 xix ,Z3) 称 为 点 P HJ JT IK 
仿 射 坐标 ,简称 齐 次 坐标 , 记 为 PG, x23). 平面 
上 点 的 齐 次 坐标 适合 下 列 条 件 ， 

1. 不 全 为 零 的 有 序 三 数组 (zi,zz,zs) 表 示 平 面 
上 疏 一 一 点 ,(0,0,0) 不 代表 任何 点 . 

DET PÆ O, W] Cox 025» px) Ej Cai 522523) RIR 
同一 点 . 

3. 当 zs 天 0 时 , (zi,zs,zs) 表 示 平 面 上 的 有 穷 
=e 其 仿 射 坐标 rmm (y Xo /Xs 亦 称 为 该 点 的 
非 齐 次 坐标 ， 

4. 当 x, —0. Bl Cri 22,00 d 53 E E Cn n DET 
的 直线 上 的 无 穷 远 点 .无 穷 远 点 只 有 齐 次 坐标 ,没有 
非 齐 次 坐标 . 

三 维 空间 点 的 齐 次 坐标 (homogeneous coordi- 
nate of points in three-dimensional space) 空间 中 
点 的 坐标 的 一 种 表示 形式 . 在 三 维 空间 建立 了 仿 身 
AA ER AGE RR OP 的 仿 射 坐标 为 (x,y,z), 则 满足 
Xi1/XT1 二 xX，X2o/T4 二 y,，X3/Xs 二 xz( 其 中 2,40) NA 
URH Criss TORRI A P 的 齐 次 仿 射 坐标 , 简 
称 齐 次 坐标 . iN P Go sx xs x22. 空间 中 点 的 齐 
次 坐标 适合 下 列 条 件 : 

1. 不 全 为 零 的 有 序 四 数组 Cris Tzs 2324) RIR 
室 间 中 惟一 点 . (0,0,0,0) 不 代表 任何 点 . 

2.50350. UG oe ay oe ee oo ee Cl pags 
Z4) 表 示 同 一 点 . 

3. M zx, 天 0 时 ,(ziyzvyziyzi) 表 示 空 间 中 的 有 
穷 点 ,其 仿 射 坐标 rax, (y na/ 4E — L3/ Xa Bh 
称 为 该 点 的 非 齐 次 坐标 . 

4,24 9 = 0, BllCrisdosd2s0) 5 AE Cn ros 
zs) 平行 的 直线 上 的 无 穷 远 点 .无穷 远 点 只 有 齐 次 坐 
标 ,没有 非 齐 次 坐标 . 

非 齐 次 坐标 (non-homogeneous coordinates) 
见 “ 直 线 上 点 的 齐 次 坐标 ”“ 平 面 上 点 的 齐 次 坐标 ” 
与 “空间 中 点 的 齐 次 坐标 ”. 

直线 的 齐 次 坐标 方程 (homogeneous coordinate 
equation of a straight line) ”直线 的 一 种 表示 形式 . 
即 用 齐 次 坐标 表示 出 的 直线 方程 . 在 平面 上 ,点 采用 
齐 次 坐标 后 , 设 有 一 直线 和 一 个 以 (zi,zzyzrs) 为 流 
动 点 的 齐 次 坐标 所 构成 的 一 次 齐 次 方程 , 行 此 方程 
能 够 且 仅 能 够 被 该 直线 上 的 点 的 齐 次 坐标 所 满足 ， 
则 称 此 方程 为 该 直线 的 齐 次 坐标 方程 ,简称 齐 次 方 
E. 该 直线 称 为 此 方程 决定 的 直线 . 一 般 地 , 若 a, 
azsa, 不 全 为 零 , 则 方程 aizi 十 axzs* 十 aszs 三 0 就 是 
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一 条 直线 的 齐 次 坐标 方程 .例如 ,z 轴 ( 即 y — 00 H8 
齐 次 坐标 方程 是 r= 0. y 轴 ( 即 c= 00 FT VC AB fs 
方程 是 21 — 0. 无穷 远 直 线 的 齐 次 坐标 方程 是 zs 
—0. 直线 aiz 十 azy 十 as 一 0(Cai 十 oa 天 0) 的 齐 次 坐标 
方程 是 aizi 十 azzz* 十 asZs 一 0. 

几何 元 素 (geometrical element) 几何 学 的 基 
本 概念 之 一 . 指 构成 几何 图 形 的 基本 对 象 . 取 点 作为 
基本 元 素 的 几何 称 为 点 几何 学 . 在 点 几何 学 里 ,对 于 
点 引 和 坐标 ,曲线 是 点 的 轨迹 . 取 直 线 作 为 基本 元 素 
的 几何 称 为 线 几 何 学 . 在 线 几 何 学 里 ,对 于 直线 引入 
坐标 ,曲线 是 一 族 直线 的 包 络 . 点 几何 学 中 的 曲线 称 
为 点 曲线 , 线 几 何 学 中 的 曲线 称 为 线 曲线 . 此 外 ,由 
于 所 取 几 何 元 素 的 不 同 ,还 有 面 几 何 学 、 圆 几何 学 和 
球 几 何 学 等 . 

点 几何 学 (point geometry) 

线 几 何 学 (line geometry) 见 “ 几 何 元 素 ”. 

直线 坐标 (line coordinates) 平面 几何 的 基本 
概念 之 一 . 指 平面 上 表示 直线 位 置 的 有 序数 组 . 例如 
在 平面 上 HAR l 的 齐 次 方程 为 U Lı FUL usc 
二 0, 则 它 的 系数 UlyU2 ,U3 所 构成 的 有 序 三 数组 {ui， 
uz,u3) 称 为 1 的 齐 次 直线 坐标 ,简称 直线 坐标 , 记 为 
lu ,a ots ]. 直线 坐标 适合 下 列 条 件 : 

l. 不 全 为 零 的 有 序 三 数组 (xzxzyzxs} 表 示 一 条 


见 “ 几 何 元 素 ”. 


直线 . 
2. 成 比例 的 有 序 三 数组 (ui,wz,ws) 与 {pui, puz, 
Qus) (2 天 0) 表 示 同 一 条 直线 . 

3. A I riu 13) TE EL lui su2sus ] EB SE 
分 必要 条 件 为 ux! Hux 十 zs 一 0. 

平面 的 齐 次 坐标 方程 (homogeneous coordinate 
equation of a plane) 平面 的 一 种 表示 形式 . BIA 
齐 次 坐标 所 表示 的 平面 方程 . 空间 平面 的 齐 次 方程 
A uzi Hurto Hust Huzi =0, BB, nix asm 
为 此 平面 上 点 的 齐 次 坐标 . 

平面 坐标 (plane coordinates) 平面 几何 的 基 
本 概念 之 一 . 指 空间 中 表示 平面 位 置 的 有 序数 组 . 例 
如 ,在 空间 中 , 知 空间 中 点 的 齐 次 坐标 用 (ziyzayza， 
zi) 表示 ，, 则 平面 rx:xizi 十 zzzz 十 tazs 十 zz 一 0 由 它 
的 系数 uisus usu, 所 决定 . 有 序 四 数组 (za ,ws ,ws， 
24} 称 为 平面 的 齐 次 坐标 , 记 为 TLUI Up su ru, ). 平面 
的 齐 次 坐标 适合 下 列 条 件 : 

Ls IN & Fy & A PP A Du usus TAE i 
个 平面 

2. 成 比例 的 有 序 四 数组 [Lui,ws,ws,wusj 与 [pwui， 
Qu; » Qus » pu, CEO RIR [R] — T XE TI. 

on Por 9-5 S ,4 在 平面 [uy sU2 U3 wl E 
的 充分 必要 条 件 为 
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点 的 方程 (equation of a point) 直线 坐标 下 点 
的 代数 表示 . F m EA Lu susu] A ii a E R e 
标 所 构成 的 方程 IU, F ZU + rius = 0 称 为 点 《xi， 
2253232 89 71 FE. 此 方程 能 够 且 仅 能 够 被 通过 点 C 
Xxz，XT3) 的 直线 的 齐 次 坐标 所 满足 . P] RU. Zu. 十 zz 十 
3us 二 0 表示 通过 点 (2,1,3) 的 一 束 直线 ,这 个 方程 
就 称 为 用 直线 坐标 表示 的 点 (2,1,3) 的 方程 . 一 般 
Hh 点 《aiyazyas) 的 方程 为 aiu; + anu, Fasu; 7 0, t 
xs [u suus | — 1 — KT IK JJ PRG RN — T A. 

点 与 直线 的 结合 (incidence between a point 
and a straight line) 几何 学 的 一 个 基本 关系 . 即 点 
在 直线 上 ,或 者 直线 通过 点 . 它 在 各 种 几何 变换 下 都 
保持 不 变 . 即 当 原 象 点 4 与 直线 a 结合 时 ,经 过 映 
射 , 象 点 4' 与 象 直线 a' 仍 是 结合 的 . 

点 与 平面 的 结合 (incidence between a point 
and a plane) 几何 学 的 一 个 基本 关系 . 即 点 在 平面 
上 ,或 者 平面 通过 点 . 它 在 各 种 几何 变换 下 都 保持 不 
变 . 即 当 原 象 点 4 与 平面 7 结合 时 ,经 过 映射 , 象 点 
A' SRF RAS 

对 偶 元 素 (dual elements) ”射影 几何 的 一 个 术 
iB. 指 射影 几何 中 元 素 间 的 一 种 特殊 关系 .在 射影 平 
面 上 ,点 与 直线 互 为 对 偶 元 素 . 在 三 维 射影 空间 中 ， 
点 与 平面 互 为 对 偶 元 素 ,直线 的 对 偶 元 素 仍 是 直线 . 

XT {iS FH (dual operations) 射影 几何 的 一 个 
术语 . 指 射 影 几何 中 将 基本 元 素 间 的 结合 关系 换 为 
其 对 偶 元 素 的 结合 关系 的 一 种 方法 . 在 射影 平面 上 ， 
通过 一 点 作 一 直线 与 在 一 直线 上 取 一 点 称 为 平面 上 
的 对 侦 运 算 .在 三 维 射 影 空间 中 ,通过 一 点 作 一 直线 
与 在 一 平面 上 取 一 直线 ;通过 一 直线 作 一 平面 与 在 
一 直线 上 取 一 点 ;通过 一 点 作 一 平面 与 在 一 平面 上 
取 一 点 等 都 称 为 空间 中 的 对 偶 运 算 . 

xt (BA (dual figures) 具有 特定 关系 的 两 
个 图 形 . 指 成 对 偶 对 应 的 几何 图 形 . 射影 几何 中 一 个 
图 形 与 把 其 中 的 各 个 几何 元 素 换 成 对 偶 元 素 ,把 其 
中 的 各 个 运算 换 成 对 侦 运 算 而 得 到 的 为 一 个 图 形 间 
的 关系 . 例如 ,在 射影 平面 上 ,把 由 点 和 直线 所 组 成 
的 一 个 图 形 中 的 各 元 素 改 为 它 的 对 偶 元 素 , 各 运算 
改 为 它 的 对 偶 运 算 , 其 结果 形成 另 一 个 图 形 , 这 两 个 
图 形 称 为 对 偶 图 形 . 又 如 在 三 维 射影 空间 中 ,把 由 
点 .直线 和 平面 所 组 成 的 一 个 图 形 中 各 元 素 改 为 它 
的 对 偶 元 素 , 各 运算 改 为 它 的 对 偶 运 算 ,其 结果 形成 
另 一 个 图 形 ,这 两 个 图 形 称 为 空间 中 的 对 偶 图 形 . 

对 偶 命 题 (dual propositions) 具有 特定 关系 
的 两 个 命题 . 指 成 对 偶 对 应 的 几何 命题 . 射影 几何 中 
一 个 命题 与 把 其 中 的 各 个 几何 元 素 换 成 对 偶 元 素 ， 
把 其 中 的 各 个 运算 换 成 对 偶 运算 而 得 到 的 另 一 个 命 
题 间 的 关系 .例如 ,在 射影 平面 上 , 设 有 点 .直线 及 其 
相互 接合 关系 所 构成 的 一 个 命题 ,将 此 命题 中 的 各 


元 素 改 为 它 的 对 偶 元 素 , 各 运算 改 为 它 的 对 偶 运 算 ， 
其 结果 形成 另 一 个 命题 ,这 两 个 命题 称 为 平面 上 的 
对 偶 命 题 . 又 如 ,在 三 维 射影 空间 中 , 设 有 点 直线 、 
平面 及 其 相互 接合 关系 所 构成 的 一 个 命题 ,将 此 命 
题 中 的 各 元 素 改 为 它 的 对 偶 元 素 , 各 运算 改 为 它 的 
对 偶 运 算 ,其 结果 形成 另 一 个 命题 , 则 这 两 个 命题 称 
为 三 维 空间 中 的 对 偶 命 题 . 

自 对 偶 命 题 (self-dual propositions) 一 种 特 
殊 的 对 偶 命 题 . 即 意 义 一 致 的 两 个 命题 .例如 ,三 点 
及 其 两 两 连 线 组 成 一 个 三 点 形 " 与 “三 线 及 其 两 两 交 
点 组 成 一 个 三 线形 ”, 代 表 同 一 事实 ,就 是 自 对 侦 命 
题 .“ 一 点 在 一 直线 上 ”与 “一 直线 通过 一 点 "也 是 自 
对 偶 命 题 . 

对 偶 原 则 Cprinciple of duality) 亦 称 对 偶 原 
理 . 射影 几何 的 一 个 基本 原则 . 指 在 射影 空间 中 ,大 
一 个 命题 成 立 , 则 其 对 偶 命题 也 必 成 立 . 例如 ,平面 
上 有 关 点 和 直线 位 置 关系 的 定理 中 ,只 要 把 其 中 的 
名 词 与 关系 词 所 涉及 的 点 和 直线 互 换 一 下 ,就 得 出 
另 一 个 定理 , 称 为 前 者 的 对 偶 定 理 , 前 者 的 真实 性 即 
肯定 了 后 者 的 真实 性 . | 

Xj (8 iX (principle of duality) 即 “ 对 偶 原 
Wi. 

AUS xf (algebraic duality) ”射影 几何 的 一 
个 术语 . 即 采 用 齐 次 坐标 后 ,用 双 线 性 齐 次 方程 表示 
图 形 的 对 偶 性 . 例如 在 二 维 射影 空间 ,方程 uni H 
zx2Z2 十 MaZ3s 一 0 表示 直线 Lui,wi,wsj 的 方程 ,其 上 的 
动 点 为 (Tis L29 T3) ,方程 Tity FTU + X33 = 0 是 点 
(zi1,7Tz，X3) 的 方程 ,过 该 点 的 动 直线 为 Lui ,ws,wsj， 
而 点 和 直线 是 二 维 射影 空间 的 对 偶 元 素 . 同 理 , 在 三 
维 射影 空间 ,方程 wz 十 zs 十 aszs 十 az 一 0 RA 
平面 La ,oasyas 的 方程 ,其 上 的 动 点 为 (zlyzzyza， 
zi) ,方程 x10) 72505 4- 1505 Hra, = 0 表示 点 (ziyzz， 
za,Z4) 的 方程 ,过 这 点 的 动 平 面 为 La az, asa], M 
点 和 平面 是 三 维 射影 空间 的 对 偶 元 素 . 

SA (complex point) 射影 几何 的 基本 概念 之 
一 . 指 平 面 上 或 空间 中 以 复数 为 坐标 的 点 . 复 点 最 初 
是 由 于 在 实 空间 里 用 代数 方法 研究 实 曲线 的 交点 等 
几何 问题 时 ,为 求 理 论 上 的 完整 性 并 便于 作 统 一 处 
理 而 出 现 的 . 在 解析 几何 中 讨论 二 阶 曲线 (或 二 阶 曲 
面 ) 与 直线 相交 的 情况 时 , 需 解 实 系数 的 一 元 二 次 方 
程 . 这 时 随 着 二 次 方程 有 两 个 实 根 \ 一 个 重 根 或 两 个 
虚 根 ,可 以 确定 有 两 个 交点 ,一 个 重合 交点 ( 相 切 情 
形 ) 或 没有 交点 (不 相交 情形 ). 在 研讨 二 阶 曲 线 ( 曲 
面 ) 以 至 代数 曲线 (曲面 ) 时 ,如 果 在 普通 的 实 平 面 上 
(空间 中 ) 的 点 外 增添 复 点 ,那么 这 种 由 于 代数 方程 
根 的 实 、 虚 所 反映 交点 的 存在 与 否 的 区 别 就 可 消失 ， 
以 至 于 可 以 利用 每 个 次 方程 总 有 个 复数 根 ( 包 
括 重 根 ) 这 个 代数 基本 定理 来 肯定 每 条 直线 与 任何 
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n 次 代数 曲线 (曲面 ) 总 有 nn 个 交点 ,这 有 助 于 在 解 
析 几 何以 及 代数 几何 中 对 代数 曲线 (曲面 ) 的 理论 探 
讨 .平面 上 的 复 点 是 这 样 定义 的 :在 平面 上 , 若 点 的 
坐标 coy 缘 为 实数 , 则 称 (z,y) 表 示 实 点 ; 若 zx,y 中 
至 少 有 一 个 是 虚数 , 则 称 (z,y) 表 示 虚 点 , 实 点 和 虐 
点 合 称 为 复 点 . 为 了 表示 平面 上 (空间 中 ) 包 括 无 穷 
远 点 在 内 的 全 部 复 点 ,可 对 复 点 引进 齐 次 坐标 ,这 可 
与 实 点 情形 同样 处 理 . 随 着 数学 的 进展 和 实际 的 需 
要 而 发 展 起 来 的 复 几 何 , 复 空间 、 复 流 形 等 ,其 基本 
元 素 也 是 复 点 (复数 坐标 的 点 ). 

实 点 (real point) WA ds". 

虚 点 (imaginary point) 见 “ 复 点 ” 

复 直 线 (complex line) 射影 几何 的 基本 概念 
之 一 . 指 以 复数 为 坐标 的 直线 . 设 直线 的 坐标 为 
Lui stzsus l] Æ Ui s Uz s U3 与 三 个 不 全 为 零 的 实数 成 
EE PAL, MI ER Lui ,ws ,ts 为 实 直线 . * U15U25U3 ^ 5 ff 
何 三 个 不 全 为 零 的 实数 成 比例 , 则 称 [ziyzsyzxsj 为 
虚 直 线 . 实 直 线 与 虚 直 线 合 称 为 复 直 线 . 在 平面 上 引 
进 复 点 以 后 , 复 直 线 便 是 坐标 满足 直线 方程 的 复 点 
的 全 体 . 例如 ,[L1,0,2j 与 Li,0,2i] 为 同一 条 实 直 线 . 
[i,1,1j 是 一 条 虚 直 线 ,(0,1, 一 1) 与 (i,1,0) 都 是 这 
HZ ERA. 

实 直 线 (real line) UL" RAR”. 

” 虚 直 线 (imaginary line) 见 “ 复 直线 ” 

S FH (complex plane) 射影 几何 的 基本 概 
念 之 一 . 指 在 欧 氏 平面 上 增加 虚 点 所 得 到 的 平面 . 若 
在 该 平面 上 再 添加 无 穷 远 复 点 (包括 无 穷 远 实 点 和 
无 穷 近 虚 点 ), 则 这 样 的 平面 称 为 扩大 复 平 面 . 奉 在 
扩大 复 平 面 上 把 无 穷 远 复 点 与 有 穷 复 点 同样 看 待 而 
不 加 区 别 , 则 所 得 到 的 平面 称 为 复 射影 平面 . 复 平面 
的 复 点 以 两 个 有 序 复 数 为 坐标 . 它 与 用 一 个 复数 来 
表示 欧 氏 平面 的 点 而 得 到 的 复数 平面 ( 亦 称 高 斯 平 
面 ) 是 完全 不 同 的 . 

扩大 复 平 面 (amplify complex plane) 
平面 ”. 

复 射 影 平面 (complex projective plane) 
平面 ” 

虚 圆 点 (Cimaginary circular points) 亦 称 圆 
点 .射影 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 在 平面 笛 卡 儿 直 角 
坐标 系 中 , 齐 次 坐标 为 (1,i,0) 和 (1, 一 i,0) 的 两 点 . 
这 是 因为 一 个 非 退 化 圆锥 曲线 是 圆 ( 实 圆 ,点 圆 或 虚 
圆 ) 的 充分 必要 条 件 是 它 通过 (1,i,0) 和 (1, 一 i,0) 
两 点 . 

J (circular points) BD“ EA”. 

迷 向 直线 (isotropic line) 亦 称 极 小 直线 . HH 
几何 的 基本 概念 之 一 . 指 通过 虚 圆 点 的 任意 虚 直 线 ， 
迷 回 直线 与 无 穷 过 直线 的 交点 一 定 是 虚 圆 点 . AKA 
直线 构成 以 点 (1,i,0) 或 (1, 一 i,0) 为 中 心 的 平行 直 
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线束 ,其 斜率 分 别 为 1 或 一 i. 通过 平面 内 任 一 有 穷 点 
有 两 条 迷 疝 直线 ,分 别 属于 这 两 个 直线 束 . 迷 向 直线 
具有 下 列 性 质 : 

1. He Ee FE x [n] Be AY FE oP EAR EIE EI 
任意 两 个 不 同 的 有 穷 点 的 距离 是 零 . 

2. 一 条 迷 癌 直线 与 另 一 条 直线 的 交角 是 不 定 
的 . 

极 小 直线 (minimal line) ” 即 “ 迷 向 直线 ”. 

H žm (Laguerre theorem) 射影 几何 的 
重要 定理 之 一 . 设 两 条 非 迷 向 直线 的 交角 为 0, 右 这 
两 条 直线 与 过 它们 交点 的 两 条 以 一 i,i 为 斜率 的 迷 
向 直线 所 成 的 交 比 为 SW = (ny)/2i. Hp BE sS A 
定理 可 得 到 ;两 条 非 迷 向 直线 垂直 的 充分 必要 条 件 
是 这 两 条 直线 与 过 其 交点 的 两 条 迷 向 直线 调和 共 
H, BI yy 二 一 1, 亦 即 两 直线 垂直 的 充分 必要 条 件 是 
两 直线 上 的 无 穷 远 点 与 虚 圆 点 调和 共 罗 f. 拉 盖 尔 定 
理 把 交 比 与 调和 共 斩 这 两 个 射影 概念 表达 成 角 与 垂 
直 这 两 个 度量 概念 ,给 角 和 垂直 以 射影 解释 ,从 而 把 
欧 氏 几何 与 射影 几何 联系 起 来 拉 盖 尔 (Laguerre， 
E.N ) 是 最 先 探 讨 复 射影 平面 理论 者 之 一 . 他 建立 
了 用 交 比 定义 角 的 度量 公式 ,把 欧 氏 几何 与 射影 
何 联系 起 来 . 

Z H Sg £ 7r 3k (two-dimensional conjugate 
complex elements)  & — Hz [A] rp A^ ty H. 4H SE VE 
HJ PI 7638 A (a) a25a30 89 — 1 JUR (KAA 
齐 次 坐标 , 取 A, 942943 AY FE Be - BY TETE ;43， 则 (a, 
daz，43) 为 男 一 个 同类 元 素 ( 点 或 直线 ) 的 齐 次 坐标 ， 
此 二 元 素 称 为 二 维 共 思 复元 素 . 因为 齐 次 坐标 允许 
差 一 个 非 零 常数 因子 ,所 以 两 个 第 三 坐标 不 是 零 的 
元 素 为 共 罗 复 元 泰 时 ,必须 且 只 须 其 对 应 的 非 齐 次 
As ER Ay FE He - Ese PS FE Be SG PRR RS AT NE FT UK AB 
by A — EA 3E REC. 例如, (1 一 i,i,1) 与 (一 1 一 i， 
i, 一 1) 为 两 个 共 思 e 复 点 的 齐 次 坐标 ,这 是 由 于 其 非 
齐 次 坐标 分 别 是 (1 一 i,i) 和 (1 十 i, 一 i). 

交 比 Ccross ratio)” 亦 称 复 比 . 射影 几何 的 基本 
不 变量 . AG Pi P Pas Pi 共 线 , 则 两 个 单 比 
(PPP) 5 (PPPO RERA Pis Pos Pas Pa 的 交 
Ibid PPa PPh. 其 中 Pi,P; RAER P3 
P, 称 为 分 点 偶 . 由 于 交 比 是 两 个 简单 比 的 比 , 故 又 
称 它 为 复 比 . 利用 四 个 点 的 交 比 可 以 定义 直线 束 中 
四 条 直线 的 交 比 以 及 平面 束 中 四 个 平面 的 交 比 . 

共 线 四 点 Pio PoPa Pi AXE OPP PP A 
下 列 基本 性 质 ， 
1. 基点 偶 与 分 点 偶 交 换 , 交 比 的 值 不 变 , 即 
(有 

2. 基点 偶 的 两 个 字母 交换 或 分 点 偶 的 两 个 字母 

交换 , 交 比 的 值 变 为 原来 交 比 值 的 倒数 , 即 
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(PP, PPa) — (P,P,, PP;) 

3. 同时 交换 每 个 点 偶 里 的 字母 , 交 比 的 值 不 变 ， 
人 

4. 交换 中 间 的 两 个 字母 或 交换 两 端的 两 个 字 
母 , 交 比 的 值 等 于 1 减 去 原来 的 交 比 值 , 即 

(PiP PP) —CP,P,,P4P3) 
=) CPP os PDP: 

这 些 性 质 易 从 交 比 的 定义 或 交 比 的 代数 表示 推 
tH. 由 这 些 性 质 知 道 ,尽管 共 线 四 点 可 构成 24 个 交 
比 , 但 不 同 的 交 比 值 至 多 只 有 6 个 , 硅 交 比 (PiP;， 
PPs) 二 4, 则 这 六 个 值 分 别 是 

1 4—1 A 

ie a aem 

X bk RS HERR (property of a cross ratio) 
rt 

$ tk (compound ratio) Bl*z rt". 

交 比 的 代数 表示 (algebraic expression of a cro- 
ss ratio) 交 比 的 一 种 表达 形式 . 即 交 比 用 坐标 计 
算 的 公式 . 按 交 比 定义 , 当 点 Po Pi 分 线段 PP: 的 
比分 别 是 A 和 L HF, 3€ kE (PiP PaP) =À/ p 因此 ， 
设 直线 上 点 的 非 齐 次 坐标 是 Pt) ,i 二 1,2,3,4, 交 
比 是 

(PPa, P; DR : A ae m 


X, 当 直 线 上 点 的 齐 次 坐标 (射影 坐标 ) 是 P;(%， 
Li) 1=],2,3,4 时 


1 
Ayo] A, 


见 “ 交 


À A A, fo 
Às H Às ps 

(PPP Py S= : 3 3 
Pob) À 4 À fe 
Ày pa À ft 


在 射影 平面 上 取 共 线 四 个 点 所 在 的 直线 2 =0 作为 
轴 时 , 设 这 四 个 点 的 射影 坐标 是 PICO LA 011. 
2,3,4, 则 这 四 个 点 的 交 比 也 由 上 式 表示 . 

门 纳 劳 斯 定理 (Menelaus theorem) 
《平面 几何 同名 条 . 

切 瓦 定 理 (Ceva theorem) 
同名 条 . 

切 瓦 线 (CCeva line) 
“ 切 瓦 定理 ”. 

调和 点 列 (harmonic range of points) ”射影 几 
何 的 基本 概念 之 一 . 即 射 影 直 线 上 交 比 等 于 一 1 的 
四 个 点 , 交 比 (PP,，,P:P)= 一 1 时 , 称 点 偶 P,P, 
调和 分 离 点 偶 Pi,P:; 或 称 点 偶 Po Pe 与 点 偶 DP: 
P, 调和 共 Lies He Pis Pos Pos Pa 四 OS A Val E SE Sg 
SE ;也 称 Py 为 Pi PP: 的 第 四 调和 点 Fis 交 比 一 1 称 
为 调和 比 . 4 PP 是 普通 线段 , 则 也 称 P;,P 两 点 


见 本 卷 


见 本 卷 《平面 几何 》 


见 本 卷 《 平 面 几何 ) 中 的 


把 线段 PP, 调和 分 割 . 点 偶 调 和 分 离 ( 或 点 偶 调 和 
共 斩 ) 的 关系 是 相互 的 , 即 与 点 偶 的 顺序 无 关 . 当 
(Pi1P,,;P3P4) 二 一 1 时 ,可 求 得 由 这 四 点 构成 的 其 他 
交 比 的 值 为 2 或 1/2, 并 且 当 四 点 构成 的 交 比 值 为 2 
或 1/2 时 ,可 以 适当 改变 点 的 顺序 ,使 其 中 两 点 与 其 


{th AL sa val ASE SE. 

调和 共 斩 Charmonic conjugate) 见 “ 调 和 点 
yi". 

调和 比 (harmonic ratio) 见 “ 调 和 点 列 ” 


Wa #0 tt He (harmonic conjugate points) Jil 
“Pal ALAS”. 

第 四 调和 点 (fourth harmonic point) 
点 列 ” 

调和 分 割 (harmonic cut) “ALR”. 

线束 的 交 比 (cross ratio of pencil of lines) $f 
影 几 何 的 基本 不 变量 . 如 图 aa ly l.l, ABA R 
中 四 条 直线 ,其 交 比 记 为 O 
(Lily, Lal4). 任 一 条 不 通 
过 线束 中 心 的 直线 / 顺 
次 截 这 四 直线 于 四 个 点 Dé 
A,B,C, D, M| Gibbs tale) 
= (AB, CD). (Ll,, luli) 
与 ! 的 选取 无 关 . EX EU 
值 为 一 1, 则 称 四 直线 为 一 个 调和 线束 ,此 时 称 ,il 
与 /3,4 成 调和 共 罗 线 . 在 欧 氏 平面 上 , 交 比 
sin (Lls)sin L4) 
sin (Z, 4 sin (LI; ) ' 
这 里 (Lls) 表 示 把 直线 L Bl, AEE TEM BS 
直线 ) 的 有 向 角 , 其余 类 推 . 这 就 是 四 直线 的 交 比 在 


VAS E! 


li Lo l3 l4 


(L4 sll = 


初等 几何 里 的 意义 . 

调和 线束 (harmonic pencil of lines) 见 “ 线 束 
BIZE HE”. 

Val #0 tt Sg £& (harmonic conjugate lines) Jl 
“线束 的 交 比 ”. 


面 束 的 交 比 (cross ratio of pencil of planes) 
射影 几何 的 基本 不 变量 . A ms, 
Ty 75 475 为 平面 束 中 的 四 个 平 
面 , 任 一 个 不 通过 这 平面 束 轴 的 
平面 7 顺 次 截 这 四 平面 于 四 条 
直线 ,Li,ls,44, 则 直线 束 中 四 
条 直线 Lbs. MAM, 
lL) 称 为 这 四 个 平面 的 交 比 , 记 
H Cmn, man), Bl Omm mm) = (abs GG, © ER 
Gru z; XM) 与 7 的 选取 无 关 . 若 交 比 为 一 1, 则 这 四 
个 平面 称 为 调和 面 束 , 此 时 称 miom 与 rr 成 调和 
3t 9o if. 

调和 面 束 (harmonic pencil of planes) 
束 的 交 比 ”. 


见 “ 面 


BH ox JL du 


yj 30 3t fem (harmonic conjugate planes) Jj 
“ 面 束 的 交 比 ”. 

简单 nn AH (simple n-gon) 一 种 简单 的 平面 
KE. 即 由 平面 上 的 ?个 点 (之 3, 其 中 无 三 点 共 线 ) 
及 它们 顺 次 两 两 连结 的 n 条 直线 所 组 成 的 平面 图 
É. Zn TARAHA n 点 形 的 顶点 ,n 条 直线 称 为 
简单 点 形 的 边 .简单 4 点 形 与 简单 线形 是 平面 
上 互相 对 偶 的 图 形 . 

简单 n 线形 (simple n-side) 一 种 简单 的 平面 
图 形 . 即 由 平面 上 的 条 直线 (x 宇 3, 其 中 无 三 线 共 
点 ) 及 它们 顺 次 两 两 的 交点 所 组 成 的 平面 图 形 .这 
条 直线 称 为 简单 线形 的 边 ,n 个 交点 称 为 简单 
线形 的 项 点 . 简单 线形 与 简单 点 形 是 平面 上 互 
相对 偶 的 图 形 . 

Sen SH (complete n-gon) 一 种 简单 的 平 
面 图 形 . 即 由 平面 上 的 nn 个 点 x 之 3, 其 中 无 三 点 共 
线 ) 及 它们 每 两 个 点 的 连 线 所 组 成 的 平面 图 形 .这 
个 点 称 为 完全 7 点 形 的 项 点 ,n(n 一 1)/2 条 连 线 称 
为 完全 ?点 形 的 边 . 完 全 半点 形 的 对 偶 图 形 是 完全 
n 线形 . 

TE n BH (complete n-side) 一 种 简单 的 平 
面 图 形 . 由 平面 上 的 nn 条 直线 (n 宇 3, 其 中 无 三 线 共 
点 ) 及 它们 每 两 条 直线 的 交点 所 组 成 的 平面 图 形 . 这 
n 条 直线 称 为 完全 线形 的 边 ,n(n 一 1)/2 个 交点 称 
为 完全 nn 线形 的 项 点. 完全 nn 线形 的 对 偶 图 形 是 完 
Èn BUE. 

简单 四 点 形 (simple quadrangle) 
n 点 形 . 指 由 平面 上 四 个 点 
A,B,C,D( 其 中 无 三 点 共 线 ) 
及 它们 顺 次 两 两 连结 的 直线 
AB,BC,CD,DA 所 组 成 的 图 
形 称 为 简单 四 点 形 ( 如 图 ), 记 
为 简单 四 点 形 4BCD,A,B,C,D 称 为 它 的 项 点 , 直 
线 AB,BC,CD,DA 称 为 它 的 边 ,不 相 邻 的 顶点 的 
连 线 AC, BD 称 为 它 的 对 项 线 . 

简单 四 点 形 的 对 顶 线 (line through opposite 
vertex of simple quadrangle) W“ Æ% W KJE”. 

简单 四 线形 (simple quadrilateral) 一 种 简单 
n 线形 . 指 由 平面 上 四 条 直 
线 a,5,c,d( 其 中 无 三 线 共 
点 ) 及 它们 顺 次 两 两 的 交点 7 
(a.b) (b,c), (c,d),(d,a) 
所 组 成 的 图 形 称 为 简单 四 
线形 (如 图 ), 记 为 简单 四 线 b 
JE abcd. a. b,c. d 称 为 它 的 
315. Ca 50. (b,c), (c,d), (da) 称 为 它 的 顶点 ,不 相 
邻 两 边 的 交点 (ayc),(p,d) 称 为 它 的 对 边 点 . 
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一 种 简单 的 


高 等 JL fq 


简单 四 线形 的 对 边 点 (Gintersection point of op- 
posite sides of simple quadrilateral)” 见 “简单 四 线 
E”. 

完全 四 点 形 (complete quadrangle) 一 种 特殊 
的 完全 点 形 . 由 平面 上 四 个 点 (其 中 无 三 点 共 线 ) 
及 其 两 两 连结 的 六 条 直线 所 组 成 的 图 形 称 为 完全 四 
点 形 . 这 四 个 点 称 为 
它 的 顶点 ,六 条 直线 
称 为 它 的 边 , 没 有 公 
共 顶 点 的 两 边 称 为 它 
的 对 边 , 对 边 的 交点 
称 为 它 的 对 边 点 ,三 
对 边 点 所 构成 的 三 点 
形 称 为 它 的 对 边 三 点 形 ( 或 中 心 三 点 形 ). 如 图 ,在 完 
全 四 点 形 ABCD 中 ,A,B8,C,D 是 四 个 顶点 ,p,qg ,7， 
Stu 是 六 条 边 , 其 中 pp 与 qr 与 sy 与 是 三 对 对 
边 ; 对 边 的 交点 X,Y,2Z 是 对 边 点 ;XYZ 是 对 边 三 点 
JE. 完全 四 点 形 具 有 调和 性 ,在 射影 几何 中 有 许多 应 
用 . 

完全 四 点 形 的 对 边 三 点 形 (diagonal triangle of 
a complete quadrangle) 见 “ 完 全 四 点 形 ”. 

完全 四 点 形 的 调和 性 (harmonic property of a 
complete quadrangle) ”完全 四 点 形 的 基本 性 质 . 即 
在 完全 四 点 形 里 ,每 共 线 四 点 都 是 调和 点 列 , 每 共 点 
四 线 都 是 调和 线束 . 如 上 图 中 的 (4B,N2Z)= 一 1， 
(Gu,xy)——1 等 . 

完全 四 线形 (complete quadrilateral)” 即 《平面 
几何 中 的 “完全 四 边 形 ” 一 种 特殊 的 完全 线形 《x 
一 4). 由 平面 上 四 条 直线 (其 
中 无 三 线 共 点 ) 及 其 两 两 相交 3 
的 六 个 交点 所 组 成 的 图 形 , 称 P 
为 完全 四 线形 ,这 两 条 直线 称 
为 它 的 边 , 六 个 交点 所 组 成 的 
图 形 称 这 完全 四 线形 . 这 四 条 
直线 称 为 它 的 边 ,六 个 交点 称 i 
为 它 的 顶点 . 没有 公共 边 的 两 T ^ P $ 


个 顶点 称 为 它 的 对 顶点 . 对 顶点 连 线 称 为 它 的 对 项 


线 .三 对 顶点 所 构成 的 三 线形 , 称 为 它 的 对 顶点 三 线 
形 〈 或 中 心 三 线形 ) 如 图 ,在 完全 四 线形 abcd 中 ,a， 
bod 是 它 的 四 条 边 ;P,Q,R,S,T,U 是 它 的 六 个 
顶点 ,其 中 m 5 Q.R 与 S.T 与 U 是 三 对 对 顶点 ;对 
顶点 连 线 c. yz 是 对 顶点 线 ;zyz 是 对 顶点 三 线形 . 
完全 四 线形 具有 调和 性 ,在 射影 几何 中 有 许多 应 用 . 

完全 四 线形 的 调和 性 (harmonic property of a 
complete quadrilateral) 完全 四 线形 的 基本 性 质 . 
即 完全 四 线形 中 ,每 共 点 四 线 都 是 调和 线束 ,每 共 线 
四 点 都 是 调和 点 列 . l 

帕 普 斯 定理 (Pappus theorem) 射影 几何 中 的 
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一 个 重要 定理 . AEH x 内 两 条 直线 Sl, 上 各 取 
三 个 点 A,» Bi,Ci 与 Az» B2, 
C， 则 三 对 直线 BC, 与 
BC, CGA: 5 C;A,, ALB; 与 
A,B, 的 交点 XYZ 共 线 ,这 
条 直线 称 为 帕 普 斯 线 . 帕 普 斯 
定理 提供 了 一 种 作 图 方法 . 当 
在 两 条 直线 上 已 知 三 对 射影 
对 应 点 时 ,可 以 作出 任意 第 四 点 的 对 应 点 . 帕 普 斯 
(Pappus,(A)) 的 著作 中 包含 了 许多 射影 几何 的 概 
念 ,如 对 合 、 非 调和 比 等 ,为 后 世 射 影 几 何 的 研究 提 
供 了 线索 . 

帕 普 斯 线 (Pappus line) 见 “ 帕 普 斯 定理 ”. 

一 维 射 影 对 应 (one-dimensional projective cor- 
respondence) 透视 对 应 的 推广 . 设 [zj 与 [xj 是 两 
个 一 维基 本 形 〈 点 列 或 线束 ), 吉 存在 2 个 一 维基 本 
形 Lz],Lr],…，Lzr], 形 成 下 列 2 十 1 次 透视 对 应 
链 : 

[c] AN En A De ne AN lad A Lr], 

则 [zj 与 Lz 之 间 的 对 应 称 为 射影 对 应 , 记 为 [xj 入 
[Lx]. 射影 对 应 是 一 一 对 应 , 且 关 系 “ 人 入” 是 等 价 关 
系 . 两 个 一 维基 本 形 ( 点 列 或 线束 ) 间 的 一 一 对 应 是 
射影 对 应 的 充分 必要 条 件 是 任何 四 元 素 的 交 比 与 其 
对 应 的 四 元 素 的 交 比 相等 . 两 个 一 维基 本 形 间 的 射 
影 对 应 是 透视 对 应 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 公共 元 
素 自 对 应 (参见 “射影 对 应 ”). 

施 陶 特 定理 (Staudt theorem) 确定 一 维基 本 
形 间 射影 对 应 的 定理 . 指 已 知 两 个 一 维基 本 形 间 任 
意 给 定 三 对 对 应 元 素 ,就 可 以 决定 惟一 的 射影 对 应 . 
冯 。 施 陶 特 (von Staudt,K.G.C. ) 经 过 长 时 期 的 精 
深思 考 , 以 非常 严密 的 公式 解决 了 不 依赖 任何 度量 ， 
完全 独立 地 建立 射影 几何 的 体系 . 

点 列 间 射 影 对 应 的 代数 表达 式 (algebraic ex- 
pression of projective correspondence of ranges) 
RN A A EL ZR] HY NA. a AT 
成 射影 对 应 的 点 列 的 底 , 上 上 的 点 了 的 齐 次 坐标 为 
Cx s22) ,其 对 应 点 已 的 齐 次 坐标 为 (zz 3), 则 该 
射影 对 应 的 代数 表达 式 是 


ae 
bi 1 = QZ, + a1; 


PX! y = An X, aps. 
这 里 113412507 san Bh te A BL » 0 是 齐 次 坐标 的 比例 
MH AFT II 
D= 


Qi; Aye 


Æ 0. 


C21 32 
经 常用 射影 对 应 的 代数 表达 式 来 定义 射影 对 应 . 由 
此 可 见 , 点 列 间 的 射影 对 应 必 是 非 奇异 线性 变换 . 反 
之 ,点 列 间 的 非 奇 异 线性 变换 必 是 射影 对 应 . 


— ot Bt R 3538 (one-dimensional projective tran- 
sformation) 38 & — HA JE Z lal S8 SEE mr. 如 
果 平 面 上 两 个 同类 的 一 维基 本 形 ( 同 为 点 列 或 线束 ) 
是 同 底 的 或 同心 的 , 则 称 为 重 葡 的 一 维基 本 形 . 两 个 
重 难 的 一 维基 本 形 的 射影 对 应 ,也 就 是 一 个 一 维基 
本 形 到 自身 的 射影 对 应 称 为 一 维 射影 变换 . 射影 变 
换 是 射影 对 应 的 特殊 情形 ,因此 其 代数 表达 式 也 是 
非 奇 异 线性 变换 (参见 "射影 变换 ”). 射影 对 应 还 可 
用 参数 法 表示 . 即 两 个 一 维基 本 形 ( 同 为 点 列 和 线 
RAAB 与 AA B 成 射影 对 应 的 充 要 条 件 是 任 
何 元 素 的 参数 4 与 对 应 元 素 的 参数 之 间 满 足 双 线 
性 方程 aAA +bA+cA'+d=0,8H #asboc.d 为 常数 
H ad 一 pc 天 0. 反 之 ,各 4,4 满足 双 线性 方程 , 则 A+ 
AB 与 4 十 XB 间 的 对 应 是 射影 对 应 . 

Be EAH (repeated fundamental form) J 
“一 维 射 影 变 换 ” 

一 维 对 合 对 应 (one-dimensional involutory co- 
rrespondence) 简称 对 合 , 是 特殊 的 一 维 射影 变 
换 . 在 两 个 重 亚 且 成 射影 对 应 的 一 维基 本 形 里 , 知 对 
于 任何 元 素 ,无 论 看 做 属于 第 一 基本 形 或 第 二 基本 
形 , 它 的 对 应 元 素 是 一 样 的 ,这 是 非 恒 同 的 一 维 射影 
变换 ,而 两 次 这 种 变换 的 乘积 
是 恒 同 变换 , 则 称 它 为 对 合 对 ~ Bor 
应 .在 对 合 对 应 里 每 对 对 应 元 
素 中 的 每 个 元 素 归 人 哪个 基本 形 都 可 以 . 例如 ,在 直 
Bl 上 取 定 O 点 ,对 于 上 EER RP RPK 
O 点 的 对 称 点 P'; 作为 已 的 对 应 点 , 则 这 个 射影 变 
换 是 一 个 对 合 . 点 O 与 无 穷 远 点 是 两 个 自 对 应 点 . 
两 个 重合 的 一 维基 本 形 4 十 4B 与 4 十 WB 成 对 合 对 
应 的 充分 必要 条 件 是 对 应 元 素 的 参数 4 与 满足 方 
程 aAA +bA+2 )+d=0,ad—' 40. 由 对 合 的 定义 
知 , 不 重合 的 两 对 对 应 元 素 决 定 惟一 对 合 对 应 ， 

Wg involution) ”对 合 对 应 的 简称 . 

同 素 射影 对 应 (equal element projective corre- 
spondence) 一 种 特殊 的 射影 对 应 . 即 同类 基本 形 
间 的 射影 对 应 . 例如 ,把 点 变 成 点 ,或 直线 变 成 直线 
的 射影 对 应 都 称 为 同 素 射 影 对 应 . 

自 对 应 元 素 (self-corresponding element) JF 
称 不 变 元 素 或 二 重 元 素 . 一 种 变换 中 的 特殊 元 素 . 指 


fe O dm) 


在 变换 下 不 变 的 元 素 . 

不 变 元 素 (invariant element) 即 “ 自 对 应 元 
X". 

二 重 元 素 (double element) 即 “ 自 对 应 元 素 ” 


一 维 射影 变换 的 自 对 应 元 素 (self-correspond- 
ing element of one-dimensional projective transfor- 
mation) ”一 种 变换 中 的 特殊 元 素 . 指 一 维基 本 形 在 
射影 变换 下 不 变 的 元 素 . 非 恒 同 的 一 维 射影 变换 可 
按 自 对 应 元 素 的 个 数 分 为 三 种 情形 :不 含有 自 对 应 


Bp x JU 何 


”元 素 , 含 且 仅 含 一 个 自 对 应 元 素 和 有 两 个 自 对 应 元 


素 . 这 三 种 射影 变换 分 别称 为 椭圆 型 的 .抛物 型 的 和 
双 曲 型 的 射影 变换 . 

椭圆 型 的 射影 变换 (elliptic projective transfor- 
mation) ”一 种 基本 射影 变换 . 指 不 含 自 对 应 元 素 的 
一 维 射 影 变 换 . 

抛物 型 的 射影 变换 (parabolic projective trans- 
formation) 一 种 基本 射影 变换 . 指 含 且 仅 含 一 个 
自 对 应 元 素 的 一 维 射 影 变 换 ， 

双 曲 型 的 射影 变换 (hyperbolic projective trans- 
formation) 一 种 基本 射影 变换 . 指 含 有 两 个 自 对 应 
元 素 的 一 维 射 影 变换 . 

二 维 射影 对 应 (two-dimensional projective cor- 
respondence) ”两 平面 则 的 射影 对 应 (参见 “射影 对 
Di"). 

— d Bt # E jA (two-dimensional projective 
transformation) 平面 的 射影 变换 (参见 “射影 对 
hi"). 

直射 变换 (collineatory transformation) 一 种 
基本 射影 变换 . 指 保持 同 素 性 与 结合 性 的 二 维 射 影 
变换 . 

xt Bt SFR (correlation) 一 种 基本 射影 变换 . 
指 平面 上 点 与 直线 或 直线 与 点 间 的 一 一 对 应 .平面 
到 目 身 的 对 射 变换 由 下 列 关 系 式 确定 


3 
pu' ; = b (1 = 1525933 plaz | £ 0, 


其 中 (zi) 是 平面 上 点 的 射影 坐标 , (w';) 是 与 (zi) 对 
应 的 直线 的 线 坐 标 . 

射影 空间 (projective space) ”射影 几何 研究 的 
基本 对 象 . 一 维 射 影 空间 亦 称 为 射影 直线 ,二 维 射影 
空间 亦 称 为 射影 平面 ,三 维 射影 空间 通常 简称 射影 
空间 . 当 ”>3 时 ,” 维 射影 空间 也 称 为 高 维 射影 空 
IR] ,用 P" Beas. n n> 2) BERT SY Ze [A] P" 可 以 看 做 一 
个 点 集 , 这 个 点 集 的 点 与 2 十 1 维 向 量 空间 V" a 
非 零 向 量 构成 一 一 对 应 (在 齐 次 坐标 的 意义 下 ). 设 
不 全 为 零 的 有 序数 组 Xi5X25'* Zu a 家 不 V” rh [n] 
量 的 坐标 , 则 称 istas sta A n 中 的 点 Cz) 的 齐 
次 射影 坐标 , 记 为 xz《zi,zz，… sd). Æ P PR 
T2 AA Ais Ars: 4 五 ,其 中 A15 A5 * + Anti dE 
线性 无 关 的 ,并 且 E 5 4 Aas Ane PER n 
点 也 是 线性 无 关 的 , 则 称 这 ”十 2 个 点 的 全 体 为 一 个 
射影 标 架 ,或 称 为 P" 中 的 一 个 射影 坐标 系 , 记 为 
(Ais Azt Anii, EF} Mi ig A {A EF}. Ais Ags, 
4,+1 称 为 标 架 的 顶点 ,五 称 为 单位 点 .建立 了 射影 坐 
标 系 后 ,可 以 用 解析 法 研究 射影 几何 . 

高 维 射 影 空 间 (higher dimensional projective 
space) WSR Z M”. 
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齐 次 射影 坐标 (homogeneous projective coordi- 
nates)” 见 “射影 空间 ”. 

线性 流 形 (linear manifold) 几何 学 中 的 常用 
概念 . 即 忆 "中 的 直线 ,二 维 平面 ,三维 平面 ,… n—1 
维 平 面 的 统称 . 

超 平面 (hnyperplane) P” 中 的 线性 流 形 . 坐标 
(zx) 满足 方程 uty Fuzzi H ttt FH Unti mO 的 点 的 
REA. INP uitst Unn DEAS. 

n t Bt E $4 (n-dimensional projective trans- 
formation) JPK n #EA AR. — n 维 变 换 . 指 
a 中 的 一 一 对 应 . 中 从 点 P(x 125 *** 24442 Æ 
到 点 P st sett Su ALAR NEA 

AD) = aya, F ax; F * F yn i Let 


Ax' ， = dag aC yta t =en Gn 1441? 


AUS e aed aig te ot pedites 
其 中 a; FE A au | 750. 则 这 点 变换 称 为 P”" 中 的 
射影 变换 ,又 称 直 射 变换 ， 

n 维 直 射 变 换 (n-dimensional collineation trans- 
formation) 即 “2 维 射影 变换 ”. 

n 维 对 射 变换 (n-dimensional correlation) 一 
Kn 维 变 换 . Hn 维 射 影 空间 中 的 点 (zx) 和 超 平面 
(wu OZ JR] BASE Ir. P 中 的 对 射 变换 方程 可 写 为 


n+l 


pul ; = 3 di G = 1,2,:,n zi 1), 
J71 


其 中 polan #0. 当 (ao) 为 对 称 和 矩阵 时 , 则 称 此 对 射 
为 配 极 或 配 极 变换 . 

配 极 变换 (transformation of polarity) W“n 
维 对 射 变 换 ” 

默 比 乌 斯 定理 (M6bius theorem) 射影 几何 的 
重要 定理 之 一 . 在 两 平面 7 与 +" 上 分 别 建立 坐标 
系 , 设 x 上 任意 四 个 不 同 点 P;(i 二 1,2,3,4) ,其 中 无 
三 者 共 线 ;x 上 任意 四 个 不 同 点 P';(i 二 1,2,3,4)， 
其 中 也 无 三 者 共 线 , 则 从 7 到 x 存在 惟一 一 个 非 奇 
异 线 性 变换 使 P: 对 应 P';(i 二 1,2,3,4). 默 比 乌 斯 
(M6bius ,A.F. ) 发 展 了 射影 几何 学 的 代数 方法 ,对 
19 世纪 射影 几何 的 进展 做 出 了 重要 贡献 . 

直线 上 的 射影 坐标 (projective coordinates on a 
straight line) 射影 直线 上 点 的 代数 表示 . 射影 直 
线 上 点 的 齐 次 坐标 (zzz) 以 及 由 齐 次 坐标 经 过 非 
奇 齐 次 线性 变换 


e / i 
PX, = AX, F aT, [Ay ay 


Æ 0 
pus 5m dad qp dai 49 
得 到 的 齐 次 坐标 (zz:) 都 称 为 这 个 点 的 射影 坐 
标 . 也 可 以 用 如 下 方式 引进 射影 坐标 :在 射影 直线 上 
取 不 重合 的 三 点 A1,As,, 由 这 三 点 构成 的 一 个 系 
BA,» 42; 上} 称 为 直线 上 的 一 个 射影 坐标 系 . Al, A， 
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称 为 基点 ,E 称 为 单位 点 . 设 是 这 条 直线 上 的 任 
一 点 , 则 可 以 得 到 一 个 交 比 
A= (AA, EP) = 2, 


这 一 对 有 序数 (xi,x;) 就 称 为 点 P 关于 射影 坐标 系 
CA A; EO LEE AB Bj. RAL, ALE 又 称 为 参考 
点 ,其 射影 坐标 分 别 为 A, (1,0), A,00,1),£01,1). 
直线 上 的 射影 坐标 具有 性 质 : 
1. 不 全 为 零 的 有 序数 对 (zi,x;) 表 示 射 影 直线 
iS Nee st 
2. BO E BAY AD EROT Car ed 5 On Y) VF 
0) 表 示 同 一 点 . 
射影 坐标 是 齐 次 仿 射 坐标 进一步 的 抽象 . 引进 
了 射影 坐标 ,就 可 以 用 有 序数 组 表示 点 的 位 置 , 用 解 
析 方 法 去 研究 射影 几何 . 
直线 射影 坐标 系 (linear projective coordinates 
system) 见 " 直 线 上 的 射影 坐标 ” 
平面 上 的 射影 坐标 (projective coordinates in a 
plane) 射影 平面 上 点 的 代数 表示 . 射影 平面 上 点 
的 齐 次 坐标 (zzrzyzs) 以 及 由 齐 次 坐标 经 过 非 奇 异 
线性 变换 
px, = diy, d aT aux. | ai du dg 
e = Ay) Ey + azz + anra, |an ad az|#0 
prs = 3X 1 十 assZ + gg’ as | a3, dzz das 
得 到 的 齐 次 坐标 (zz zs) 都 称 为 这 个 点 的 射影 
坐标 . 也 可 以 用 如 下 方式 引 
进 射 影 坐 标 :在 射影 平面 (二 
维 射影 空间 ) 上 取 不 共 线 的 
= Ai As As URAL 
三 点 决定 的 三 点 形 边 上 的 任 
一 点 五 ,这 四 点 构成 的 系统 
UA A 43 五 } 称 为 平面 上 的 射影 坐标 系 ( 如 图 ), 三 
点 形 Ais A2, As 称 为 坐标 三 点 形 ,点 五 称 为 单位 点 . 
设 P 为 平面 上 任 一 点 ,以 A, AUD E.P 投影 到 
直线 A,A; 上 得 到 A, A; 上 的 点 Ei, Pis 以 A, 为 中 心 
把 五 ,已 投影 到 AA 上 得 到 点 EP R 
AP: AE, AP AE: 
GPA pA TPA A 
WU SEEN ZA Cri str RAA PRP ACERO A KN 
射影 坐标 . 点 4 AA. E 称 为 参考 点 ,它们 的 射影 
坐标 分 别 为 A1(1,0,0),A,(0,1,0),A;(0,0,1)， 
E(1,1,1). 平 面 上 的 射影 坐标 具有 性 质 : 
不 全 为 零 的 有 序 三 数组 (zi,zr,zs) 表 示 射 影 
平面 上 的 一 个 点 . 
2. 成 比例 的 有 序 三 数组 (wis Tos ms) (Ya, 
Y 20923) (YAO) Ze [A — A. 


AKER = A JÉ (coordinate triangle) 见 “ 平 面 上 
的 射影 坐标 ”. 


空间 中 的 射影 坐标 (projective coordinates in 
space) 射影 空间 中 点 的 代数 表示 . 三 维 射影 空间 
中 点 的 齐 次 坐标 (ziyzsyzsyz) 以 及 由 齐 次 坐标 经 
过 非 奇 线性 变换 
PE dgrdqudut.agyX. dut. 
Dr, =at i tant oP ant s aam 


a / f J / 
OZ3 = aX CD ag 9 T dT 3 T Agu 49 


mu f / i f 
QX4 CANT T aX 2p T AT 3 T ATs 


#0 


Ay, Ago ie de 


射影 坐标 ,也 可 以 用 如 下 方式 引进 射影 坐标 . 在 三 维 
射影 空间 P* 中 取 不 共 面 的 四 点 AAA A, 以 及 
不 在 这 四 点 所 决定 的 四 面体 的 面 上 的 任 一 点 E B 
这 五 点 所 构成 的 系统 14 A AS AGGER PP vn 
的 射影 坐标 系 ( 如 图 ). 设 momon THRE HAE, 
A; A; AR E,A,,A; AE, A A, 所 决定 的 平面 .这 
三 个 平面 mm ,rs 和 7 与 直线 A,A A,A: 和 A,A; 分 
ITFA E EM E X] P? PEA Pi Pi,P;， 
P: 顺 次 表示 平面 PAsAh; 与 AA WZA PAA 与 
A, A, HZA PALA; 与 AAs 的 交点 , 令 


_ AP, AE, 
E EE PA o 
— A,P, : A,E, 
UUSC PA, EA,’ 
_ APs, AEs 
CUM PA, EAA,” 


Jil EX, EC Ba B] SEA ZA Cr te rec RAR PRE 

影 坐标 系 {4 Ars Aas Ask} MN bin. 这 时 四 面 
体 A14,4;4, 称 为 坐标 四 面体 ,五 称 为 单位 点 . 这 几 
个 参考 点 的 射影 坐标 分 别 为 A (1,0,0,0),A200,1, 
0,00,45(0,0,1,00,4,C0,0,0, D, ECL 1, 1; D. Æ 
标 四 面体 的 四 个 面 称 为 坐标 平面 ,它们 的 方程 分 别 


Bt 影 JL 何 


是 2, =0,2,.=0,23;=0,2,=0. 空间 中 点 的 射影 坐标 
具有 如 下 性质 : 

l; AS A= A WA IY WRUH (xis T25 £3921) RIR 
射影 空间 的 一 个 点 . 

à. 成 比例 的 有 序 四 数组 (ziyzayzayzi) 与 (YXzi， 
Yrs Y 235% 24) Q 350) RA [R] — A. 

坐标 四 面体 (coordinate tetrahedroid) W “Z 
间 中 的 射影 坐标 ”. 

二 阶 曲 线 (curve of order 2) 平面 射影 几何 的 
dE SEM AR. 设 在 平面 上 点 的 齐 次 仿 射 坐标 或 射 
影 坐 标 为 (zi,zz,zs), 则 满足 三 元 二 次 齐 次 方程 


3 
2 ae == 05a;; = Q ji 


的 点 的 全 体 称 为 二 阶 曲线 . 这 里 a, ALMA BDA 
一 个 不 是 零 . 该 方程 称 为 这 二 阶 曲线 的 方程 , (a) 称 

为 系数 和 矩阵. 邦 系数 矩阵 的 行列 式 |ai| 关 0, 则 二 阶 
曲线 称 为 非 退 化 的 ,否则 称 其 为 退化 的 . 退化 的 二 阶 
曲线 是 两 条 直线 (可 以 是 虚 直 线 ). 在 射影 平面 上 ,成 
射影 对 应 的 两 个 线束 的 对 应 直线 的 交点 的 集合 是 二 
阶 曲线 (参见 本 卷 4 平 面 解 析 几 何 》 中 的 “二 次 曲 
线 ”). 

非 退 化 的 二 阶 曲线 Cnondegenerate curve of or- 
der 2) Jl“ br Hh”. 

iB 4L AY — Br H £& (degenerate curve of order 2) 
见 "二 阶 曲 线 ” 

二 级 曲线 (curve of class 2) 平面 射影 几何 研 
Jt BH) dE ROS AR. 若 平面 上 直线 的 齐 次 坐标 为 [xi sus. 
us , 则 满足 三 元 二 次 齐 次 方程 


"n u;u; = 0 (aij; = ag) 


的 直线 的 全 体 称 为 二 级 曲线 . 这 里 a;j 为 实数 且 至 人 少 
有 一 个 不 是 零 . 该 方程 称 为 二 级 曲线 的 方程 ,(a;;) 称 
为 系数 矩阵 . Er ROB PERITI XU las 750. — 2x 
曲线 称 为 非 退 化 的 ,否则 称 为 退化 的 . 退化 的 二 级 曲 
线 是 两 个 点 .在 射影 平面 上 ,成 射影 对 应 的 两 个 点 列 
对 应 点 的 连 线 的 集合 是 二 级 曲线 . 

非 退 化 的 二 级 曲线 (nondegenerate curve of 
class 2)” 见 “二 级 曲线 ”. 

退化 的 二 级 曲线 (degenerate curve of class 2) 
见 “ 二 级 曲线 ”. 

麦克 劳 林 定理 (Maclaurin theorem) 射影 几 
何 中 的 著名 定理 之 一 . 在 平面 上 ,一 条 非 退 化 的 二 阶 
曲线 的 切线 的 集合 是 一 条 非 退 化 的 二 级 曲线 ; 反 过 
来 ,一 条 非 退 化 的 二 级 曲线 的 切 点 的 集合 是 一 条 非 
退化 的 二 阶 曲线 . 这 个 定理 称 为 二 阶 曲 线 与 二 级 曲 
线 的 麦克 劳 林 定理 .由 于 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 有 这 
样 的 对 偶 关 系 , 所 以 在 射影 几何 里 ,二 阶 曲线 与 二 级 
曲线 统称 为 二 次 曲线 . 麦克 劳 林 (Maclaurin,C. ) 在 
他 的 著作 《有 机 几何 学 》(1720) 中 ,推广 了 牛顿 
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(Newton, I. ) 和 斯 特 林 (Stirling,J. ) 等 关于 圆锥 曲 
线 和 高 阶 代数 曲线 的 研究 . 

二 次 曲线 (quadratic curve) W “Æ m Sg 4k E 
理 ”, 并 参见 本 卷 4 平 面 解析 几何 》 同 名 条 . 

= Br Hh AY A n 点 形 (inscribed n-gon of 
curve of order 2) 顶点 都 在 一 个 非 退 化 二 阶 曲线 
上 的 AB. Ath BCA AYRES YT 
点 都 在 一 个 非 退化 二 阶 曲线 上 , 则 这 个 半点 形 称 为 
该 二 阶 曲线 的 内 接 ”点 形 ( 简 单 的 或 完全 的 ). 

二 级 曲线 的 外 切 n Be TÉ (circumscribed n-side 
of a secondary curve) 边 都 属于 一 个 非 退化 二 级 
曲线 的 守 线形 .者 一 个 ?2 线形 (简单 的 或 完全 的 ) 的 
边 都 属于 一 个 非 退 化 的 二 级 曲线 , 则 这 个 线形 称 
为 该 二 级 曲线 的 外 切 2 线形 (简单 的 或 完全 的 )， 

帕斯卡 定理 (Pascal theorem) 射影 几何 的 著 
名 定理 之 一 .内 接 于 一 个 非 退 化 二 阶 曲线 的 简单 六 
点 形 的 三 组 对 边 的 交点 共 线 ,此 直线 称 为 帕斯卡 直 
线 . 这 个 定理 称 为 帕斯卡 定理 . 帆 斯 卡 定理 的 逆 定 理 
也 成 立 . 即 : 知 简单 六 点 形 的 三 组 对 边 的 交点 共 线 ， 
则 此 六 点 形 内 接 于 一 个 二 阶 曲线 . 大 给 定 二 阶 曲 线 
a 60 个 不 同 的 简单 六 点 形 ， 
根据 帕斯卡 定理 ,每 一 个 六 点 形 有 一 条 帕斯卡 线 ,一 
共有 60 条 帕斯卡 线 . 这 60 条 直线 所 构成 的 图 形 , 称 
为 由 氏 构 图 . 帕斯卡 定理 提供 了 已 知 二 阶 曲线 上 五 
个 点 ,用 直 尺 求 作 这 条 曲线 上 任意 多 个 其 他 点 的 作 
图 方法 . 帕斯卡 定理 与 布 里 昂 雄 定理 是 互相 对 侦 的 
定理 .帕斯卡 (Pascal,B. 216 岁 时 发 现 帕斯卡 定理 ， 
他 由 此 定理 导出 400 余 条 推论 ,写成 《圆锥 曲线 论 》 
(1640). 这 是 自 阿 波 罗 尼 奥 斯 (Apollonius, (P)) LA 
来 圆锥 曲线 论 的 重大 进步 . 

fid FG #4 FA (Pascal configuration) 
定理 ”. 

帕斯卡 线 (Pascal line) 见 “ 帕 斯 卡 定 理 ”. 

布 里 昂 雄 定理 (Brianchon theorem) 8] & JL 
何 的 著名 定理 之 一 . 外 切 于 一 个 非 退 化 二 级 曲线 的 
简单 六 线形 的 三 对 对 顶点 的 连 线 共 点 ,此 点 称 为 布 
里 昂 雄 点 . 此 定理 是 布 里 昂 雄 (Brianchon,C.J.) 于 
1806 年 发 现 的 . 它 的 逆 定 理 也 成 立 , 即 : 知 简 单 六 线 
形 的 三 对 对 顶点 的 连 线 共 点 , 则 此 六 线形 外 切 于 一 
个 二 级 曲线 . 车 给 定 二 级 曲线 的 六 条 切线 , 则 可 得 到 
60 个 不 同 的 简单 六 线形 . 根据 布 里 昂 雄 定理 ,每 一 
六 线形 有 一 个 布 里 昂 雄 点 ,总 共有 60 dp E ES E 
点 .这 60 个 点 所 构成 的 图 形 , 称 为 布 氏 构 图 . Tp E 
雄 定 理 提供 了 已 知 二 级 曲线 上 五 条 切线 ,用 直 斥 求 
作 这 曲线 上 任意 多 条 其 他 切线 的 作 图 方法 . 布 里 昂 
雄 定 理 与 帕斯卡 定理 是 互相 对 偶 的 . 

布 氏 构图 (Brianchon configuration) 
昂 雄 定理 ”. 
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布 里 昂 雄 点 (Brianchon point) J“ 47 HB. EA GE 
定理 . 

二 阶 曲 线 的 极点 (pole of curve of order 2) 8j 
影 几 何 的 基本 概念 之 一 . 给 定 一 个 非 退 化 的 二 阶 曲 
ROARED EWA Pot PARRA FM, 
M,,4Q 8% HR PM, E— K, H (MM, PQ) 
=—1, WR PSQKTFIWHAT WAH PRR 
FTES. APAFA T AH 
点 的 轨迹 是 一 条 直线 , 称 为 点 书 HRA PRA 
这 直线 的 极点 .特点 己 在 二 阶 曲线 上 , 则 规定 其 极 
线 就 是 它 的 切线 . 反之 ,切线 的 极点 就 是 它 的 切 点 . 
这 样 , 对 于 非 退 化 的 二 阶 曲 线 , 极 点 和 它 的 极 线 之 间 
就 建立 了 一 一 对 应 的 关系 . 如 果 二 阶 曲 线 为 


po XiX; = 0 (ai = ay), 
则 点 POPs» pss p RET TER 
Zaspa, = 0 (a; = aj). 


Bw s HZ J Y P Cpi» pi p; BAS 
可 由 下 列 方程 组 解 出 
aj i 十 Apps T aps = Ul, 
jsp + azp: + azp = Urs 
43 Dy + dis; 十 dass = Us. 
= Bir H Ee AY $R £ (polar line of curve of order 
2) 见 “ 二 阶 曲线 的 极点 ”. 并 参见 本 卷 《平面 解析 几 
何 》 中 的 “二 次 曲线 的 极 线 ” 
平面 上 的 配 极 原则 (principal of polarity in 
plane) 射影 平面 上 一 个 特殊 对 应 规律 . 对 给 定 的 
二 阶 曲线 AAR p 的 极点 在 直线 g 上 , 则 直线 g 的 
极点 也 在 上 上 . 这 个 原则 称 为 配 极 原则 . 也 可 以 把 
以 上 结论 的 对 偶 命 题 称 为 配 极 原 则 , 即 : 对 给 定 的 二 
阶 曲线 ,者 点 书 的 极 线 通过 点 Q, 则 点 Q@ 的 极 线 也 
通过 点 P. 


自 配 极 三 点 形 (self-polar triangle) 亦 称 自 共 
Hg — SIG. 一 种 特殊 的 三 点 形 . 指 三 个 顶点 天 于 给 定 


二 阶 曲线 都 是 对 边 的 极点 的 三 点 形 ( 如 图 ). 

A +H = A Æ (self-conjugate triangle) Bil 
“ 目 配 极 三 点 形 ” 

极 圆 (polar circle) 5 
一 个 三 角形 有 关 的 圆 . 以 三 角 
形 的 垂 心 为 中 心 ,使 该 三 角形 
RA B 35 = f87E A 
该 三 角形 的 极 圆 . 图 中 圆 O 
即 八 ABC 的 极 圆 . 

平面 上 的 配 极 变换 (transformation of polarity 
in plane) 平面 上 极点 与 极 线 间 的 对 应 关系 . 对 于 
非 退 化 的 二 阶 曲线 ,极点 与 极 线 构成 点 与 直线 之 间 


的 一 一 对 应 , 即 给 定 一 点 ,有 一 条 直线 (已 知 点 的 极 
线 ) 和 它 对 应 ;反之 ,给 定 一 直线 ,有 一 点 (已 知 直线 
的 极点 ) 和 它 对 应 . 这 种 对 应 称 为 关于 这 二 阶 曲线 的 
配 极 变 换 . 若 二 阶 曲线 为 


3 
> apn = 0 (a; = aj), 
i,7=) 
la: 750. Ñ d reais eae ;sj， 则 
pu; = Men (ai = aj ,1 = 1,2,3) 


就 是 配 极 变换 的 代数 表达 式 . 配 极 变换 使 得 以 点 为 
元 素 的 图 形 转 变 为 以 直线 为 元 素 的 图 形 , 使 以 直线 
为 元 素 的 图 形 转变 为 以 点 为 元 素 的 图 形 . 按 配 极 变 
换 互 相 转 变 的 两 个 图 形 , 称 为 互 为 配 极 的 图 形 . 例 
如 ,四 点 形 的 配 极 图 形 是 四 线形 ,四 线形 的 配 极 图 形 
是 四 点 形 . 配 极 变 换 是 一 种 对 偶 变 换 , 使 图 形变 为 其 
对 偶 图 形 ,使 射影 性 质变 为 其 对 偶 性 质 . 

配 极 图 形 (polar figures) ZRERJE 98 IDE . 有 特 
殊 关 系 的 两 个 图 形 . 指 在 配 极 变换 下 成 配 极 对 应 的 
两 个 图 形 . 

H i BAZ (conjugate figures) BP MA KÆ”. 

二 阶 曲 线 的 奇异 点 (singular point of curve of 


order 2) 二 阶 曲线 上 的 特殊 点 ,简称 育 点 . 即 二 阶 
曲线 

2 QijXiXj=0 《ai 一 Qi 
上 满足 条 件 


QjXi 十 aX 十 aiT; = 0， 

QziZ1l 十 aT, 十 A,r, = Q, 

Q31X1 十 dazZs 十 azz; = 0， 
的 点 PC(pi,pz,ps). 二 阶 曲线 非 退 化 的 充分 必要 条 
件 是 无 奇异 点 . 退化 二 阶 曲线 必 有 奇异 点 (可 以 是 虚 
RO! ASABE i) WREST 2 时 ,有 惟一 奇异 
点 ; 当 (aij) 的 秩 等 于 I 时 ,有 无 穷 多 个 奇异 点 ,它们 
在 同一 条 直线 上 . 二 阶 曲线 的 奇异 点 有 简单 的 几何 
意义 :二 阶 曲 线 上 一 点 是 奇异 点 的 充分 必要 条 件 是 
它 与 曲线 上 任何 点 的 连 线 含 于 此 曲线 上 (参见 本 卷 
《平面 解析 几何 ) 中 的 “二 次 曲线 的 奇 点 ”). 

二 阶 曲 线 的 射影 分 类 (projective classification 

of curve of order 2) 二 阶 曲 线 的 一 种 分 类 方法 . 指 
用 射影 等 价 关 系 对 二 阶 曲 线 进行 的 分 类 . 射影 平面 
上 的 二 阶 曲线 


Dawes = 0 (ay = aj) 


的 集合 在 射影 群 之 下 分 为 五 个 射影 类 ， 其 标准 方程 
和 曲线 名 称 分 别 为 ， 

Laer — x3=0, 非 退 化 的 实 二 阶 曲线 . 

2. Xl 十 Zz 十 二 0, 非 退化 的 虚 二 阶 曲线 . 

3. x1—2$—0,—X] RAR. 


Bt 影 JL 何 


4. Xi 十 Xi 一 0, 一 对 虚 直 线 . 

5. Xi 二 0, 一 对 重合 直线 . 

在 同一 类 里 的 任意 两 条 二 阶 曲线 射影 等 价 , 即 
存在 某 一 射影 变换 ,将 其 中 一 条 曲线 变 为 男 一 条 曲 
线 . 而 不 同类 中 的 任意 两 条 曲线 不 射影 等 价 . 

二 阶 曲 线 上 的 射影 变换 (projective transforma- 
tion on curves of order 2) 一 种 特殊 的 射影 变换 . 
奉 在 二 阶 曲 线 的 点 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ,使 得 二 阶 
曲线 上 任意 一 点 与 各 组 对 应 点 相连 所 构成 的 两 个 线 
束 是 射影 对 应 的 , 则 称 在 二 阶 曲线 上 建立 了 射影 变 
换 .二 阶 曲线 称 为 底 . 如 图 , 独 
OCA, BCA AO ANB 
C',--2,WJ A— A', B>B’',C 
一 C ,- Ut 4E DT ERA 
(A,B,C) ACA. B,C, 

…) ,也 称 它 们 为 二 阶 曲线 上 
SHE 点 列 . 射影 变换 与 O 
点 的 取 法 无 关 . 二 阶 曲 线 上 的 射影 变换 由 三 组 对 应 
点 惟一 决定 . 知 给 了 二 阶 曲线 上 的 一 个 射影 变换 , 则 
对 于 任意 两 组 对 应 点 M,M 与 N,N' ,直线 MN! S 
M'N 的 交点 总 在 一 条 确定 的 直线 上 ,这 条 直线 就 是 
已 知 变换 的 透视 轴 . 

二 阶 曲 线 上 的 对 合 (involution on a curve of 
order 2) Z Br Hi Zk E 8 — RU RPAH ERA 
二 阶 曲线 上 的 点 之 间 建 立 了 非 恒 等 的 一 一 对 应 ,以 
曲线 上 任 一 点 为 中 心 与 曲线 上 对 应 点 的 连 线 构成 两 
个 线束 ,如 果 这 两 个 线束 是 对 合 的 , 则 称 在 二 阶 曲线 
上 所 建立 的 对 应 是 对 合 . 二 阶 曲 线 上 的 对 合 由 两 对 
对 应 点 惟一 确定 . 

二 阶 曲 面 (surface of order 2) 空间 射影 几何 
研究 的 基本 对 象 . 设 空间 中 点 的 齐 次 坐标 或 射影 坐 
标 为 (ziyziyzsyzi), 则 满足 四 元 二 次 齐 次 方程 


Meza = 0 Cay = aj) 


的 点 的 全 体 称 为 二 阶 曲面 . 这 里 a, ARMA BY 
个 不 为 零 . 该 方程 称 为 二 阶 曲面 的 方程 . (ai) 称 为 系 
FEE. 铬 系数 矩阵 的 行列 式 |a;;| 关 0, 则 二 阶 曲面 
称 为 非 退 化 的 ,否则 称 其 为 退化 的 . 在 射影 空间 中 ， 
成 射影 对 应 的 两 个 平面 束 对 应 平面 的 交 线 的 轨迹 是 
一 个 二 阶 曲面 (参见 本 卷 《 空 间 解 析 几 何 ) 中 的 “二 次 
曲面 ”). 

非 退 化 二 阶 曲面 Cnondegenerate surface of or- 
der 22 WL“ Hm”. 

iR 44 — Br H ff] (degenerate surface of order 2) 

见 “ 二 阶 曲面 ” 并 参见 本 卷 4 空 间 解 析 几 何 》 中 的 

“退化 二 次 曲面 ”. 

二 阶 曲 面 的 极点 (pole of a surface of order 2) 


空间 射影 几何 的 基本 概念 之 一 . 在 射影 空间 中 ,给 定 
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一 个 非 退 化 的 二 阶 曲面 之 和 不 在 之 上 的 一 点 一 ,过 
PES HAAS FAA MM, AQ 是 割 线 上 一 
点 且 交 比 CMWMW,PQ)= 一 1, 则 称 点 已 与 点 Q 关于 
DAMER PHSQRAPMAH G.S P 的 共 
TRA LIF e-PRO RAR P 关于 的 极 面 . 
点 PRARPEHKT SARA. 铬 点 了 在 之 上 ， 
则 它 的 极 面 就 是 过 这 点 的 切面 . 

二 阶 曲 面 的 极 面 (polar plane of a surface of 
order 2)” 见 “ 二 阶 曲面 的 极点 ”. 

空间 中 的 配 极 原则 (polarity principle in space) 
亦 称 配 极 原 理 . 射影 空间 中 一 种 特殊 的 对 应 规律 . B 
对 于 一 个 给 定 的 二 阶 曲面 ,如 果 点 了 在 点 Q@ 的 极 面 
上 , 则 点 人 也 在 点 书 的 极 面 上 .上述 原则 也 可 对 偶 
地 叙述 为 :对 于 一 个 给 定 的 二 阶 曲 面 , 奉 点 了 的 极 
面 通过 点 @, 则 点 Q 的 极 面 也 通过 点 P. 这 两 个 平面 
称 为 一 对 共 轿 平面 . 

空间 中 的 配 极 原 理 (polarity principle in space) 
即 “ 空 间 中 的 配 极 原 则 ”. 

H op =F TA (conjugate planes) 
极 原则 ”. 

itm Be (conjugate lines) 成 对 出 现 的 两 条 
直线 . 在 射影 空间 中 ,给 定 一 个 非 退化 的 二 阶 曲面 
2 空间 中 每 一 点 己 都 有 一 个 确定 的 极 面 ,对 于 空 
间 中 的 一 个 点 列 , 其 对 应 的 极 面 构成 一 个 平面 束 , 这 
个 平面 束 的 轴 与 点 列 的 底 称 为 关于 二 阶 曲 面 之 的 一 
XI 3E fo H. 

El Bc th EU mE TÉ (self-polarity tetrahedron) Jf 
称 自 配 极 四 面体 ,是 关于 二 阶 曲 面 之 的 特殊 四 面体 . 
在 射影 空间 中 , 奉 一 个 四 面 形 的 每 个 顶点 都 是 其 对 
面 关 于 之 的 极点 , 则 这 个 四 面 形 称 为 自 配 极 四 面 形 . 

自 配 极 四 面体 (self-polarity tetrahedron) BẸ 


Ji," zs [8] P B8 Bic 


“ 自 配 极 四 面 形 ”. 
二 阶 曲 面 的 奇异 点 (singular point of a surface 
order 2) 二 阶 曲面 上 特殊 的 点 ,简称 奇 点 .二 阶 曲 


面 


4 
> 4; r;r; = 0 (aj = aj) 
i j=l 


上 满足 条 件 


4 
> ae = 0 @=1,2,3,4) 


的 点 PC pis pos pss pa). 二 阶 曲面 非 退化 的 充分 必要 
条 件 是 无 奇 点 . 退化 的 二 阶 曲面 必 有 奇 点 (可 以 是 虚 
点 ), 且 当 (a;)) 的 秩 为 3 时 ,曲面 只 有 一 个 奇 点 ; 秩 等 
于 2 时 ,曲面 有 一 条 奇 点 组 成 的 直线 ; 秩 等 于 1 时 ， 
有 一 个 奇 点 组 成 的 平面 (参见 本 卷 《 空 间 解 析 几 何 》 
中 的 “二 次 曲面 的 奇 点 ”). 

二 阶 曲 面 的 射影 分 类 (projective classification 
二 阶 曲 面 的 一 种 重要 的 分 


of surfaces of order 2) 
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类 法 . 在 实 射 影 变 换 下 ,所 有 的 实 二 阶 曲 面 分 成 八 个 

射影 类 ,其 标准 方程 分 别 为 : 
]. zi 十 2 十 2 一 2 一 0. 
2. ri Hri tHe Hri 0. 
3. xi xi— xi— ri-—0. 
4. xid-xi-d-xi—0. 
5. xi d xi— xi-—0. 
6. r? +H r= 0. 
7. r? — r= 0. 
8.470. 


这 八 种 二 阶 曲面 分 别 有 如 下 的 特征 : 


1. 无 奇 点 ,有 实 点 ,无 实 母 线 . 

2. 无 奇 点 ,无 实 点 . 

3. 有 两 族 实 母 线 . 

4. 有 惟一 奇 点 ,有 虚 母 线 . 

5. 有 惟一 奇 点 ,有 实 母线 . 

6. 一 对 共 斩 虚 平面 (有 一 条 直线 的 奇 点 ). 

7. 一 对 不 重合 的 实 平面 (有 一 条 直线 的 奇 点 )， 
8. 一 对 重合 平面 (有 一 个 平面 的 奇 点 ). 


几何 基础 


几何 基础 (foundation of geometry) 几何 学 的 
一 门 分 科 . 它 研究 公理 系统 的 结构 及 构成 一 套 完 整 
的 公理 体系 所 应 满足 的 条 件 , 并 在 一 组 几何 公理 系 
统 的 基础 上 利用 严密 的 逻辑 推理 展开 对 这 种 几何 全 
部 内 容 的 研究 .几何 基础 作为 几何 学 的 一 个 分 文学 
科 , 其 内 容 一 般 包 括 欧 几 里 得 几何 及 非 欧 几何 . 对 于 
非 欧 几何 一 般 重 点 研究 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 . 

据 历史 记载 ,最 早 的 几何 基础 著作 是 欧 几 里 得 
(Euclid) 的 《原本 》, 这 本 书 是 在 一 系列 定义 、 公 理 、 
公设 的 基础 上 , 按 着 逻辑 发 展 把 一 系列 命题 排列 起 
来 ,并 且 用 严格 的 演绎 法 给 出 了 命题 的 证 明 . 但 是 ， 
用 现代 数学 的 观点 来 看 《原本 》 所 建立 的 公理 法 存 
在 着 一 些 缺 点 . 例如 欧 几 里 得 在 定义 点 、 线 、 面 时 , 采 
用 的 是 一 种 直观 的 描述 ,而 在 后 面 的 论证 中 又 都 没 
有 用 到 这 些 定义 ;但 (4 原本) 最 主要 的 缺陷 是 公理 体 
系 存在 漏洞 ,这 些 漏 洞 表 现在 诸多 命题 的 论证 中 不 
自觉 地 借助 于 直观 或 利用 了 所 列 出 的 公理 和 公设 无 
法 证 明 的 事实 . 欧 几 里 得 以 后 的 一 些 数学 家 在 长 达 
两 千年 以 上 的 时 间 里 ,都 注意 到 并 企图 消除 《原本 》 
中 在 逻辑 上 存在 的 缺点 ,其 中 对 第 五 公设 的 试 证 导 
致 了 非 欧 几何 的 诞生 . 

希 尔 伯 特 (Hilbert ,D. ) 对 欧 氏 几何 进行 了 长 期 
的 研究 ,1899 年 ,他 发 表 了 《几何 基础 一 书 ,从 而 建 
立 了 完善 的 几何 学 的 公理 系统 ,使 得 (原本 》 的 缺陷 
都 得 到 了 修正 . 在 这 部 著作 中 , 希 尔 介 特首 先 列 出 不 


加 定义 的 基本 概念 (也 称 原 始 概念 ) :点 ,直线 ,平面 ， 
e EME 中 间 ,合同 等 .然后 引进 五 组 公 
理 : 第 工 组 :结合 公理 ;第 工 组 :顺序 公理 ;第 开 组 : 合 
同 公理 ;第 组 :平行 公理 ;第 V 组 :连续 公理 . 依据 
希 尔 伯 特 公理 体系 可 以 纯 逻 辑 地 推出 欧 氏 几何 的 全 
部 定理 和 命题 而 无 需 借助 于 任何 直观 . 希 尔 伯 特 还 
提出 了 公理 系统 的 三 个 基本 问题 , 即 公 理 系统 的 无 
矛盾 性 ( 相 容 性 ,协调 性 或 和 谐 性 ), 独 立 性 和 完备 
性 . 几何 学 基础 研究 的 发 展 引 起 了 代数 学 基础 的 研 
究 , 建 立 了 群 的 公理 , 环 的 公理 以 及 体 的 公理 ,从 而 
形成 了 近世 代数 这 一 门 学 科 , 进 而 研究 整个 数学 以 
及 数理 逻辑 ,这 些 都 是 近代 数学 家 们 广泛 研究 的 对 
象 . 不仅 如 此 ,几何 基础 的 研究 以 及 公理 化 方法 的 影 
响 已 扩大 到 其 他 学 科 领 域 , 对 整个 科学 的 进展 起 了 
重要 作用 . 

欧 几 里 得 第 五 公设 (Euclidean fifth postulate) 
见 本 卷 《平面 几何 ) 同 名 条 . 

等 价 命题 (equivalence propositions) 满足 等 
价 关系 的 命题 .已 知 两 命题 A.B 及 公理 系统 之 , 若 
Dt+A>B,HX+B>A, RAS BRFABR 
统 之 是 等 价 的 . 关于 同一 公理 系统 >, 关 4 与 B 等 
价 , 且 B 与 C 等 价 , 则 4 与 C SEDE BWA BHA 
逻辑 ) 中 的 “等 值 命题 ”. 注意 , 虽 在 形式 逻辑 中 两 者 
是 同义词 ,但 在 几何 基础 中 却 增 加 了 “同一 公理 系 
统 ” 的 限制 ). 

第 五 公设 的 等 价 命 题 (equivalent propositions 
of the fifth postulate) 与 欧 氏 平行 公理 等 价 的 命 
题 . 从 欧 几 里 得 (Euclid) 的 4 原本》 问世 ,直到 19 tit 
纪 末 ,第 五 公设 的 试 证 一 直 是 几何 学 里 最 流行 的 问 
题 之 一 . 这 些 试 证 全 失败 了 . 其 原因 大 多 是 ,它们 的 
作者 不 知 不 党 地 引用 了 与 第 五 公设 等 价 的 命题 . E 
E 9] X jp AE CJlo6auenckun, H. V. ) 等 解决 了 这 个 问 
题 : 不 利用 等 价 命 题 ,第 五 公设 不 能 证 明 ” 与 第 五 
公设 等 价 的 命题 有 很 多 ,以 下 列举 才干 . 在 结合 公 
理 \ 顺 序 公理 ,合同 公理 的 基础 上 与 第 五 公设 等 价 的 
命题 有 : 

1. 共 面 不 交 的 二 直线 被 第 三 条 直线 所 截 成 的 同 
位 角 合 同 . 

2. 对 于 任何 直线 a 和 不 在 其 上 的 任何 点 4, 至 
多 有 一 直线 通过 AH a 共 面 不 交 . 

3. 在 一 平面 上 ,一 直线 的 垂 线 和 和 斜 线 必 相 区， 

4. 过 不 共 线 的 三 点 恒 有 一 圆 . 

5. 三 角形 三 高 线 共 点 . 
.过 任何 角 内 任 一 点 , 必 可 引 直 线 与 此 角 的 两 
边 都 相交 等 . 

在 结合 公理 ,顺序 公理 ,合同 公理 ,连续 公理 的 
基础 上 与 第 五 公设 等 价 的 命题 有 : 

7. 任何 三 角形 的 内 角 和 等 于 x. 


c» 
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8. 有 一 个 三 角形 其 内 角 和 等 于 r. 

9. 直角 三 角形 斜 边 长 度 的 平方 等 于 两 直角 边 长 
度 的 平方 之 和 ( 勾 股 定理 ). 

10. 有 两 三 角形 其 三 对 对 应 角 合 同 而 本 身 不 合 
同 . 

11. 在 一 平面 上 ,有 一 锐角 ,其 一 边 之 垂 线 必 与 
万 一 边 相 区， 

12. 存在 一 直线 a 及 此 线 外 一 点 4, 过 4 至 多 
有 一 直线 与 a HAA. 

其 他 等 价 命题 不 再 列举 . 

几何 公理 (axioms of geometry) 几何 学 术语 . 
指 几 何 学 中 不 加 证 明 而 取 作 证 明 根 据 的 命题 . 首先 
较 系 统 地 采用 公理 的 是 欧 几 里 得 (Euclid). 1899 年 ， 
4s ^R IE RE Hilbert, D. ) 发 表 了 《几何 基础 》 一 书 , 提 
出 了 一 套 严 格 的 几何 公理 体系 一 一 希 尔 伯 特 公理 体 
系 . 它 包括 八 个 基本 概念 和 五 组 公理 ,分 别 是 结合 公 
理 , 顺 序 公理 ,合同 公理 ,平行 公理 和 连续 公理 . 现今 
说 的 欧 氏 几何 公理 通常 就 指 这 五 组 公理 . 除 此 以 外 ， 
还 有 罗氏 几何 的 公理 ,射影 几何 的 公理 , 仿 射 几何 的 
公理 等 .不 同 的 公理 产生 不 同 的 几何 学 ,都 称 为 “ 公 
理 法 几何 ”. 

公理 系统 的 基本 问题 (fundamental problems 
of an axiomatic system) 构成 公理 系统 的 基本 要 
R. 利用 公理 法 建立 某 一 学 科 公 理 结构 时 要 考虑 公 
理 系统 的 三 个 基本 问题 即 ; 无 予 盾 性 ( 亦 称 相 容 性 、 
协调 性 、 和 谐 性 ) ,独立 性 和 完备 性 ( 亦 称 范畴 性 ). 所 
请 公理 系统 的 无 矛盾 性 ,是 指 由 此 公理 系统 不 可 能 
推出 两 个 互相 歼 盾 的 命题 . 无 矛盾 性 是 选择 公理 系 
统 的 必要 前 提 , 和 否则 将 毫 无 意义 .所 谓 公 理 系 统 的 独 
立 性 是 指 公 理 系统 中 的 每 个 公理 被 列 为 公理 都 是 必 
要 的 , 即 它 不 是 其 余 公 理 的 推论 ,都 有 独立 存在 的 必 
要 .公理 系统 的 完备 性 是 指 此 公理 系统 的 模型 在 同 
构 的 意义 下 是 惟一 的 . 

公理 化 方法 (axiomatic method) ”归纳 整理 与 
总 结 知识 ,建立 某 一 学 科 体 系 的 方法 . 指 从 少数 不 加 
定义 的 原始 概念 和 不 加 证 明 的 公理 出 发 ,运用 逻辑 
演绎 的 方法 推出 该 学 科 中 的 其 他 定理 . 

最 早 采 用 公理 化 方法 的 是 欧 几 里 得 (Euclid). 
他 在 总 结 前 人 成 果 的 基础 上 ,从 少数 定义 、 五 个 公理 
和 五 个 公设 出 发 ,用 逻辑 推理 方法 建立 了 第 一 个 几 
何 学 的 公理 体系 ,写成 (原本) 一 书 . 到 19 世纪 末 ,和 希 
尔 伯 特 CHilbert,D. ) 克 服 了 《几何 原本 ) 中 存在 的 一 
些 缺 点 ,在 他 的 著作 《几何 基础 X1899) 中 把 欧 氏 几 
何 公理 系统 中 不 完备 的 地 方 补充 完善 . 

关于 公理 系统 有 三 个 重要 问题 ;无 矛盾 性 、 独 立 
性 和 完备 性 (范畴 性 ). 对 公理 系统 的 无 矛盾 性 , 非 欧 
几何 的 发 现 者 高 斯 (Gauss ,C. F. 2 DE /K Z3 (Bolyai, 
J. 》、 罗 巴 切 夫 斯 基 (JIo6aueBckHi,H. H. ) 以 及 比 他 们 
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更 早 的 朗 伯 (Lambert,J. H. ) 等 人 都 已 意识 到 必须 
保证 系统 整体 的 无 了 矛盾 性 或 称 协 调 性 , 即 不 能 从 公 
理 推出 两 个 彼此 矛盾 的 命题 < 与 ia, 其 中 表示 
否定 或 非 . 在 《几何 基础 中 , 希 尔 伯 特 把 欧 氏 几何 的 
无 矛盾 性 建立 在 实数 理论 的 无 矛盾 性 上 . 1904 年 ， 
他 又 进一步 把 欧 氏 几何 的 无 矛盾 性 建立 在 算术 理论 
的 无 矛盾 性 上 . 对 公理 系统 独立 性 的 要 求 是 佩 亚 庄 
(Peano, G. ) 在 他 的 《算术 原理 》(1889) 一 书 中 提出 
的 .独立 性 是 指 : 每 一 条 公理 都 不 能 从 其 他 公理 中 推 
出 . 希 尔 伯 特 在 《几何 基础 》 中 证 明了 平行 公理 、 合 同 
公理 组 .连续 公理 组 关于 其 他 四 组 公理 的 独立 性 . 
1902 年 ,亨廷顿 (Huntington,E.V. ) 提 出 对 公理 系 
统 的 第 三 个 要 求 :完备 性 或 称 范 畴 性 , 即 公理 系统 的 
任何 一 对 模型 同 构 . E ta e Veblen, O. ) 证 明 任 何 
范畴 公理 系统 必 完 备 , 即 添加 任何 非 定理 的 命题 作 
为 公理 , 则 新 公理 系统 必 将 是 巴 盾 的 . 

无 矛盾 性 、 独 立 性 .完备 性 ,虽说 都 是 对 公理 系 
统 的 三 个 基本 要 求 , 但 对 它们 要 求 的 程度 却 并 不 一 
FE. 无 矛盾 性 是 公理 系统 生死 侯 关 的 问题 , 非 有 不 
可 ,丝毫 不 容 放松 ;而 独立 性 与 完备 性 则 不 那样 严 
格 .独立 性 可 看 做 是 涉及 美的 问题 . 美 固然 很 重要 ， 
但 并 非 不 能 残缺 .有些 数 学 家 对 已 经 建立 的 系统 作 


进一步 更 深 一 层 的 研究 时 ,可 能 宁 取 方便 而 放弃 独 


立 . 在 集合 论 的 著作 中 ,不 乏 把 无 序 对 、 子 集 等 取 作 
公理 的 , 西 科 尔 斯 基 (Sikorski,R. ) 的 《布尔 代数 》 也 
是 如 此 . 完备 性 可 看 成 是 公理 系统 特征 的 问题 .有 了 
特征 ,刻画 清楚 ,当然 是 件 好 事 .但 特征 不 明确 , 却 能 
赢得 较 广 的 适用 性 .集合 理论 .拓扑 空间 理论 .范畴 
理论 , 群 \ 环 、 体 理论 等 莫不 如 此 . 两 种 情况 ,一 深 一 
FOE BS AHRR. 

24 Xt JL {Al (absolute geometry) 几何 学 的 一 个 
分 支 . 1899 4E , A OR ABE (Hilbert , D. ) 在 他 的 《几何 
基础 ;一 书 中 ,成 功 地 建立 了 欧 几 里 得 几何 的 完整 的 
公理 体系 , 它 由 五 组 公理 组 成 , 即 关联 公理 、 顺 序 公 
理 、 合 同 公 理 、 平行 公 理 和 连续 公理 . 以 这 五 组 公理 
为 基础 就 可 逻辑 地 推出 欧 氏 几何 的 所 有 定理 和 全 部 
内 容 . 如 果 去 挥 平行 公理 ,由 其 他 四 组 公理 , 即 关 联 
公理 ,顺序 公理 .合同 公理 、 连 续 公 理 为 基础 所 产生 
的 几何 学 称 为 绝对 几何 . 如 果 绝 对 几何 再 加 入 罗氏 
平行 公理 ,以 此 为 基础 所 产生 的 几何 学 就 是 罗氏 几 
何 学 . 因此 绝对 几何 是 欧 氏 几何 与 罗氏 几何 的 共同 
部 分 . 

希 尔 伯 特 公理 系统 (Hilbert axiomatic system) 
一 种 几何 公理 体系 . 它 是 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 于 
1899 出 版 的 《几何 基础 ) 中 提出 的 欧 几 里 得 几何 的 
公理 体系 . 希 尔 伯 特 指出 了 《原本 》 中 存在 的 逻辑 缺 
陷 ,并 为 数学 向 现代 化 过 渡 及 各 分 支 学 科 的 和 遵 勃 发 
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展 在 公理 系统 方面 开 了 先河 . 希 尔 伯 特 公理 系统 包 
括 六 个 基本 概念 和 五 组 20 条 公理 . 基本 概念 有 : 

1. 基本 对 象 三 个 :点 ,直线 ,平面 . 

2. 基本 关系 三 个 :属于 (或 关联 ,通过 ,在 …… 
上 ), 介 于 (或 在 …… 之 间 ) AF RAST). 

五 组 公理 是 :结合 (或 关联 ,从 属 ) 公 理 8 条 ; 顺 
序 ( 或 次 序 ) 公 理 4 条 ;合同 (或 全 合 , 全 等 ) 公 理 5 
条 ;平行 公理 1 条 ;连续 公理 2 条 . 

帕 施 公理 (Pasch axiom) 几何 学 中 关于 顺序 
关系 的 一 条 重要 公理 . 设 A,B,C 是 不 共 线 的 三 点 ， 
a 是 平面 ABC 上 不 通过 A,B,C 中 任 一 点 的 直线 ， 
da 上 有 一 点 介 于 A,B 之 间 , 则 它 必 有 男 一 点 介 于 
AC 之 间或 B.C 之 间 . 这 个 公理 是 帕 施 (Pasch， 
M. )1882 年 提出 来 的 ,在 硕 尔 伯 特 公理 系统 中 ,由 
施 公 理 被 列 为 顺序 公理 组 第 四 个 公理 . 

阿 基 米 德 公理 (Archimedean axiom) 亦 称 度 
量 公 理 之 一 . 建立 连续 性 概念 的 重要 公理 (参见 “ 连 
续 公 理 ”). 阿 基 米 德 (Archimedes) 在 他 的 《 论 球 与 
柱 ) 中 提出 这 条 公理 .但 阿 基 米 德 本 人 却 把 它 归功 于 
欧 多 克 索 斯 (Eudoxus,(C)), 故 又 称 阿 基 米 德 - 欧 多 
克 索 斯 公理 .在 中 国 ,《 墨 经 》 的 “经 上 ”篇 中 有 ”人 穷 ,或 
有 前 ,不 容 尺 也 ”, 意 思 是 “ 穷 是 有 边界 的 区 域 ,用 尺 
沿 一 定 方向 去 量 , 必 能 量 尽 ” 其 含义 与 阿 基 米 德 公 
理 相 似 . 在 实数 理论 中 , 阿 基 米 德 公 理 也 有 着 特殊 的 
作用 ， 

度量 公理 (measure axiom) 
Jg". 

康 托 尔 公理 (Cantor axiom) 建立 连续 性 概念 
的 重要 公理 之 一 . 在 直线 /上 给 定 了 线段 的 无 穷 序 
列 AiB AB; ,其 中 每 个 后 面 的 线段 都 在 前 一 个 
线段 的 内 部 (可 以 有 一 端点 重合 ); 而 且 不 存在 这 样 
的 线段 , 它 在 所 有 这 些 线段 的 内 部 ,那么 在 直线 E 
必 存 在 而 且 只 存在 一 个 点 C 属于 所 有 线段 AB. 
为 正 整数 ). 这 个 公理 是 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 
T 1874 年 提出 来 的 , 它 与 阿 基 米 德 公理 一 起 莫 定 了 
线段 度量 的 理论 基础 . 在 建立 欧 氏 几何 的 公理 系统 
时 ,常用 它 蔡 代 直 线 完备 公理 而 与 阿 基 米 德 公 理 组 
成 连续 公理 组 (参见 “连续 公理 ”). 康 托 尔 公理 在 实 
数理 论 中 也 有 着 特殊 的 作用 . 

戴 德 金 原理 (Dedekind principle) ” 亦 称 戴 德 金 
分 割 , 是 保证 直线 连续 性 的 基础 . 其 内 容 为 :如 果 把 
直线 的 所 有 点 分 成 两 类 ,使 得 : 

1. 每 个 点 恰 属 于 一 个 类 ,每 个 类 都 不 空 . 

2. 第 一 类 的 每 个 点 都 在 第 二 类 的 每 个 点 的 前 
ff] ,或 者 在 第 一 类 里 存在 着 这 样 的 点 ,使 第 一 类 中 所 
有 其 余 的 点 都 在 它 的 前 面 ;或 者 在 第 二 类 里 存在 着 
这 样 的 点 , 它 在 第 二 类 的 所 有 其 余 的 点 的 前 面 . 

这 个 点 决定 直线 的 戴 德 金 割 切 ,此 点 称 为 戴 德 


即 “ 阿 基 米 德 公 


金 点 (或 界 点 ). 戴 德 金 原 理 是 戴 德 金 (Dedekind (J. 
W. )R. ) 于 1872 年 提出 来 的 . 在 构造 欧 氏 几何 的 公 
理 系统 时 ,可 以 选取 它 作 为 连续 公理 . 在 希 尔 伯 特 公 
理 组 1 , 工 ,下 的 基础 上 , 阿 基 米 德 公 理 和 康 托 尔 公 
理 合 在 一 起 与 戴 德 金 原理 等 价 . 

戴 德 金 分 E (Dedekind cut) 
Jg". 并 参见 本 卷 《 数 学 分 析 ) 同 名 条 . 

戴 德 金 点 (Dedekind point) Wh“ RAEI”. 

结合 公理 (axiom of incidence) 亦 称 关联 公理 
或 从 属 公 理 . 规定 基本 对 象 点 、 直 线 、 平 面 之 间 从 属 
关系 的 一 组 公理 . 是 希 尔 伯 特 公理 系统 中 的 第 LH 
公理 , 它 包 括 以 下 八条 : 

1. 通过 不 同 两 点 的 直线 必定 存在 . 

2. 通过 不 同 两 点 的 直线 至 多 有 一 条 . 

3. 在 每 一 直线 上 至 少 有 两 点 ?至少 有 三 点 不 在 
SA E. 

4. 通过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 的 平面 必定 存 
在 ,并 且 在 每 一 平面 上 至 少 有 一 点 . 

5. 通过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 的 平面 至 多 有 一 
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6. 如 果 一 直线 上 不 同 的 两 点 在 某 平 面 上 ,那么 
这 条 直线 上 的 每 个 点 都 在 这 平面 上 . 

7. 如 果 两 平面 有 一 公共 点 ,那么 它们 至 少 还 有 
ABER. 

8. 至 少 有 四 点 不 在 同一 平面 上 . 

公理 1 一 3 可 以 称 为 平面 几何 的 结合 公理 . 公理 
7 表明 空间 的 维 数 不 大 于 3, 公 理 8 表明 空间 的 维 数 
不 小 于 3. 

关联 公理 (incidence axioms) BSA”. 

MA EAH (subordinate axiom) El “结合 公 
m”. 

顺序 公理 (axiom of order) 建立 点 的 位 置 关 
系 的 公理 . 它 是 希 尔 伯 特 公 理 系统 中 的 第 工 组 公理 ， 
包括 以 下 四 条 : 

1. WR BASF AAC 两 点 之 间 EA A.B, 
C 是 一 直线 上 的 三 个 不 同 的 点 ,并 且 B tr T CN 
4 之 间 . 

2. 对 于 任何 不 同 的 A.B 两 点 ,在 直线 AB 上 至 
少 有 一 点 C, 使 得 B 介 于 4 和 C 之 间 . 

3. 在 一 直线 上 任何 不 同 的 三 点 中 ,至 多 有 一 点 
介 于 其 余 两 点 之 间 . 

4.《 帕 施 公 理 ) 设 A,B,C 是 不 在 同一 直线 上 的 
三 点 ,a 是 平面 ABC 上 的 一 直线 , 它 不 通过 A,B,C 
中 任何 一 点 ,如 果 a 有 一 点 介 于 4 和 B 之 间 , 那 么 a 
必 还 有 一 点 介 于 4 和 C 或 B 和 C 之 间 . 

合同 公理 (axiom of congruence) 建立 图 形 相 
等 关系 的 公理 . 它 是 希 尔 伯 特 公 理 体系 中 的 第 下 组 
公理 ,包括 以 下 五 条 : 


l. E A.B 是 直线 a 上 的 两 点 ,4 是 同一 或 另 一 
直线 a 上 的 一 点 , 则 在 a 上 点 4 的 已 知 一 侧 恒 有 一 
点 B', 使 线段 AB 合同 于 线段 4'B', 记 为 AB 
=A’ B’. 

2. SABE CA WA). BRE FRSA, M 
这 两 线段 也 合同 , 即 : 若 A B’=AB, A"B"=AB, Wil 
有 A’ B'=A"B". 

3. 开 线段 (4B),(BC) 均 在 直线 a 上 而 无 公共 
点 , 开 线 段 (A'B'),(B'C') 均 在 同一 直线 或 男 一 直 
Ba ECAH, A AB=A'B',BC=B'C', Ml 
AC=A'C’. 

4. 已 知 平面 o E 83— £8 7 (Oh k) EFE o^ 上 有 


一 直线 a’ ,并 在 a’ 7 
图 1 


Wl. te a LAW 
OAR AN — ot 
Beh’ WE o ERA — HRR, EL h kA F 
LOA k), ARE AHEM MA: Zhe) 
GO RO. IHE Z h,k), A Zh, DEZ, 
HZ(h,k)=Z (kh) OH D. 


对 村 两 下 二 Je | e 
角形 ABC 和 A'B' T / Duct 
图 2 


C', 若 AB=A'B', 
AC=A'C', ZBAC 
= 7 B' A'C' , Mill 
Z ABC=ZA'B'C', ZACB=ZA'C' B' (AN 2). 

运动 公理 (axiom of motion) 合同 公理 的 另 一 
种 表现 形式 .平面 上 的 运动 公理 组 包括 下 面 六 条 公 
理 : 

1. 运动 把 点 变 为 点 ,把 直线 变 为 直线 ,并 且 保 持 
结合 关系 和 顺序 关系 . 

2. 存在 这 样 的 运动 ,把 每 一 个 点 ,每 一 条 直线 变 
AA B SERA B SES aJ). 

3. — ^ 3e 8] ZZ Js E VA A — 3e EA 3E PALA 3 8) 
的 乘积 . 任意 两 个 运动 的 乘积 仍 是 运动 . 对 于 每 个 运 
动 必 存在 另 一 个 运动 ,使 这 两 个 运动 的 积 是 恒 等 运 
动 . 

4. 车 运 动 把 某 条 射线 和 它 的 端点 变 为 本 身 , 则 
射线 上 的 每 一 点 都 变 为 本 身 . 

5. 关 4,B,C 是 某 一 图 形 中 不 在 同一 直线 上 的 
三 点 , 则 存在 惟一 一 个 运动 ,使 图 形 按 下 面 的 方式 变 

D 点 4 变 为 已 知 点 A. 

2) 点 已 变 为 以 4' 为 端点 的 已 知 射线 及 上 的 某 
一 点 B', 即 射线 AB 变 为 射线 A'B'. 

3) AC BANE A' CAM AC’. 

6. 存在 运动 把 线段 AB EH B4; 也 存在 运动 
把 人 AOB 变 为 人 BO4. 
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在 构造 欧 氏 几何 的 公理 系统 时 ,可 采用 运动 公 
理 组 代替 与 其 等 价 的 合同 公理 组 . 

平行 公理 (axiom of parallels) 
几何 同名 条 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 平 行 公理 (Lobachevskian axiom 
of parallels) 有 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 最 重要 的 公理 . 
简称 罗氏 平行 公理 . 即 存 在 直线 a 及 不 在 a 上 的 一 
点 4, 过 4 点 至 少 有 两 条 直线 与 4a HMA AA. 
罗氏 平行 公理 是 欧 氏 平行 公理 的 反面 命题 . 

连续 公理 (axiom of continuity) ”确定 直线 的 
连续 性 ,并 建立 线段 和 角 的 度量 理论 的 一 组 公理 . 它 
是 希 尔 伯 特 公理 系统 中 的 第 V 组 公理 ,包括 以 下 两 
条 : 

1.《 阿 基 米 德 公 理 或 度量 公理 ) :如 图 设 AB 和 
CD 是 任意 两 条 线段 . 在 射线 AB 上 依 序 存在 有 限 
^ RÀ Ai A; t 4 使 线段 AA, A,4;, A, 414, 
都 合同 于 CD, 并 且 使 点 BER 4 和 点 A, 之 间 . 


-一 上 


C D 


见 本 着 《平面 


A A, A; Aasi B A, 


2. CH 2S6 EO :直线 上 的 所 有 满足 结合 、 顺 
序 、 合 同 公 理 和 阿 基 米 德 公理 的 点 的 集合 不 可 能 扩 
充 成 仍然 满足 这 些 公 理 的 更 大 的 集合 . 直线 完备 公 
理 等 价 于 康 托 尔 公理 (参见 “ 康 托 尔 公理 ”). 

平面 射影 几何 的 公理 系统 (axiomatic system of 
projective geometry in plane) ”射影 几何 的 公理 体 
系 . 射影 几何 的 公理 系统 不 只 一 组 ,各 组 彼此 等 价 . 
由 其 中 的 每 一 组 都 可 推 得 射影 几何 的 全 部 内 容 . 下 
面 是 平面 射影 几何 的 一 组 公理 系统 .平面 射影 几何 
的 基本 对 象 有 两 个 ,分 别称 为 “点 ”和 “直线 ”, 基 本 关 
系 是 “结合 ”, 即 点 在 直线 上 或 直线 通过 点 . 公理 有 以 
下 7 条 : 

1. 存在 着 不 相 结 合 的 一 点 和 一 直线 . 

2. 每 条 直线 至 少 跟 三 个 不 同 点 相 结 合 . 

3. 任意 不 同 的 两 点 恰 与 一 直线 相 结 合 . 

4. 任意 不 同 的 两 直线 至 少 跟 一 点 相 结合 . 

5. 一 个 完全 四 角形 的 三 个 对 角 点 是 不 共 线 的 . 

6. 寿 两 个 三 角形 关于 某 一 点 是 透视 的 , 则 它们 
关于 某 一 条 直线 也 是 透视 的 . 

7. 右 一 个 射影 对 应 使 一 直线 上 三 个 不 同 点 的 每 
点 均 不 变 , 则 直线 上 每 点 都 不 变 . 

埃 尔 朗 根 纲领 (Erlangen programm) ”几何 学 
的 一 个 著名 纲领 . 1872 4F, wK I (Klein, (C. )F. ) 
在 埃 尔 朗 根 大 学 发 表 论 文 4 关 于 近代 几何 研究 的 比 
较 》. 在 这 篇 现在 被 人 们 简称 埃 尔 朗 根 纲领 的 论文 
中 , 死 莱 因 对 当时 已 有 的 各 种 几何 学 进行 分 析 归 纳 ， 
把 几何 学 统一 为 研究 图 形 在 变换 群 下 的 不 变性 质 与 
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不 变量 的 一 门 学 科 . 由 于 所 研究 的 变换 群 不 同 , 就 得 
到 不 同 的 几何 学 . 例如 ,研究 图 形 在 正 交 (变换 ) 群 下 
的 不 变性 则 得 到 欧 氏 几何 ;研究 图 形 在 仿 射 (变换 ) 
群 下 的 不 变性 就 构成 仿 射 几 何 ; 研 究 图 形 在 射影 ( 变 
换 ) 群 下 的 不 变性 就 产生 射影 几何 . 如 果 进 一 步 研究 
某 一 变换 群 的 一 系列 子 群 则 可 得 到 一 系列 的 子 几 
fef. 这 些 子 几 何 具 有 上 比 原 儿 何 更 丰富 的 内 容 . AK BR 
根 纲领 使 人 们 搞 清 了 古典 几何 的 研究 对 象 和 本 质 ， 
深刻 前 明了 数学 各 分 支 间 的 内 在 联系 ,并 推进 了 与 
几何 学 有 直接 联系 的 其 他 数学 学 科 的 发 展 , 对 几何 
学 乃至 数学 的 发 展 起 了 重大 的 作用 . 

变换 群 (transformation group) ”几何 学 研究 
的 重要 对 象 . 即 由 变换 构成 的 群 . 设 G 是 集合 S 的 
一 一 变换 所 构成 的 集合 ACE: 

1. 集合 内 任 二 变换 之 积 仍 属于 这 集合 ; 

2. 集合 内 任 一 变换 的 逆 变 换 仍 属于 这 集合 ， 
We GAS 的 一 个 变换 群 . 例如 ,平面 上 正 交 变换 
的 全 体 构成 的 变换 群 称 为 正 交 群 ;平面 上 仿 射 变换 
的 全 体 构 成 的 变换 群 称 为 仿 射 群 .平面 上 射影 变换 
的 全 体 构 成 的 变换 群 称 为 射影 群 . TE “TR ZR BA TS 2] 
dU" rp ,变换 群 可 用 来 对 几何 学 进行 分 类 . 

几何 学 的 分 类 (classification of geometry) JL 
何 学 术语 . 即 按 不 同方 法 ,区 分 各 种 几何 学 的 依据 . 
几何 学 科 的 分 类 ,有 各 种 各 样 的 原则 . 可 以 按 维 数 的 
不 同 来 区 分 ,例如 ,平面 几何 ,立体 几何 等 .可 以 按 研 
究 方法 的 不 同 来 区 分 ,例如 ,解析 几何 ,微分 几何 , 综 
合 几 何等 .还 可 以 按 公 理 的 不 同 来 区 分 ,例如 , 按 平 
行 公理 的 不 同 而 区 分 为 欧 氏 几何 、 非 欧 几 何等 . 1872 
^F. , v, Al (Klein, (C. 2)F. ) 在 埃 尔 朗 根 纲领 中 提出 
了 将 变换 和 群 作为 几何 学 分 类 的 基础 . 其 分 类 的 原则 
是 ,给 定 非 空 集合 S 及 其 上 的 变换 群 ,人 研究 S 关于 
该 群 的 不 变性 质 与 不 变量 就 构成 了 S 关于 这 个 群 
的 几何 学 . 最 常见 的 有 : 

1. 度量 几何 ( 欧 氏 几何 ), 即 研究 欧 氏 空间 关于 
正 交 (变换 ) 群 下 不 变性 质 的 几何 学 (或 研究 度量 性 
质 的 几何 学 ). 

2. 仿 射 几何 , 即 研 究 仿 射 空间 关于 仿 射 (变换 ) 
群 下 不 变性 质 ( 仿 射 性 质 ) 的 几何 学 . 

3. 射影 几何 , 即 研 究 射 影 空间 关于 射影 (变换 ) 
群 下 不 变性 质 ( 射 影 性 质 ) 的 几何 学 . 

克 莱 因 的 观点 在 近代 几何 领域 中 起 了 很 大 的 作 
用 ,促进 了 几何 学 的 发 展 . 

正 交 变换 群 (orthogonal transformation group) 
亦 称 运动 群 或 度量 群 . 简称 正 交 群 . 一 类 基本 的 变换 
BE. 即 全 体 正 交 变换 所 构成 的 变换 群 . 例如 ,平面 上 全 
体 正 交 变换 的 集合 构成 平面 上 的 正 交 群 ,空间 中 正 交 
变换 的 全 体 构 成 空间 中 的 正 交 群 . 平面 上 (空间 中 ) 的 
正 交 群 是 平面 上 (空间 中 ) 仿 射 群 的 子 群 . EAE ERF 


下 不 变性 质 与 不 变量 的 几何 称 为 欧 氏 几何 或 度量 几 
faj. 

IE 38 # Corthogonal group) 正 交 变换 群 的 简 
yh. 

12 3) 8 (group of motions) 即 " 正 区 变换 群 ” 

度量 群 (metric group) B" 1E 4c dE TR BE". 

Ex JL E $8 JL fai] (Euclidean geometry) J“ 1E AZ 
变换 群 * 及 本 卷 《 平 面 几何 》 同 名 条 . 

相似 变换 群 (similar transformation group) 
亦 称 抛物 度量 群 . 简称 相似 群 . 一 类 基本 的 变换 群 . 
平面 上 所 有 相似 变换 的 集合 构成 群 , 称 为 相似 变换 
RE 它 是 一 个 四 维 群 . 仿 射 变换 群 的 子 群 . 在 仿 射 变 
换 中 若 保持 一 对 点 1(1,i,0),J(1, 一 i,0) 不 变 , 则 为 
相似 变换 . 相似 变换 的 代数 表达 式 为 

zi =ar—ebhyte,, 

vats 


a, — eb, 


—E(at-F5b)zE0 (e— 1). 


b, Ed, 
4 I>I,J>J 时 ,e 二 1 All A eR; SI J, 
JI Wt e= —1 为 异 向 的 相似 变换 . 相似 变换 保持 
同 素性 ,结合 性 及 共 线 三 点 的 单 比 不 变 , 还 保持 两 直 
线 所 构成 的 角度 不 变 . 相似 变换 把 一 个 图 形变 为 与 
它 相 似 的 图 形 . 与 相似 变换 群 相对 应 的 几何 学 称 为 
相似 几何 学 或 抛物 几何 学 . 

抛物 度量 群 (parabolic metric group) 
似 变 换 群 ”. 

相似 群 (similarity group) 
FK. 

相似 几何 (similarity geometry?) 
群 ”. 

抛物 几何 (parabolic geometry) 
gi". 

£5; St SE jk Bf (affine transformation group) faj 
称 仿 射 群 .一 类 基本 的 变换 群 . 即 由 仿 射 空间 中 全 体 
仿 射 变换 所 构成 的 变换 群 .例如 ,平面 上 的 全 体 仿 射 
变换 构成 平面 上 的 仿 射 变换 群 , 它 是 平面 射影 变换 
中 以 无 穷 远 直线 为 绝对 形 的 自 同 构 群 . 空间 中 全 体 
仿 射 变换 构成 空间 的 仿 射 变换 群 , 它 是 空间 射影 变 
换 中 以 无 穷 远 平面 为 绝对 形 的 自 同 构 群 . 研究 在 仿 
射 群 下 不 变性 质 与 不 变量 的 几何 称 为 仿 射 几 何 . 

仿 射 群 (affine group) 仿 射 变换 群 的 简称 . 

射影 变换 群 (projective transformation group) 
简称 射影 群 . 一 类 基本 的 变换 群 . 即 由 射影 空间 中 全 
体 射 影 变换 所 构成 的 变换 群 . 例如 平面 上 全 体 射 影 
变换 构成 平面 上 的 射影 群 . 空 间 中 全 体 射影 变换 构 
成 空间 中 的 射影 群 . 研究 在 射影 群 下 不 变性 质 与 不 
变量 的 几何 称 为 射影 几何 . 

Bt # BE (projective group) 


Rp “+H 


相似 变换 群 的 简 


见 “ 相 似 变换 


见 “ 相 似 变换 


射影 变换 群 的 简 


非 欧 几 里 得 几何 


非 欧 几 里 得 几何 


非 欧 几 里 得 几何 (non-Euclidean geometry) 
简称 非 欧 几何 .几何 学 的 一 门 分 科 . 它 是 以 欧 几 里 得 
第 五 公设 的 否定 为 基础 所 建立 起 来 的 几何 ,包括 罗 
巴 切 夫 斯 基 几 何 和 和 歼 曼 几何 两 种 . 由 于 怀疑 欧 几 里 
得 第 五 公设 即 平行 公理 是 一 条 定理 ,从 古 希 腊 时 代 
到 公元 1800 年 间 许 多 数学 家 都 试图 用 欧 氏 几何 的 
其 他 公理 去 证 明 它 ,结果 都 归于 失败 . 19 世纪 ,高 斯 
(Gauss,C. F. ) Z BAW A Hp d (lodauescnuni, tl. 1E ) 
和 波 尔 约 (Bolyai,J. ) 等 人 各 目 独 立地 发 现 , 这 种 证 
明 是 不 可 能 的 ,平行 公理 是 独立 于 其 他 公理 的 ,并 且 
可 以 用 与 欧 氏 平行 公理 相 了 矛盾 的 公理 去 代替 它 而 建 
立 起 新 的 几何 体系 .1826 年 , 罗 巴 切 夫 斯 基 以 “过 直 
线 外 一 点 至 少 有 两 条 直线 与 已 知 直 线 共 面 而 不 相 
交 ” 为 公理 去 代替 欧 氏 平行 公理 ,得 到 一 种 区 别 于 欧 
氏 几 何 的 几何 学 . 在 这 种 几何 学 里 ,三 角形 内 角 之 和 
小 于 两 直角 ,当时 罗 巴 切 夫 斯 基 称 这 种 几何 学 为 虚 
几何 学 .后 人 称 之 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 , 简 称 罗 氏 几 
何 , 亦 称 双 曲 几 何 . 

继 罗氏 几何 出 现 以 后 ,1854 年 , 黎 曼 (Riemann， 
(G.F. )B. ) 以 “过 直线 外 一 点 没有 直线 与 已 知 直线 
共 面 而 不 相交 ”为 公理 去 代替 欧 氏 平行 公理 ,创立 了 
男 一 种 非 欧 几何 ,人 们 称 之 为 黎 曼 几何 ,简称 黎 氏 几 
何 , 亦 称 椭圆 几何 . 在 这 种 几何 里 ,三 角形 内 角 之 和 
大 于 两 直角 . 非 欧 几何 与 欧 氏 几何 虽然 结果 不 同 , 但 
它们 都 是 几何 学 的 不 同 分 支 . 非 欧 几何 甚至 还 可 以 
在 欧 氏 几何 的 某 些 曲面 上 表现 出 来 . 非 欧 几何 的 产 
生 打 破 了 几何 空间 的 惟一 性 ,反映 了 空间 形式 的 多 
样 性 . 从 微分 几何 的 观点 看 , 欧 氏 几何 反映 了 曲率 为 
零 的 空间 ,罗氏 几何 反映 了 曲率 为 负数 的 空间 , 黎 氏 
几何 反映 了 曲率 为 正 数 的 空间 . 这 些 新 发 现 使 人 们 
对 空间 的 认识 有 了 新 的 进展 ,而 且 扩 大 了 几何 学 的 
应 用 范围 . 非 欧 几何 的 发 现 是 19 世纪 最 重要 的 数学 
BOM. 

非 欧 几何 有 着 广泛 的 应 用 , 它 不 仅 推广 了 几何 
学 概念 ,而 且 在 物理 学 的 发 展 和 物理 观点 的 更 新 中 
也 起 了 重大 的 作用 . 非 欧 几何 的 出 现 为 广义 的 黎 曼 
几何 的 产生 创造 了 条 件 , 而 黎 曼 几何 又 成 为 爱 因 斯 
坦 广 义 相 对 论 的 工具 . 按照 相对 论 的 观点 , 非 欧 几何 
较 欧 氏 几何 更 适用 于 宇宙 空间 结构 的 研究 ,因此 非 
欧 几何 为 宇宙 空间 的 研究 开辟 了 新 的 途径 . 非 欧 几 
何在 数学 的 一 些 分 文中 也 有 重要 的 应 用 ,它们 互相 
渗透 ,促进 了 各 自 的 发 展 . 例如 ,在 自 守 函数 理论 中 ， 
在 求解 正弦 蕊 登 方 程 的 工作 中 以 及 在 非 线 性 偏 微分 
方程 的 研究 中 , 非 欧 几何 都 起 着 重要 的 作用 . 此 外 ， 
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高 等 JL fU 


非 欧 见 何在 量子 力学 中 也 有 应 用 . 

非 欧 几 何 (non-Euclidean geometry ) 
里 得 几何 的 简称 . 

射影 测度 (projective measure) 射影 几何 的 一 
个 术语 . 距离 的 射影 测度 (射影 距离 ) 和 夹 角 的 射影 
测度 (射影 角度 ) 合 称 为 射影 测度 . 射影 测度 是 凯 莱 
(Cayley, A. ) F 1859 年 建立 的 . 1871 4E , s 3€ E] 
(Klein, C. F. ) 利 用 射影 测度 的 概念 来 说 明 非 欧 见 
何 学 . 非 退 化 的 二 阶 曲线 有 实 虚 两 种 情况 , 若 绝 对 形 
为 非 退 化 的 实 二 阶 曲 线 , 则 可 构成 罗氏 几何 ; 若 绝 对 
形 为 非 退化 的 虚 二 阶 曲线 , 则 可 构成 黎 氏 几何 . 这 两 
种 几何 合 称 非 欧 几何 . 这样 非 欧 几 何 就 可 以 从 射影 
测度 的 概念 导出 . 因为 射影 测度 是 由 交 比 来 定义 的 ， 
它 属 于 射影 性 质 , 所 以 非 欧 几何 可 以 利用 射影 测度 
从 射影 几何 导出 (参见 “射影 距离 ”和 “射影 角度 ”). 

射影 距离 (projective distance) ”射影 几何 的 一 
个 术语 . 指 射 影 几 何 中 所 定义 的 两 点 之 间 的 距离 . 例 
如 在 射影 平面 上 取 定 一 个 非 
退化 的 二 阶 曲线 ,车 取 一 个 qu T 
常数 &(k 隆 0), 平 面 内 任意 上 < 
两 点 A.B 的 连 线 与 二 阶 曲 
线 交 于 P,Q 两 点 . 则 

d(A,B) = klnCAB,PQ) 

是 两 点 A,B 的 消 数 ,是 有 以 下 性 质 ; 对 于 任何 共 线 
点 ASBIC,d CA, B) -HCB,C) —d CA.C). 由 于 函数 
dCA,BO BUR HF AX A.B 惟一 决定 ,而 且 满 足 射 影 
不 变性 和 可 加 性 ,因此 把 函数 4(4,B) 称 为 两 点 A 
与 B 间距 离 的 射影 测度 ,简称 射影 距离 . 射影 距离 
是 射影 变换 下 的 不 变量 ,预先 取 定 的 非 退 化 二 阶 曲 
线 称 为 这 测度 的 绝对 形 ,k 称 为 测度 系数 或 单位 . 

射影 角度 (projective angular measure) 射影 
几何 的 一 个 术语 . 指 射影 几何 中 所 定义 的 两 条 直线 
的 夹 角 .例如 ,在 射影 平面 上 取 定 一 个 非 退 化 的 二 级 
曲线 , 男 选 定 一 个 常数 Ck 
天 0), 从 这 个 平面 上 任意 两 “ 
直线 a.b 的 交点 作 这 个 二 级 
曲线 的 切线 p,g. Wl wlad) 
一 kln(ab, pq) EW BR a,b 
HJ PRG EL VAR AE ot OSEE b 
任何 共 点 直线 a,b,c, 均 满足 
wla,b)+wlb,c)=wlasc), KFAR wa, DHA 
序 两 直线 a,b 惟一 决定 ,并 且 满 足 射 影 不 变性 和 可 
加 性 ,因此 把 也 数 (a,5) 称 为 两 直线 ab. 所 成 角 
(或 夹 角 ) 的 射影 测度 ,简称 两 直线 a,b 的 射影 角度 . 
射影 角度 是 射影 变换 下 的 不 变量 . 预先 取 定 的 非 退 
化 的 二 级 曲线 称 为 这 测度 的 绝对 形 ,& 称 为 测度 系 
数 或 单位 (如 图 所 示 ). 

测度 系数 (measure coefficient) 
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离 "与 “射影 角度 ” 

自 同 构 群 (group of automorphisms) 重要 的 
几何 变换 群 .是 几何 学 分 类 的 依据 . 设 S 是 给 定 的 
TU dS 上 的 一 个 图 形 , 若 S 到 自身 的 一 个 变 
换 g 把 U 变 到 U 自身 , 则 称 g 是 关于 U 的 自 同 构 
变换 ,简称 关于 UU 的 自 同 构 ..S 上 关于 UU 的 自 同 构 
变换 的 全 体 构 成 一 个 变换 群 , 称 它 为 关于 U 的 自 同 
构 群 . 在 变换 中 保持 不 变 的 这 个 图 形 U 称 为 绝对 
JE. 例如 ,在 射影 平面 上 取 一 条 直线 作 无 穷 远 直线 ， 
则 在 射影 平面 上 保持 无 穷 远 直线 不 变 的 自 同 构 射 影 
变换 构成 一 个 变换 群 , 它 是 关于 无 穷 远 直 线 的 目 同 
构 群 ,同时 它 也 是 二 维 射影 变换 群 的 子 群 , 即 仿 射 变 
换 群 . | 
B B T4 3 1& ( transformation of automor - 
phisms) ” 见 “ 自 同 构 群 ”. 

“aH (absolute) 见 “ 自 同 构 群 ”. 

双 曲 运动 群 (hyperbolic motion group) 一 种 
运动 群 . 即 构成 双 曲 几何 的 运动 群 .在 射影 平面 上 到 
一 条 非 退化 的 实 二 阶 曲线 kriteri x10 作为 绝 
对 形 , 关 于 实 二 阶 曲 线 & 的 自 同 构 变 换 称 为 双 曲 射 
影 运 动 . 具 有 公共 绝对 形 的 双 曲 射影 运动 的 全 体 构 
成 射影 变换 群 的 一 个 子 群 , 称 为 双 曲 运动 群 . 研究 在 
双 曲 运动 群 下 不 变性 质 与 不 变量 的 几何 称 为 双 曲 见 
何 ,或 称 罗氏 几何 . 

双 曲 射影 运动 (hyperbolic projective motion) 
见 “ 双 曲 运 动 群 ”. 

双 曲 几何 (hyperbolic geometry) JPR RIL 
ff. 非 欧 见 何 的 一 种 . 见 “ 双 曲 运动 群 与 “ 罗 巴 切 夫 
斯 基 几 何 ” | 

椭圆 运动 群 (elliptic motion group) 一 种 运动 
RE. 即 构成 椭圆 几何 的 运动 群 . 在 射影 平面 上 取 一 条 
非 退 化 的 虚 二 阶 曲线 :zxi 十 zz 十 zx; 二 0 作为 绝对 
JÉ ,关于 虚 二 阶 曲线 & 的 自 同 构 变换 称 为 椭圆 射影 
运动 .具有 公共 绝对 形 的 椭圆 射影 运动 的 全 体 构成 
射影 变换 群 的 一 个 子 群 , 称 为 椭圆 运动 群 . 研究 在 椭 
圆 运动 群 下 不 变性 质 与 不 变量 的 几何 称 为 顶 圆 几 
fef ,或 称 黎 曼 几 何 . 

椭圆 射影 运动 (elliptic projective motion) Ji, 
“椭圆 运动 群 ”. 

椭圆 几何 (elliptic geometry) PERR S JLT. 
非 欧 几何 的 一 种 . 见 “ 椭 圆 运 动 群 ”" 与 “ 歼 曼 几何 ”. 

罗氏 几何 的 克 莱 因 模型 (Klein model of Loba- 
chevskian geometry) 解释 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 模 
型 . 1871 年 , 克 莱 因 (Klein,(C. )F. ) 利 用 凯 菜 (Cay- 
ley, A. ) 所 创立 的 射影 测度 的 概念 来 说 明 非 欧 几 何 
学 ,他 建立 的 这 个 模型 就 称 为 罗氏 几何 的 克 菜 因 模 
Al. 具体 作法 如 下 :在 射影 平面 上 取 一 条 实 非 退化 二 
阶 曲线 Tri tr xi—0 为 绝对 形 ,规定 一 内 的 点 


AHL Pak ae A HO ER SAREE 
曲 点 , 即 双 曲 直线 是 开 的 .由 以 上 规定 可 知 , 任 意 两 
个 双 曲 点 决定 惟一 一 条 双 曲 直线 . 对 于 两 条 双 曲 线 
E AB fü A'B', Efe ER ET D 的 自 同 构 ,把 AB 
变 到 A'B’ , 则 称 ABSA B. XT Wi XXE f Zl] 
L2, Z0 lD EREET D W AAEL) 
EB LL ila), WZ, DZ ol’) E 
义 相 交 于 绝对 形 上 的 点 ( 称 为 无 穷 远 点 ) 的 两 条 直线 
为 平行 直线 ,相交 于 绝对 形 外 部 的 直线 为 离散 直线 . 
这 样 ,在 射影 平面 上 实 的 绝对 形 的 内 部 定义 了 射影 
测度 以 后 ,就 建立 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 模型 ， 

庞 加 莱 复 数 平面 模型 (Poincaré complex plane 
model) 解释 罗氏 平面 几何 的 模型 . 取 欧 氏 上 半 平 
面 ,其 中 的 点 称 为 罗氏 点 (不 包括 xz 轴 上 的 点 ). 罗 
E EL Z d 8 POE sc 轴 上 不 含有 端点 的 半圆 周 以 
及 上 半 平 面 中 垂直 于 zz 轴 的 半 直 线 ( 不 含有 工 轴 上 
的 点 ,这 样 的 半 直 线 可 以 看 成 中 心 在 xz 88. EH 
无 限 大 的 半圆 周 ). 它们 统称 为 欧 氏 半圆 周 或 罗氏 直 
线 . 端点 为 A.B BÉ TBI JURA RA E AB. 用 起 
点 在 上 半 平 面 ,终点 在 xz Hh EAM OX 表示 罗氏 半 
直线 (X 不 是 罗氏 点 ). 罗氏 角 是 指 通过 一 点 的 两 条 
罗氏 半 直 线 的 集合 . 


A 
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图 1 

对 应 于 欧 氏 点 和 半圆 局 ,在 罗氏 点 和 罗氏 直线 
之 间 建 立 如 下 的 关系 : 

LAS AAR a 上 , 则 称 罗氏 点 4 在 罗氏 
直线 a 上 . 

2. 设 A,B,C EAR aL. ABEARCZ 
间 , 则 称 罗 氏 直 线 a 上 的 点 B 在 4A 与 C 之 间 ,; 即 点 
在 罗氏 直线 上 的 顺序 与 点 在 欧 氏 半圆 周 上 的 顺序 相 
同 . 


3. 这 样 的 罗氏 直线 上 存在 戴 德 金 原理 . 

4. 在 上 半 平 面 引 进 复数 ,使 每 一 点 M 与 一 个 复 
数 z 十 iy 之 间 建 立 对 应 ,这 样 可 以 利用 对 半圆 周 的 
反 演 变换 定义 合同 关系 , 即 若 经 过 几 个 反 演 变换 的 
乘积 把 一 个 圆 弧 ( 角 ) 变 成 男 一 个 圆 弧 ( 角 ), 则 称 这 
两 个 罗氏 线段 (罗氏 角 ) 是 合同 的 . 

利用 这 些 关 系 就 可 以 证 明 这 个 模型 满足 罗氏 平 
面 几何 的 全 部 公理 . 例如, 它 满足 罗氏 几何 的 平行 公 
H. Xr a 是 罗氏 直线 ,AKa, 过 4 可 以 引 无 数 多 条 罗 
氏 直 线 ,与 a 没有 公共 点 . 即 通 过 罗氏 直线 外 的 任意 
一 点 ,可 以 引 无 数 多 条 罗氏 直线 ,与 已 知 的 直线 共 面 
而 不 相交 . 这 个 模型 是 庞 加 莱 (Poincare, (J.-)H.) 


非 欧 凡 里 得 几何 


首先 提出 来 的 ,因为 该 模型 的 点 是 在 复数 上 半 和 平面 
上 ,所 以 称 之 为 罗氏 几何 的 庞 加 莱 复 数 平面 模型 . DE 
加 莱 利 用 这 个 模型 ,在 欧 氏 平面 上 解释 了 罗氏 平面 
几何 , 奉 欧 氏 几 何 无 矛盾 , 则 罗氏 几何 亦 无 矛盾 . 

黎 曼 几何 模型 (model of Riemannian geome- 
try) 解释 黎 曼 几何 的 模型 .在 射影 平面 上 取 一 条 
非 退 化 的 虚 二 阶 曲线 Pci t+ aai 0 作为 绝对 
形 . 大 以 射影 平面 上 的 点 为 点 ,直线 为 直线 . 在 距离 
By 5j E dl RF (A,B) =kln (AB, PQ) PRR =ie/2, 
TE Xe ff BJ Sp BW Ew Ca, b) — kln Cab, pg) PR k 
二 1/2, 则 在 这 个 模型 里 ,不 存在 不 相交 的 直线 ,所 以 
过 直线 外 的 点 不 存在 与 已 知 直 线 共 面 而 不 相交 的 直 
线 , 且 三 角形 内 角 之 和 大 于 n. 这 就 是 黎 曼 几何 的 一 
个 模型 . 

几何 公理 系统 的 解释 (interpretation of geo- 
metric axiomatic systems) 亦 称 几何 公理 系统 的 
实现 或 模型 . 几何 公理 化 方法 的 重要 课题 . 给 定 一 个 
公理 系统 之 ,为 了 验证 该 公理 系统 的 协调 性 (无 矛盾 
性 ). 人 们 往往 取现 实 中 存在 的 一 组 具体 事物 M , 规 
定 公理 系统 之 中 的 每 个 基本 概念 对 应 M 中 的 某 一 
事物 ,并且 验证 了 :在 此 规定 之 下 ,之 中 的 每 个 公理 
都 成 立 , 则 M 就 称 为 之 的 一 个 解释 ,或 一 个 实现 ( 模 
型 ). 利用 这 种 方法 还 可 以 验证 公理 系统 的 独立 性 和 
完备 性 . 几何 公理 系统 的 解释 是 19 世纪 中 叶 随 着 罗 
氏 几 何 的 产生 而 发 展 起 来 的 ,贝尔 特 拉 米 (Beltra- 
mi E. ) 利 用 他 的 微分 几何 模型 , 庞 加 莱 ((Poincare， 
CJ. OH. ) 利 用 他 的 复数 平面 模型 , 克 莱 因 (Klein， 
(C. 2 F. ) 利 用 他 的 射影 几何 模型 等 ,各 自 成 功 地 解 
释 了 罗氏 几何 . 模型 法 已 成 为 研究 公理 系统 的 重要 
方法 . 特别 是 当 涉 及 原始 概念 的 对 象 有 无 限 多 时 就 
更 是 这 样 . 因此 ,在 数学 中 行 之 有 效 的 方法 是 用 一 种 
熟知 的 公理 系统 4 作为 新 公理 系统 B 的 解释 . B 
AA 的 子 公理 系统 时 ,这 样 做 是 显然 的 . GOR A D 
调 , 显 然 B 也 协调 ;倘若 4 的 协调 性 尚未 确立 , 则 称 
B 具有 相对 于 4 的 协调 性 . 

模型 法 (model method) 
解释 ”. 

罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 (Lobachevskian geometry) 
简称 罗氏 几何 , 亦 称 双 曲 几何 . 非 欧 几何 的 一 种 .由 
罗 巴 切 夫 斯 基 (JJo6aueBckuay,H. M. ) 创 立 . 由 于 欧 氏 
几何 第 五 公设 即 平行 公理 比 其 他 公理 复杂 ,看 起 来 
像 一 个 定理 , 且 在 《原本 》 中 出 现 很 晚 ,自古 以 来 , 许 
多 数学 家 想 用 《原本 》 中 其 他 公设 和 公理 去 证 明 它 ， 
均 未 获得 成 功 . 直到 1826 年 ,罗氏 几何 出 现 才 初步 
解决 了 这 一 问题 . 罗 巴 切 夫 斯 基 对 第 五 公设 进行 了 
长 期 研究 ,得 出 第 五 公设 不 能 从 《原本 》 的 公理 与 其 
他 公设 推出 的 结论 . 他 保留 了 欧 氏 几何 中 除 第 五 公 
设 外 其 他 的 公设 和 公理 ,而 把 第 五 公设 改 成 “有 这 样 

489 


DL" 几何 公理 系统 的 
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的 直线 和 其 外 一 点 ,过 这 点 可 以 引 两 条 直线 与 已 知 
直线 共 面 不 交 ”, 并 由 此 推理 下 去 ,得 到 一 连 串 命题 ， 
形成 了 一 个 严密 完整 的 新 体系 . 建立 了 一 种 全 新 的 
几何 学 一 一 罗氏 几何 .在 罗氏 几何 里 ,三 角形 的 内 角 
之 和 小 于 两 直角 . 与 罗 巴 切 夫 斯 基 几 乎 同时 得 出 第 
五 公设 不 能 从 欧 几 里 得 (Euclid) 其 他 公理 和 公设 推 
得 的 结论 的 还 有 高 斯 (Gauss,C.F.) 和 波 尔 约 
(Bolyai,J. ), 但 高 斯 未 正式 发 表 上 自己 的 创见 , 波 尔 
约 的 工作 独立 地 发 表 , 但 稍 晚 于 罗 巴 切 夫 斯 基 . 因 
此 ,也 有 人 把 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 - 
波 尔 约 几何 .罗氏 几何 的 发 现 扩 大 了 几何 学 的 内 容 
和 意义 ,扩大 了 空间 的 概念 ,解放 了 人 们 的 思想 ,对 
数学 的 发 展 有 深远 的 影响 .罗氏 几何 在 分 析 、 物 理 和 
量子 力学 等 方面 都 有 应 用 . 

罗氏 几何 (Lobachevskian geometry) 
夫 斯 基 几 何 的 简称 . 

罗氏 平行 射线 (Lobachevskian parallel half 
line) 罗氏 几何 的 一 个 术语 . 指 罗 氏 平 面 上 互相 平 
行 的 两 条 射线 . 在 罗氏 平面 上 ,如 图 , 若 两 射线 BA 
SCE EER BC 之 同 侧 且 不 相交 ,但 人 CBA 内 部 
的 任 一 射线 BD 445 CE 相交, 则 称 射线 BA 平行 于 
HACE, wA BA // CE (如 图 1), 当 BC LCE 时 ， 
ZCBA 称 为 线段 BC 的 平行 角 , 而 线段 BC HHA 
ZCBA 的 平行 距 或 指针 (如 图 2). 可 以 证 明 平 行 角 
是 锐角 . 


FRY 


B B 
A A 
C E 
D D C E 
图 1 图 2 
i B 不 在 直线 CE 上 ,对 于 方向 CE , 恰 有 一 条 
射线 BA // CE. 


罗氏 几何 中 的 平行 距 (parallel distance in Lo- 
bachevskian geometry) Ji“ RETHA”. 

罗氏 几何 中 的 平行 角 (parallel angle in Loba- 
chevskian geometry)” 见 “罗氏 平行 射线 ”. 

罗氏 平行 直线 (Lobachevskian parallel lines) 
罗氏 几何 的 主要 研究 对 象 . 在 
罗氏 平面 上 , 若 AP // BC, Rj 
KER AP h BC 方向 (或 
AP 方向 ) 平 行 于 直线 BC, E 
4 AP /BC 于 方向 BC (或 C B C 
AP). 当 方向 一 致 时 ,直线 间 
的 平行 具有 对 称 性 和 传递 性 . 在 罗氏 平面 上 ,过 直线 
CC 外 一 点 4, 有 且 仅 有 两 条 直线 AP 和 AQ 分 别 于 
不 同 的 方向 平行 于 CC'. 在 罗氏 平面 上 ,任何 两 对 平 
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行 线 可 以 互相 炙 合 , 且 二 平行 线 在 平行 方向 上 无 限 
接近 ,而 在 反方 向 无 限 远 离 . 

罗氏 几何 的 离散 直线 (discrete lines in Lo- 
bachevskian geometry) ” 亦 称 超 平行 线 或 分 散 直 
线 . 罗氏 几何 的 一 个 术语 . 指 罗 氏 平 面 上 既 不 相交 又 
不 在 任何 方向 上 平行 的 两 条 直线 . 在 罗氏 平面 上 ,对 
于 任何 直线 a 及 不 在 其 上 的 一 点 B, 恒 有 无 穷 多 直 
线 过 B 而 与 a 是 离散 的 . 设 BA/a 于 方向 BA,BA' 
J| a FBF, 凡 落 在 了 ABA' 的 二 邻 补 角 内 的 任何 直 
线 BI( 有 无 穷 多 条 ) 均 与 a 离散 (如 图 1). 二 直线 是 
离散 的 充分 必要 条 件 是 它们 恰 有 一 条 公 垂 线 , 日 二 
离散 直线 间 的 距离 沿 公 垂 线 每 一 侧 单调 无 界 上 升 
(如 图 2). 


超 平 行 线 (hyperparallel lines) 亦 称 分 散 直 
线 . 即 " 罗 氏 几 何 的 离散 直线 ” 

罗氏 三 角形 (Lobachevskian triangle) 罗氏 几 
何 的 一 个 术语 . 指 罗氏 平面 上 ,由 三 条 线段 首尾 顺序 
相 接 所 组 成 的 封闭 图 形 . 罗氏 三 角形 与 欧 氏 三 角形 
有 许多 不 同 点 ,主要 有 : 

1. 罗氏 三 角形 内 角 之 和 小 于 两 直角 . 

2. 两 个 罗氏 三 角形 若 有 三 个 内 角 对 应 相等 ,这 
两 个 三 角形 必 全 等 ( 即 不 存在 相似 而 不 全 等 的 三 角 
形 ). 

3. 罗氏 三 角形 三 条 高 线 不 一 定 相 交 于 一 点 . 

4. 罗氏 几何 中 刻画 三 角形 边 角 关 系 的 正弦 定理 
与 余弦 定理 与 欧 氏 几何 中 的 情形 完全 不 同 . 

例如 ,对 于 直角 三 角形 , 设 4,B,C 表示 三 个 内 
角 ,C 是 直角 ,a,b,c 分 别 为 它们 的 对 边 , 则 有 如 下 的 
KA MAL: 


ae "Vm TT METRE 
sinh z sinh 7 sin A,sinh t sinh 7 sin B, 


tanh $ sinh Stan A,tanh 2 sinh Stan B, 
a c b € 
tanh - 一 tanh pad B,tanh q nh gcos A, 


cos B=cosh sin A,cos A=cosh sin B5 


C C a b 
cosh 互 二 cot 4 * cot B,cosh z cosh z cosh "E 


这 十 个 公式 称 为 罗氏 直角 三 角形 的 基本 公式 . 而 对 
于 斜 三 角形 ,有 正弦 定理 : 


sin A sinB sinC 
a... bo. Cc! 
sinh P sinh * sinh p^ 


以 及 余弦 定理 : 


a b C b . c 

cosh mu cosh ue cosh m sinh | sinh s cos A 
b C a : co. a 

cosh aF cosh uo cosh qo sinh z sinh gu cos B 


C a b . a. b 
cosh g~ cosh us cosh 4 sinh = sinh ge cosC, 


XB k 是 一 个 正常 数 , 表 示 曲 率 半 径 ;sinh,cosh， 
tanh 分 别 是 双 曲 正弦 、 双 曲 余 蓄 、 双 曲 正 切 . 

罗氏 直角 三 角形 的 基本 公式 (fundamental for- 
mulas of Lobachevskian right triangle) — 0," 2 FC 
三 角形 ” 

罗氏 三 角形 的 正弦 定理 (sine theorem of a 
Lobachevskian triangle) ” 见 “ 罗 氏 三 角形 ”. 

罗氏 三 角形 的 余弦 定理 (cosine theorem of a 
Lobachevskian triangle) 见 “ 罗 氏 三 角形 ”. 

P RÆ HS (defect of Lobachevskian 
triangle) 罗氏 几何 的 一 个 术语 .在 罗氏 几何 学 中 ， 
三 角形 内 角 和 小 于 二 直角 . 二 直角 与 三 角形 内 角 和 
的 差 称 为 三 角形 的 角 亏 或 角 欠 , 常 记 成 e(4,B,C). 
角 欠 不 是 一 个 固定 常数 ,罗氏 平面 上 取 不 同 的 两 个 
三 角形 ,其 角 欠 一 般 是 不 同 的 . 角 欠 的 取 值 范围 是 0 
到 x. 它 与 三 角形 的 面积 成 正比 . 特别 地 , 当 三 个 顶 
点 都 趋向 无 穷 远 时 , 角 欠 趋 于 7; 当 三 角形 的 三 边 都 
BASEN. ARETE. 

罗氏 三 角形 的 角 欠 (defect of Lobachevskian 
triangle) 即 “ 罗 氏 三 角形 的 角 亏 ”. 

F AWA US CLobachevskian function) 
简称 罗氏 函数 .罗氏 几何 中 的 重要 函数 关系 .在 罗氏 
HE. LBAP 是 线段 4B 的 平行 角 ,d4(4B)= 
XT,J( 了 人 人 BAP) 二 =a, 则 函数 ;a= 二 x(z) 称 为 罗 巴 切 夫 斯 
Ak pe. 罗 巴 切 夫 斯 基 函 数 是 严格 单调 递减 的 连续 
函数 . 这 个 函数 可 以 用 初等 郴 数 表 示 如 下 

n(x) 一 2arccot e? , 
其 中 2 为 曲率 半径 ， 

罗氏 函数 (Lobachevskian function) 
KAZE pK BLY) Ta PR. 

罗氏 平面 上 的 直线 束 (pencil of lines in a Lo- 
bachevskian plane) 罗氏 平面 几何 的 研究 对 象 . 罗 
氏 平 面 上 的 直线 束 有 下 列 三 种 情形 : 

1. 椭圆 线束 .通过 同一 点 O 的 所 有 直线 的 集 
合 . 这 种 线束 也 称 为 有 心 线束 ,点 O 称 为 线束 的 中 
心 ( 如 图 1). 

2. 双 曲 线束 . 亦 称 离散 线束 . 垂直 于 同一 条 直线 
/ 的 所 有 直线 的 集合 ,i 称 为 线束 的 底 ( 如 图 2). 

3. 抛物 线束 . 亦 称 平行 线束 . 在 一 定 的 方 回 与 定 
直线 /平行 的 所 有 直线 的 集合 ,/ 称 为 线束 的 轴 ( 如 
图 3). 


ZB 
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罗氏 平面 上 的 基本 曲线 (fundamental curves in 
a Lobachevskian plane) 罗氏 平面 几何 的 主要 研 
究 对 象 . 在 罗氏 平面 上 , 圆 、 极 限 圆 和 等 距 线 称 为 三 
种 基本 曲线 ,这 三 种 曲线 是 罗氏 平面 上 三 种 直线 束 
的 正 交 轨 线 ,是 在 直线 束 中 任 一 直线 a 上 取 定 一 点 
A,B A 作 束 中 任 一 直线 与 直线 a mA K 
点 的 轨迹 . 

罗氏 平面 的 圆 (circle in a Lobachevskian plane) 
罗氏 平面 上 的 基本 曲线 之 一 . 在 罗氏 平面 上 , 设 a 是 
以 O 为 中 心 的 直线 束 中 的 一 条 直线 ,在 a 上 取 定 一 
点 4, 过 4 作 束 中 任 一 直线 与 a 的 等 倾 割 线 , 其 端 
点 的 轨迹 称 为 罗氏 圆 ,点 O 为 该 圆 的 圆心 .罗氏 圆 
是 与 椭圆 线束 中 所 有 直线 都 垂直 相交 的 连续 曲线 . 

等 倾 割 线 (isoclinal secant line) 罗氏 平面 上 


的 基本 曲线 之 一 . 与 共 面 二 直线 a,b 相交 成 相等 的 


同 侧 内 角 的 直线 , 称 为 二 直线 ab 的 等 倾 割 线 . 在 罗 
氏 平 面 上 , 共 面 二 直线 有 相交 、 平 行 、 离 散 三 种 位 置 


关系 . 过 一 直线 上 一 定点 都 存在 等 倾 割 线 AB. 在 相 
交情 形 有 两 条 等 倾 割 线 AB, AB ,在 平行 和 离散 的 
情形 ,这 样 的 割 线 是 惟一 的 (如 图 所 示 ). 交点 A,B 
称 为 等 倾 制 线 的 端点 . 

等 距 曲 线 (equidistant curve) 简称 等 距 线 . 罗 
氏 平面 上 的 基本 曲线 之 一 . 罗氏 平面 上 ,在 给 定 直 线 
a 的 同一 侧 而 且 与 a 有 相同 距离 的 点 的 轨迹 . 直线 a 
称 为 等 距 线 的 底 , 距 离 的 数值 称 为 等 距 线 的 高 . 特 
别 地 ,每 条 直线 可 以 看 成 是 高 h=0 的 等 距 线 . 等 中 
线 是 在 以 直线 a 为 底 的 双 曲 线束 中 ,与 线束 中 所 有 
直线 都 垂直 相交 的 连续 曲线 . 等 距 线 对 于 党 着 直线 
a 的 直 移 是 不 变 的 ,平面 上 的 每 条 直线 与 等 距 线 最 
多 有 两 个 公共 点 .在 罗氏 几何 里 等 距 线 不 像 欧 氏 几 
何 里 那样 是 直线 ,所 有 二 0 的 等 距 线 都 是 曲线 . 

等 距 线 (equidistant curve) ”等 距 曲 线 的 简称 . 

极限 圆 (horocycle) 罗氏 平面 上 的 基本 曲线 
之 一 . 即 在 罗氏 平面 上 ,从 直线 a 上 的 一 点 4, 到 在 
确定 方向 与 它 平行 的 直线 束 中 的 每 一 条 直线 做 等 倾 
割 线 的 另 一 端点 的 轨迹 . 点 4 本 身 也 是 极限 圆 的 
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点 . 束 中 每 一 直线 称 为 极限 A 
圆 的 轴线 .极限 圆 是 与 抛物 
线束 中 所 有 直线 都 垂直 相 
交 的 连续 曲线 .极限 圆 具 有 
关于 绕 着 轴线 方向 上 的 无 
穷 远 点 旋转 不 变 的 性 质 . 罗 
氏 和 平面 上 的 所 有 极限 圆 都 
是 合同 的 ,任意 直线 与 极限 
圆 最 多 只 能 有 两 个 公共 点 (如 图 所 示 )， 

贝尔 特 拉 米 映射 (Beltrami mapping) 球面 到 
平面 的 一 种 特殊 映射 . 在 空间 直角 坐标 系 中 , 取 一 个 
半径 为 a 的 球面 , 设 球 心 C TE z 轴 上 ,是 球面 与 平面 
xOy 切 于 坐标 原点 . 对 于 球面 上 任 一 点 Mi C.M 
作 直 线 交 Oy 面 于 一 点 m Km 为 球面 点 M 经 过 
球 心 投射 而 得 到 的 对 应 点 ,并 规定 球面 上 在 一 条 直 
径 上 的 点 对 应 平面 上 的 同 
一 点 . 这 样 就 得 到 球面 到 
平面 的 一 个 映射 (如 图 )， 
这 个 映射 是 贝尔 特 拉 米 
(Beltrami, E. ) 在 研究 罗 
氏 几 何 时 首先 提出 来 的 ， 
称 为 贝尔 特 拉 米 映射 . 因 
为 罗氏 平面 可 以 看 成 半径 
为 纯 虚 数 的 球面 ,所 以 ,利用 贝尔 特 拉 米 映射 可 以 导 
出 罗氏 几何 的 基本 性 质 . 设 球面 上 点 M 的 坐标 为 M 
(£,2,9) M 的 对 应 点 m TE xOy trii E sid gm Gr. y). 
又 设 a—ip.iX HB o 称 为 罗氏 曲率 半径 ,由 球面 上 弧 
长 的 微分 式 dy = dé? +d 十 d 凡 .可 以 导出 罗氏 平面 
Ji Byz x 


EE 


ds? = p Aa de’ + 1 — addy’ + 2zydzdy 
: 1- r — y?» 
半径 为 * 的 罗氏 圆 的 面积 是 


4np*sinh? 


op) 

罗氏 三 角形 的 内 心 (incenter of a Lobach- 
evskian triangle) 罗氏 三 角形 的 特殊 点 之 一 . 罗氏 
三 角形 三 条 内 角 平 分 线 总 交 于 一 点 ,该 点 称 为 三 角 
形 的 内 心 . 每 个 罗氏 三 角形 有 惟一 的 内 心 , 且 内 心 在 
三 角形 的 内 部 . 

罗氏 三 角形 的 外 心 (circumcenter of a Loba- 
chevskian triangle) 罗氏 三 角形 的 特殊 点 之 一 . 知 
罗氏 三 角形 三 边 垂 直 平分 线 交 于 一 点 , 则 称 这 点 为 
三 角形 的 外 心 . 一 个 罗氏 三 角形 不 一 定 有 外 心 , 因 为 
过 三 角形 三 边 的 中 点 所 作 的 垂直 平分 线 , 有 一 个 公 
共 的 交点 ,或 者 三 条 线 相互 分 散 ,或 者 三 条 线 在 同一 
方 回 下 互相 平行 . 

罗氏 三 角形 的 重心 (barycenter of a Loba- 
罗氏 三 角形 的 特殊 点 之 一 . 罗 


chevskian triangle) 
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氏 三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 ,这 点 称 为 该 罗氏 三 
角形 的 重心 . 任 一 个 罗氏 三 角形 必 有 重心 . 

罗氏 三 角形 的 垂 心 (orthocenter of a Lobach- 
evskian triangle) 罗氏 三 角形 的 特殊 点 之 一 . 若 罗 
氏 三 角形 的 两 条 高 交 于 一 点 , 则 第 三 条 高 也 通过 这 
个 交点 ,该 点 称 为 三 角形 的 垂 心 .罗氏 锐角 三 角形 必 
有 一 个 垂 心 , 且 垂 心 在 三 角形 的 内 部 .罗氏 直角 三 角 
形 的 垂 心 与 直角 的 顶点 重合 . 存在 没有 垂 心 的 罗氏 
钝 角 三 角形 .罗氏 钝 角 三 角形 有 垂 心 的 话 ,重心 一 定 
落 在 三 角形 的 外 部 . 

罗氏 三 角形 的 旁 心 (escenter of a Lobach- 
evskian triangle) 罗氏 三 角形 的 特殊 点 之 一 .罗氏 
=A BAS AEA RNS APRA BL. 罗氏 三 角 
形 旁 心 的 个 数 可 能 是 0,1,2,3 四 种 情形 . 

罗氏 三 角形 内 角 之 和 (sum of interior angles of 
a Lobachevskian triangle) 罗氏 三 角形 的 一 个 重 
要 性 质 . 即 罗 氏 三 角形 内 角 之 和 小 于 7. 但 内 角 之 和 
不 是 一 个 固定 不 变 的 常数 , 即 对 不 同 的 三 角形 ,内 角 
之 和 一 般 也 不 同 . 

罗氏 三 角形 的 面积 公式 (area formula of a 
Lobachevskian triangle) 罗氏 几何 的 面积 公式 之 
一 . 在 罗氏 几何 中 ,罗氏 三 角形 (人 4BC) 的 面积 
PECA, B,C). 其中,p 是 罗氏 曲率 半径 ,e(A,B,C) 
是 人 4BC HAD. 由 三 角形 的 面积 公式 可 知 , 无 论 
罗氏 三 角形 的 边 多 长 ,其 面积 永远 不 能 超过 一 个 定 
E o^. 当 三 角形 的 三 个 顶点 都 在 无 穷 远 时 ,这 种 三 
角形 常 称 为 渐 近 三 角形 , 它 的 面积 是 wp ,是 一 切 罗 
氏 三 角形 中 面积 最 大 的 . 当 三 角形 的 三 边 长 都 趋 于 
零 时 ,三 角形 的 面积 趋 于 零 . 即 罗氏 几何 在 局 部 的 范 


围 就 是 欧 氏 几何 . 
罗氏 平面 中 多 边 形 的 面积 公式 (area formula of 


the polygon in a Lobachevskian plane) 罗氏 几何 
的 面积 公式 之 一 .在 罗氏 平面 上 简单 ” 边 形 的 面积 
是 ge l-—2)1— CA; T A; ++ AD |. ix B A,A, 
A, S n 边 形 的 内 角 ,w HP RARI, (n — 27m 
— CA +A + EA RA n 边 形 的 角 亏 . 由 于 面积 
是 角 亏 的 连续 函数 ,对 于 任何 实数 AC [0.0 — 2) 
> pj, 存在 简单 边 形 使 其 面积 为 4. 2$ nok}, 
(n 一 2)Pp:x 一 00, 于 是 对 任何 AE (0,00) , TE TE n Al vn 
边 形 ,使 其 面积 为 4. 

罗氏 空间 中 的 直线 把 (bundle of lines in a 
Lobachevskian space) 罗氏 几何 研究 的 对 象 . 指 罗 
氏 空 间 中 的 直线 集合 ,其 中 每 对 直线 在 一 平面 上 . 罗 
氏 空 间 中 的 直线 把 只 存在 如 下 三 种 类 型 : 

1. MAA. 通过 某 点 S 的 所 有 直线 的 集合 . 
这 种 直线 把 亦 称 为 中 心 线 把 (如 图 1). 

2. 双 曲 线 把 .垂直 于 某 平 面 w 的 所 有 直线 的 集 
合 ( 如 图 2). 


3. 抛物 线 把 . 在 一 方向 相互 平行 的 所 有 直线 的 
集合 (如 图 3). 


es) 


图 1 

罗氏 几何 的 平行 锥 面 (parallel conical surface 
in Lobachevskian geometry) 罗氏 空间 的 一 种 重 
要 曲面 . 在 罗氏 空间 中 ,通过 平面 a 外 一 点 C 作 平 行 
于 a 的 直线 ,所 有 这 样 的 直线 所 形成 的 曲面 称 为 平 
面 a 的 平行 锥 面 .C 称 为 平行 锥 面 的 项 点 ,每 条 平行 
直线 都 称 为 平行 锥 面 的 母 
线 . 从 点 C HEH oa H5 3i 
线 CO,O REE, HFF 
行 角 的 惟一 性 ,所 以 ,以 
CO 为 旋转 轴 , 任 一 条 过 C 
的 平行 线 绕 着 CO 旋转 就 
得 到 顶点 为 C 的 平面 a 的 
平行 锥 面 . 平行 锥 面 把 过 
点 C 的 线 把 中 的 直线 分 成 
=: 

1. 所 有 落 在 平行 锥 面 内 部 的 直线 与 平面 a 都 相 
交 , 这 样 的 直线 称 为 a 的 会 聚 线 . 

2. 所 有 落 在 平行 锥 面 外 部 的 直线 与 a 不 平行 也 
不 相交 ,这 样 的 直线 称 为 a 的 离散 直线 . 

3. 所 有 落 在 锥 面 上 的 直线 ( 即 母 线 ) 是 和 a 平行 
的 直线 . 

一 条 直线 是 平面 a 的 会 聚 、 离 散 或 平行 直线 与 
点 C 的 取 法 无 关 . 利用 平行 锥 面 可 知 :空间 中 任 给 
一 条 直线 和 任 给 一 个 平面 ,它们 的 位 置 关 系 有 四 种 
情形 : 

1. 直线 在 平面 上 . 

2. 直线 是 平面 的 会 聚 线 . 

3. 直线 是 平面 的 平行 直线 . 

4. 直线 是 平面 的 离散 直线 . | 

罗氏 空间 中 两 平面 的 相互 位 置 (mutually posi- 
tion of two planes in Lobachevskian space) 罗氏 
空间 中 两 平面 间 的 相对 位 置 关 系 . 罗氏 空间 任意 两 
个 平面 的 相互 位 置 有 四 种 情形 SRC AM. HE 
f. o. B 是 空间 中 任意 两 个 不 重合 的 平面 ,C A B 
上 的 点 但 不 在 a 上 ,KK 为 过 C 点 的 a 的 平行 锥 面 . A 
BOK 交 于 锥 面 上 的 一 双 和 母线 , 则 称 B 为 a 的 会 聚 
WH a 8 5 K AMMA K BS— REAR), MFK 8 
为 a 的 平行 平面 . 奋 8 不 含 天 的 任何 一 条 母线 , 则 
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称 8 为 a 的 离散 平面 . 两 平面 间 的 会 从 .平行 .离散 
关系 与 点 C 的 取 法 无 关 .平面 间 的 会 察 、 平 行 、 离 散 
关系 具有 对 称 性 ,各 a 是 B 的 会 从 ( 平 行 .离散 ) 平 
E.M 8 也 是 a 的 会 聚 (平行 .离散 ) 平 面 . 

罗氏 空间 的 会 聚 平面 (coherence planes in 
Lobachevskian space)” 见 “罗氏 空间 中 两 平面 的 相 
HEU. 

罗氏 空间 的 平行 平面 (parallel planes in Lo- 
bachevskian space) ” 见 “ 罗 氏 空间 中 两 平面 的 相互 
位 置 ”. 

罗氏 空间 的 离散 平面 (discrete planes in 
Lobachevskian space) 亦 称 超 平行 平面 .罗氏 空间 
中 两 平面 的 一 种 位 置 关 系 . 若 两 个 平面 ,其 中 没有 一 
个 包含 者 平行 于 男 一 个 平面 的 直线 , 则 这 两 个 平面 
称 为 离散 的 . 两 个 离散 的 平面 总 有 惟一 一 条 公 垂 线 ; 
反之 ,垂直 于 一 条 直线 的 两 个 相 异 平面 是 离散 的 . 两 
个 离散 平面 在 离开 公 垂 线 的 所 有 方向 上 都 互相 无 限 
远离 (参见 “罗氏 空间 中 两 平面 的 相互 位 置 ”). 

超 平 行 平面 (hyperparallel planes) BA “OER 
空间 的 离散 平面 ”. 

罗氏 空间 的 基本 曲面 (fundamental surfaces in 
Lobachevskian space) 罗氏 几何 的 主要 人 研究 对 象 . 
指 罗氏 空间 中 球面 、 等 距 曲面 和 极限 球面 三 种 曲面 ， 
这 三 种 曲面 分 别 是 罗氏 空间 中 三 种 线 把 一 一 椭圆 线 
把 、 双 曲线 把 和 抛物 线 把 的 直 交 曲面 . 如 果 以 椭圆 、 
双 曲 .抛物 三 种 线束 中 的 任 一 条 直线 为 旋转 轴 , 把 
圆 、 等 距 线 、 极 限 圆 旋转 ,就 分 别 得 到 罗氏 空间 中 的 
三 种 回转 曲面 :球面 、 等 距 曲面 ,及 极限 球面 . 

罗氏 空间 的 球面 (sphere in Lobachevskian 
space) 罗氏 空间 的 三 种 基本 曲面 之 一 . 在 罗氏 空 
间 中 , 设 a 是 以 O 为 中 心 的 直线 把 中 的 一 条 直线 ， 
在 a 上 取 定 一 点 4, 作 线 把 中 任 一 直线 与 a 的 等 倾 
BI Z& ,其 端点 的 轨迹 称 为 罗氏 球面 ,O 称 为 该 球面 的 
球 心 或 中 心 . 罗 氏 球 面 可 以 看 成 罗氏 圆 绕 着 椭圆 线 
束 ( 中 心 线束 ) 中 任 一 条 直线 旋转 所 产生 的 曲面 . 

等 中 曲面 (equidistant surface) ”简称 等 距 面 . 
罗氏 空间 的 三 种 基本 曲面 之 一 . 指 在 罗氏 空间 中 ,在 
给 定 平面 o 的 同一 侧 , 到 o 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 . 
平面 o 称 为 等 距 曲 面 的 底 , 从 曲面 上 的 任 一 点 所 引 
的 到 底 上 的 垂 线 称 为 高 . 等 距 面 是 双 曲 线 把 的 直 交 
曲面 . 它 也 可 以 看 成 等 距 线 绕 双 曲线 束 中 的 任 一 条 
直线 旋转 而 生成 的 曲面 . 

等 距 面 (equidistant surface) 
ER. 

极限 球面 (horosphere) 罗氏 空间 的 三 种 基本 
曲面 之 一 . 指 在 罗氏 空间 中 ,从 直线 a 的 一 个 点 4， 
到 在 确定 方向 上 与 a 平行 的 任意 直线 引 等 倾 制 线 ， 
其 端点 的 几何 轨迹 .点 4 也 是 极限 球面 上 的 点 . 直 
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a 及 与 4 在 同方 向 平行 的 直线 称 为 极限 球面 的 轴 
线 .极限 球面 是 抛物 线 把 的 直 交 曲面 ,也 是 极限 圆 绕 
其 任 一 轴线 旋转 一 周 所 产生 的 曲面 . 

X S JL f (Riemannian geometry) | ZR fk 2 [X 
几何 或 椭圆 几何 . 非 欧 几 何 的 一 种 . 其 中 又 有 单 椭 和 
SHH ZAP. 这 种 几何 的 发 现 首先 要 归功 于 黎 曼 (Rie- 
mann, (G. F. )B. ). 他 在 1854 年 所 作 的 一 篇 论文 : 
《 论 几 何 党 作为 基础 的 假设 ) 中 指出 了 这 种 几何 的 存 
在 性 . 黎 曼 平面 几何 ( 单 椭 ) 的 公理 如 下 : 

A. 结合 公理 . 基本 概念 与 欧 氏 几何 中 的 相同 . 

1. 对 于 两 个 不 同 的 点 AB, BAER A AURI B 
点 的 直线 . | 

2. 对 于 两 个 不 同 的 点 4,B, 至 多 存在 一 条 直线 
通过 点 A M B. 

3. 在 每 条 直线 上 有 三 个 点 ,至 少 存 在 着 三 个 点 
不 在 一 条 直线 上 . 

B. 顺序 公理 . 基本 概念 :分 离 记 为 二 ,不 分 离 ， 
记 为 一 . 

1. 对 于 直线 a 上 的 任意 三 个 点 A,B,C ,在 直线 
a 上 总 有 一 点 也 ,使 得 A,B+C,D. 

2.6 A,B-C,D NA A,B,C,D 在 同一 直线 
上 ,而 且 都 是 不 同 的 点 . 

3. F A B-C,D,WC,D+A,B, mH 
B,A~-C,D. 

4. dr A, B—C,D,Wl| A,C B,D. 

5. # A,B,C,D 是 一 直线 上 四 个 不 同 点 , 则 A, 
R+C,D,m A,C— B,D,3X, A,D+B.C. 

6. 对 于 一 直线 上 的 五 个 不 同 点 4,B8,C,D 和 
E, Æ A, BD, E, WMA ABC, DRA 

ABF CE. 

7. 分 离 性 在 透视 对 应 之 下 是 保持 的 . 

C. 连续 公理 . 即 戴 德 金 公 理 . 

D. 合同 公理 . 基本 概念 :线段 合同 , 角 合 同 . 

1. 每 条 线段 AB, AA AB=AB,AB=BA. 

2.% AB-A' B' ,W| A’ B'=AB. 

3.7% AB=A"B",A' B'=A"B", M] ABzzA'B'. 

4. 右 C 为 线段 4B 的 内 点 , 则 两 线段 AC 和 CB 
中 的 任何 一 条 都 不 合同 于 线段 AB. 

5. @ AB—A'B'.H. C AX E AB 的 内 点 , 则 在 
线段 A'B' 上 存在 惟一 的 一 点 C ,使 得 AC 寺 A'C'， 
BC=B'C'. 

6. FARRE T, DURER Bet, 6 RI. 

7. 对 于 直线 a 上 的 一 切 点 4 都 存在 相应 的 点 
B, 使 直线 a EW A.B 为 端点 的 两 条 互补 线段 彼此 
合同 . 

8. 一切 半 线 皆 合 同 . 

9. TE/AABC MAA B'O R, E AB=A'B',AC 
=A'C', ZASZ A MW /B=/B,/ZCH=LC. 
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E. 平 面 上 的 任意 两 条 直线 必 有 公共 点 . 

上 述 五 条 构成 黎 曼 平面 几何 的 公理 体系 . 至 于 
n 维 黎 曼 几 何 可 以 如 下 定义 :n 维 空间 R^ P RA 
2H PR 1 gi; (a0 — gi GOD, TB 4G TH AB DIL UR x ,x 十 dx 
之 间 的 距离 ds 由 一 个 正定 二 次 型 :dy = gij Cx) 
dz'dz! 决定 , 则 称 空间 R^ 为 黎 曼 空间 , 黎 曼 空间 中 
的 几何 学 称 为 黎 曼 几何 . 二 次 型 ds: 称 为 黎 曼 空间 
的 线 率 , 它 是 在 坐标 变换 下 的 不 变量 , 即 在 
g=27 2") Fs 

dr Adz’ 
Er; — Bü a aU! 
gij 称 为 黎 曼 空间 的 度量 张 量 或 基本 张 量 . WE Re 
几何 已 受到 人 们 的 普遍 重视 而 得 到 了 很 大 发 展 ,人 它 
不 仅 成 为 现代 微分 几何 的 基础 ,而 且 也 是 微分 方程 、 
变 分 法 . 复 变 图 数论 等 数学 分 文学 科 所 需要 的 研究 
TA. 

z & vs (A) (Riemannian space) 
fay”. 

黎 曼 三 角形 的 角 余 (excess of a Riemannian 
triangle) 黎 曼 几何 的 基本 概念 .在 黎 曼 几何 中 ,三 
角形 内 角 和 大 于 二 直角 ,三 角形 内 角 和 与 二 直角 之 
差 称 为 黎 曼 三 角形 的 角 余 或 角色 . 

m a = fH JH HJ (excess of a Riemannian 
即 “ 黎 曼 三 角形 的 角 余 ” 
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triangle) 


王 新 年 
we — 
RHH 
aR EH 


左 狂 如 
JK SLUT 
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数学 分 析 (mathematical analysis) 分 析 学 中 
最 古老 .最 基本 的 分 文 . 一 般 指 以 微 积分 学 和 无 穷 级 
数 一 般 理论 为 主要 内 容 , 并 包括 它们 的 理论 基础 ( 实 
数 .函数 和 极限 的 基本 理论 ) 的 一 个 较为 完整 的 数学 
学 科 . 它 也 是 大 学 数学 专业 的 一 门 基础 课程 . 数学 分 
析 的 创立 始 于 17 世纪 以 牛顿 (Newton,I. ) 和 莱 布 
EX (Leibniz,G. W. ) 为 代表 的 开创 性 工作 ,而 完成 
于 19 世纪 以 柯 西 (Cauchy,A.-L,. ) 和 外 尔 斯 特 拉 斯 
C(Weierstrass, K. CT. W. DARRER RAHET. 从 
牛顿 开始 就 将 微 积分 学 及 其 有 关内 容 称 为 分 析 . 其 
后 , 微 积分 学 领域 不 断 扩 大 ,但 许多 数学 家 还 是 沿用 
这 一 名 称 . 时 至 今日 ,许多 内 容 虽 已 从 微 积分 学 中 分 
离 出 去 ,成 了 独立 的 学 科 , 而 人 们 仍 以 分 析 统 称 之 . 
数学 分 析 亦 简称 分 析 ( 参 见 “ 分 析 学 ”). 

数学 分 析 的 研究 对 象 是 图 数 . 它 从 局 部 和 整体 
这 两 个 方面 研究 函数 的 基本 性 态 , 从 而 形成 微分 学 
和 积分 学 的 基本 内 容 . 微分 学 研究 变化 率 等 晴 数 的 
局 部 特征 ,导数 和 微分 是 它 的 主要 概念 , 求 导数 的 过 
程 就 是 微分 法 . 围绕 着 导数 与 微分 的 性 质 、 计 算 和 直 
接应 用 ,形成 微分 学 的 重要 内 容 . 积分 学 则 从 总 体 上 
研究 微小 变化 (尤其 是 非 均 匀 变 化 ) 积 累 的 总 效果 ， 
其 基本 概念 是 原 函 数 ( 反 导数 ) 和 定 积 分 , 求 积分 的 
过 程 就 是 积分 法 . 积分 的 性 质 . 计算、 推广 与 直接 应 
用 构成 积分 学 的 全 部 内 容 . 牛顿 和 莱 布 尼 蒋 对 数学 
的 杰出 贡献 就 在 于 ,他 们 在 1670 年 左右 ,总 结 了 求 
导数 与 求 积分 的 一 系列 基本 法 则 ,发 现 了 求 导数 与 
求 积 分 是 两 种 互 逆 的 运算 ,并 通过 后 来 以 他 们 的 名 
字 命 名 的 著名 公式 反映 了 这 种 互 逆 关系 ,从 而 使 本 
来 各 自 独立 发 展 的 微分 学 和 积分 学 结合 而 成 一 门 新 
的 学 科 一 一 微 积分 学 . 又 由 于 他 们 及 一 些 后 继 学 者 
(特别 是 欧 拉 (Euler,L. )) 的 贡献 ,使 得 本 来 仅 为 少 
数 数学 家 所 了 解 , 只 能 相当 艰难 地 处 理 一 些 个 别 具 
体 问题 的 微分 与 积分 方法 ,成 为 一 种 常人 稍 加 训练 
即 可 掌握 的 近 于 机 械 的 方法 ,打开 了 把 它 广泛 应 用 
于 科学 技术 领域 的 大 门 , 其 影响 所 及 ,难以 估量 . 因 
此 , 微 积分 的 出 现 与 发 展 被 认为 是 人 类 文明 史上 划 
时 代 的 事件 之 一 . 与 积分 相 比 ,无穷 级 数 也 是 微小 量 
的 到 加 与 积累 ,只 不 过 取 离 散 的 形式 (积分 是 连续 的 
形式 ). 因此 ,在 数学 分 析 中 ,无 穷 级 数 与 微 积 分 从 来 
都 是 密 不 可 分 和 相辅相成 的 . 在 历史 上 ,无 穷 级 数 的 
使 用 由 来 已 入 ,但 只 在 成 为 数学 分 析 的 一 部 分 后 , 才 
得 到 真正 的 发 展 和 广泛 应 用 . 

数学 分 析 的 基本 方法 是 极限 的 方法 ,或 者 说 是 
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无 穷 小 分 析 . 洛 必 达 (L'Hospital ,G. -F. -A. de) F 
1696 年 在 巴黎 出 版 的 世界 上 第 一 本 微 积分 教科 书 ， 
欧 拉 于 1748 年 出 版 的 两 卷 本 沟通 微 积分 与 初等 分 
析 的 书 , 书 名 中 都 出 现 过 无 穷 小 分 析 这 个 词 . 在 微 积 
分 学 发 展 的 初期 ,这 种 新 的 方法 显示 出 巨大 的 力量 ， 
因而 得 到 大 批 重 要 的 成 果 . 许多 与 微 积分 有 关 的 新 
的 数学 分 支 , 如 变 分 法 、 微 分 方程 以 至 于 微分 几何 和 
复 变 函数 论 ,都 在 18—19 世纪 初 发 展 起 来 . 然而 , 初 
期 的 分 析 还 是 比较 粗 烙 的 ,被 新 方法 的 力量 鼓舞 的 
数学 家 们 经 常 不 顾 演绎 的 逻辑 根据 ,使 用 着 直观 的 
猜测 和 自 相 了 矛盾 的 推理 ,以 致 在 整个 18 世纪 ,对 这 
种 方法 的 合理 性 普遍 存在 着 怀疑 . 这 些 怀 疑 在 很 大 
程度 上 是 从 当时 经 常 使 用 的 无 穷 小 的 含义 与 用 法 上 
引起 的 . 随意 使 用 与 解释 无 穷 小 导致 了 混乱 和 神秘 
感 . 许多 人 参与 了 关于 无 穷 小 本 质 的 论争 ,其 中 有 些 
人 ,如 拉 格 并 日 (Lagrange,J. -L. ) ,试图 排除 无 穷 小 
与 极限 ,把 微 积分 代数 化 . 论争 使 函数 与 极限 的 概念 
逐渐 明朗 化 . 越 来 越 多 的 数学 家 认识 到 ,必须 把 数学 
分 析 的 概念 与 其 在 客观 世界 中 的 原型 以 及 人 的 直觉 
区 分 开 来 .因而 ,从 19 世纪 初 开 始 了 一 个 把 分 析 算 
术 化 (使 分 析 成 为 一 种 像 算术 那样 的 演绎 系统 ) 为 特 
征 的 新 的 数学 分 析 的 批判 改造 时 期 . 柯 西 于 1821 年 
出 版 的 分析 教程 是 分 析 严 密 化 的 一 个 标志 . 在 这 
本 书 中 , 柯 西 建 立 了 接近 现代 形式 的 极限 ,把 无 穷 小 
定义 为 趋 于 零 的 变量 ,从 而 结束 了 百年 的 争论 . 在 极 
限 的 基础 上 , 柯 西 定义 了 函数 的 连续 性 、 导 数 、 连 续 
函数 的 积分 和 级 数 的 收敛 性 (后 来 知道 , 波 尔 查 诺 
(Bolzano, B. ) 同 时 也 做 过 类 似 的 工作 ). 进一步 , 狄 
利克 雷 (Dirichlet,P. G. L. ) F 1837 年 提出 了 函数 
的 严格 定义 ,外 尔 斯 特 拉 斯 引进 了 极限 的 e-6 定义 ， 
基本 上 实现 了 分 析 的 算术 化 ,使 分 析 从 几何 直观 的 
局 限 中 得 到 了 “解放 ”, 从 而 驱散 了 17—18 HARE 
在 微 积 分 外 面 的 神秘 云雾 . 继而 在 此 基础 上 ,和 歼 曼 
(Riemann, (G. F. )B. ) 于 1854 年 和 达 布 (Darboux， 
(J. 2G. ) 于 1875 年 对 有 界 函 数 建 立 了 严密 的 积分 
理论 ,19 世纪 后 半 叶 , 戴 德 金 (Dedekind J. W. R. ) 
等 人 完成 了 严格 的 实数 理论 .至 此 ,数学 分 析 的 理论 
和 方法 完全 建立 在 牢固 的 基础 之 上 ,基本 上 形成 了 
一 个 完整 的 体系 ,也 为 20 世纪 现代 分 析 的 发 展 铺 平 
了 道路 . 


实数 理论 


分 析 基 础 (foundation of analysis) 整个 数学 
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分 析 的 理论 基础 . 分 析 基 础 主要 包括 以 下 三 个 部 分 : 
1. 实数 理论 一 一 对 实数 连续 统 的 严格 描述 . 
2. 变量 与 阻 数 一 一 数学 分 析 的 基本 研究 对 和 银 . 
3. 极 限 理 论 一 一 数学 分 析 的 基本 研究 方法 . 
极限 理论 在 分 析 基 础 中 占 主要 地 位 ,极限 以 各 
种 形式 出 现 并 贯穿 于 整个 数学 分 析 之 中 . 没有 极限 
与 连续 的 正确 概念 ,根本 不 可 能 建立 微 积 分 的 牢固 
基础 . 在 这 个 意义 上 ,分 析 基 础 主要 是 指 极限 理论 . 
微分 和 积分 是 数学 分 析 的 两 种 基本 极限 过 程 . 微 积 
分 的 先驱 者 和 创立 者 运用 它们 在 理论 上 和 应 用 上 取 
得 许多 成 果 , 却 从 来 没有 对 它们 明确 定义 过 . 他 们 无 
法 避 开 极限 概念 ,在 解释 他 们 获得 的 结果 的 正确 性 
时 ,不断 用 到 无 穷 小 和 极限 这 些 词 , 却 又 始终 说 不 清 
极限 是 什么 .他 们 用 常量 数学 中 的 概念 来 解释 无 穷 
小 ,其 结果 是 不 能 自圆其说 . 因此 ,18 世纪 的 一 些 数 
学 家 (如 欧 拉 (Euler,L. ) 和 拉 格 天 日 (Lagrange,]J.- 
L. ) 等 人 ), 曾 企图 完全 摆脱 极限 概念 ,将 微 积 分 这 
一 血 新 学 科 归 人 代数 的 范畴 ,将 导数 归结 为 对 图 数 
进行 代数 运算 的 结果 . 这 样 并 未 使 微 积 分 的 概念 严 
密 化 ,反而 加 重 了 微 积 分 的 神秘 色彩 . 直到 19 世纪 
上 半 叶 , 柯 西 (Cauchy ,A.-L. ) 给 出 了 严格 的 极限 定 
X. ,在 这 个 基础 上 , 微 积 分 和 无 穷 级 数 中 的 一 些 基本 


概念 才 相 继 得 到 澄清 . 这 些 工作 表明 ,必须 以 极限 作 - 


为 微 积分 的 基础 . 与 此 同时 ,函数 的 概念 也 由 狄 利克 
雷 (Dirichlet, P. G. L. ) 等 人 严密 化 了 . 分析 的 基础 
方面 ,至 此 只 剩 下 对 分 析 中 的 变量 在 其 中 取 值 的 基 
本 数 域 实数 系 还 缺少 足够 的 了 解 . 19 世纪 
下 半 叶 , 康 托 尔 (Cantor,G. F. P.) 和 戴 德 金 
(Dedekind,J. W. R. ) 等 人 建立 了 严密 的 实数 连续 
统 理论 ,于 是 ,分 析 基 础 的 完整 体系 就 确立 起 来 了 . 
由 于 极限 的 思想 在 数学 中 应 用 广泛 ,所 以 ,分 析 基 础 
不 只 是 微 积 分 的 基础 ,其 实 是 整个 分 析 数 学 的 基础 . 
分 析 基 础 中 的 思想 方法 ,在 数学 中 很 多 地 方 有 用 , 例 
如 , 康 托 尔 构造 完备 实数 系 的 方法 ,在 泛 函 分 析 中 被 
用 来 实现 度量 空间 的 完备 化 . 由 微 积分 的 创立 到 分 
析 基 础 全 部 理论 的 完成 这 一 发 展 过 程 , 恰 如 马 克 思 
所 指出 的 …… 正 如 一 切 科学 的 历史 进程 一 样 ,在 
摸 到 它们 的 真正 出 发 点 之 前 ,总 先 走 过 许多 弯路 . 科 
学 家 不 同 于 其 他 建筑 师 ,他 不 只 画 出 空中 楼 阁 ,而 且 
在 打下 地 基 之 前 ,先进 出 房屋 的 各 层 .” 

实数 (real number) 数学 中 最 基本 的 概念 之 
一 .实数 与 数 轴 上 的 点 可 以 一 一 对 应 . 数学 分 析 所 研 
究 的 函数 ,其 自 变量 都 取 实 数值 ,因此 ,认识 和 了 解 
实数 是 建立 严格 的 分 析 理 论 不 可 缺少 的 基础 . 实数 
包括 有 理 数 与 无 理 数 ,而 从 欧 几 里 得 (Euclid) 以 来 ， 
人 们 都 把 它们 理解 为 与 单位 长 线段 可 公 度 与 不 可 公 
度 的 线段 的 长 度 . 到 17 世纪 ,人 们 对 实数 的 使 用 已 
经 习以为常 ,并 开始 脱离 其 几何 原型 抽象 地 认识 实 
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数 .但 到 19 世纪 中 叶 ,在 分 析 严 格 化 的 进程 中 ,由 于 
一 些 事实 无 法 证 明 ( 例 如 , 柯 西 (Cauchy,A.-L. ) 无 
法 证 明 上 自己 提出 的 收敛 准则 的 充分 性 ) ,一 些 证 明 出 
了 错 ( 如 波 尔 查 诗 (Bolzano,B. ) 对 连续 图 数 介 值 性 
的 证 明 ), 人 们 才 发 现 对 实数 特别 是 无 理 数 的 认识 仍 
然 模糊 不 清 ,这 才 促 使 一 批 数学 家 关注 于 处 理 无 理 
数 的 问题 . 通过 他 们 的 努力 ,终于 在 将 近 半 个 世纪 的 
时 间 里 ,建立 了 多 种 形式 上 不 同 ,而 实质 上 等 价 的 严 
格 的 实数 理论 . 各 种 形式 的 构造 性 实数 理论 ,都 是 前 
先 从 有 理 数 出 发 去 定义 无 理 数 ,也 就 是 说 , 数 轴 上 有 
理 点 之 间 的 所 有 空隙 ( 无 理 点 ), 都 可 以 由 有 理 数 经 
过 一 定 的 方式 来 确定 . 然后 证 明 这 样 定义 的 实数 ( 原 
有 的 有 理 数 和 新 定义 的 无 理 数 ) 具 有 人 们 原来 熟知 
的 实数 所 应 有 的 一 切 性 质 , 特 别 是 连续 性 . 这 些 形式 
上 不 同 的 实数 理论 也 就 因 确 定 空 际 的 方法 不 同 而 互 
相 区 分 ,它们 主要 有 : 戴 德 金 (Dedekind,J. W. R.) 
用 有 理 数 的 分 割 的 方法 , 康 托 尔 (Cantor,G. 下 . P.) 
用 有 理 数 的 基本 列 的 方法 ,外 尔 斯 特 拉 斯 (Weier- 
strass, K. CT. W. )) 用 无 穷 ( 非 循环 ) 十 进 小 数 的 方 
法 ,以 及 用 端点 为 有 理 点 的 财 区 间 套 和 有 界 单 调 有 
理 数 列 的 方法 .站 在 现代 数学 的 立场 来 看 ,上 述 各 种 
方法 都 是 从 假定 实数 具有 某 种 特性 出 发 的 (如 戴 德 
金 的 方法 假定 了 实数 的 连续 性 , 康 托 尔 假定 的 是 完 
备 性 ,而 用 闭 区 间 套 的 方法 反映 了 实 轴 上 有 界 闭 集 
的 紧 性 ), 而 这 些 特性 在 实数 范围 内 都 是 等 价 的 , 因 
而 用 这 些 方法 定义 出 的 实数 都 是 完全 相同 的 . 此 外 ， 
还 有 一 种 与 上 述 构造 法 完全 不 同 的 定义 实数 的 方 
法 , 那 就 是 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 于 1899 年 提出 的 
公理 化 方法 (参见 “实数 公理 ”). 他 将 实数 应 有 的 一 
些 基 本 性 质 列 为 一 个 公理 系统 ,然后 将 满足 这 个 公 
理 系统 的 对 象 定义 为 实数 .基于 这 些 公 理 的 实数 理 
论 与 上 述 基 于 构造 法 的 也 互相 等 价 . 

EF (supremum) ” 数 集 的 最 小 上 界 ( 参 见 本 
卷 《集合 论 ) 同 名 条 ). 称 B 是 实数 集合 EE 的 上 确 界 ， 
WX 8 二 sup Elub E, 1B: 

1.8 是 五 的 上 界 , 即 对 任意 zE 五 ,有 xx. 

2. 4 b j& E HJ E, W 8 委 2(C 即 8 是 最 小 上 
界 ); 或 比 8 小 的 数 不 是 五 的 上 界 , 即 对 任意 0, 
存在 x,C€ E, x, > B—e. 

8 是 五 的 最 大 元 , 当 且 仅 当 P=supL,A PEC 
E. 当 非 空 实数 集 ERALA, BH Usup E= +00 
表示 ; 当 它 有 上 界 时 ,上 确 界 必 存 在 , 即 上 确 界 是 实 
数 ( 参 见 “ 确 界 原理 ”). 

下 确 界 (infimum) 数 集 的 最 大 下 界 ( 参 见 本 
卷 《 集 合 论 ) 同 名 条 ). 称 a 是 实数 集合 五 的 下 确 界 ， 
记 为 a 二 inf E xXglb ,是 指 : 

1.4 是 的 下 界 , 即 对 任意 xzEE， 有 ax. 

2. 若 a 是 上 的 下 界 , 则 4a 过 a( 即 a 是 最 大 下 


界 ); 或 对 任意 620. FFE x, € E, fH xoa e. Bl EG a 
大 的 数 不 是 五 的 下 界 . 

a Æ E WR )oc,4 AW a—inf E. H. a€ E. 
有 限 集 的 上 (下 ) 确 界 就 是 最 大 (小 ) 元 . 任 一 有 下 界 
的 非 空 实数 集 必 有 下 确 界 . 当 非 空 实数 集 瓦 没有 下 
界 时 , 常 以 inf E= oR. 这 样 , 在 扩张 的 实数 系 
R* 里 ,任何 非 空 子 集 都 有 上 确 界 或 下 确 界 ( 参 见 “ 确 
Am”). 

实数 系 (real number system) 亦 称 实数 连续 
统 . 即 所 有 实数 的 集合 . 任何 一 个 完备 的 阿 基 洲 德 有 
序 域 均 可 称 为 实数 系 .在 保 序 同 构 意义 下 它 是 惟一 
的 ,常用 R 表示 .由 于 R 是 定义 了 算术 运算 的 运算 
系统 , 故 有 实数 系 这 个 名 称 . 

SE XXE SE St (continuum of real number) 即 
“实数 系 ”. 

扩张 实数 系 (extended real number system) 
实数 加 上 无 穷 远 点 的 集合 . 把 两 个 理想 点 十 oo( 读 作 
正 无 穷 大 ) 与 一 ce( 读 作 负 无 穷 大 ) 加 进 实数 系 所 得 
到 的 数 系 , 通 党 记 为 R 或 [一 co, 十 cejR ”的 元 素 
满足 以 下 规定 (不 同文 献 中 的 提 法 略 有 差异 ): 

1. 对 任意 实数 a, 有 一 过 a 三 十 %， 
a+(+Łœ)=(Ł%œ)+a= +œ, 
a—(t00)=Foo,a/(Fo)=0. 

oe (63) Coo) Poo; 
(—0co) + (—co)=— oo. 

3. Zr a>0 X a= +o, W] 

a * (00o)=(400) *g=too; 
若 a«0 Ka=— oo , Jii 
a * (+00)=(+00) * a= Fo. 
实数 系 R 可 以 用 集合 {x1 一 < 之 z+ 二 十 0) 表 
示 . 在 数 轴 上 ,十 ce 与 一 ce 分 别 表 示 正 向 与 负 向 的 无 
穷 过 点 .引进 理想 元 素 十 ce 与 一 co ,主要 是 为 了 叙述 
与 表示 上 的 方便 (例如 ,可 以 统一 处 理 函 数 极 限 ), 另 
一 方面 ,也 是 为 了 把 R 扩张 为 紧 致 集 R (赋予 适当 
B ER S Jao 5 PH 2 Ex [8] BHO. 这 种 紧 致 化 思想 在 现 
代数 学 中 是 相当 有 用 的 . 
实数 系 的 稠密 性 (density of real number sys- 
tem) 实数 系 的 重要 性 质 之 一 . 指 任意 两 个 不 等 的 
实数 间 有 无 穷 个 实数 . 即 : 若 a6 € Roa b, WE 
实数 cB a Le b. 也 可 以 限定 c 是 有 理 数 (或 无 理 
TO. 这 样 ,在 两 个 不 等 的 实数 间 有 无 穷 多 个 有 理 数 
与 无 穷 多 个 无 理 数 .在 历史 上 ,和 曾 有 一 些 数学 家 误 认 
为 稠密 性 就 是 连续 性 . 其 实 有 理 数 也 有 稠密 性 , 即 任 
意 两 个 不 等 的 有 理 数 间 有 无 穷 多 个 有 理 数 ,但 有 理 
数 系 没有 连续 性 . 
实数 系 的 完备 性 (completeness of real number 
system) JERA R 对 极限 运算 封闭 ,也 指 对 实 
数 使 用 由 有 理 数 构 造 实数 的 方法 不 能 再 得 到 新 的 


数 . 与 实数 系 的 连续 性 一 样 , 它 是 区 分 有 理 数 系 与 实 
数 系 的 关键 性 质 .R 的 完备 性 可 以 由 柯 西 准则 (R 中 
的 基本 列 必 收敛 于 某 一 实数 ) 刻 画 , 也 可 以 用 区 间 套 
定理 反映 . 在 实数 系 的 公理 系统 中 ,这 两 个 定理 用 作 
完备 性 公理 ,与 阿 基 米 德 公 理 合 在 一 起 刻画 了 实数 
的 连续 性 . 

实数 系 的 连续 性 (continuity of real number 
system) ”实数 连续 统 的 本 质 属性 . 但 这 个 词 并 不 是 
演绎 系统 中 的 概念 ,而 只 是 作为 直线 没有 空 际 这 一 
几何 直观 形象 的 同 义 语 使 用 . 由 于 实数 与 直线 上 的 
点 一 一 对 应 ,而 直线 是 连续 的 ,因而 也 称 R 有 连续 
性 . 这 个 连续 与 连续 函数 一 词 中 的 连续 的 内 涵 是 不 
同 的 ,一 个 更 准确 的 术语 是 R 的 连通 性 , 即 不 能 把 R 
分 成 互 不 相交 的 两 个 非 空 的 闭 集 . 有 许多 命题 反映 
R 的 连续 性 ,主要 是 戴 德 金 定理 、 上 确 界 原理 .单调 
收敛 原理 、 肾 点 原理 、 列 紧 性 定理 .有限 履 盖 定理 ,以 
及 R 是 连通 的 这 个 结论 ,它们 是 互相 等 价 的 . 还 有 
许多 结论 也 与 它们 等 价 .它们 还 与 阿 基 米 德 性 质 加 
上 区 间 套 定理 或 柯 西 准 则 等 价 . 这 表明 R 的 连续 性 
蕴含 R 的 完备 性 . 由 于 这 个 原因 ,文献 中 既 把 反映 R 
的 连续 性 的 命题 用 作 R 的 公理 系统 中 的 连续 性 公 
理 , 又 把 它们 称 为 完备 性 公理 ,但 却 不 能 把 单独 的 区 
间 套 定理 或 柯 西 准则 用 作 连 续 性 公理 . 

连续 统 (continuum) 指 连 续 不 断 的 数 集 . 原意 
是 为 了 强调 实数 的 连续 性 而 给 实数 系 的 男 一 名 称 ， 
现在 的 含义 更 广泛 了 .由 于 实数 与 直线 上 的 点 一 一 
对 应 ,直觉 上 直线 是 连续 而 不 断 开 的 ,因此 ,把 实数 
系 称 作 连续 统 . 由 于 区 间 内 的 点 也 有 类 似 性 质 , 故 把 
区 间 也 称 作 连续 统 . 这 些 是 一 维 连 续 统 或 线性 连续 
Zt. 类 似 地 有 二 维 连续 统 、 三 维 连 续 统 等 称呼 . 例如 ， 
平面 是 二 维 连续 统 ,空间 是 三 维 连 续 统 ， 

阿 基 米 德 性 质 (Archimedean property) ”实数 
系 的 重要 性 质 之 一 . 指 对 任意 正 数 z 及 实数 FE 
正 整 数 ”使 nz>y. 在 几何 上 这 意味 着 ,无 论 多 长 
的 线段 ,都 能 用 有 限 条 不 管 多 短 的 等 长 线段 覆盖 ; 换 
句 话说 ,无 论 采 用 多 短 的 线段 作 单 位 ,都 能 在 有 限 次 
内 把 无 论 多 长 的 线段 量 完 . 这 个 性 质 是 阿 基 米 德 
(Archimedes ) 在 其 著作 《 论 球 与 圆柱 体 》 中 明确 的 . 
阿 基 米 德 性 质 还 有 几 种 等 价 形式 : 

1. 对 任意 实数 z, 存 在 正 整数 n> a. 

2. 对 任意 正 数 x. FETE ERR n, 7 1/n. 

3. SCC r 满足 以 下 条 件 :对 任意 正 整 数 n 有 

O<r<l1/n, M] z=0. 

4. 正 整数 集 N+ 无 上 界 . 

阿 基 米 德 将 此 性 质 用 作 几 何 公 理 ( 参 见 本 卷 4 高 
等 几何 》 中 的 “ 阿 基 米 德 公理 ”). 

确 界 原理 (supremum and infimum principle) 
刻画 实数 连续 性 的 命题 之 一. RGR EA ER 
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的 非 空 实数 集 必 有 上 确 界 (为 实数 ). 对 偶 地 , 任 一 有 
下 界 的 非 空 实数 集 必 有 下 确 界 (为 实数 ). 实数 的 这 
个 性 质 是 波 尔 查 诺 (Bolzano,B. ) 于 1817 年 发 现 的 . 
在 扩张 的 实数 系 R 中 ,认为 没有 上 (下 ) 界 的 非 空 实 
数 集 的 上 (下 ) 确 界 为 十 ce( 一 co). 这 样 ,在 R* 中 任 
何 非 空 集 都 有 上 、 下 确 界 . 

We > FE) (Dedekind cut) 定义 实数 的 一 种 
方法 . 指 按 如 下 方法 将 一 个 有 大 小 顺序 的 数 集 ( 例 如 
实数 集 或 有 理 数 集 ) 分 成 两 部 分 . 具体 而 言 ,用 S 表 
示 有 大 小 顺序 的 数 集 , 若 将 5 分 成 两 部 分 4 LB, 
使 其 满足 : 

1. 4 RI B 都 至 少 含 有 S 中 的 一 个 数 ( 不 空 )， 

2.5 中 的 任 一 数 或 属于 4 ,或 属于 BOR); 

3. 对 任意 a€ A 和 任意 65EB, 有 a<=6b( 不 乱 )， 
N RAC BRA S 的 一 个 ( 戴 德 金 ) 分 割 ,A4 和 B 
分 别称 为 其 下 类 和 上 类 . 若 (4,B) 是 有 理 数 集 Q 的 
一 个 分 割 , 则 可 能 4 中 无 最 大 数 ,同时 B 中 无 最 小 
数 , 即 出 现 空 际 , 所 以 有 理 数 系 不 连续 ;而 对 实数 集 
R 所 作 的 分 割 , 则 不 会 出 现 这 种 情况 , 它 反映 出 实数 
系 是 连续 的 ,这 促使 戴 德 金 (Dedekind ,J. W. R. ) 用 
有 理 数 系 Q 的 所 有 这 种 分 割 (出现 空 除 的 和 不 出 现 
空 除 的 ) 来 定义 实数 . 这 样 的 实数 的 集合 R 一 定 有 
连续 性 及 其 他 熟知 的 性 质 .因此 , 它 就 给 出 了 一 种 严 
格 的 实数 理论 ,这 也 就 是 戴 德 金 分 割 的 意义 所 在 . 
1872 年 , 戴 德 金 在 4 连续 性 与 无 理 数 ;一 文中 公布 了 
这 个 理论 ,但 同文 中 又 说 ,他 1858 年 12 月 曾 把 已 完 
成 的 这 个 理论 在 小 范围 内 公开 过 ,只 是 在 收 到 海 涅 
(Heine, H. E. ) 构 造 无 理 数 的 论文 后 才 决 定 发 表 的 
(参见 本 卷 《 高 等 几何 同名 条 ). 

戴 德 金 定理 (Dedekind theorem) 刻画 实数 连 
续 性 的 命题 之 一 . 它 断 言 ,大 (4,B) 是 实数 系 RD 
有 理 数 集 的 所 有 戴 德 金 分 割 的 集合 ,并 以 明显 的 方 
式 定 义 了 大 小 顺序 及 四 则 运算 ) 的 戴 德 金 分 割 , 则 由 
它 可 确定 惟一 实数 op cE4, 则 它 为 4 中 最 大 元 ， 
者 a€ BME B 中 最 小 元 . 这 个 定理 说 明 ,R 的 分 
制 与 全 体 实数 是 一 一 对 应 的 ,反映 在 数 轴 上 , 它 又 说 
明 ,R 的 分 割 不 再 出 现 空 阶 , 因 此 ,这 个 定理 可 用 来 
刻画 实数 的 连续 性 (参见 本 卷 《 高 等 几何 ) 中 的 “ 戴 德 
金 原理 ”). 

区 间 套 定理 (theorem of nested intervals) ll 
画 实数 系 完备 性 的 命题 之 一 . 该 定理 指出 :一 个 套 一 
个 的 一 列 闭 区 间 的 交集 必定 不 是 空 集 . 定理 的 严格 
表述 如 下 : 设 (Lai,64j1) 久 是 R 中 的 闭 区 间 列 ,者 对 
每 一 个 正 整 数 k A Lai ba Jo La: b, | 5 Bii 


D Ea] 
非 空 ;进一步 ,大 还 有 b,—a,—0Ck—00) , 则 
13) La, sb] 
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是 单元 素 集 , 即 存在 惟一 的 点 c 属于 所 有 [as,p Ck 
EN.) ,并且 

lim a, = lim b, = c. 
实数 系 的 这 个 性 质 是 康 托 尔 (Cantor ,G.F.P. ) 建 立 
的 . SER" A FIE. A FE R WES S ABI 
子 集 列 , 且 FIOFOSeIFIOW 


nF 天 D; 
TS lim diam F, =0 OX Hdiam#& m 41%), M 
NF, 
k=1 


是 单元 素 集 . 特别 地 , 当 F 是 非 空 有 界 财 区 域 时 ,就 
得 到 区 域 套 定理 (参见 本 卷 《 高 等 几何 ) 中 的 “ 康 托 尔 
257). 

32 á (covering) 实数 理论 的 基本 概念 之 一 . 
KE ER NFR, W= {UAC ASA BETEFA) 
是 R" 的 子 集 族 . E 

Ey. 
则 20 称 为 五 的 覆盖 ,或 红 覆盖 E. 特别 地 , 当 各 个 
U RFR K 称 为 五 WHE. 当 4 是 可 数 集 或 
有 限 集 时 , 20 分 别称 为 可 数 覆 盖 或 有 限 履 盖 . 例如 ， 
对 任意 e>0, 


v = || = 


ey = e, + + € n c N. | 
MERE (1/nin EN, } WY) BT E SS BEP 0<e<1 
时 ,不 是 集合 


] ] 
LE orto | 


Wem. ASCU, HK, Y 都 是 E NB, MX 
称 为 2 的 子 覆 盖 . 可 以 把 R" 换 成 拓扑 空间 ,对 拓扑 
空间 中 的 点 集 可 完全 一 样 地 定义 上 述 概念 (参见 本 
卷 《 集 合 论 ) 中 的 “集合 的 覆盖 ”). 

FEZ (open covering) 见 “ 履 盖 ”. 

4 BR (finite covering) BM Az. 

子 覆盖 (subcovering) Wh“ BR”. 

有 限 覆 盖 定 理 (finite covering theorem) Jr 
海 涅 - 波 莱 尔 定理 ,或 波 莱 尔 - 勒 贝 格 定 理 . 刻画 实数 
连续 性 的 命题 之 一 . 指 团 区 间 的 任何 开 和 覆盖 必 含 该 
区 间 的 有 限 子 覆 盖 . BN CAC A) 是 一族 开 区 间 ， 
它们 的 并 集 包 含 闭 区 间 [a,6b], 则 存在 该 族 中 的 有 限 
个 开 区 间 , 设 为 DL... ER RAS Lab]. 
上 述 命 题 中 的 闭 区 间 可 以 换 成 有 界 闭 集 , 组 成 开 禾 
盖 的 开 区 间 可 以 换 成 开 集 ,从 而 把 定理 叙述 成 : 当 E 
AR 中 的 有 界 闭 集 时 ,E BSTEIRIJE BROS EWA 
限 子 覆 盖 . 但 对 一 般 的 度量 空间 中 的 有 界 闭 集 , 这 个 
定理 不 一 定 成 立 . 有 限 履 盖 定 理 是 波 莱 尔 (Borel， 
(CF. -É. -J.-) È.) F 1898 年 ( 另 一 说 1895 年 ) 对 
[a,bj] 及 开 区 间 族 的 情形 予以 证 明 , 由 勒 贝 格 


(Lebesgue, H. L.) F 20 世纪 初 完善 的 . 在 此 之 前 ， 
i& i (Heine, H. E. ) 在 关于 郴 数 的 一 致 连续 性 的 证 
明 中 已 用 过 这 一 性 质 . 这 个 定理 是 多 种 形式 的 履 蔓 
定理 中 最 简单 而 常用 的 一 个 . 
海 涅 - 波 莱 尔 定理 (Heine-Borel theorem) Bp 
UB PR AE mE”. 
iE FE Ra- N f&EIS(C(Borel-Lebesgue theorem) 
BU“ Ar OR ERE". 
实数 公理 (axioms of real number) 定义 实数 
的 一 种 途径 , 按照 它 , 所 谓 实数 系 就 是 定义 了 两 种 二 
元 运算 (加 法 与 乘法 ) 和 一 种 次 序 关 系 (>) 的 集合 ， 
并 且 这 些 运 算 和 次 序 满足 规定 的 公理 . 由 这 些 公理 
可 以 推出 实数 的 一 切 性 质 , 具 体内 容 如 下 : 
设 R 是 一 个 集合 , 阁 它 满足 下 列 三 组 公理 , 则 
称 为 实数 系 , 它 的 元 素 称 为 实数 : 
I RAH) 对 任意 a,b5ER, 有 R 中 惟一 的 元 
K atb 与 惟一 的 元 素 a，5 分 别 与 之 对 应 ,依次 称 
Al a,b 的 和 与 积 ,满足 : 
1.〈 交 换 律 ) 对 任意 a,oER, 有 
at+tb=b+a,a*b=b-ea. 
2. (AH) 对 任意 acc RB 
a (67-6) =a Fa) hes 
ae (bec)=(aeb)*c. 
3. (分 配 律 ) 对 任意 w,o,cER, 有 
a * (b+c)=a+bt+arc. 
4.《〈 单 位 元 ) ATER 中 两 个 不 同 的 元 素 , 记 为 
0,1 ,分 别称 为 加 法 单位 元 与 乘法 单位 元 ,使 对 所 有 
aCRP8adc0-a.a*1-a. 
5.〈 逆 元 ) 对 每 个 a€R, 存 在 R 中 惟一 的 元 素 ， 
记 为 一 a, 称 为 加 法 逆 元 ;对 每 个 a€ER\{0), 存 在 R 
中 惟一 的 元 素 , 记 为 a | KARA 3 TC s f 
a+(—a)=0Q0,a ° a !—]. 
I ( 序 公 理 ) 在 任意 两 个 元 素 a b ER 之 间 存 
在 一 种 关系 , 记 为 " 盖 ”, 使 对 任意 ac,p,cER, 满 足 : 
1. (三 歧 性 ) a>b,b>a a=b 三 种 关系 中 必 有 
一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 
2. (传递 性 ) Fa>b H bc, Wj ac. 
3.( 与 运算 的 相 容 性 ) 帮 a 之 5, 则 a 十 c 之 b 十 c; 
Zr a 之 b,c 之 0, 则 ac>be. 
Ii EKES) 对 任意 ab C Roa 0, F 
EERI n, (E na. 
I (EEES R 的 任何 基本 列 都 在 R 中 
称 满 足 公理 组 I 的 集 为 域 ;满足 公理 组 1 与 1 
的 集 为 有 序 域 ;满足 公理 组 1 ,I 与 下 .的 集 为 阿 基 
米 德 有 序 域 ;满足 公理 组 1 一 正 的 集 为 完备 阿 基 米 
德 有 序 域 或 完备 有 序 域 . 这 样 ,实数 系 就 是 完备 阿 基 
米 德 有 序 域 . 所 有 有 理 数 的 集合 Q 是 阿 基 米 德 有 序 


域 , 但 它 不 满足 完备 性 公理 . 根据 域 公 理 , 可 以 定义 
实数 的 减法 和 除法 ,并 证 明 四 则 运算 的 所 有 性 质 . 序 
公理 的 1 与 2 RHR >” ERKEN. 

用 域 公理 和 序 公理 可 以 定义 正 数 .负数 .不 等 
式 、 绝 对 值 ,并 证 明 它 们 具有 通常 的 算术 性 质 . 加 上 
阿 基 米 德 公理 与 完备 性 公理 ,可 以 证 明 实 数 的 其 他 
性 质 以 及 只 、 方 根 、 对 数 等 的 存在 性 . 实数 的 公理 有 
多 种 不 同 的 提 法 ,常见 的 男 一 种 提 法 是 把 公理 组 
换 成 

有 '( 连 续 性 公理 ); 若 4,B 是 R 的 非 空子 集 , 且 
AUB=R; 4 %4 ZEA, VES 时 ,z<y, 则 A 有 最 大 
元 或 B 有 最 小 元 . 

这 里 把 戴 德 金 定理 用 作 连 续 性 公理 , 男 一 个 经 
常用 作 连 续 性 公理 的 是 确 界 原 理 ( 参 见 “ 确 界 原 
38"). 公理 组 1 ~ 下 与 公理 组 1 十 I 十 下 ' 是 等 价 的 
GE REA di I 6 ED. 完备 性 公理 可 以 换 成 闭 区 间 套 
定理 的 形式 . 类 似 地 ,单调 收敛 定理 、 聚 点 原理 等 也 
可 用 作 连 续 性 公理 . 公理 组 I 也 有 其 他 提 法 .用 公理 
定义 了 实数 系 R 后 ,可 以 继续 定义 R 的 特殊 元 素 正 
整数 .整数 等 . 例如 :由 数 1 生成 的 子 加 群 Z= (0， 
土 1 ,十 2,…} 的 元 素 称 为 整数 ;由 数 1 生成 的 子 域 Q 
三 {p/q|1p,q9€2Z,9 关 0) 的 元 素 称 为 有 理 数 . 

实数 公理 是 在 集合 论 发 展 的 基础 上 ,由 希 尔 伯 
特 (Hilbert,D. ) F 1899 年 首次 提出 的 . 后 来 ,他 所 
提 的 公理 系统 在 相 容 性 与 独立 性 方面 得 到 进一步 改 
进 ,了 逐步 演变 为 前 面 所 说 的 公理 系统 . 

区 间 (interval)” 数 轴 上 一 种 最 常用 的 点 集 . 它 
有 三 类 : 闭 区 间 [a,6]= Gr lax<x<b}, Ap asb 是 实 
数 ( 下 同 ); 开 区 间 (e ,po) 王 (zla<z<o)y la, +o) 
={zr|zr>a},(—-7,b={zr|r<b},(—~, +o) = 
Rs-E FF K fa] (a,.6]={xrlaxxr<h}.[a,b)={xrlaxr 
<(6},[a,+co)=(24|zr2a},(—~,6J={r|r<b}. 
半 开 区 间 又 称 半 闭 区 间 . 上 面 的 <c,2 分 别称 为 相应 
的 区 间 的 左右 端点 ,区 间 中 其 他 点 称 为 该 区 间 的 内 
A. 上 述 各 种 区 间 中 ,La,6j], a,b), Lab), Ca, b] X. 
称 有 界 区 间或 有 限 区 间 , 其 他 的 称 为 无 界 区 间或 无 
限 区 间 . 对 于 a0, EX BI aa], (一 a,a) 又 称 为 对 
称 区 间 . 区 间 是 数 轴 上 的 线段 或 射线 或 整个 数 轴 ， 
“ 开 (“ 闭 ”,“ 半 开 ”) 是 指 不 包含 (包含 ,只 包含 一 个 ) 
其 端点 . 在 扩张 的 实数 系 R* 中 ,四 种 开 区 间 可 以 用 
— ^id G D) HP — oa «bx H co. 类似 
bh. EFF KIB) RT LA FA La) (a C RHE R'OxX Ca, 6 ]Ca 
ER* ,bER) 表 示 . b—a YR X [8] E] KE. CH E 
的 长 度 是 十 oo.R* A Ert n] 5j fEL— 0o, too]. ER T 
单 点 集 外 ,区 间 是 R 中 仅 有 的 连通 集 . 文献 中 常 有 
Bh“ |” ISL? o> BAR ES CHO”, m EG. S fF 
ja,pL 的 写法 ,类 似 地 也 有 ja ,十 ce[L 等 写法 . 

开 区 间 Copen interval) — BL" [X [B] ". 
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A 学 分 析 

FAX ja) (closed interval) “Kal”. 

+ FF E [A] (semi-open interval) JU“ [R] ". 

3E FA EX fA] (semi-closed interval) JU“ [X ial”. 

Xt BRE iA) (symmetric interval) Jl“ [x [B] ". 

3 PRE [B] (finite interval) 见 “ 区 间 ”. 

FC ER [x iB] (infinite interval) WKH”. 

n 维 欧 几 里 得 空间 (n-dimensional Euclidean 
space) 现实 空间 的 抽象 与 推广 . 简称 维 欧 氏 空 
间 . 见 本 卷 《4 高 等 代数 ) 同 名 条 .n 维 欧 氏 空间 在 代数 
中 是 定义 了 内 积 的 维 线性 空间 , 记 为 R", 其 元 素 
是 维 向 量 , 即 元 有 序 ( 实 ) 数 值 ,并 利用 内 积 规定 
向 量 x 的 模 |*| 是 其 与 自身 的 内 积 的 平方 根 


|x| = 


在 几何 中 ,借用 普通 空间 中 点 坐标 与 其 向 径 作为 以 
原点 为 起 点 的 向 量 的 坐标 相同 之 例 , 也 把 n 维 欧 氏 
空间 的 向 量 看 做 点 而 把 ” 维 欧 氏 空间 R” 看 做 点 空 
la] ,因而 也 可 讨论 R^ 中 的 几何 图 形 . 如 直线 、 超 平面 
S. 在 数学 分 析 中 ,经 常 借用 代数 和 几何 中 维 欧 氏 
空间 的 概念 ,特别 是 常 使 用 R^ 的 向 量 ( 元 素 )x 的 模 
|x| 的 男 一 名 称 范 数 的 概念 . 在 提 到 xER” 时 常 只 说 
x 是 元 数组 而 不 一 定 提 到 它 是 n 维 欧 氏 空间 的 元 
素 , 因 而 还 常 把 x 的 模 , 即 范 数 |x| 特 别称 为 x 的 欧 
几 里 得 范 数 . 

欧 几 里 得 范 数 (Euclidean norm) 
里 得 空间 ”. 

区 间 的 长 度 (length of interval) “KE”. 

n 维 区 间 (n-dimensional interval) 一 种 特殊 
点 集 .R 中 区 间 概 念 的 推广 . 设 (ai;,6) ,Lai,b;j(i 二 1， 
2,…,n;ais6b;ER"*) 是 R* 中 的 区 间 . 积 


Geto Ss || Cd 

即 维 空间 中 的 集 {x= Cary teeth Xn) (Qa; <b; 51 
—152.**,n)8ix-—Gi xzs*5)la Sa S bpm 
1,2,…,n) 分 别称 为 n EFKES n 维 闭 区 间 , 记 为 
(a,b) 5S[a,bl,HrBpa-(a,a; ,a,),b 二 (61,b;， 
°45,). Cab) Cla; b; DRA (a,b) (La,b]) 的 支 区 
E. EmA ai. b; EXS, WR Cab), La b] A n EA 
AXE, EURA n 维 无 界 区 间 , 上 述 区 间 统 称 为 nn 
维 区 间 , 从 几何 上 看 ,二 维 有 界 区 间 就 是 矩形 ,三 维 
有 界 区 间 就 是 长 方 体 , 因 此 ,也 把 维 有 界 区 间 称 为 
n 维 长 方 体 . 特别 地 , 当 =a — bs m a3 =" = 0, a; 
时 ,又 称 为 n 维 方 体 或 维 方 区 间 . 例如 


IT I OQ; + 0) 
i=] 


就 是 n HE FP Fy DX iB] , a= (aiyaz san) RAE KI P 
心 ,26 HE ENE. n XE Cab) La ,tb 的 2 维 体 
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见 “n 2E EX JL 


积 是 
He — dj). 


n 1 JT [X |B] (n-dimensional open interval) J 
"n EX [B] ". 

n 4 B] [x IB] (n-dimensional closed interval) 
见 “n BE X [B] ". 

n 4 & FE E (dimensional bounded inter- 
val) Jl“n Æ K [R] ". | 

n # Jc FL j8] (n-dimensional unbounded inter- 
val) W“n ED RI". 

支 区 间 component interval) ” 见 “n 4ER [R] ". 

n K E fk (n-dimensional cuboid) W ^» 4 
[X fal”. 

n t 7j f (n-dimensional cube) 
[a] ". 

子 区 间 (subinterval) ”区 间 的 部 分 区 间 . & J, 
A EKE, H LEL, WE A K D 的 子 区 间 . 特 
别 地 , 任 一 区 间 是 它 自 己 的 子 区 间 . 

邻 域 (neighborhood) 一 点 的 附近 这 一 直观 概 
念 的 数学 刻画 . 在 数学 分 析 中 ,对 于 数 轴 上 任意 给 定 
的 点 a《( 即 aER), 以 a 为 中 心 的 开 区 间 (a 一 6 ,a 十 6) 
CÓ 为 任意 正 数 ) 称 为 a 的 6 邻 域 , 记 为 Ul(a,6),a 称 
为 邻 域 中 心 ,6 称 为 邻 域 半径 . 从 Ul(a,6) 中 去 掉 a 点 
的 集合 称 为 a 的 去 心 ( 空 心 )6 邻 域 .6 邻 域 在 不 必 指 
明 其 半径 时 简称 邻 域 . 有 时 也 分 别称 开 区 间 (《a 一 6 ,a) 
和 《a,a 十 6) 为 a 的 左 邻 域 和 右 邻 域 ,统称 单 侧 邻 域 . 
为 方便 起 见 , (— 00 , M) ACM, +00) OM € FO 4} Bl ER 
Jy — 09 Al + co FASB RR. AE aR". Lh a 为 中 心 的 任 
意 开 球 和 方形 开 区 间 分 别称 为 a 的 球 邻 域 和 方 邻 域 ， 
统称 邻 域 . 并 且 与 n=1 时 类 似 地 有 去 心 邻 域 的 概念 . 
邻 域 的 概念 常用 在 极限 理论 中 ,或 用 在 刻画 函数 在 一 
点 的 性 态 时 . 在 点 集 拓 扑 中 , 某 一 点 的 邻 域 一 般 可 以 
指 含 该 点 的 任意 开 集 , 并 且 邻 域 概 念 有 更 重要 的 理论 

ô 邻 域 (G-neighborhood) 见 “ 邻 域 ” 

邻 域 中 心 (center of neighborhood) 
域 ”. 

$f tai 3E f$ (radius of neighborhood) J “4 
域 ”. 

单 侧 邻 域 (one-sided neighborhood) 

球 邻 域 (spherical neighborhood) JA, “4h ak”. 

方 邻 域 (square neighborhood) “4 ah”. 

空心 邻 域 (deleted neighborhood) ” 见 “ 邻 域 ”. 

去 心 邻 域 (deleted neighborhood) ” 见 “ 邻 域 ”. 

n 维 球 (n-dimensional ball) BREST n ÆR 
氏 空 间 中 的 推广 .R" 中 的 集合 BG.) —(x€R' | 


W “n K 


DRE: 


Ix—a | <r} BATE n 维 球 或 R" 中 的 开 球 . 称 a 为 球 
心 , 正 数 > 称 为 球 半 径 . 集合 Blasr) ={xER” | 
ix —a | Xr RAW aA PY. 为 半径 的 财 n 维 球 
a R 中 的 闭 球 . 特别 地 , 当 a=0.7=1 时 的 球 称 为 
R 的 单位 球 . 开 球 是 开 集 , 闭 球 是 闭 集 ,它们 都 是 凸 


fe. 二 维 球 就 是 圆 ,又 称 圆 盘 .” 维 单位 球 的 体积 
gir /2 
= Gaye te 1) 
x^ /ki! (n 2k) , 


— A257 /(QR — 11 (n = 2k — 1). 
其 中 有 & 是 正 整 数 ,(2& 一 1)1! —1-5*355* e (2k 
— D, P ANT RECS HO ©, 2, w= nr, w= 41/3, 
,7 07 /2,0,— 817/15 等 .半径 为 r 的 n 维 球 的 体积 
7 wr”. 体积 一 定 的 立体 中 , 球 的 表面 积 最 小 ,也 就 
是 表面 积 一 定 的 立体 中 , 球 的 体积 最 大 . 

开 球 (open ball)” 见 “n 维 球 ”. 

闭 球 (closed ball)” 见 “n AER”. 

单位 球 (unit ball)” 见 “n FR”. 

n 维 球面 (n-dimensional sphere) 球面 概念 的 
推广 . ERP UP 5g ri a 等 距离 的 点 的 集合 (x € 
R’*'| |x-al=r},idAW S". n 维 球面 就 是 n 十 1 AER 
的 边界 ,其 中 a 是 球 心 ,r 是 球 半径 .通常 ,相应 于 球 
的 记号 Bl(a,r), 以 SCla,r) 表 示 相 应 的 球面 . 一 维 球 
面 就 是 圆周 . 当 n> 2 时 ,n 维 球面 有 时 称 为 超 球 面 . 


半径 为 > 的 2 一 1 维 球面 的 面积 等 于 nw,r” ,其 中 
w, 是 n 维 单位 球 的 体积 

超 球面 (hypersphere) W“n 维 球面 ”. 

R” 中 的 线段 (line segment in R) 一 类 特殊 点 


集 ,.R" 中 以 点 yx, (ECR) Wis BUZE EE BREA x 
ER" |x=rx,+(1—1)x,.t€[0,1]}  BHE[R[O. 1]TE 
连续 映射 下 的 象 . 线段 的 上 述 定 义 只 涉及 R” 中 的 线 
性 运算 ,因此 可 以 把 它 推广 到 实 线性 空间 . 

R” 中 的 直线 (straight line in R) 一 类 特殊 点 
集 . 设 xx ER Er RE 

{xER* |x=tx, + (1—0x,,t€R) 

称 为 通过 点 xi,x; 的 直线 ,或 由 点 xx 确定 的 直 
线 . 若 设 v= 二 xs 一 x1, 并 以 1 一 t (RR E ri z, 则 可 得 
到 直线 的 等 价 定义 :给 定 x. ER” 及 vER”,v 关 0, 集 
(xER"|x=x,+1v,tCR} AMY x 且 与 平行 的 
EX. v 称 为 其 方向 向 量 , 并 称 上 述 直 线 为 通过 x; A 
有 方向 向 量 v 的 直线 . 通过 同一 点 的 两 条 直线 重合 
时 , 当 且 仅 当 它们 的 方向 向 量 共 线 . 若 两 条 不 同 直线 
的 方向 向 量 共 线 , 则 称 这 两 条 直线 平行 . 阁 令 1(z) 
=x +t CER), M F8 E ZX n] 78 p, SI AP [5] E (EE e X 
1 的 值 域 . ER 1) =x, + 称 为 直线 的 参数 式 向 量 
方程 ,简称 直线 的 参数 方程 ,t 称 为 参数 ,2 一 3 时 , 它 
就 是 空间 解析 几何 中 直线 的 参数 方程 . 直线 的 上 述 


sx: HR 理 dt 


定义 可 以 类 似 地 推广 到 任意 的 实 线 性 空间 中 去 . 

方向 向 量 (direction vector) V, "R" 中 的 直 
线 "参见 本 卷 ( 空 间 解析 几何 ) 中 的 “直线 的 方向 向 
量 ” 

R” 中 的 折线 (broken line in R) 空间 折线 概 
念 的 推广 . 依次 用 线段 连结 R" 中 有 限 个 点 xi x, 
e Xn CA] ATER x, 与 x1) 得 到 的 图 形 称 为 R" 中 的 
折线 . BI R" 中 的 点 集 


Ut eim eee SH pee Oke 


也 称 它 是 由 有 限 点 列 xi ,xz，…xn 确定 的 折线 . 

R” 中 的 超 平 面 (hyperplane in R) 平面 概念 
的 推广 . 给 定 R" 的 非 零 元 素 a 及 实数 c, 集 合 {(XER” 
la, x= RAR 中 的 超 平面 ,a 称 为 它 的 法 问 
量 . 上 述 超 平面 用 HW. 表示 , (a,x) 表 示 a 与 x 的 内 
FR, (a x) =c 称 为 该 超 平面 的 方程 . 当 n —2 时 , 超 
平面 方程 为 a,x, +a,t,=c, WME R’ 中 的 直线 . n=3 
Hj ERO p uie RO 中 的 平面 . 超 平面 在 R” 中 的 作 
用 ,就 相当 于 直线 在 R* 中 或 平面 在 R 中 的 作用 . 例 
如 , 超 平面 H. 把 R^ 分 成 两 个 半空 间 (x| (ax? 6j 
与 1| ax) 入 c) ,它们 称 为 财 半空 间 ; 把 ”之 ”与 “过 ” 
分 别 改 成 ”与 “过 ”, 便 得 到 开 半 空间 定义 .通过 原 
点 的 超 平面 , 即 Ho BRAT KF. CE R Bg n 
一 1 维 子 空间 . 每 个 超 平面 都 可 由 适当 的 齐 次 超 平 
面 平 移 而 得 . 因此 ,每 个 超 平面 都 是 仿 射 子 空间 . 

i8 E m B3 7E [8] E (normal vector of hyperplane) 
JL"R" 中 的 超 平面 ”. 

超 平 面 的 方程 (equation of hyperplane) W 
“R 中 的 超 平面 ”. 

闭 半 空间 (closed half space) 
i”. 

开 半 空间 (open half space) 
pm. 

3r ZR dB SE HP (homogeneous hyperplane) W 
“R” 中 的 超 平面 ”. 

Py se (convex set) ” 指 包 含 连结 其 任意 两 点 的 
线段 的 集合 . 若 到 CR"( 或 互 含 于 任 一 实 向 量 空间 )， 
AMER x, y € E & Oct 1,78 Gx- (0—0y)€ 
E,W E AGE. R^ 中 的 区 间 、 球 、 超 平面 都 是 凸 
R.R” 中 的 凸 集 有 许多 良好 的 性 质 ,这 些 性 质 经 过 
不 同 程度 的 抽象 ,形成 了 总 称 为 凸 性 的 一 些 数学 概 
念 .分 析 、 几 何 的 许多 领域 都 涉及 凸 集 或 凸 性 . 例如 ， 
有 人 研究 有 限 维 空间 中 凸 集 性 质 的 凹 几 何 ,以 及 研究 
i PR AN d SE PF APT S JL fer l8] B9 D Ap PT. 

fj FL (bounded set) 一 类 重要 的 集 . 指 可 以 
被 有 界 区 间 包 含 的 实数 集 . 也 就 是 被 长 度 有 限 的 区 
间 包 含 的 集合 .EE 有 界 , 当 匡 仅 当下 列 等 价 条 件 之 一 
BEL: 


见 “R" 中 的 超 平 


见 “R" 中 的 超 平 


901 


oF d, 


1. f£ E IX lal [a o ,使 对 E 中 所 有 rH 
ax x= b. 

2. 存在 M>>0, 使 对 所 有 x€ ES Ix | x M. 

3. E HABAR. 

若 存在 实数 b 不 小 于 五 中 任 一 元 素 , 即 对 所 有 
LEE, A cb NORA ESRB EHE LS 
或 有 上 界 . B GETETESC a 不 大 于 五 中 任 一 元 
素 , 即 对 所 有 EE, A x 之 a, 则 相应 得 到 下 界 、 下 有 
界 或 有 下 界 等 概念 .是 有 界 集 当 且 仅 当 E 既 有 上 
界 又 有 下 界 . 若 2 是 五 的 上 界 , 且 26 匹 , 则 称 2 为 五 
的 最 大 元 , 记 为 max 五 .类 似 地 可 得 到 最 小 元 min E 
的 定义 . 最 大 元 或 最 小 元 如 果 存 在 , 必 是 惟一 的 . 上 
界 或 下 界 如 果 存 在 , 必 有 无 穷 个 . 

有 界 集 概念 可 推广 到 R 中 . 设 ECR’, & En 
LA TRU Fn SE) EC fa] XL 2E AAR RAE. WM ER E 
AR 的 有 界 集 . 等 价 地 ,到 有 界 是 指 存在 M0. ft 
对 所 有 xE 五 ,有 |x| 委 M, 或 巨 的 直径 有 限 . 有 限 个 
有 界 集 的 并 集 与 交集 是 有 界 集 ;有 界 集 的 子 集 有 界 ; 
4 58 2623 BA RAR ARAE). 

最 大 元 (greatest element) 见 “ 有 界 集 ” 

最 小 元 (least element) 见 “ 有 界 集 ” 

无 界 集 (unbounded set) JER AE. GEC 
RM E LR ARAXES M>0, FE x € E. fb 18 
Ix | M. RAH EN BBA +. 对 实数 集 E K 
说 ,EE LR REAREA ERA ERA PR. EC 
R A LACK RH). isup E= +00 (inf E=— oo), 
则 存在 五 中 不 同 的 点 组 成 的 点 列 a) fi a, 十 oo 
(一 00); 反 之 也 成 立 . 有 穷 集 必 是 有 界 集 , 因 此 ,无 界 

集合 的 直径 (diameter of set) XT SER 
本 概念 之 一 . Be ACCR", Du] A 中 任意 两 点 的 距离 
的 上 确 界 称 为 4 的 直径 , 记 为 diam4. 这 样 ， 


diamA —sup| lx—y| xyE4| , 
其 中 |。| 表 示 欧 几 里 得 范 数 . 
连通 集 (connected set) 一 类 特殊 的 点 集 . 它 


是 从 圆 多边 形 这 样 一 些 直 观 上 连 成 一 片 的 图 形 抽 
象 得 到 的 一 个 概念 . 这 种 图 形 不 能 分 解 成 这 样 两 个 
非 空子 集 的 并 :其 中 任 一 集合 不 含 另 一 集合 的 聚 点 
和 边界 点 . 对 于 集合 五 , 若 不 存在 非 空 集 E, E E 
EJUE—E.E,f| E;—E NE= Ø, N] ERA 
EE , EDR Ei E 的 闭 包 ). 若 存在 这 样 的 
E, E: M) E $k Og ki SE. E XEo8 24 BL [CS I TE TE 
与 五 相交 的 开 集 ( 或 闭 集 )0, ,0 ,使 O, UO,DE,O, 
10; f! E — Ø. YE R 中 ,只 有 区 间或 单 点 集 是 连通 
4E. R" 中 的 凸 集 是 连通 的 . 特别 地 ,n 维 区 间 、n 维 球 
是 连通 的 .在 某 些 重要 的 定理 中 ,连通 性 是 本 质 的 前 
提 , 例 如 ,连续 函数 的 介 值 定 理 只 对 定义 在 连通 集 上 
502 


的 连续 项 数 成 立 ， 

不 连通 集 (disconnected set) 见 “ 连 通 集 ” 

R” Haya (arc in R>) 亦 称 简单 弧 . 曲线 弧 概 
念 的 推广 . 它 有 两 种 不 同 的 定义 , 一 种 定义 是 指 连续 
的 单 射 fibla.b]—R" (这样 , 弧 是 特殊 的 路 径 ); 另 一 
种 定义 是 指 这 样 的 了 的 值 域 fab D. 后 一 种 定义 
更 具 几 何 含义 ,按照 它 , 弧 是 自 映 不 相交 的 曲线 ,或 
曲线 上 任意 两 点 间 不 包含 重点 的 部 分 . 采用 这 种 定 
义 时 ,又 称 为 若 尔 当 弧 , 同 时 ,把 前 一 种 定义 中 的 了 
称 为 简单 路 径 . 


fH xl (simple arc)” 即 “R* 中 的 弧 ”. 


若 尔 当 弧 (Jordan arc) ” 见 “R” PASM”. 
简单 路 径 (simple path) J,"R" 中 的 弧 ”. 


弧 连 通 集 (arcwise connected set) 亦 称 路 径 
连通 集 . 可 用 弧 连 结 其 中 任意 两 点 的 点 集 . 对 于 平面 
点 集 情形 指 它 是 这 样 的 : 若 严 CR:, 若 对 于 五 中 任意 
的 两 点 (ec,z) 和 (by) ,存在 区 间 [La,5] 上 的 连续 单调 
PR /使 得 A Ca) x Sf O= y. WM EA Mie 
4E . 弧 连 通 集 必 是 连通 的 ,反之 不 一 定 , 例 如 ,平面 曲 
线 


y=sin— (Os aec) 


与 工 轴 上 的 线段 一 1 委 z 委 0 的 并 集 是 连通 的 ,但 不 
是 弧 连 通 的 . 在 R” 中 ,连通 的 开 集 是 弧 连 通 的 . R” 
的 凸 子 集 总 是 弧 连 通 的 ,因而 是 连通 的 . 当 所 用 的 弧 
是 折线 , 即 有 限 条 线段 的 并 集 时 , 弧 连 通 集 称 为 折线 
连通 集 . 在 R" 中 ,连通 开 集 是 折线 连通 的 . n 维 球 、n 
维 区 间 .” 维 球面 都 是 弧 连 通 的 . 

路 径 连 通 集 (path connected set ) 
集 ” 

折线 连通 集 (broken line connected set) W 
“ 弧 连 通 集 ”. 

KE region) ” 亦 称 开 域 . 非 空 连通 开 集 .R" 中 
的 区 域 D, 就 是 可 以 用 DD 中 的 曲线 或 折线 连结 DD 的 
任何 两 个 点 的 开 集 . R 中 的 开 凸 集 是 区 域 . 例如 ,n 
维 开 球 n 维 开 区 间 都 是 R” 的 区 域 .平面 R'* 中 的 区 
域 称 为 平面 区 域 . A (xs xal <r}. AR ixir 
Ix—a|<R) G2» 00 FEY MME KM, P 
简单 闭 曲 线 的 内 部 也 是 平面 区 域 . 由 于 区 域 是 开 集 ， 
因此 这 个 集合 的 内 点 、 外 点 、 边 界 点 、 外 部 .边界 、 闭 
包 等 分 别称 为 区 域 的 内 点 、 外 点 ,边界 点 、 外 部 、 边 
界 、 闭 包 等 . 特别 地 ,区 域 的 闭 包 称 为 闭 区 域 . 类似 地 
有 有 界 区 域 . 无 界 区 域 等 名 称 . 

开 域 (open region) “KR”. 

平面 区 域 (plane region) Wh“ DX ik”. 

区 域 的 内 点 (inner point of region) 见 “ 区 
域 ” 

闭 区 域 (closed region) 


即 “ 弧 连通 


见 “ 区 域 ”. 


£6 3% ji (simply connected region) 直观 上 
没有 洞 的 平面 区 域 的 推广 . 指 R^ 中 这 样 的 区 域 D: 
其 内 任 一 简单 闭 曲 线 可 以 在 D 中 连续 地 收缩 为 一 
点 . 设 某 财 曲线 的 参数 表示 为 了:[a ,oj 一 忆 , 各 存在 
Xe S ER RC h: [0.1 ] X La. 6 ]- D. f 8E BR t€ La, 
bl. ERO, DSF), hA,t) =xE D, MIRA sE 
[0,1], hG,a)=—h(s,6), WR DD 是 单 连 通 的 . ix 
由 8,;《1) 二 hls,t) 定 义 的 函数 8,:La,b] 一 D 表示 曲线 
r.. M ExSA& 3E Hj gli £e D de D 中 连续 地 变形 ( 通 
过 无 数 条 中 间 曲 线 D RRA D 内 的 一 点 xo R” 
H By gU 5 EGÉYES IX OR hoc —1—5 fO) 
十 sxo). Æ R? 中 , 单 连通 域 就 是 直观 上 没有 洞 的 区 
域 , 即 区 域内 任何 一 条 简单 闭 曲 线 的 内 部 没有 不 属 
T DAWA. 


变量 与 函数 
变量 (variable) 刘 称 变数 或 变 元 . 指 在 某 个 过 


程 中 可 以 取 不 同 的 值 的 量 . 像 某 时 刻 不 同 地 区 的 气 
温 ,一 年 内 某 城市 的 人 口 , 以 及 自由 落体 的 瞬时 速度 
等 客观 世界 中 的 量 , 都 是 变量 的 原型 .在 现代 数学 
中 ,对 变量 的 理解 不 再 强调 它 取 值 的 过 程 , 而 定义 为 
能 取 某 个 集合 X 的 一 切 元 素 为 值 的 量 , 即 可 以 代表 
X 的 一 切 元 素 的 符号 . 这 里 的 X 称 为 该 变量 的 变 域 
或 定义 域 . 当 说 x 在 集合 X 上 变动 或 x 取 遍 XX, 都 
表示 x 是 以 X 为 变 域 的 变量 , 均 以 XxEX 表 示 . 这 
样 定义 的 变量 ,甚至 可 以 不 代表 数量 (如 泛 范 分 析 中 
的 变量 可 以 代表 抽象 空间 的 元 素 ), 而 有 变 元 等 名 
称 .但 是 数学 分 析 中 所 说 的 变量 ,基本 上 限制 其 变 域 
X 为 实数 集 R 的 子 集 ,可 以 更 确切 地 称 为 实 变量 . 
特别 当 X 为 区 间 时 ,该 变量 zx MAERT; X 
为 R 的 可 数 子 集 时 (如 定 圆 的 内 接 正 多 边 形 面积 )， 
Z 称 为 离散 变量 ; 当 X 为 有 界 (无 界 ) 集 时 ,z 称 为 有 
界 ( 无 界 ) 变 量 . 

A E H S E M FJL Descartes, R.) E 3$ 5 
(Fermat, P. de) 建 立 解 析 几 何 时 引进 数学 的 . 他 们 
不 再 像 前 人 那样 把 方程 中 的 未 知 量 看 做 一 个 待 求 的 
常数 ,而 是 看 做 不 取 固 定 值 的 量 , 即 变量 . 牛顿 
(Newton,I. ) 等 使 用 的 “ 量 ” 也 就 是 变量 . 例如 ,他 说 
到 “随时 间 变 化 而 不 断 增加 的 量 ”,“ 量 取 极 大 值 或 极 
小 值 ” 等 .有 人 认为 变量 这 个 词 是 莱 布 尼 区 (Leib- 
niz,G. W. ) 于 1673 年 首先 使 用 的 . 实际 上 第 一 个 给 
变量 下 定义 的 也 许 是 洛 必 达 (LL'Hospital,G. -F. -A. 
de) ,他 在 《4 无穷 小 分 析 》(1696) 中 的 定义 就 是 :“ 变 量 
是 连续 地 增加 或 减 小 的 量 ;常量 或 固定 量 是 在 其 他 
量变 动 时 保持 不 变 的 量 . AA (Cauchy, A.-L.) 
“依次 取 许 多 互 不 相同 的 值 的 量 ” 称 为 变量 , 狄 利克 
Æ (Dirichlet, P. G. L. ) 则 把 变量 看 做 表示 某 个 数 集 


的 任何 一 个 元 素 的 符号 ,这 已 接近 现在 对 变量 的 理 
解 . 中 国清 代 的 一 些 译作 中 把 变量 译作 变数 ,至 今 仍 
有 人 沿用 这 个 译名 . 

ae (variable) 即 “ 变 量 ”. 

变 元 (Cargument) 即 “ 恋 量 ” 

变 域 (variable domain) MFE”. 

实 变 量 (real variable)” 见 “ 恋 量 ”. 

连续 变量 (continuous variable) Nl “AH”. 

离散 变量 (discrete variable) 见 “ 变 量 ” 

有 界 变量 (bounded variable) 见 “ 变 量 ” 

无 界 变 量 (unbounded variable) 见 “ 恋 量 ” 

常量 (constant) ” 亦 称 常数 .在 某 个 变化 过 程 
中 保持 不 变 的 量 ,或 者 变 域 为 单元 素 集 的 变量 . 常量 
也 可 视 为 一 种 特殊 的 变量 . 记号 x 二 const 和 常用 来 表 
示 工 为 常量 . 常量 与 变量 的 划分 是 相对 的 ,要 视 所 
研究 的 问题 和 条 件 而 定 . 例如 ,在 计算 多 元 函数 的 偏 
导数 时 ,就 只 将 其 自 变量 中 的 一 个 视 为 变量 ,其余 的 
自 变 量 则 视 为 常量 . 

常数 (constant)” 即 “常量 ”. 

A% (unction) 亦 称 映射 .变量 之 间 确 定 的 依 
KR. BX 是 一 个 实数 的 集合 ( 即 XCR) SF ER 
个 确定 的 法 则 ,每 个 zxEX 按照 了 上 对 应 惟一 的 yER 
Cy ALSO W SRA X ENR, Bese 5 y 
别称 为 函数 f 的 自 变 量 和 因 变 量 ,z 通过 法 则 f 对 
By y PIE IO fF GO ,也 称 为 函数 值 , 于 是 可 写 y 
二 f(z), 实数 的 集合 和 和 Y={y|y 二 f(x),xEX) 
分 别称 为 函数 f 的 定义 域 和 值 域 . 习惯 上 常 说 “本 
数 y= f(x)" 3X" y E x HY PRL”, iy A A KR 
yy 一 8z) 给 出 的 范 数 万 或 “存在 一 个 以 z 为 自 变 
量 ,y 为 因 变 量 的 函数 关系 ”者 XX 是 两 个 实数 
的 集合 (XICR,X2:CR), 了 是 某 个 法 则 , 任 一 有 序数 
组 (ziy,zz)(CzEXizcEX) 通 过 了 对 应 惟一 的 ve 
R, 则 了 称 为 (定义 在 )Xi XX, = { (2x15 22) |x: EX, 
z,€ X (R? 的 子 集 ) 上 的 二 元 函数 . (ziyzz) 称 为 目 
变量 ,y 是 因 变 量 ,XiXX， 为 f 的 定义 域 , 与 (zi， 
xc MIWA y 值 记 为 f Gori sx» KARR, YS oy 
(n 为 正 整 数 ). 与 此 相应 ,前面 所 说 的 函数 可 称 为 一 
元 函数 .所 有 的 ?元 函数 当 n7 1 时 称 为 多 元 滑 数 . 
一 元 函数 及 多 元 函数 统称 函数 . 由 此 ,数学 分 析 中 的 
山 数 是 变量 间 取 值 的 对 应 法 则 ,是 因 变 量 依 从 于 自 
变量 的 关系 ,而 自 变 量 和 因 变 量 都 是 取 实 数值 的 . 这 
种 定义 由 戴 德 金 (Dedekind,J. W. R. )-F 1887 年 最 
m8. 

函数 是 数学 分 析 的 基本 概念 之 一 ,其 含义 经 历 
过 多 次 的 推广 . 最 早 是 由 莱 布 尼 蒋 (Leibniz,G. W. ) 
于 1694 年 ( 另 两 说 为 1673 年 和 1692 年 ) 引 进 数学 
的 ,用 以 表示 随 曲 线 上 的 点 变动 的 量 , 如 曲线 上 点 的 
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坐标 和 曲线 的 斜率 等 . 1718 年 ,约翰 第 一 ，。 伯 努 利 
(Bernoulli, Johann II) 把 函数 定义 为 “由 变量 与 常 
量 以 任何 适当 方式 构成 的 量 ", 这 实际 上 是 显 函 数 的 
定义 . 他 的 学 生 欧 拉 (Euler,L. ) 在 《无 穷 小 分 析 引 
论 》(1748) 中 把 它 改 述 成 包含 隐 孔 数 的 形式 :变量 的 
函数 是 由 这 个 变量 与 一 些 数 或 常量 以 任何 方式 组 成 
的 解析 式 . 稍 后 ,在 《微分 学 》(1755) 中 , 欧 拉 又 给 了 
更 一 般 的 定义 : 若 某 些 量 以 这 样 的 方式 依赖 于 另 一 
些 量 , 即 当 后 面 这 些 量变 化 时 前 面 这 些 量 也 发 生变 
化 , 则 前 面 这 些 变量 称 为 后 面 这 些 变量 的 函数 . 接着 
他 又 说 ,车 工 表示 变量 , 则 以 某 种 方式 依赖 于 z, 即 
由 二 确定 的 一 切 量 都 称 作 x 的 函数 . 欧 拉 的 定义 保 
持 了 长 期 的 影响 ,尤其 是 对 于 西方 中 学 教育 的 影响 . 
符号 jz) 也 是 欧 拉 引 进 的 (1734). 按 欧 拉 的 观点 ， 
函数 都 能 用 解析 式 表 示 . 实际 上 ,18 世纪 的 许多 数 
学 家 都 有 这 种 看 法 . 直到 1807 年 fi E m (Fourier, 
J.-B. -J. ) 在 其 《 热 的 解析 理论 ) 中 用 三 角 级 数 表示 
比 原 先 研究 的 更 一 般 的 函数 关系 后 ,函数 与 它 的 表 
达 方 式 才 逐步 分 离 . 1837 F, Xk Fla E (Dirichlet, 
P.G. L. ) 在 一 篇 论文 中 给 出 了 较为 明确 的 函数 定 
XBi r 取 某 个 区 间 内 的 所 有 值 , 若 对 于 每 个 x 
有 惟一 有 限 的 y 与 之 对 应 , 则 把 y WR x 在 这 个 区 
间 内 的 函数 . 他 紧 接着 指出 ,没有 必要 要 求 在 整个 区 
AA y 只 有 一 个 解析 式 , 甚 至 可 以 没有 解析 表达 式 . 
在 此 之 前 的 1834 Æ, 2 B UJ] X: Hp A (Jobauescxun, 


H. H. ) 也 给 出 过 含义 相近 的 定义 . 犹 利克 雷 的 定义 


有 重要 影响 ,在 数学 中 至 今 仍 在 使 用 它 . 因为 在 函数 
定义 中 ,重要 的 是 自 变 量 与 因 变 量 ( 的 值 ) 之 间 的 对 
应 法 则 , 因 变 量 ( 或 水 数值 ) 由 此 法 则 决定 ,而 狄 利克 
雷 却 把 因 变 量 称 为 函数 ,所 以 出 现 了 本 词 条 一 开始 
就 给 出 的 函数 是 对 应 法 则 的 定义 . 这 个 定义 目前 在 
较为 抽象 的 数学 学 科 中 ,已 经 代替 了 狄 利克 雷 的 定 
义 , 但 在 数学 分 析 中 (特别 是 涉及 微 积 分 的 计算 时 ) 
和 一 些 计算 性 较 强 的 学 科 中 ,使 用 时 会 有 很 多 明显 
的 不 便 之 处 ,因此 ,还 较 多 地 使 用 狄 利 克 雷 的 定义 ， 
将 jz) 称 为 函数 ,而 把 c 取 特 殊 值 ro 所 对 应 的 因 
变量 的 值 f(zxo) 称 为 函数 值 . 由 于 现代 数学 的 不 同 
学 科 中 出 现 很 多 名 称 不 一 ,但 本 质 相 同 的 概念 ,因此 
又 有 了 概括 性 更 强 的 函数 定义 ,即将 任意 集合 X 到 
另 一 集合 Y 的 对 应 关系 (法 则 , 即 映 射 ) 称 为 函数 ， 
并 用 原 表 示 映 射 的 记号 表示 为 fiXoYCOCRS X 到 
集合 Y 的 映射 ) 或 fiz yK X NIK x ARMY 
的 元 素 y). 其 实 , 映 射 作为 数学 的 另 一 个 基本 概念 ， 
在 数学 史上 与 函数 从 不 同 的 分 支 学 科 产 生 和 发 展 ， 
直到 近代 才 与 函数 逐步 融合 ,成 为 实质 上 相同 概念 
的 两 个 名 称 , 而 可 以 在 集合 论 上 给 出 它们 的 统一 定 
X (参见 本 卷 4 集 合 论 》 中 的 “映射 ?>), 并 使 用 统一 记 
号 . 然而 , 正 因为 这 同一 个 概念 的 两 个 名 称 各 有 其 历 
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史 地 位 和 使 用 它们 的 数学 分 支 的 习惯 用 法 ,多数 数 
学 家 乐于 保留 其 各 自 的 名 称 和 用 法 而 不 强求 统一 . 
因此 ,本 条 目 只 按 函 数 这 个 名 称 的 历史 发 展 和 实际 
使 用 现状 加 以 诠释 .不 仅 如 此 ,这 一 数学 概念 在 近代 
数学 中 , 尚 有 其 他 的 名 称 如 变换 、 算 子 等 . 

总 之 ,函数 作为 变量 之 间 依 从 关系 的 数学 抽象 ， 
变量 可 以 从 任意 集合 取 值 ,但 常 从 实数 集 取 值 . M R 
数 概念 的 历史 发 展 和 现实 使 用 看 ,变量 从 实数 集 取 
值 是 其 主流 . 循 此 主流 论述 的 函数 ,严格 说 是 实 变量 
EY) 3c pa a. 数学 概念 常 只 在 一 定 的 范围 内 加 以 诠 述 . 
与 函数 作为 同一 概念 的 不 同名 称 的 映射 是 集合 的 元 
素 之 间 的 依从 关系 , 另 一 名 称 变换 是 空间 的 点 之 间 
的 依从 关系 ,又 一 名 称 算 子 则 常 是 函数 空间 的 函数 
之 间 的 依从 关系 . 它们 的 数学 抽象 是 同一 概念 ,但 却 
以 各 在 其 恰当 的 位 置 上 作 完 整 的 诠 述 更 为 合宜 .在 
同一 条 目 内 混为一谈 只 会 搅乱 数学 各 分 文中 本 来 的 
融洽 . 正 因为 如 此 ,不 仅 在 本 卷 中 会 在 不 同 的 分 支 对 
此 同一 概念 的 三 种 不 同 的 名 称 : 函 数 .映射 和 变换 按 
各 自立 条 进行 诠释 ,而 且 像 在 第 三 卷 4 泛 函 分 析 ) 等 
分 文中 甚至 还 会 在 需要 时 按 其 各 自 的 习惯 用 法 同时 
运用 此 同一 概念 的 三 种 不 同名 称 ( 也 数 、 映 射 和 算 
子 ) 的 最 基本 情形 , 自 变 量 和 因 变 量 都 在 数 域 中 取 值 
的 函数 , 称 为 数值 函数 . 其 中 自 变 量 取 实 ( 复 ) 数 值 
的 , 称 为 实 ( 复 ) 变 函数 ;* 因 变量 取 实 ( 复 ) 数 值 的 , 称 
为 实 ( 复 ) 值 函数 . 实 变 实 值 函 数 简称 实 函 数 , 复 变 复 
值 函 数 简称 复 函 数 . 函数 当 其 自 变 量 或 因 变 量 为 (高 
于 一 维 的 ) 向 量 时 ,分 别称 为 多 元 函数 ( 辐 量 元 函数 ) 
和 疝 量 值 洱 数 .有 时 也 考虑 因 变 量 取 多 于 一 个 数值 
E^] PRN. BRE A Ae TÉ R A. 

在 中 国 ， 函 数 " 一 词 最 早出 现在 1859 年 李 善 兰 
的 译作 《 代 微 积 拾 级 ) 中 :“ 凡 此 变数 中 函 彼 变数 , 则 
此 为 彼 之 函数 . ” 书 中 同时 介绍 了 阳 函 数 ( 即 显 函 
XC . B eg c CBE [E BEBO 29 BRL A A di eR 2C CRT Y PR 
数 ) 等 概念 . 

自 变 量 (independent variable) JL“ pKa”. 

因 变 量 (dependent variable) Ji“ pKa”. 

数值 函数 Cnumber valued function) J “pK 
ue. 

函数 的 定义 域 (domain of the definition of func- 

JL" PRR”. 
函数 的 值 域 (range of function) V," RC". 
S AH Creal function) Jil“ per”. 
复 函 数 (complex function) J“ pg". 
— Jr & W (function of one variable) 定义 于 R 
(SE BN FE) BY SE BY PRK SS DL“ BRB”). 一 元 函数 
可 表示 为 J:X(CR)>R my] fir€ XOCRO. y€R, 
在 数学 分 析 中 更 常用 y — f GOES. 
多 元 函数 (function of several variables) 定义 


tion) 


域 为 R"(n 宇 2) 的 子 集 的 函数 .具体 地 说 ,可 以 是 二 
元 函数 、 三 元 肾 数 以 至 一 般 的 nn zo ER CO € No 
2). n 元 函数 可 记 为 f;:X(CR") 一 R. 数学 分 析 中 ,更 
常用 y f Gi axis EAN IX PRIORA BS x 
— Cx x2» *** Tn) Bil x AR 中 一 点 ,或 n AE [n] E, 
而 在 目前 新 的 数学 文献 中 也 常用 S a a ERORE 
f Gri sas ttc EROR ZU ER C. XXE «m 元 函数 也 
可 看 做 是 区 维 空间 中 的 点 (或 回 量 ) 到 实数 的 对 应 关 
AST) (SOL PRB”). 


二 元 函数 (function of two variables) — Ul ^ eR 
BU” Rl E 7c PA BL”. 
向 量 值 函 数 (Cvector-valued function) 六 数值 


为 回 量 的 函数 .将 R” 中 的 点 ( 数 ) 对 应 于 向 量 的 对 
应 关系 (法 则 ). AX ER HFRS 是 某 个 确定 的 
法 则 ,每 一 x€EX 通 过 对 应 惟一 的 yER”(n 维 向 
量 ), 则 f 称 为 (定义 于 )X 上 的 向 量 值 函数 , 记 为 f: 
X(CR™")>R" ,也 可 记 与 xEX 相应 的 因 变 量 ( 值 ) 
为 fGO MSR y — f GO. aR xy 用 它们 的 分 量 
表示 为 xe 60 75 Tm) Y= Os yess Yn) s M F 
SOO WA th a aE HE X EB m 7A AY BR. 
AXE Go ,f(x),… ,f(x), 于 是 在 数学 
分 析 中 ,也 常 将 定义 在 X (CR) E BS n HET BB A 
Bef GO Và AG FE. HA f; CX yic fix) m fi(ri, xit, 
z4))(G— 1.2, 0028 ALES] m 76 PR BX ZA. [6] E (BL PR 
数 也 可 按 其 定义 域 所 在 空间 的 维 数 区 分 为 一 元 的 和 
多 元 的 .相应 于 向 量 值 函 数 , 盟 数值 为 实数 的 果 数 也 
称 为 标量 值 隐 数 . 

tx HE (B UR A (scalar-valued function) 
值 函数 ” 

多 值 函数 (multivalued function) 对 应 于 自 变 
量 的 每 个 值 , 因 变量 取 多 个 确定 值 的 图 数 .在 区 是 
数 轴 上 的 点 集 , 了 是 对 应 法 则 ,使 每 个 zxEX 通 过节 
对 应 于 多 个 (例如 可 数 多 个 ) 实 数 , 则 称 为 上 的 
多 值 函 数 . PH AN. 1E 5% BRAK AI J PR BK BN Ay & E PR BK. 

映射 (mapping) 数学 分 析 的 基本 概念 及 研究 
WR. 映射 与 函数 (还 有 变换 、 算 子 等 ) 同 样 指 集合 之 
间 的 对 应 关系 ,是 同一 数学 概念 在 不 同 数学 分 文 及 
其 不 同 发 展 过 程 中 使 用 的 不 同 称呼 , 现 仍 保留 在 各 
数学 分 支 中 . 由 集合 4 到 集合 B 的 映射 记 为 f :A 一 
B. 但 数学 分 析 中 消 数 仍 限于 是 R"(xEN4) 到 R 的 
映射 (一 元 或 多 元 函数 ) 或 R" 到 Rom,zcEN+) 的 映 
射 ( 一 元 或 多 元 向 量 值 函数 ), 并 且 常 用 记号 y 
二 A(x) 表示 函数 (参见 本 卷 《集合 论 ) 同 名 条 ). 

函数 图 象 Cgraph of a function) MAAS 
量 与 因 变 量 之 间 关 系 的 几何 表示 . E SEIRA X 
为 定义 域 的 也 数 , 则 集合 {(zx,f(z))|z€EX) 称 为 了 
的 图 象 . 一 元 实 函 数 的 图 象 是 Ri 的 子 集 , 即 平面 点 
SE. 给 定 一 个 这 样 的 函数 ,可 以 用 坐标 法 并 结合 研究 


D“ [a est 


它 的 一 阶 、 二 阶 导 数 ( 如 果 存 在 ) 画 出 它 的 图 象 . X 
是 区 间 且 f 连续 时 , 它 的 图 象 是 一 条 连续 曲线 ,并 
且 常 常 冠 以 该 隐 数 的 名 称 . 例如 ,办 (指数 ,对 数 , 正 
弦 ……) 函 数 的 图 象 称 为 天 曲 线 ( 指 数 曲线 ,对 数 曲 
X . IE SE H ZR nn ). 任 给 zy 坐标 平面 的 一 个 点 集 
G, 当 上 且 仅 当 平行 于 y 轴 的 每 条 直线 与 G 至 多 有 一 
ANZ A AF, BI Cr, y) EG, Cry) EG R, Æ y 
= ys G di A^ RAR R. dx RR EA RRE r 
| (x,y) EG), 值 域 是 {y| (x,y)EG).n 元 函数 的 图 
象 是 R" 的 子 集 .n= 二 2 时 ,通常 是 三 维 空 间 中 的 曲 
面 . 34 n2 Z 时 ,已 经 不 能 画 出 图 象 的 直观 形状 . n= 
2,3 时 ,研究 函数 的 等 值 集 常 有 助 于 想像 函数 的 图 
R. 当 用 关系 定义 函数 时 ,函数 关系 .函数 图 象 PLC 
是 同 义 语 ,都 指 某 个 积 集 中 的 特定 的 子 集 . 上 述 xy 
平面 上 的 集合 G 成 为 函数 图 象 的 充分 必要 条 件 , 是 
用 集合 论坛 言 给 出 的 函数 定义 . 

解析 表达 式 (analytic expression) 简称 解析 
X. 即 表 示 自 变量 .常量 与 运算 符号 的 组 合 ,其 中 的 
运算 符号 至 多 有 可 数 个 .除了 算术 运算 、 代 数 运算 
外 ,可 以 是 数学 分 析 中 的 任何 运算 ,如 复合 、 求 极限 、 
求 导数 、 求 积分 等 . 这 些 运算 统称 为 解析 运算 , 故 有 
解析 式 这 个 名 称 . 特别 地 ,只 含 代 数 运算 的 解析 式 称 
为 代数 式 ,其 他 的 解析 式 皆 称 超越 式 . 例如 


Oe Bc = ets» =.) = 
n=0 1 


n 2 -— n 
UR (uc NON TH 
2"n] dx 


等 都 是 解析 式 . 前 四 个 是 代数 式 , 其 他 的 都 是 超越 
式 . 超越 这 个 词 ,来 自 欧 拉 (Euler,L. 08935 :^ 它们 超 
越 了 代数 方法 的 能 力 . ”解析 式 主 要 用 于 指明 如 何 按 
一 定 方法 从 常量 及 自 变 量 的 值 计算 函数 值 .在 上 面 
这 8 个 解析 式 中 ,后 4 个 依次 是 指数 函数 exp x, XT 
FY PKA jnz, 勒 让 德 多 项 式 P, CO TK A 9 H PRAY 
解析 式 . 同 一 函数 的 解析 表达 式 不 是 惟一 的 ， 

解析 式 (analytic expression) 解析 表达 式 的 
简称 . 

解析 运算 (analytic operation) 
sk”. 

函数 的 扩张 (extension of a function) JPR ER 
数 的 延 拓 . $83 CK — 1 CS BÁCH XE. XL BK ITH 4G Bl] — 
个 新 图 数 , 给 定 函 数 PAY 5 OF :E>Y.4 ACE, 
HOM rCAHL.FGOO—fGO.W[ER FE fT1EE Em 
扩张 (或 称 延 拓 ,开拓 ) , 亦 称 把 7 扩张 到 五 上 .这 时 了 了 
EFE A 上 的 限制 . BPRS ok. HFEA GB. 
期 ESE) ew a. MPR E dE ORIS BEL ESE GK. 
例如 ,对 定义 在 区 间 L0,aj 上 的 函数 f, 它 在 [一 a,aj 
上 的 奇 扩 张 和 偶 扩张 分 别 是 如 下 定义 的 函数 e 和 
g::z€[0.a]lbf.giC 2g; G0 — fGD,x€[—a,0] 
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H—Ó00 n—x0o 


效 学 分 d 


时 , gi (a= 一 一 Z) g: (1)=f(— r); X Be ES 
的 奇 扩张 ,g: 是 的 偶 扩 张 .定义 在 (0,a] 上 的 函数 f 


在 R 上 以 a 为 周期 的 扩张 是 函数 g(x) 二 f(x 一 ka) 
(x € (ka,(k 十 1)aj,k 是 整数 ). 可 见 一 个 函数 的 扩 
张 可 有 多 种 结果 ,数学 中 常 根据 不 同 的 用 途 作 不 同 
的 扩张 . 

国 数 的 延 拓 (extension of a function) 
数 的 扩张 ”. 

奇 扩 张 (odd extension)” 见 “函数 的 扩张 ”. 

偶 扩 张 (even extension)” 见 “函数 的 扩张 ”. 

周期 扩张 (periodic extension) Wh“ eg Zip. 
张 ”. 

E HY BY BR $l (restriction of a function). 18 44 
J\\— A C. All R BY E X R rf 4B] — “HH PHL. E 
A>Y, mH BCA, WPH xf GG € BEY 
pa A STE B 上 的 限制 , 记 为 fls 或 f1B. 例 如 ,也 
数 g(zx) 二 x*(x 守 0) 是 f(x)= 二 x* (rER) 在 [0, 十 00) 
上 的 限制 . 若 有 两 个 图 数 9p: A>Y.¢:B>Y, H BC 
A, LEBI}, g(x) =¢(x) Wd RE CEB ENR 
制 ,而 8 是 yy 在 A4 上 的 扩张 . 

等 值 集 (level set) ” 亦 称 水 平 集 . 等 高 线 、 等 高 
面 的 数学 抽象 . 设 函 数 /4 一 R,4CR", 对 于 常数 c， 
RRCA O= MA fH c 等 值 集 ,简称 等 值 
R. 当 n 二 2 或 3 时 ,等 值 集 常常 是 曲线 或 曲面 , 称 为 
等 值 线 (又 称 等 高 线 ) 或 等 值 面 (又 称 等 高 面 ). 例如 ， 


BN * BR 


设想 f(z) 为 R* 中 的 温度 场 , 则 等 值 面 就 是 等 温 面 . 


等 值 集 和 常用 于 研究 多 元 特别 是 二 元 实 值 困 数 的 图 象 . 

水 平 集 (level set) 即 “ 等 值 集 ”. 

等 高 线 (contour line) 见 “ 等 值 集 ” 

等 高 面 (contour surface) 见 “ 等 值 集 ” 

复合 函数 (composite function) 按 一 定 次 序 
把 有 限 个 函数 合成 得 到 的 函数 . 对 两 个 函数 f :A 一 
B,g:B>C, H A(a) =e (f(@)) Cr E AD TALE BU BRK 


h 称 为 f 与 g 的 复合 肾 数 , 记 为 g。f. 这 样 ,g。f 


是 4 到 C 的 函数 ,(g。 有 有 (zx) 二 g(f(x)), 它 的 值 域 
是 gA). 记号 ”。” 表 示 两 个 函数 的 复合 , 它 是 
二 元 运算 . 这 个 运算 不 满足 交换 律 , 即 一 般 来 说 e 。 
JSEJ >? g (REWMEAA EO f:A—B.giB—C, 
h:C>D,4 
ho (g. f) =(heg) ef. 
于 是 可 以 定义 
hegof=he(g°ef)=(heg) ef. 

一 般 地 ,对 7 十 1 个 满足 BCA, G=1,2.°°.0 H 
函数 f;: 4A 一 BG 二 1,2,…,n 十 1) 可 以 定义 重复 
A NU Sn e Sae e e Ji ERRADAS f:A 一 B， 
g:C>D, HA4 f(ADCC 时 可 以 得 到 复合 函数 
ge f:A>D;4ARY g(OCA 时 可 以 得 到 ff。g: 


C>B. 当 函 数 用 变量 表示 为 :二 f(x),y 一 g0), 且 ff 
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的 值 域 含 于 g 的 定义 域 时 , 称 1 ARAM y= 
gG) A PE EE. 函数 的 复合 是 研究 田 数 的 一 
种 工具 . 一 方面 它 提供 了 构造 各 式 各 样 的 新 疼 数 的 
方法 ; 另 一 方面 ,为 研究 复杂 的 函数 , 常 将 它们 看 成 
一 些 简单 函数 的 复合 ( 求 函 数 的 导数 时 常 这 样 做 )， 

中 间 变 量 (intermediate variable) — 9^ 4 SK 
数 ” 

mB Cinverse function) ”对 调 一 个 明 数 关系 
中 的 自 变 量 和 因 变 量 的 相对 位 置 而 得 到 的 也 数 . 对 
于 以 4 为 定义 域 的 一 元 函数 y= a), AKE TS 
A,B-—fü»-i(fGOo|lx€ D.EXNLT 58 y€ B.I 中 
只 有 一 点 工 满足 f(x) 二 y( 因 为 B— f OD. iX RERO x 
肯定 存在 ), 则 这 个 定义 在 B 上 ,将 自 变 量 y 对 应 因 
变量 r 的 这 样 的 值 的 孔 数 称 为 了 EKE I EB PR 
数 , 记 为 三 .很 明显 ,7 一 广 CB). € eR S A BR PR 
数 , 必 须 了 本 身 和 区 间 了 工 满足 一 定 条 件 . 例如 y= 2’ 
Gr 为 目 变 量 ) 在 (一 co ,co) 上 没有 反 田 数 ,但 是 它 在 
(0, 十 0) 和 (一 oo,0) 上 的 反 函数 分 别 为 z= 二 vy 和 
c=— Vy. GBR f 在 区 间 I 上 严格 单调 , 则 它 在 
此 区 间 上 的 反 函 数 必定 存在 .在 zy 平面 上 ,函数 y》 
=f@m@eENSENRAR c=f '(y)(y€ fd) 
的 图 象 是 重合 的 . 习惯 上 将 原来 的 函数 SA Be PRI 
了 ' 的 自 变 量 都 用 x 表示, 因 变 量 都 用 > 表示 ,这 
样 , 则 了 的 图 象 {(x,y)|y= 二 f(x),xzET) 和 1! 的 图 
F (G.yy-—f a). sE fO) 在 zy 平面 上 对 称 
于 直线 y= 二 x. 有 时 也 人 允许 一 个 函数 的 反 函 数 是 多 值 
的 ,在 这 种 意义 下 ,一 些 原来 没有 反哺 数 的 限 数 可 以 
有 反 函 数 .例如 ,三 角 函 数 在 它 的 整个 定义 域内 有 反 
函数 ,又 如 y — x? dE C— 09. +o) E88 E ER ICH 
AN ix Ez pRB E ER LBS (=). 但 数学 分 析 中 一 般 不 
Fi URBE XS ROB PRÉC. ET PR LA e p] Tet (BL BR BK 
AY) sz BR CES x X Jet Du] E 5; — 76 pa BH [8] ,但 具体 表 
述 较 复杂 . 

隐 函数 (Cimplicit function) 由 方程 确定 的 函 
数 . a FG.0—0d MIEL LEX WEY 时 有 意义 
的 方程 (这 里 X,Y 都 是 实数 集 R 的 子 集 ), 而 对 于 任 
意 xoEECX, 有 惟一 的 yw CY HE FG y0-0, 
因而 由 此 确定 了 一 个 定义 在 上 以 xz 为 自 变 量 ,y 
为 因 变 量 的 函数 ,这 个 函数 称 为 由 方程 F(x,y) 二 0 
CE E E088 XE I ER PS C. 相对 而 言 ,由 y= f GO 
(f(x) 包含 一 个 或 多 个 解析 式 ) 给 出 的 函数 称 为 显 
函数 . ARA DE 时 ,方程 F(x,y) 二 0 对 于 y 
FY) RETT TE M H TE— . ME FE E EAE ES PR XC. 
而 不 论 这 个 解 是 否 能 够 求 出 (能 否 用 z 明确 表示 )， 
E HLA Gl, yz) —0 是 一 个 三 元 方程 ,对 任意 
Cto yo) E FCR? 时 ,有 惟一 的 实数 解 zo, 使 得 G(xo， 
yosz0) 二 0, 则 方程 G(x,y,z) 二 0 在 下 上 确定 二 元 


E PRY. BS PRA AY UL die n JU eR. 图 数 v= SY 
he PR aM Je n TEE. A t Je 8 BE HL 7I RR FG. y) 
一 yz) 一 > 一 0 确定 以 y 为 自 变量 而 以 xz 为 因 变 量 
H3 ES PR. 要 求 一 个 方程 在 某 个 集合 上 确定 ( 单 值 ) 
隐 范 数 ,一 般 要 附加 某 些 条 件 . 例如 ,由 于 二 E (一 1， 
DRUG Wi y E V1—2xUfll /1—3x) fiEI xz 4 y 
=1,}fU.2?+y’-1=0 £(—-1,1) E^ CH 
(ED Es ek 2X. fH. E — Fy ER E ARF oy Lao 1 B9 CER 
fE) Bis PRX AN) Je FF dE B CS DL ES PECORE BE”). 清 代 李 
T 25 JE. fo eR 5j Be eR Be EA EH. RC D | CLXXI 
译名 至 今 在 中 国 的 港 台 书 刊 中 还 时 有 所 见 . 

md Explicit function) JL“ aeg Zi". 

PA ES EE (explicit function) JL“ E pg XC". 

EB ER 3 Gmplicit function) JL“ ES eR C. 

实数 的 序 Corder of real number) 实数 的 基本 
关系 之 一 . 指 任意 两 个 实数 之 间 的 先后 顺序 关系 . K 
数 的 序 关系 ,由 通常 说 的 实数 的 大 小 关系 给 出 ,记号 
H>”. 它 是 全 序 关 系 , 实 数 集 R 是 全 序 集 .在 实数 
公理 系统 中 , 序 公理 是 一 条 独立 的 公理 ， 

F AH (bounded function) 值 域 是 有 界 集 
的 函数 . 设 了 是 定义 在 ACR 或 R” 的 子 集 ) 上 的 一 元 
REDRAR ea FEE MM 二 0, 使 得 对 于 所 有 x€ A, 
AI O| SM, U f RKE A 上 有 界 , 或 者 称 f 为 4 
EWA A RR. 否则 称 f 在 A 上 无 界 , 或 者 称 了 为 
A ENA RAM. OB. a SEE TE A 上 的 (一 元 
或 多 元 ) 无 界 函 数 , 当 且 仅 当 对 任意 的 MIO ETE x 
€ A, IEI OL > M. gk fr te A 中 的 序列 (x,}), 使 
|f) | > +20 (n> co). 函数 的 值 域 的 界 、 上 (下 ) 
界 、 上 (下 ) 确 界 和 最 大 (小 ) 元 分 别称 为 函数 的 界 、 上 
(下 ) 界 、 上 (下 ) 确 界 和 最 大 (小 ) 值 . 函数 有 界 的 充分 
必要 条 件 是 , 它 既 有 上 界 又 有 下 界 .有 界 的 一 元 (或 
BIG) AM y= 二 f(x) 的 图 象 , 必 在 与 y 轴 垂 直 的 两 条 
直线 (或 平面 . 超 平面 ) 之 间 . 函数 的 上 (下 ) 确 界 不 一 
定 能 达到 , 即 不 一 定 是 茶点 的 函数 值 . 

无 界 函 数 Cunbounded function) 
BU. 

— Sr & FT (uniform boundedness) — b PR 
数 族 中 的 函数 有 共同 的 界 . 设 YK = UA ue 是 定义 在 
Se A 上 的 实 值 函数 族 , 奢 存在 数 M, EXT A AE A 
Rx€ABLQO<M, NR FS 在 A 上 一 至 有 了 上 界 ， 
并 称 M 为 其 一 致 上 界 . 类 似 地 ,可 定义 一 致 有 下 界 
及 一 致 下 界 .在 多 既 一 致 有 上 界 又 一 致 有 下 界 , 即 
存在 M250,f8 XP B AC A ER xC A | fO |< 
MMW ZE A E)—8UB8 AFR MAS (GE A 
上 ) 的 一 致 界 . 一 致 有 界 的 函数 族 中 每 个 函数 均 有 
界 , 反 之 不 然 . 

单调 函数 (monotone function) 


WL" A E 


一 类 重要 的 孙 


数 . 即 当 自 变量 的 值 增加 时 相应 的 函数 值 总 增加 (不 


减 ) 或 总 减少 (不 增 ) 的 一 元 图 数 . 即 : 若 ACR, SA 
一 R, 且 对 满足 Cl 的 任意 X1 (3;€ AE Ja 
Fla DANES NWR jz) 为 4 上 的 单调 函数 或 f(r) 
在 A 上 单调 . 当 A 为 区 间 时 ,4 称 为 f(z) 的 单调 区 
la). 并 按照 上 述 差 恒 为 正 、 负 、 非 负 、 非 正 数 ,将 单调 
国 数 分 为 4 种 ,依次 称 为 严格 增 . 严 格 减 、 增 、 减 函 
数 .严格 单调 函数 必须 首先 是 单调 函数 ;反之 ,单调 
函数 只 有 当 其 在 任 二 不 同 点 的 函数 值 不 相等 时 , 才 
是 严格 单调 函数 .严格 单调 函数 的 反 函 数 仍 为 严格 
单调 的 ,其 增 减 性 与 原来 的 函数 相同 . 对 于 定义 在 区 
间 上 的 单调 函数 , 它 在 任 一 点 总 有 单 侧 极限 (有 限 数 
或 土 co). 例 如 , 若 jz) 是 [La,o] 上 的 增 函 数 ,zoE 
(a,b), Wf C2o +) =inf { f(x) | roa}, fla—)= 
sup f Go | xx). 函数 的 增 与 减 , 还 可 说 是 递增 与 
递减 ,也 可 用 反义词 的 否定 说 成 不 减 与 不 增 .单调 的 
概念 也 可 推广 到 二 元 函数 情形 . a f(x,y) 是 定义 在 
全 平面 上 的 孙 数 ,大 对 任意 的 A 二 0 I 8208 
CF hy se ND) 
SC aye) SF ay) 05 

则 称 /zyy) 为 增 图 数 , 类 似 地 可 以 定义 减 或 严格 增 
( 减 ) 的 二 元 函数 . 依 此 ,任何 二 元 概率 分 布 函数 都 是 
$e pK a. YE CE AE ERIGI Y CUL CREE EE 1E 78 — 280 n 
还 可 进一步 肯定 ,区 间 上 的 (一 元 ) 单 调 函 数 只 有 至 
多 可 数 个 (第 一 类 ) 则 断 点 ,在 除去 一 个 勒 贝 格 测度 
为 0 的 点 集 后 ,是 处 处 可 微 的 .单调 函数 还 与 有 界 变 

单调 区 间 (monotone interval) 
- 

P= #8 I% ey HW (strictly increasing function) J 
“单调 函数 ” 

严格 减 函数 (strictly decreasing function) 见 
“单调 函数 ”. 

Hg HW increasing function) ” 见 “ 单 调 函 数 ”. 

减 函 数 (decreasing function) 4“ ER JE] p BL”. 

严格 单调 函数 (strictly monotone function) 
Ji," 8S PRI BY”. 

分 Et SR WA E AW (piecewise monotone function) 
4a 1 T ER AL pRB FH BE RJ pA. 定义 域 可 以 分 成 有 限 
^ [X [B] ,在 其 中 每 一 个 区 间 上 都 是 单调 的 一 元 函数 . 
即 ; 若 存在 区 间 [a,5j 的 分 法 aon anm 
Xn 二 65, 使 在 每 个 小 区 间 [xi_i,zx;j(i==1,2,…,n) 上 
函数 f(z) 都 是 单调 的 , 则 称 f:[a,5j 一 R 是 分 段 单 
调 的 . 阶梯 水 数 、 单 调 也 数 都 是 分 段 单调 隆 数 . 

在 一 点 单调 的 函数 (function monotone at a 
point) 当 自 变量 和 逼近 一 点 时 , 盟 数 值 单 调 变化 的 
PRA. UE 了 是 开 区 间 了 上 的 一 元 函数 ,zeoE7, 且 若 在 
xo 的 某 个 左 邻 域 和 右 邻 域内 f 的 值 分 别 小 于 和 大 于 
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Ji, " BB Wal eR 


ND 学 分 本 


Ff (xo), BDA AEE 020, f 1809 [E38 x € Cro — 0.2) 
及 y € Gu ax tå), A fF xD X f Cx) « f Cy), Mj EK 
f GO TE xo Ab JI, 38 3$. ES e n] CB Ar) > 
f Gau 2 fy)» BRS GO TE To 处 严格 减 . FACIE 
FL IID RS COLE xo 处 增 ; 当 f (x) 宇 f(xo) 
SSON, BR P(e) TE xo 处 减 . f(z) 在 IT 上 严格 增 
(严格 减 , 增 , 减 ) 当 且 仅 当 f(zx) 在 每 个 xo€7 处 严格 
增 ( 严 格 减 , 增 , 减 ). pa f(r) FE Xo 单调 , 它 在 含 Xo 
的 任何 区 间 上 可 能 都 不 单调 . 

ery BUS Bt Codevity of a function) ”函数 的 
基本 性 质 之 一 . TH LRA EAP AT Be HE HY — 76 PAL. 
定义 在 对 称 区 间 了 二 (一 a,a) 或 [一 a,aj( 或 数 轴 上 
关于 原点 对 称 的 点 集 ) 上 的 (一 元 ) 实 值 范 数 y= 
f(a) ,对 任意 cel. ÆJ r) =fr), MEAT 
A3 RS XT ER xa, BY PR RUE H Se s DU] PC) BR A PRs E 
f C— 2) =— f(r), BAX ER rs B5 eR 2C (B 1E TA TB Jc , DU 
COLI A T E PECUNIA AP BR SEIS 
图 象 对 称 于 yy Rl Ay ew Be AY Be MT KP. 可 导 的 
奇 ( 侦 ) 函 数 的 导 函 数 的 奇偶 性 与 原来 函数 相反 . XE. 
义 在 对 称 区 间 ( 或 点 集 ) 上 的 任何 疯 数 A(z) 都 可 以 
KS BOAT PRB GC) A PY GO ZAM: 

gay - POT» a) - ED a) 


SAH Codd function) D," eg ZB SE B PE. 

R dX (even function) UL," PRAE E BS PE. 

周期 函数 (periodic function) — 25 XE AY gi 
数 . TH XE (SC PABA EY e B PA SY — 
JU PRÉC. Ep f(x) 为 定义 在 集合 4 上 的 一 元 函数 , 且 
存在 常数 了 >0, 使 对 任意 zxE4, 总 有 zz+7TE4, 且 
f Gr) — f Ge TO M T RA FAA FOE A 


以 了 Py Fed 5H 9 SNB ERA. ET H f(z) 的 周期 , 则 了 


的 任何 正 整 数 倍 也 是 jz) 的 周期 . = fla RE E TU, 
的 周期 也 数 .一 个 周期 也 数 的 周期 不 是 惟一 的 , 它 的 
所 有 周期 中 最 小 的 一 个 称 为 最 小 正 周 期 ,通常 所 说 
哨 数 的 周期 即 指 此 ,但 不 是 任何 周期 函数 都 有 最 小 
正 周期 .例如 , 狄 利克 雷 函 数 以 任何 正 有 理 数 为 周 
期 ,但 没有 最 小 正 周期 . 对 于 多 元 函数 也 可 定义 周期 
(例如 , 知 存 在 常数 h>0,k>0, EM FER C2, 
有 fG--Ah,y- E) — f Gr, y) WADA flasy) 
的 周期 ), 周 期 的 概念 还 可 以 推广 到 复 变 函数 和 定义 
FE Bay UL AR HE E BY PRK. 

函数 的 周期 (period of a function) 
数 ”. 

最 小 正 周 期 (minimal positive period) 
HH PR aX”. 

m A 4% (convex function) 一 类 重要 的 实力 
TC AS GO EXE XE K H La b] ER C— 200 K R X 
任意 xi x;€ La,bj] 和 任意 满足 O<A<1 的 常数 4, 都 
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JL" Jee] 3H ek 


V 


有 
f (xi +0—-AzrD)<Afla)I+a—-ASf Crs), 

则 f(z) 称 为 La,5b5j] 上 的 是 函数 . 它 的 几何 特征 是 ,以 
凸 项 数 的 图 象 (曲线 ?上 的 任意 两 点 为 端点 所 连结 的 
线段 ,一定 在 图 象 的 上 方 (或 相 重 合 ), 即 凸 函 数 的 图 
Se CH AR E I] P Cy 轴 负 向 ) 凸 出 的 . 如果 凸 函数 的 
图 象 在 某 点 有 切线 (这 样 的 点 是 很 多 的 ), 则 它 的 整 
个 图 象 都 在 这 条 切线 的 上 方 (y SIE TD. iP PR CIE 
绝对 连续 (定义 见 本 卷 《 实 变 也 数 论 )) 的 . 由 此 可 知 ， 
凸 函 数 处 处 连续 , 且 除 去 一 个 勒 贝 格 测度 为 0 的 点 
集 之 外 处 处 可 微 , 在 可 微 点 集 上 导数 递增 . 对 于 一 阶 
(二 阶 ) 可 微 函 数 , 它 是 凸 的 充分 必要 条 件 是 :一 阶 
C BIO Se eR CR 3S GEH). ih PR GR Te RE | CR 
( 勒 贝 格 ) 不 定 积 分 . Do PRU TH RE SE Jesen, J. 
L. W. V.) F 1905 年 及 1906 年 的 两 篇 论文 中 定义 
和 系统 研究 的 ,他 定义 满足 


f |) +t)) 


(a,b 为 任意 实数 ) 的 一 无 图 数 jz) 为 凸 图 数 ( 现 称 
FP gx pu S RO. 他 定义 的 这 种 函数 不 一 定 处 处 连续 
(不 一 定 勒 贝 格 可 测 ) ,如果 加 上 函数 f(x) 连续 的 条 
件 , 他 的 定义 与 现在 的 定义 是 等 价 的 .在 他 之 前 , 赫 
尔 德 (Halder,O.L. ,1889)、 施 托 尔 蒋 (Stolz,O. ， 
1893), B 3& Z (Hadamard ,J. (-S. ),1893) 已 经 得 到 
WA Ke Ep ES BAR. 现在 , 凸 函 数 的 概念 已 被 
推广 到 多 元 函数 以 及 泛 郴 分 析 中 的 线性 空间 中 的 多 
种 抽象 背景 之 下 ,并 已 形成 专门 研究 有 关 问 题 的 独 
SERE PK LSP AT). 

rh d DO A BW (midpoint convex function) IW 
"m ex. 

PERS D BÉ (strictly convex function) 4“ 
PR CU. TE DG PRR EX P PR ES”, R8 13:38] 
JS s eR CHA XE. XL. 

[U] &&j % (concave function) FRAP dh pg ZR 
Í& 1E f TH be B) PR. 对 于 函数 AG POA 
PK BX. D] Ce) RR 2 PD pRB. ZR BD Er GO JE XE X TE 
[X [B] La ,b |] ER C— 200 PRG X] EE XS zit; € [a TAE 
任意 满足 0 二 4<=1 的 常数 4, 都 有 

flari + Q— 22 EZSAf Gr 4-0 — 2 f G3). 
止 函 数 的 图 象 是 向 上 (>y 轴 正 向 ) 凸 出 的 ,其 他 性 质 
可 由 凸 函 数 了 解 到 . TE 3 xE DC T8] E HI PR RC, n] VA BE AS 
Py As UL. BE iP XC UL BS e CH. a] RE E — V | CR 
^ BAD. 

对 数 凸 函数 (logarithmic convex function) RK 
对 数 后 为 凸 的 函数 . Aln 太 为 区 间 了 的 凸 范 数 , 则 称 
jz) 为 7 上 上 的 对 数 凸 函数 . XSF: f(a) > 0, B. 
对 任意 a,pE7T,AE(0,1), 有 

f Qa + O — 2)6) x P (af! ^ (D. 


由 于 不 等 式 右 端 是 乘积 , 故 亦 称 乘法 凸 函 数 . 对 数 凸 
PR BX FE iP PRIA. 对 数 凸 函数 类 对 加 法 .乘法 及 取 极 限 
( 若 对 数 凸 芳 数 列 的 极限 函数 存在 且 是 正 的 ) 是 封 财 
的 .类 似 于 对 数 凸 函 数 , 容易 得 到 对 数 凸 、 严格 对 数 
凸 ( 上 四) 函数 的 概念 . 对 数 凸 函数 的 概念 可 对 复 范 数 
建立 .了 图 数 是 对 数 凸 函数 . 

乘法 凸 函 数 (Cmultiplication convex function) 
即 “ 对 数 凸 函数 ” 

Xt 385: [uU] eg žit (logarithmic concave function) 
VAS Xt BY BR BC”. 

BAS = iW (function of bounded variation) 
JN PRA BR AE 25 PR. 指 某 种 意义 下 变化 不 大 的 项 数 . 
X FA Kalla ,bo 上 的 一 元 基数 六 zz) , P XX 


sup{ > [fa 一 favs) | 
k=1 


| 


(上 确 界 是 对 Le ,2 的 任意 分 法 取 的 ) 称 为 函数 f(x) 
在 La,bj 上 的 全 变 差 , 记 为 


b 
VC R Var CS). 
M a—b BI E XL VfÉ-0. 
VOY s as, 


即 全 变 差 有 限 , 则 f(z) 称 为 区 间 La,5j] 上 的 有 界 变 
差 函 数 .有 界 变 差 了 水 数 必 有 界 , 它 有 广泛 的 应 用 . 例 
如 ,R” 中 用 参数 方程 L= p a), £5 p 0), a, 
二 J,(t) Catscb) RR H B E R K Bl 2X 03 76 2T 
p 3E AE EON i eR O0. 00 ru GO EA RE 
差 的 . Fr AE Ze BR AY Pc EE BI PE HP IE BAI EAR 
™4 A EXER 58 UB fc) FEA AEE 25 PP AY FE ah D E 
条 件 为 f(x)= 二 用 (zx) 一 f(x), 其 中 ADS fc) 
都 是 增 或 减 函 数 . AY FAEERE ER 4 Jordan, 
M. E. C. Og f HE” 2T E ROB AE: B5) Ak AI 
克 雷 判别 法 于 1881 年 引进 的 . 

5 IR 35 S Bw (function of finite variation) 
即 “ 有 界 变 差 函数 ”. 

全 变 差 (total variation) JL“A RARE wR”. 

FF J (sequence) 数学 分 析 的 基本 概念 之 一 . 
即 可 用 自然 数 编号 ,并 按 编号 从 小 到 大 的 次 序 排列 
的 同一 类 数学 对 象 . 若 将 序列 看 做 集合 , 它 的 元 素 称 
为 序列 的 项 .但 序列 并 非 一 般 的 集合 ,序列 的 项 有 先 
后 次 序 ,并 且 不 同 的 项 可 以 是 相同 的 元 素 .序列 可 以 
只 有 有 限 项 , 称 为 有 限 序 列 . 不 只 有 限 项 的 序列 称 为 
无 穷 序 列 ,这 是 数学 分 析 中 通常 讨论 的 对 象 .序列 按 
各 项 顺序 排列 可 写 为 41502» *** sans WUN {Ap} 
8k lantei 排 在 第 位 的 项 a, RAB n TRE n UE 
做 在 自然 数 集 N 中 变动 时 , 亦 把 a, 称 为 通 项 .序列 


常 随 其 所 包含 的 数学 对 象 使 用 不 同名 称 , 例 如 :各 项 
都 是 数 的 序列 称 为 数列 ,各 项 都 是 点 的 称 为 点 列 , 各 
项 都 是 函数 的 称 为 函数 列 . 数列 也 可 看 做 定义 域 为 
自然 数 集 N 或 其 部 分 Ni 二 (1,2,…,k} 的 函数 或 映 
射 (f: n>a,) ,因此 亦 称 整 序 变 量 . 数列 还 常用 数 轴 
上 的 点 列表 示 , 所 以 数列 与 直线 上 的 点 列 可 以 不 加 

有 限 序列 (inite sequence) 见 “ 序 列 ” 

无 穷 序 列 (infinite sequence) 见 “ 序 列 ” 

序列 的 通 项 (general term of a sequence) J 
“序列 

数列 (sequence of numbers) J “FRA”. 

#2 Pr db EE (integral sequence variable) 
Jj". 

A FE i) (bounded sequence) 一 种 特殊 的 序 
列 . 对 于 数列 {z,) ETE SCR M OO ,使 对 所 有 nE 
N, 有 x EUM Ge >m), WI Ge ECPOS. BER E 
界 又 有 下 界 的 数列 称 为 有 界 数列 ,简称 有 界 列 . 收敛 
数列 性 有 界 , 但 有 界 数列 不 一 定 收敛 . 当 数 列 单调 
时 ,其 有 界 性 与 收敛 性 是 等 价 的 . 对 R” 中 的 点 列 
(x,) ,可 类 似 地 定义 其 有 界 性 : 即 寿 存在 M> 0, XT 
所 有 nEN, 有 |x, 1x M,BD 

sup | x, | <+ co, 
这 里 |。 | 表示 欧 几 里 得 范 数 . 对 定义 在 4 上 的 函数 
Sabra AARAA ARTE. 一 种 是 逐 点 有 界 , 指 对 每 
4 x € A, C, GO T 是 有 界 列 ; 另 一 种 是 一 致 有 界 , 指 
sup sup |f,(x)| <+ ee, 
即 存在 M>0. EXT n€N 及 所 有 zE4, 有 
|f, GO | <M, 

这 样 的 M 称 为 {f,(x)}) 的 一 致 界 . 

逐 点 有 界 (pointwise bounded) 见 “ 有 界 列 ”. 

一 致 有 界 (uniformly bounded) WMA FJI”. 

一 臻 界 (uniform bound) WFA)”. 

无 界 列 (unbounded sequence) JER XE BS mE 
列 .R” 中 的 点 列 {xz)} 呈 :无 界 , 当 且 仅 当 对 任意 M 
O FFE IE RK n, 1x | M LB 


见 “ 序 


oe 
SL ESI TAN. 
lim |x, | =+ eo. 
当 m=1 时 就 是 无 界 数列 . 
supz,=+co (inf xz,=— œ) 
ncN nCcN 


Bg SEA Un RATE CP) HY BOW. {x,} 无 上 
(下 ) 界 , 当 且 仅 当 它 有 子 列 发 散 于 十 ce( 一 cp). 有 无 
穷 极 限 的 数列 必 无 界 , 反 之 不 一 定 , 但 无 界 的 单调 数 
列 必 有 无 穷 极限 . 

子 序列 (subsequence) 简称 子 列 . 指 序列 的 一 
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数 学 分 析 
部 分 项 按 原 有 次 序 排列 而 得 的 序列 . a, AEPF 
JJ ky Er Lb ee de Fil] TE EB, M BK FE PU 
(a4 152129 Vas) 5i BJ FF 9| BB 2] 71]. 

F 3i] (subsequence) 子 序 列 的 简称 . 

部 分 列 (partial sequence) 见 “ 子 序列 ” 

单调 数列 (monotone sequence of numbers) 
一 类 重要 的 数列 . 指 各 项 的 值 总 是 依次 增加 (不 减 
小 ?或 总 是 依次 减 小 (不 增加 ) 的 数列 . 单调 数列 有 : 
( 递 ) 增 数列 ,( 递 ) 减 数列 ,严格 增 数列 ,严格 减 数 列 ， 
分 别 指 项 满足 Wa ni 7 2 Ant) 7 ES a4 
(对 所 有 7) 的 数列 (a,}. 也 有 人 把 它们 分 别称 作 不 
减 、 不 增 、 增 、 减 数列 . 严格 增 数列 与 严格 减 数 列 合 称 
严格 单调 数列 . 单调 数列 也 就 是 定义 在 自然 数 集 上 
的 单调 函数 . 上 述 定 义 与 把 单调 函数 的 定义 用 于 数 
列 所 得 到 的 结果 是 等 价 的 . 

增 数列 (increasing sequence of numbers) M 
“单调 数列 ” 

减 数列 (decreasing sequence of numbers) M 
“单调 数列 ”. 

严格 增 数 列 (strictly increasing sequence of 
numbers)” 见 “单调 数列 ”. 

严格 减 数列 (strictly decreasing sequence of 
numbers)” 见 “单调 数列 ”. 

严格 单调 数列 (strictly monotone sequence of 
numbers)” 见 “单调 数列 ”. | 

摆动 数列 Coscillatory sequence of numbers) 
各 项 数值 大 小 作 摆 动 的 数列 . 即 满足 下 列 条 件 的 无 
穷 实数 列 (a,} :存在 固定 实数 a, 使 对 任意 自然 数 ”， 
总 有 自然 数 nion: >n, E49 

an, p d d, <a. 

基本 列 (fundamental sequence) ” 亦 称 柯 西 列 . 
极限 存在 的 数列 . 也 就 是 满足 柯 西 条 件 的 数列 . 即 这 
样 的 {zx,} HER ERS e AFEERI N, WEK n, 
m>N 时 ,有 |z, 一 zx | <E. 反映 在 数 轴 上 ,表示 当 项 
的 编号 无 限 增 加 时 ,基本 列 中 任意 两 项 之 间 的 距离 
将 会 任意 地 小 .不 难 想像 这 种 点 列 中 的 点 最 终 将 聚 
集 在 茶 个 点 的 周围 , 即 收敛 于 这 个 点 .反之 ,如 果 一 
个 点 列 收敛 ,编号 无 限 增 大 的 项 之 间 的 距离 也 将 任 
意 地 小 . 这 就 是 说 :实数 列 收敛 , 当 且 仪 当 它 是 基本 
列 . 这 个 结论 称 为 柯 西 准则 . 肴 一 个 基本 列 的 所 有 各 
项 都 是 有 理 数 , 则 它 为 基本 有 理 数列 ;但 基本 有 理 数 
列 不 一 定 收 敛 于 有 理 数 . 例如 , 设 


~j 1 
e, = 1+ 2. | " , 
Jl] (e, );- ERA FS AE AARP e 是 无 理 数 . 
BRE 7K (Cantor ,G. F. P. ?注意 到 基本 有 理 数列 与 基 


本 实数 列 之 间 的 这 个 差别 ,利用 基本 有 理 数列 定义 
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SCC. 康 托 尔 的 实数 定义 ,是 多 种 互相 等 价 的 实数 定 
义 中 的 一 种 ,主要 反映 了 实数 的 完备 性 . 基本 列 的 概 
念 可 以 推广 到 R 及 一 般 的 抽象 空间 ,并 用 以 使 这 些 
空间 完备 化 . 

柯 西 列 (Cauchy sequence) 即 “ 基 本 列 ”. 

一 致 柯 西 列 Cuniform Cauchy sequence) 指 随 
着 项 的 序号 无 限 增 大 ,各 项 的 数值 均匀 地 互相 接近 
的 函数 列 . 即 满足 下 列 条 件 的 定义 在 集合 A LE PR 
数列 Cf GO) FER o> 0, TF YE IE BR ON, EY m,n 
SN 时 ,对 所 有 x€ AB | Sala) fu GD | e. 函数 
5| Cf, Co) — Sl Sx, 245 HC TE Ae Be P8 3 C— 
致 地 满足 柯 西 准则 ). 

递 推 列 (recursive sequence) ” 亦 称 递归 列 . 由 
前 面 的 项 能 推出 后 面 的 项 的 数列 . 指 对 所 有 n7 p. 
满足 形 如 ww 三 Ja ia ao) 的 关系 式 的 序 
J| (a,) FOP f AST RR. p 是 某 个 固定 的 正 整 
Baias sa; 为 已 知 数 .p 称 为 这 个 递 推 列 的 阶 
BX. 上 述 关 系 式 称 为 递 推 公式 ,给 定 aia: ta, Al 
以 从 它 得 到 所 有 Ans 形 如 (op ed ei ae rs 
Fcpan-p = OCC] 6s» *** 56, 是 常数 ?的 递 推 公式 称 为 线 
性 递 推 公式 ,相应 的 序列 称 为 线性 递 推 列 . 最 简单 的 
递 推 列 是 一 阶 递 推 列 , 即 满足 an = S Cani) BY I 
(a.i. 它 又 称 和 迭代 列 . 等 差 数 列 与 等 比 数列 都 是 线性 
的 迭代 列 . 

递归 列 (recursive sequence) “iB HEI”. 

ie 3E 7] AY Br SC Corder of recursive sequence) 
见 “ 递 推 列 ”. 

递 推 公 式 (recursive formula) J^ HEA”. 

线性 递 推 公 式 (linear recursive formula) J 
“ 递 推 列 ”. 

线性 递 推 列 (linear recursive sequence) Jil, 
SBRN”. 

迭代 列 (iteration sequence) Ji “TB HEX)”. 

差分 数列 (difference sequence of numbers) 
由 某 个 数列 的 差分 构成 的 数列 . 给 定数 列 cl ,az ，…， 
ü45*** W Aa, = 4,4) — Gas Way = Aa, — Dans tt AIC 
列 (Ai: Bit , {A?a, brat , … 分 别称 为 原 数 列 {an} 的 一 


阶 差分 数列 ,二 阶 差分 数列 ……: a, 5 Aa, 之 间 有 下 
列 关 系 : 

Qa, = a, 十 Sia 
类 似 地 ， 


a—] 
Ag, = 4a, S rA; 


这 样 ,如果 某 一 阶 差 分 数列 的 部 分 和 容易 求 出 ,就 能 
求 出 通 项 a. 

周期 列 (periodic sequence) 
定义 在 自然 数 集 N 上 的 周期 函数 . 


永 称 循环 序列 . 即 


循环 数列 (periodic sequence of numbers) Rp 
“周期 列 

fy BY Fl] (convex sequence) 
AY 7 PR c. 指 满足 条 件 


a C Cas Fa) (n— 1 $23 e) 


AY SER (a, o. 在 几何 上 ,这 意味 着 zy 平面 上 以 
Kia) AGRA UT X FA ra d. 24. f(x) 是 区 间 
(0, +œ) E BS iP R CBE CA O01 Ze h CJ. 
(as) 这 o 是 凸 数列 的 充分 必要 条 件 是 二 阶 差 分 Aa 
0(2 一 0,1,2,…), 这 里 Ac 一 Ac 一 AcAc, 一 al 
—a,. 凸 数列 {a,}》 有 界 时 必 收 敛 ,并 且 


oo 


定义 在 日 然 数 集 上 


lim nAa, = 0,lim à, = Qu 一 > (n + 1)A°a,,. 


n=0 


— S ^y 1p Hi Cuniformly distributive sequ- 
ence) 各 项 的 数值 均匀 地 分 布 的 数列 . AT Cn) 
的 值 分 布 在 区 间 [Le b] A, ELSE FEX EX [8] Ca» 8) 
La 5 ]. FH N, Ca B) BEAN VE RA Lis Lae Tn 中 落 在 区 
H Ca 5 PRÉ MHRA. ABA 

lim PAP e EL, 
W Gc, ) PRAY Lab] E. B5 — to} AR RR. 一 致 分 布 数列 
的 概念 在 数值 积分 理论 中 有 用 . Gne E La] E— 
致 分 布 , 则 

lim + i = po] fend 
对 [a,6b5j 上 的 任意 连续 函数 f 成 立 . 

BR SS BF) (sequence of bounded variation) 
一 类 重要 的 数列 . 指 其 差分 绝对 值 之 和 有 界 的 数列 . 
对 这 样 的 数列 (zx,} ,存在 常数 C ,满足 : 

| | " E | Speo Rr E m Ta |«C, 
其 中 2 一 1,2,… 有 界 变 差 数列 必 是 收敛 数列 ,但 反 
之 不 一 定 成 立 . 

初等 函数 (elementary function) 一 类 最 常用 
的 函数 的 总 称 . Ff {EL PR ASC. FE ELEC FB PR BX 00] BK PK 
R= ARM. REAR URE Eo A RK 
四 则 运算 (加 , 减 , 乘 , 除 ) 及 有 限 次 复合 得 到 的 函数 ， 
统称 为 初等 函数 . 例如, 多项式、 有 理光 数 都 是 初等 
PR A. 初等 函数 都 能 用 一 个 解析 式 表示 ,在 定义 域 上 
连续 . 初等 函数 的 导数 也 是 初等 函数 ,但 初等 函数 的 
原 函 数 不 一 定 是 初等 水 数 .不 是 初等 函数 的 函数 称 
为 非 初等 函数 . 无论 在 理论 上 还 是 应 用 中 ,初等 函数 
都 是 最 重要 的 一 类 函数 . 人 研究 非 初等 函数 的 方法 之 
一 ,就 是 用 初等 困 数 ,特别 是 用 代数 多 项 式 、 三 角 多 
项 式 或 有 理 函 数 去 青 近 它们 ,或 者 用 初等 国 数 的 极 
限 、 导 数 、 积 分 去 表示 它们 . BSE RRUA BP FER 
维尔 (Liouville ,J. ) 于 1834 一 1835 年 在 研究 哪 一 类 
函数 的 原子 数 可 以 表示 为 有 限 形 式 时 引进 的 .但 他 


的 定义 与 上 面 所 说 的 不 同 . 

基本 初等 函数 (fundamental elementary func- 
tion) ”初等 蚂 数 中 最 基本 的 一 类 孔 数 . 在 文献 中 ， 
把 哪些 函数 称 为 基本 初等 区 数 是 不 一 致 的 . 范围 最 
广 的 一 种 提 法 是 : 常 值 郴 数 , 寄 函数 ,指数 晒 数 ,对 数 
函数 ,三 角 防 数 与 反 三 角 函 数 统称 为 基本 初等 函数 . 
范围 最 军 的 提 法 是 常 值 函 数 y= 二 1, 恒 等 函数 yr, 
1E 5% PAA AA e 为 底 的 指数 函数 ye". 它们 经 过 数 
HE A BR VK PU DU] 3a Fh. 有限 次 复合 及 求 反 郴 数 便 得 到 
所 有 初等 函数 , 故 称 基本 初等 函数 . 

m A (power function) 18JÉE ih y — x" (a 为 
fe RO BY PR Ae. B FE Be (al E BA RE. AEE ZA CES 2E it 
得 到 的 函数 . 它 的 定义 域 与 性 质 随 常数 a 的 不 同 而 
改变 ( 见 下 表 ). 通常 约定 指数 为 0 BP RE R AY (ET 
等 于 1. 


am I (nm, 
n 


H (m,n) =1) 


m0 时 ,严格 增 ; 
MI< 时 ,严格 减 


m ER 29 [0, 2-09) m 偶 、 负 时 为 (0, 十 cc)， 
在 L0, 十 ce) 上 严格 增 ,在 (一 < ,0] 上 严格 减 . 


RE pK BY y=x"(r> 0), cE KIB] O, +) ER s El 
满足 方程 fry) =f xr) + fO) BE —3ESE E E PR 
TX . 2653 Br nT 96 IFA RT ELTE SEP d$ ro C00 B9 BRR 
中 展开 为 泰勒 级 数 

ET 2 CU tOs =) Cle = | < Er 


ala— l)e (a—n-4-1) 


式 中 := z 
Seg (zero function) El eg /=0, t ee 
只 取 值 0 的 函数 


常 值 函数 (constant function) 指 值 域 为 一 元 
EARR 当 它 为 数值 图 数 时 常 以 /xz) 王 const 或 
fix) =c 表示 ,这 里 的 const 与 c 都 是 constant( 常 
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NH c 分 本 


数 ) 的 简写 .在 zy 坐标 平面 上 ,函数 (x) 二 c HAR 
是 直线 yc. 

恒 等 函 数 (identity function) 指 自 变量 的 值 
与 孜 数 值 相等 的 函数 . 即 : 若 对 所 有 r€ X 有 f(x) 
=x WI PR PR S: XX AX EWS RR. IW 
Ix. Ix 是 双 射 . In 的 图 象 是 直线 yor. In 是 满足 下 
列 条 件 的 惟一 的 非 零 函 数 S: 

1. flat+w=fi+fhy) Ge y € FD. 

2. f(zy)=f(r)f CD. Gx, y € FD. 

TRGEi(power mean) 一 种 常用 的 平均 . FEW 
P 时 又 称 P MII. TER aj,a,,… ,a, 的 póo—ooxp 
< +00) RWI A M, (alyar… da) Ca) EX, 
M, 是 如 下 的 数 : 
arare us 


1/2 
M, = (p#0), 


M,— ) nee eee ee 

M 4.5 —max(aj5425***5d,) > 

M... MING sos ("sas hs 
BA M, 是 算术 平均 ,Ad 是 几何 平均 ,WM-, 是 调和 平 
均 . M, 与 Mio. MRR 


? 
lim M,—N a, * a» © eso @ ans 
po 


lim M, =max {a182 san} s 
p> +% 


lim M,=min{a, T T "° pays 
prow 


P250 Wp.M,JÉé p HOSE ea BL. BY pq WY. M, SM, SE 
号 当 且 仅 当 a 5a, = =a, 时 成 立 . 当 p< 时 , 按 
上 式 定 义 的 M, 不 一 定 是 之 的 增 函 数 . DCIRI[a 6 ] E 
TERY n] Rea S B5] p 大 平均 是 


b 1 
M,(f) = [| OLH 


/p 


(P7505, 


1 b 
=] In fade À 
B= 


Mt 
AMf = suo] Ce) a am b. 
M1,Mo,M- 1 分 别称 为 S 在 La,5jJ 上 的 算术 平均 、 几 
何 、 调 和 平均 . 
p 阶 平均 (mean of order p) MRIJ”. 
加 权 平 均 (weighted mean) — XXE Jg KH HES. 设 
Wi Wst > 0,9 Æ X [A] J EJ B ER JS n) E Be SC 
[EL PRIA. 对 a.a a, ET, 
MP aw) 
(041 U9CG14) + wegla) 十 … + w,¢Ca,) 
E d 
称 为 Q,sü25»*** s, 的 以 UO) 9 0725» "** W, 为 权 的 加 权 p 
平均 ,简称 加 权 平 均 . 记号 Mp (asw) E Mọ” (a; 5@25 
dn} Wo yz EJ A S. 当 不 会 混 清 时 ,也 采 
FAM, (aww) Mia zw) 这 样 的 记号 . MP Carw) hA 
912 


M, — exp 


一 个 名 称 是 A, 9A29°** 9a, 的 以 WI s Wa" Wh 为 权 的 
拟 算术 9g 平均. 这 个 名 称 来 源 于 定义 中 的 平均 数 
w;9Ca,) Hw: pla) +s Hw, plan) 
Wr Wy aw, 
上 式 是 plai), plaz), pCa d WIMAN FE. E 
id a= (asaz, san)s W — (Wis Ws tw). T Æ 
Mp Ca wO PRH a 的 以 w 为 权 的 加 权 9 平均 或 拟 算 
AR 9 平均 . 取 不 同 的 2 得 到 不 同 的 平均 . 最 常用 的 加 
权 平 均 是 p IME EOP p 阶 加 权 平 均 . 当 p 
HOM, EER Kr) =r’ 得 到 的 , 记 为 Mp”(a,w) 或 
Mla,tw). 这 样 ， 
wa? + wa? + + waf)? 
Wr Wa p epe te 
(p #0). 
当 p—0 与 土 ce 时 ,定义 
M)(a,w)=lim M,(a,w) 


M,(a,w) T9 


/Ww aU 1 Rw 
= (aj! ,az? stt san") E RA 


M.0(a,w)= lim M,(a,w) 
=M o= Max {ay 925°" san] > 
M_..(a,w)= lim M,(a,w) 
—M-.-—mimniaisd;s*;2. 
MlCasw), Ms lasw), M: Carw) KREAN a 的 以 了 
为 权 的 加 权 调 和 平均 、 加 权 几 何平 均 、 加 权 算 术 平 
均 ; 当 w Sw = =w, 时 便 得 到 调和 平均 、 几 何平 
均 、 算 术 平 均 . 连续 变量 的 函数 C0 TE [a6 ] ES p 
AE NOP d 
M,Cf ,w) 


b b \ 1/2 
= f wr) fr(x)de/| (zjdz| (p Æ 0), 
MF, p) 
b b 
| w(x) In fade] | wade | ; 
M,.0f,w) = sup J x) , 
M s p) = int f(x), 
其 中 w 是 定义 在 La, 引 上 的 正 值 可 积 函 数 ， 
p 阶 加 权 平 均 (weighted mean of order p) Jil, 
“加 权 平 均 ” 
加 权 算 术 平 均 (weighted arithmetic mean) J) 
“加 权 平 均 ” 
DNA JL {Al FE LY (weighted geometric mean) MW 
“加 权 平 均 ”. 
加 权 调 和 平均 (weighted harmonic mean) J 
“加 权 平 均 ”. 
合成 平均 (compound mean) 一 种 特殊 平均 . 
设 a>b>0,a =a sbo 5 654, sb, (n = ] 9 2， ooo) A> Fil Æ 
a,— 53 1 的 算术 平均 与 调和 平均 , 则 


一 exp 


lim a, = lim b, = ab. 

这 说 明 几 何平 均 可 以 通过 算术 平均 与 调和 平均 构成 
的 数列 得 到 . 这 种 思想 的 一 般 化 就 是 合成 平均 . 设 a 
225220, MCa b) . N Ca DRA a b 的 某 两 种 平均 . 定 
x ao =a s bo =b s an = M Clanis bni) sOn NCa, 
bn). Æ 

lima, 与 lim 5, 
存在 且 相 等 , 则 这 个 极限 值 记 为 MON Ca D). 8 

MON (a,a)=a,MON(a,b)=MWON (b,a), 

MW MON (a,5) 称 为 a,b 关 于 M 与 NN 的 合成 平均 . 
前 述 结果 可 表示 为 G— ACOH , rp G,A,H 分 别 表 
示 几 何平 均 、 算 术 平 均 、 调 和 平均 . 对 任意 实数 p,g， 
EM, 5 M, 的 合成 平均 MOM, 总 存在 , 且 
M,6C9M, — M. HNX ptq=r=0. 合成 平均 可 交 
换 , 即 

MON= NC2M. 

算术 -几何 平均 (arithmetic-geometric mean) 

一 种 特殊 平均 . 即 算术 平均 与 几何 平均 的 合成 平均 
AKG. iX a,— a2» b—5b70, 


a,— Cani bua sOn = V Q4—104—1 9 


则 lim a, = lim 2. 
这 个 极限 称 为 a,b 的 算术 -几何 平均 . 这 是 由 高 斯 
(Gauss,C. F. ) 命 名 的 . 一 些 文献 用 AC9G Ca ,5) 表 示 
这 个 平均 .用 积分 与 级 数 表示 ,有 
1 -二 | dt 
AC9G(a,b) m Jo V a* cos?t4- b? sint 
NU jh 
(2n)! ! id 


i i 3 
Iaa hun » 
Cla [ec 1X 


反 调 和 平均 (contra-harmonic mean) 一 种 特 
殊 平 均 . 设 a 一 《ai 9 CC29 sAn) s W= (wi 9 005. *** » TU, ) 


是 正 数 列 ,pER. 数 
H,(a,w) em H (a,w) = Swat | Y waf 
k=] k—i 


TR Q1s»5»*** shy, 的 以 UU, 9 U7» , ** * 9 Wy 为 权 的 P Wr Be 
调和 平均 . = 六 一 土 co 时 ,定义 


HP (a Ww) 一 max{awi 3Qo5°** v 9 
H”, (a,w) —mirnia; 3:4»55.*** (às). 
4w, = 二 ws 二 … 二 ws 时 ,把 
Da a 
= reme 


WA A; (ERR EOD H, BAH. Ho 分别 是 
算术 平均 、 调 和 平均 . A? Caw) FE aia: sa, 
的 以 af wilk 二 1,2,…,n) 为 权 的 算术 平均 . 

五 ,(a,w) 的 基本 性 质 如 下 . 

1. —eoxcp« qx ooB[.H,(a,w)2H,(a.w), 


SS M4 H X. 24 QA; =a,=°** =a, 时 成 立 . 

2. 1 px:2 时, H, Ca - b, w) x H,(a,w) 
VT H,G.w).,0xpslHBbhEm.5 HH p=l 
或 a;/b,=a,/b,= "+ =a,/b, 时 成 立 . 

3.4 1<patoonh, Hilaw) >M,(aw) 
(M law) AN p FINALE), — cost pel 时 反 
问 ,等 号 当 且 仅 当 a1 =a, 或 p= 二 1, 土 时 成 立 ， 

指数 函数 (exponential function) BIAR W 
底数 ,以 指数 作为 自 变 量 得 到 的 函数 . 指 形 如 y 王 di 
(a>0,aFAl, LER BI AM. 它 的 全 称 是 以 a 为 底 的 
ta Wc PR RM. 指数 函数 AO =a" 满足 :f(zx)f(y) 
=f (x+y), fa Y= fy); FT AHE BR ES E X. 
为 函数 方程 f(x)f(y)= 二 f(z 十 y) Gy € FORJJE 
连续 解 . 还 可 采用 以 下 方法 定义 指数 函数 :由 

exp r = Dr fni (x € R) 
定义 的 函数 称 为 以 e 为 底 的 指数 函数 ;或 由 
exp z = lim(1 + Al 

定义 . 它 是 严格 增 函 数 , 它 的 反 函 数 称 为 自然 对 数 函 
数 , 记 为 log.z Minx. 对 任意 & 盖 0,ce 天 1,zER, 定 义 
4 一 exp(zlna), 并 称 为 以 a 为 底 的 指数 函数 . 因为 
e* —exp(rlne)-—exp zy, 故 可 把 expz BW e". 除了 
以 上 这 些 方法 外 ,还 可 以 先 定 义 对 数 函 数 ,再 把 指数 
PR CAE. XL Og E IR] c eC. 指数 函数 可 以 推广 为 复 指 
BX ER AK. 

自然 对 数 函 数 Cnatural logarithmic function) 
To" C es PRI SP ER. 


X HH eR Bl Chyperbolic function) 从 双 曲 线形 
面积 引出 的 如 下 六 种 函数 的 总 称 : 
X BH IE 5% shr=sinh r=, 
XH R A chzr=cosh r=, 
双 曲 正切 the=tanhr= 22, 
双 曲 余 切 cthz 一 cothz 一 下 
| 
XX git 1E S sech z— 7c NET 
1 2 
双 曲 余 割 cschr= p5p 


如 图 1“ 双 曲 ” 这 个 和 名称 来 源 于 在 几何 上 这 些 函 数 
与 双 曲 线 的 关系 ,在 很 大 程度 上 类 似 于 三 角子 数 与 
单位 圆 的 关系 . 如 图 2, 双 曲线 x 一 y= 二 1 上 点 了 的 
坐标 为 (ch 0,sh 9), 其 中 9 等 于 扇形 OAP 的 面积 的 
2 倍 . 这 与 单位 圆 c7 4-,y7—1 上 点 Plcos 0,sin0) 的 
参数 9 等 于 角形 OAP 面积 的 2 倍 是 类 似 的 . Hh e 
数 的 基本 关系 式 是 : 
913 


ch'r—sh'z-1l, 
sh(rty)=shazchy 
+chz shy, 
ch(rty)=chz chy 
+shz sh y. 
从 它们 可 以 推出 其 他 许多 
关系 式 , 如 
sh2r—2shzrchz, 
ch 2z—ch?z-Jsh'zr. 
(sha)'=chz, 
(chx) —sh zx. 


gu ue 
sha=zta rete ; 


dam E ER. 
双 曲 函数 在 工程 技术 中 有 许多 应 用 . 它 的 值 有 表 可 


dr. 第 一 个 系统 研究 双 曲 函数 的 是 朗 伯 (Lambert， 
J.H. ). 


图 2 
IX H 83 MX Gnverse hyperbolic function) XX 
HH PR 3c AY) E PLC. +E A He A ZR ie OC HH KI C : 
BOX HH 1E 5% 
arsha=Arshx=In(r+ /2’?+1) (ER), 
A XN HH AR IZ 
arch z —InCr-- / z—1) (x21), 
Arch x — arch z, 
反 双 曲 正 切 
Lob 


arth r= Arth x— —In 
2 Iw 
它们 之 间 有 一 些 联系 ,如 
arsh z 一 arth 一 二 = -Farch V x*--1 
(2>0 时 取 正 号 ,rz<0 时 取 负 号 )， 


Cla eX 


arth z=arsh : 


—c 
等 . 其 他 反 双 曲子 数 有 : 
反 双 曲 余 切 
arcth z 二 Arcthz= 广 In 了 Cle) 
反 双 曲 正 割 
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Arsech xr = tarsech x 


反 双 曲 余 割 


arcsch xr — Arcsch x 


1j, V1 十 x 十 1 


(x0). 
2 vTL 十 好 一 1 


(arsh zx)! 一 , 


(arch x)’ = : 


l 
1—zx 
BOX HH eg A i SP, “ar” UR area HAR). 之 所 以 
KARR B9 iu S. EAA PS C0 — arsh y 作为 y 
—sh 0H I PR i cR 53 SEH Re’ — y — 18 X 
的 面积 (参见 “ 双 曲 函数 ”). 也 由 于 这 个 原因 ,有 时 称 
BUS HH PR 8 AY TELA BR Bi. 

面积 函数 (area function) 见 “ 反 双 曲 函数 ”. 

对 数 函 数 (logarithmic function) ”指数 函数 a” 
(TERR RAZ, WA logar. EPRA A a 为 底 的 对 
BPR. 它 的 定义 域 是 (0, 十 ce). FHI Hh, a =e AY, 
log,z 1A In x. WAY In x KA B ZROSE RK. 这 是 
在 高 等 数学 中 最 第 用 的 对 数 函 数 . TAS FB 8 COR 
数 而 用 其 他 方法 直接 定义 对 数 郴 数 . 例如 : 

1. 定义 


(arth zr) 一 


2° 


Inz- [| 4 c0. 
1 


再 用 Inz/Ina 定义 logsx (a#l1,a>0). 

2. 满足 函数 方程 | 

fiery) =f God f) Go y20) 

及 f(a) 二 1 的 惟一 非 零 连续 函数 称 为 以 a 为 底 的 对 
BX PRI BX. 

对 数 函 数 是 无 穷 阶 可 微 的 , 当 a7 1 时 严格 增 ， 
当 0<a<1l 时 严格 减 , 对 数 晒 数 的 值 域 是 (一 se, 十 
oo); 4 a>1 时 ， 


lim log,r=+, 
r— +00 


lim logeiz = — œ; 
x—04- 
l 
lim —52* —9, 
Te 十 co T 


即 对 数 函 数 的 增长 比 任何 舌 函 数 的 增长 慢 得 多 . 以 
10 为 底 的 对 数 ( 称 为 常用 对 数 ), 用 于 人 工 计 算 较 为 
方便 . 对 数 函 数 也 可 以 对 复 变 量 定 义 . 

Se 6 A BX (power-exponential function) 指数 


和 底数 都 是 变量 的 函数 . 形 如 
fG)-—uG)"? (TEE, E BRE) 

H^] PRI PR A 8-48 BEC EP uv EE EY BEC. 当 
不 给 出 xz) 与 v(Cz) 的 具体 形式 时 ,总 要 求 ulr)>0 
(ce E). Ai, RE T8 RAS MA fy) —e 5 y 
=g(x)=v(r) * Inul) AA MRA BR Cg (x))， 
Am uv 连续 时 它 连 续 ,u,v 可 微 时 它 也 可 微 . 

YE ew WCrational function) 由 有 理 式 表示 
的 函数 , 即 两 个 多 项 式 清 数 的 商 ( 分 母 不 是 零 多 项 
A). 一 元 有 理 函 数 是 由 R(z)= 二 P(rz)/Q(z) 表 示 的 
实 函 数 或 复 函 数 , 这 里 的 已 ,Q 是 多 项 式 ,QCz) 和 天 0. 
当 QQ 的 次 数 n 关 0 时 , 称 为 有 理 分 式 ;n 二 0 时 , 即 为 
多 项 式 . A H KRI Sp BC EA M R R EB Jr BR BK 
可 以 用 有 理 函 数 、 对 数 函 数 与 反正 切 函 数 的 有 限 组 
合 表 示 . WR P,Q 的 次 数 分 别 为 mon, 有 的 文献 把 
BA On yn) KA maxim sn) PRA Rr) ARR. 


符号 函数 (signum function) 即 以 下 面 的 方法 
定义 的 函数 , 记 为 (sgn)， 
1 ED 
E (xr 一 0)， 
一 1 (<0); 
z/iz| (zx 0), 
ASIE c (z = 0). 


记号 sgn 由 拉丁 文 signum( 符 号 , 正 负 号 ) 得 来 . 用 
TE 5 pg Ac, n] 38 26 x fil B p, || = sgn z TE — 2525 
合 , 这 样 做 是 方便 的 . 例如 rz 时 ， ( Ape — SEgnr s 


| zidz= Jasgnzdz = sgnz |zdz 
— T a’sgnz + c = zrla + c. 

4] 5 PRM FE A (Kronecker, L. ) 引 进 的 ,所 
VA X Sr PK. 

x X A AH (Kronecker function) 
PRU. 

狱 利 克 雷 函数 CDirichlet function) BD TEE 38 
点 取 值 1 ,在 无 理 点 取 值 0 的 实 函 数 . 即 有 理 数 集 Q 
的 特征 函数 . 这 个 函数 可 以 用 二 次 极限 表示 


D(x) = lim lim cos" (mi!rnz). 


I O00 n—-oo 


它 是 由 狄 利克 雷 (Dirichlet,P. G. L. ) F 1829 年 给 
出 的 ,本 来 用 于 说 明 函 数 不 一 定 有 解析 表达 式 . 不 过 
后 来 发 现 它 也 有 上 面 所 写 的 解析 式 . C E PAR. A 
任何 非 零 有 理 数 为 周期 ,处 处 不 连续 . 它 在 任何 区 间 
上 都 不 黎 曼 可 积 . 

代数 函数 (algebraic function) 即 满足 多 项 式 
Tr Fic. y)=0 BU PRA y=f lr). WEF, y2—0 
可 以 按 y BS CTS T R 

PoG)y" - PAG y"! T +Pre)=0; 
式 中 Pelr), P(r), Pan T) E x Bg. Po 


Ba S 


天 0, 按 zEC( 复 数 域 ) 或 C" CR. n HE ZR RD A SER BT 
确定 的 函数 f 为 一 元 的 或 nn TO BY ANC PR PB. FCR 
数 是 解析 函数 . 245 m — 1 Bp EEA ER PRÉC; 24 m= 
2,3,4 时 ,得 到 用 开 方 或 开 立 方 表示 的 无 理 函 数 . 当 
之 5 时 ,上 述 方程 一 般 不 能 用 代数 运算 求解 , 即 代 
数 函 数 一 般 不 能 用 有 理 、 无 理 函 数 或 其 他 初等 函数 
表示 . 在 代数 函数 的 系统 理论 中 ,一 般 是 将 它 看 做 复 
变 函 数 来 研究 .从 19 世纪 初 阿 贝尔 (Abel,N. H. ) 
开始 研究 代数 函数 以 来 , 它 的 丰富 内 容 已 成 为 函数 
论 的 重要 部 分 ,并 成 为 代数 几何 学 的 来 源 之 一 . 

EB ER EFL BW (transcendental function) JERR 
A. 

线性 函数 (linear function) 
推广 .有 两 种 理解 : 

1. 一 次 函数 的 别称 (参见 本 卷 4 初 等 代数 》 同 名 
条 ). 

2. 在 现代 的 数学 文献 中 ,按照 阴 数 (映射 ) 的 定 
义 , 也 党 将 线性 空间 上 的 线性 算 子 (线性 变换 ) 称 为 

分 式 线 性 函数 (fractional linear function) 由 
一 次 有 理 分 式 表 示 的 函数 . 即 形 如 
dg Aaya aa 
bsp ee eae, 
H n JU PRM LRP ab (8 —0.1,. MBB, 
23717 9n 取 实 数值 , 且 


^50. 
=0 


n 
4 b =b = =6,=0 时 就 是 线性 图 数 . A n=l, H 
ab 7 a,b, , Wl) P C 


y=L(x)= 


指 一 次 函数 及 其 


Dr 9.099°** sIn) = 


ao tar 

ba tbr 

的 图 象 是 等 轴 双 曲线 ,以 x= —bo/b; 5 y=a,/b, 为 
Bur A. Gn=2,8 


bs b, b, 
的 秩 为 2 时 ,函数 工 的 图 象 是 双 曲 抛物 面 . 
复 分 式 线性 函数 


5 + pi (z 为 复 变 量 ,ao,a1,6b0,01 为 复数 ) 


在 复 变 函数 论 中 有 着 重要 的 作用 、. 

齐 次 函数 (homogeneous function) 齐 次 多 项 
式 的 推广 . 畏 取 任意 值 的 之 次 齐 次 函数 的 统称 . 设 集 
fr DER" 满足 条 件 : 对 任意 x € D 及 正 数 1,txED， 
对 于 数值 函数 P: DR GX CO BARR 如 ,使 对 任 
意 xED 及 所 有 正 数 1, 有 Sx) =t fa), WM SBA 
b 次 齐 次 函数 .nn 元 多 项 式 为 p 次 齐 次 函数 的 充分 
必要 条 件 是 它 仅 含 次 数 为 p 的 项 . 两 个 次 数 为 p,q 
的 齐 次 函数 的 积 \ 商 .复合 仍 是 齐 次 函数 ,其 次 数 分 
别 为 p+q.p—q> pq. ES (A BMS KI KM 
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YL = 


X 学 分 本 


BC 
D-—i(G ue  r,)€R' lz;220,221,2,*- n], 
则 定义 在 集合 D 上 的 函数 了 为 p UR FER PRAY TE 


分 必要 条 件 是 存在 定义 在 集合 
| zm esent Gy ize € D 


us uu Zr 


f Gy snm an) =ate| 于 ,于 
E DEÆRRÆ, ASED LWW. £45 p yx rx OR 
数 的 充分 必要 条 件 是 
全 Xi ad = pI. 

这 个 结论 称 为 关于 齐 次 函数 的 欧 拉 定 理 , 而 上 述 等 
式 称 为 欧 拉 公式 . 

齐 次 函数 的 欧 拉 公式 (Euler formula for homo- 
geneous function) MX W AX”. 

线性 齐 次 函数 (linear homogeneous function) 
既是 齐 次 又 是 (多 元 ?线性 的 函数 . 即 常数 项 为 零 的 
线性 函数 . 又 称 线性 型 . 它 的 一 般 形 式 是 
Tong :35,29 = X jat, C2 455 sa, 是 常数 ). 


它 是 一 次 齐 次 函数 ,但 一 次 齐 次 阻 数 不 一 定 是 线性 
FF KPA UO ge (rey) = Cary’). 

阶梯 函数 (step function) MAM Br BÉ A B^ efi 
XE f dE SCE fa] Lab] ER (— 30) PRG a =z, 
er eee— rb.» ce (re eR f(x)=c(i= 
1,2,… yn) ll] S PRA By BB PRA. TE c0 1,2, yn) 
处 地 的 值 可 任意 取 . 上 述 定义 中 的 La,5j] 可 以 是 任意 
AFKE. E SE MEDC HE KK E, PEE I8] BS] 
FE SUB AF EXE EF B5 BR d ET ES RMU ER 了 是 
BAF EX [8] E B9 BER PROC. — RE EIER 中 的 7 
HE DX. fE] ;分 法 I 把 它 分 成 m ar n 维 区 间 EPPPLLLE 
In HIA xed, WAR), f(x) =c.(R=1,52, 
积分 理论 中 ,阶梯 函数 起 着 重要 作用 . 

4) Hi 8$ (Bee (piecewise constant function) 
JU BT BB PRI BC”. 

R S gx Riemann function) 1& h% & (Rie 
mann, (G. F. )B. ) 提 出 的 ,一 般 用 来 说 明 黎 曼 可 积 
范 数 可 以 有 稠密 间断 点 集 的 函数 . 即 下 列 函 数 

f:R>R, 

Hs l/q x=p/q (2,9 互 质 ,9 之 1)， 

0 Z 一 无 理 数 ， 

f(O)=1. 

EWI 为 周期 ,在 无 理 点 连续 ,在 有 理 点 间断 ,对 任 
意 mER,lim /(z)=0. 它 在 任何 有 限 区 间 上 黎 曼 


可 积 , 且 积分 为 零 . 
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极限 理论 
极限 (limit) 数学 分 析 的 基础 概念 . 它 指 的 是 


变量 在 一 定 的 变化 过 程 中 ,从 总 的 来 说 逐渐 稳定 的 
这 样 一 种 变化 趋势 以 及 所 趋向 的 数值 (极限 值 ). 极 
限 方法 是 数学 分 析 用 以 研究 函数 的 基本 方法 ,分 析 
的 各 种 基本 概念 (连续 、 微 分 .积分 和 级 数 ) 都 是 建立 
在 极限 概念 的 基础 之 上 ,然后 才 有 分 析 的 全 部 理论 、 
计算 和 应 用 .所 以 极限 概念 的 精确 定义 是 十 分 必要 
的 , 它 是 涉及 分 析 的 理论 和 计算 是 否 可 靠 的 根本 问 
题 .历史 上 是 柯 西 (Cauchy ,A.-L. ) 首 先 较 为 明确 地 
给 出 了 极限 的 一 般 定义 . 他 说 ,“ 当 为 同一 个 变量 所 
有 的 一 系列 值 无 限 趋 近 于 某 个 定 值 ,并 且 最 终 与 它 
的 差 要 多 小 就 有 多 小 ”《 分 析 教 程 》,1821), 这 个 定 
值 就 称 为 这 个 变量 的 极限 .其 后 ,外 尔 斯 特 拉 斯 
(Weierstrass, K. CT. W. )) 按 照 这 个 思想 给 出 严格 
定量 的 极限 定义 ,这 就 是 现在 数学 分 析 中 使 用 的 e-6 
定义 或 sN 定义 等 (参见 “数列 的 极限 ”和 “函数 的 极 
R”. 从 此 ,各 种 极限 问题 才 有 了 切实 可 行 的 判别 准 
则 . 在 分 析 学 的 其 他 学 科 中 ,极限 的 概念 也 有 同样 的 
重要 性 ,在 泛 函 分 析 和 点 集 拓 扑 等 学 科 中 还 有 一 些 
推广 . 

极限 思想 的 萌芽 可 以 追溯 到 上 古 希 脂 时 期 及 中 国 
战国 时 期 . 现代 形式 的 极限 概念 是 从 上 古 希 脐 的 穷竭 
法 逐渐 发 展 而 来 的 ,但 同时 期 的 中 国 哲学 家 庄 周 也 
ARAR +E, HRR, HENA "QUE. tX 
FADD. 公元 263 年 , 魏 晋 时 代 的 刘 徽 创立 了 与 穷 竟 
法 相近 的 割 圆 术 , 用 圆 内 接 正 多 边 形 的 面积 到 近 癌 
面积 ,相当 于 建立 了 极限 式 


on. 
nx=lim— sin 
meron 2 


2T 
极限 概念 首次 出 现 于 沃 利 斯 (Wallis ,J. 289€ 2523 FR 
术 》 中 . 牛顿 (Newton,I. ) 在 其 《自然 科学 的 哲学 原 
理 ) 一 书 中 明确 使 用 了 极限 这 个 词 并 作 了 阅 述 .但 极 
限 作 为 微 积 分 的 工具 与 基础 却 述 至 18 世纪 下 半 叶 ， 
才 由 达 关 贝尔 (d'Alembert,J. le R. ) 等 人 认识 到 . 
真正 把 微 积分 建立 在 极限 概念 的 基础 上 则 是 柯 西 完 
A. 

数列 的 极限 (limit of number sequence) 343 
列 的 项 的 序号 无 限 增 大 时 ,该 数列 的 变化 趋势 . 设 
(a4) ABI TFET RM a FER AE IER €, 
必 存 在 正 整数 N, IERTA ERR n NA 
la,—a| «es PPR a 是 (ca 的 极限 ,或 (ta MF a, 
记 为 


lim a, — a 


ne OO 


或 a, >a (一 oo). 


这 也 可 说 成 :对 a 的 任 一 邻 域 了 ,存在 正 整 数 N ,使 
FH n>N 时 ,a, CV. AAE TETEIE BY ON, 
使 得 n2 N 时 "一 语 可 以 用 34 n 充分 大 时 ”代替 .只 
要 数列 (a,} 有 确定 的 极限 ,就 称 {a,}) 的 极限 存在 . 

数列 的 极限 有 下 列 主 要 性 质 : 

1.《〈 惟 一 性 ) BNR (a, TAU a 和 5, 则 

a=b. 

2. ARE KARI DY AR. 

3.( 保 号 性 ) Er (au UCR a, H aF0, M4 n 
充分 大 时 , 数 a, 与 a 有 相同 的 符号 . 

4.( 保 序 性 ) Zi n—ooHl.a,—a.b,—5,. HÄ n 
充分 大 时 ,a, 二 5b,, 则 aso. 

5. REH) p n FEA AW sar Sb, cr H. 

lim a, —lim c, —a , Mj lim 6, =a. 
6. (gu Wis ETE E 
lim 2,—a ,lim b, =b, 


则 lim(a,+6,)=a+b,lim(a,b,)=ab, 


lim" = (640). 
7.(〈 柯 西 准则 ) BF (a, WBE AY FE Ap OE AS E 
是 : (a,) 是 基本 列 . 


8. Flim a, —a W] (an) BS EE REF FM Cas, } LK e 
d a, Bilim a, =a; RZE {an} LEE RF AB A 
于 同一 个 数 a, Wjlim a, =a, 

9.( 波 尔 查 诺 - 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 有 界 数列 必 
A WF FI. 

10. CH yai SX JL 380. 有 上 界 的 增 数 列 ,或 有 下 
界 的 减 数列 ,都 一 定 是 收敛 的 . 

点 列 的 极限 (limit of a sequence of points) — 
系列 点 当 其 序号 无 限 增 大 时 ,它们 无 限 接近 某 一 和 定 
点 的 变化 趋势 . Gla.) A a PR EE n 维 欧 几 里 得 空 
E R^ 中 的 点 列 和 定点 , 当 它 使 得 数列 |ai 一 a| 当 一 
co 时 ,极限 为 0, 则 点 列 {@i}) 称 为 收敛 于 a, 记 为 

lima,=a 或 a,—a (k—0o). 

这 里 |ai 一 a | 表示 n ZEILE aa 的 模 , 它 等 于 点 a, 
与 点 & ZN n ZEB BS. AJ a AF a 的 eN 
定义 ,可 由 数列 j 必 一 a| 一 0 按 数 列 极限 的 e- 入 定义 
JUR. 点 列 a, WF a 的 定义 也 可 叙述 成 :对 ae 的 
IER SB OV, EE TE EA K, TG ROK 时 ,aeE 
V. 点 列 a} PR a, 和 点 a 都 有 7 个 分 量 ( 坐 标 )， 
FE. IM a SUF AR a 的 充分 必要 条 件 是 ; 当 & 
一 co 时 ,ao 的 任意 一 个 分 量 ( 坐 标 ) 收 敛 于 a 的 相应 
分 量 . 一 维 空 间 中 ( 即 直 线 上 ) 点 列 的 极限 与 数列 的 
极限 完全 一 致 . 收敛 数列 的 很 多 性 质 都 可 推广 到 ( 任 
me n 维 空间 中 的 ) 收 敛 点 列 上 来 ,例如 柯 西 准则 、 收 
敛 子 列 原理 收敛 列 的 惟一 性 与 有 界 性 等 . 


wO R E dt 


收敛 性 (convergence) 数学 分 析 的 基本 概念 
之 一 . 它 与 有 确定 的 (或 有 限 的 ) 极 限 ” 同 义 , “收敛 
d usur ”相当 于 说 “极限 是 …… (确定 的 点 或 有 限 的 
BO”. 例如 “ 当 n 一 co 时 ,数列 {1/n)} 有 极限 ,极限 
( 值 ) 为 0” 与“ 当 n 习 co 时 ,数列 (1/n}) 收 人 鳅 于 0” 完 全 
一 样 .但 “1/z ?4 x 一 0 的 极限 为 0” 不 能 说 成 “1/zx 
当 x—O0 时 收 钱 于 co”( 因 co 不 是 有 限 数 ). 在 一 些 一 
般 性 叙述 中 ,收敛 和 收敛 性 这 两 个 词 ( 在 外 语 中 通常 
是 同一 个 词 ) 有 时 泛 指 函数 或 数列 是 否 有 极限 的 性 
质 , 或 者 按 哪 一 种 意义 (什么 极限 过 程 ) 有 极限 . 在 这 
个 意义 下 ,数学 分 析 中 所 讨论 的 收敛 性 的 不 同意 义 
(不 同类 型 的 极限 过 程 ) 大 臻 有 :对 数列 (点 列 ) 只 讨 
论 当 其 项 序号 趋 于 无 穷 的 收敛 性 ;对 一 元 和 多 元 函 
数 最 基本 的 有 上 自 变量 趋 于 定 值 (定点 ) 的 和 自 变量 趋 
于 无 穷 的 这 两 类 收敛 性 ,此 外 ,对 多 元 函数 还 有 沿 特 
殊 路 径 的 和 累 次 极限 意义 下 的 收敛 性 ;对 了 数列 (级 
数 ) 有 逐 点 收 钱 和 一 致 收敛 .不 收敛 称 为 发 散 . 

发 散 (Cdivergence) WMSE”. 

收敛 序列 (convergent sequence) 有 有 限 极 限 
的 序列 . 称 (4a,} 是 收敛 序列 ,只 说 明 它 有 有 限 极限 ， 
并 未 说 明 其 极限 值 是 什么 .序列 可 以 是 数列 ,也 可 以 
是 函数 列 . 收敛 序列 的 具体 定义 和 性 质 可 参见 有 关 
AR H. 

”发 散 序 列 (divergent sequence) IK SX E JF 
列 . 发 散 的 实数 列 分 两 类 ,一 类 是 有 无 限 极限 十 ce 或 
一 ce 的 , 称 为 定向 发 散 序列 ,其 他 的 称 为 不 定向 发 散 
序列 . 例如 ,数列 {a" b> 4 lal<1 K q=1 时 ,分 别 
We 0 与 1; 当 4 委 一 1 时 ,不 定向 发 散 ; 当 cg>1 
时 , 定 回 发 散 于 十 ce， 

定向 发 散 序 列 (directed divergent sequence?) 
见 “ 发 散 序列 ” 
不 定向 发 散 序 列 (undirected divergent se- 


quence)” 见 “发 散 序 列 ”. 
数 e(numbere) 一 个 重要 的 常数 . BARN 
数 的 底 . 


e= lim 1+ L| = lim[1 + +) 
n—-oo A Wü 


= limQ + 295 = 14 2; - 
= 2.718 281 828 459 045° 
e 这 个 记号 是 欧 拉 (Euler,L. ) 于 1748 年 在 《无 穷 小 
分 析 引 论 ;一 书 中 正式 引进 的 , 埃 尔 米 特 (Hermite， 
C. ) 于 1873 年 证 明了 e 是 超越 数 . 
欧 拉 常数 (Euler constant) EIA% 
| 
n— oo 2 n 
= 0.577 215 664 90°». 


它 是 由 欧 拉 (Euler,L. ) 首 先 指 出 的 (1740). 其 存在 
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性 可 从 数列 
xr inn) 


递减 且 有 下 界 得 到 . 迄今 尚 不 知道 它 是 有 理 数 还 是 
无 理 数 . 
沃 利 斯 公式 (Wallis formula) 
理 数 极限 表达 式 . 形 如 
+ =lim| C2n)!! li l | 
2 (20-— 191.3. 22-F1 
它 可 以 通过 


圆周 率 x 的 有 


| sin" rdx = | cos" rdx 
0 0 
(m—D!! 。 工 
mi! 2 


(m — 1)!! 
: eee (m 为 奇数 )， 


得 到 . 这 个 公式 最 早 由 沃 利 斯 (Wallis,J. ) 得 到 ,并 
于 1655 年 发 表 . 他 原来 的 结果 是 


On 为 偶数 )， 


T 2 4 4 6 6 8 8 
这 不 仅 是 数学 史上 较 早 的 无 穷 乘积 的 例子 ,也 是 第 
一 个 将 x 表 为 容易 计算 的 有 理 数列 的 极限 的 公式 . 
但 对 7 的 计算 ,现在 已 有 快速 的 方法 . 
函数 的 极限 dimit of a function) 在 自 变 量 的 
某 个 变化 过 程 中 ,相应 函数 值 的 变化 趋势 . 按 自 变量 
的 变化 过 程 可 分 为 两 类 : 


1. 目 变 量 趋 于 定 值 ( 定 点 ) 时 的 极限 .车 4 是 有 


限 实数 ,aeER"(CzEN+) 为 定点 ,函数 了 在 点 a 的 某 
个 空心 邻 域 内 有 定义 ,对 任 给 的 正 数 €, TF TE o>0, 
fii 4E — 9] x € U* Ca, s) Ca 的 以 8 为 半径 的 空心 
BR) AILS GO —A|xe IA RA xa it f£ BE 
限 , 记 为 

lim f(x) = A. 

2. 自 变量 趋 于 无 穷 时 的 极限 . 若 函 数 SOE 

个 中 心 在 原点 的 维 球 外 有 定义 ,A 为 有 限 实 数 , 对 
f£ fi > 0. M>0, EE T — UD S |x| >M 
Bj xo | f(x)—Al<e, Wl] A 称 为 x 一 2 时 FO) 
极限 , 记 为 

lim f(x) — A. 


re oo 


当 只 在 某 个 集合 DCR" 上 有 定义 时 ,只 要 f BEI 
足 相 应 的 补充 条 件 HAT EP XE D ER ERB 
类 极限 . 如 上 述 1 的 情形 ,只 需 f(x) 在 a 的 某 个 空 
心 邻 域 与 D 的 交集 上 有 定义 ,a 为 DD BS B RT, 
这 时 定义 中 的 “一 切 xEU?"(a,6)” 应 改 为 “一 切 xE 
Ua,6) 门 D”, 而 ARKE D 上当 x>a 的 极限 . 对 
ER 2 的 情形 ,也 可 作 类 似 的 修改 . 在 上 述 情 形 中 ， 
函数 f 也 可 以 有 无 穷 极限 (参见 “无 穷 极限 ”). 函数 
极限 有 与 数列 极限 类 似 的 主要 性 质 ( 参 见 “ 数 列 极 
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限 ”) ,但 保 号 性 与 有 界 性 应 改 为 局 部 保 号 性 和 局 部 
有 界 性 , 即 只 在 a 点 的 某 邻 域内 函数 才 具 有 相应 性 
质 . 函数 极限 与 数列 极限 的 最 重要 的 关系 ,由 海 涅 定 
理 反 映 . 

Æ {$k BR (multiple limit) 多 元 图 数 的 一 种 极 
限 . 因为 对 n( 宇 2) 元 消 数 而 言 , 极 限 

lim f(x) 

中 x= (Tis 79°88 Ln) sa = (A, 925 °** san) ER”, x—>a 
意味 着 同时 有 ay yng 88 nan PRAE DY 
的 极限 为 重 极限 . 作为 多 元 函数 特例 的 多 重 数列 
的 极限 也 称 为 重 极限 . 如 一 重 极限 


后 了 下 DO 


累 次 极限 (repeated limits) 亦 称 逐次 极限 . 对 
多 元 函数 的 各 个 变量 逐个 取 极 限 而 得 到 的 曙 数 极 
PR. 例如 ,对 二 元 函数 x= 一 jz,y) 与 点 (&,2), 有 两 种 
UR BR : 
lim i lim Flasy); 


lim lim Jn. 
前 者 即 
lim (lim f (zyy))， 

指 先 固定 y tk r>a BUR BR GE TER fr TE ME vy 
的 函数 ), 再 令 y 5. 类 似 地 理解 后 者 的 含义 . 二 元 
泪 数 的 这 两 种 累 次 极限 称 为 二 次 极限 .一 般 地 ,n 元 
PK ACA) FAK ARBRE A n 次 极限 . 函数 的 某 一 个 累 次 
极限 存在 不 能 保证 它 的 其 他 的 累 次 极限 也 存在 ; 即 
使 都 存在 ,也 不 一 定 相 等 . 累 次 极限 是 与 重 极限 完全 
不 同 的 另 一 类 极限 . 重 极限 存在 时 累 次 极限 不 一 定 
存在 , 累 次 极限 存在 且 相 等 时 重 极限 也 不 一 定 存在 . 

逐次 极限 (successive limits)” 即 “ 累 次 极限 ”. 

方向 极限 (directional limit) ”点 (《 自 变量 ) 沿 一 
射线 变动 时 函数 的 极限 . BAE R 中 , 自 变 量 x 沿 某 
方向 趋 于 a 时 函数 的 极限 .n= 二 1 时 ,只 有 两 种 方式 : 
x 沿 z 轴 从 左 方 或 从 右 方 趋 于 a. 这 时 得 到 左 、 右 极 
限 . 当 n1 时 ,有 无 穷 个 方向 极限 : 春 x 抢 方向 向 量 
为 ”的 直线 趋 于 a, UL ELZR 7; BA x —a-r tv. 77 HI TR 
限 可 表示 为 

lim f(x) = lim f (a + tv). 


sikii 


X n=2 H a=0 Rf, v= (cos 8,sinf), (x,y) > (0,0) 


AY 77 [8] c Bl. RT RA 
im fey = lim J Cr cos ĝ,r sin 8). 
(r, m 0,0) 


n>1 时 ， 队 重 极限 存在 可 知 (在 同一 点 ) 所 有 方向 极 
限 存在 且 相 等 ,反之 不 然 . 

沿 曲 线 的 极限 dimit along a curve) 在 R (> 
>A, HEE x 沿 曲线 趋 于 a 时 函数 的 极限 . A 
线 的 参数 表示 为 x 二 9G) (ONt<1,900) =a) WG 


该 曲线 的 极限 就 是 
lim f= lim F(@@)). 
x= Gt) 


它 是 函数 关于 其 定义 域 子 集 的 极限 的 特例 ,方向 极 
限 又 是 它 的 特例 . 若 重 极限 存在 , 则 沿 任何 曲线 的 极 
限 都 存在 且 相 等 . 

上 极限 (upper limit) 在 某 一 极限 过 程 中 , 恋 
量 的 收敛 子 列 的 极限 值 中 的 最 大 者 . 分 数列 与 函数 
两 种 情形 : 

1. {a,} 是 数列 , 取 其 收敛 子 列 ( 即 有 极限 的 那 种 
子 列 ), 考 虑 它们 的 极限 ,这 些 极限 值 之 中 的 最 大 者 
就 称 为 {4} 的 上 极限 , 记 为 lima; KH limsupa,. 可 以 
证 明 , 任 何 实 数列 {a,) 的 上 极限 ， 

lim a, = lim sup {an}. 


2. Æ f Æ n JG PRÉC (n2 DD ,a €R”, ME IRIE 
lim sup f(x) 


8—0 O«|x—a|« 8 


FRA f fea 点 的 上 极限 , 记 为 
lim f) 或 lim sup f(x). lim f(x) 


是 所 有 以 a 为 极限 的 点 列 {x) 对 应 的 数列 {了 Cx)) 
的 极限 (者 存在 ) 之 中 的 最 大 者 .任意 函数 f(x) 在 任 
一 点 4 一 定 有 上 极限 (可 能 等 于 十 co). 

下 极限 (lower limit) 变量 的 收敛 子 列 的 极限 
的 最 小 者 . 下 极限 可 与 上 极限 在 某 种 意义 下 相反 地 
EXER ERR”): 

1. RFI (an) AY FER RR lim a, Ctli i W lim infa,) 
是 它 的 收敛 子 列 的 极限 的 最 小 者 , 即 

lima,= lim inf {a,?. 

2. 函数 f£ XE RS aC R' 的 下 极限 

lim f(x) (或 lim inf f(x)) 


lim inf og): 


6-0 0< |x—a 


上 极限 与 下 极限 都 可 以 对 其 他 极限 过 程 定义 . 
任何 情形 的 下 极限 一 定 会 有 的 (可 能 是 一 oo). 对 任 
意 函 数 了 上 和 aeER", 存 在 下 列 关 系 : 

lim f Go «lim TOs 


lima, <lima,. 


极限 lim a, (或 lim f(x)) 存 在 的 充分 必要 条 件 

JE: 
lima, 与 im av( 或 lim f(x) 与 lim f(x)) 
都 存在 并 相等 ,对 数列 有 :lima, 二 lima, 二 lima,. 对 
limf (x)=limf (x) =lim f(x). 

单 侧 极限 (one-sided limit) 一 元 函数 的 一 种 
特殊 形式 的 极限 , 设 /了 为 一 元 函数 ,如 果 a € RE 
点 (常数 ), 而 函数 S E D= {r|rER, r>a} E zx 


im BR 理 it 


>a 时 的 极限 为 4, 则 称 f(x) 在 点 4 的 右 极 限 为 4， 
记 为 

lim f@)=A 
X PRR S FE Do = {x|xER,xr<a} E44 r>a 时 极 
限 为 B, 则 称 f(x) 在 点 a B, 记 为 

lim a= 


左 ( 右 ) 极 限 的 名 称 ,来 自 于 所 讨论 的 极限 ， 是 当 自 变 
TÉ or PRM DI CE IL) ES TP a B. 函数 f 在 点 
a 的 左 、 右 极限 (如 果 人 存在 ) 常 记 为 f Ca — 0), 
f(a 十 0) (或 fla—), flat+)). 函数 的 左 、 右 极限 统 
称 单 侧 极限 . 当 x 一 x。 时 函数 存在 ( 双 侧 ) 极 限 的 充 
分 必要 条 件 是 它 在 ze 处 的 两 个 单 侧 极限 存在 且 相 
等 (参见 ”函数 的 极限 ”). 

左 极限 (left limit) T“ 88 MAR PR”. 

右 极限 (right limit) JL“ 8 (AR KR”. 

| AN FE x (indeterminate form) 几 种 特殊 求 极 

限 的 式 子 . 即 在 求 当 x 一 a(a 为 实数 或 士 co 或 ce) 革 
函数 的 极限 时 ,如 果 出 现下 列 不 能 直接 用 运算 法 则 


确定 其 极限 的 形式 ，; 
Z, =, + 00,0000, 0°,00",1™, 
则 称 该 函数 为 x 一 a 时 的 不 定式 . 如 x 一 0 时 ， 


a*—b* 


REDE a 是 O 型 等. 不 定式 的 各 种 形式 中 ,最 基本 


的 是 二 型 ,因为 其 他 类 型 都 可 化 为 二 型 ;对 2 型 


I(x) 
zo of — co,g(x)— 00), 


Jay l l 1 
gx) g(x)/ f(x) 
可 化 为 号 型 ;对 0。co 型 ,由 


l 
fiG))gix)— =f(2)/ z= &GO/ Fz 


可 化 为 二 型 ;对 co 一 co 型 f(x) 一 g(x), 先 将 其 化 为 


1 1 
zi5- 7l f Gg (x) 


也 变 成 了 型 ;对 0",cco,1" 型 可 先 取 对 数 化 为 + 00 
型 ,再 化 为 一 型 . 这 样 , 为 了 求 不 定式 的 极限 ,掌握 求 
二 型 不 定式 的 极限 是 最 基本 的 . 在 简单 情形 ,可 以 通 
过 约 去 分 子 与 分 母 的 公 因 式 把 二 型 化 为 非 不 定式 的 


极限 . 求 二 型 不 定式 的 极限 的 一 种 常用 方法 是 洛 必 


达 法 则 (参见 “ 洛 必 达 法 则 ”) ,为 一 种 基本 方法 是 用 
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带 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 . 设 

lim f(x) —lim g 2) =0, 

f Gc) aCr— a)? -FoCIGr—a)0^)?, 
其 中 aCr—a)^ 是 f(z) 在 a 处 的 泰勒 公式 中 第 一 个 
系数 不 等 于 0 的 项 . 类 似 地 设 

g(x) BG — a) +o0Cr— a) (BAD), 
则 
fear a 


lim —— — —limoCCr—a)^ “) 
mU Ei 


0 (pq), 
ata (5—4), 
co (p«qg). 

无 穷 小 ( 量 )(infinitesimal) 以 0 为 极限 的 变 
量 . 也 就 是 在 变化 过 程 中 绝对 值 最 终 将 小 于 任何 正 
数 的 变量 . 一 个 变量 在 某 极 限 过 程 中 是 无 穷 小 量 且 
不 为 0, 则 其 倒数 在 同一 极限 过 程 中 是 无 穷 大 量 ; 反 
之 亦 然 . 菜 布 尼 茨 (Leibniz,G. W. ) 最 初 用 这 个 词 表 
示 大 于 0 且 小 于 任何 正 数 的 常量 ,严密 化 以 后 的 数 
学 分 析 认 为 , 莱 布 尼 次 说 的 这 种 量 是 不 存在 的 ,并 如 
上 严格 定义 了 无 穷 小 量 . 正确 理解 无 穷 小 ,是 正确 理 
解 极 限 的 关键 . 

无 穷 大 ( 量 ) (infinity) 具有 无 穷 极 限 的 变量 
《数列 函数、 函数 列 等 ). 即 在 变化 过 程 中 其 绝对 值 
最 终 将 超过 任何 有 限 数 的 变量 . 符 导 ce 是 沃 利 斯 
(Wallis ,J. ) 引 进 的 . 

无 穷 小 的 阶 (order of an infinitesimal) 反映 
无 穷 小 量变 化 快慢 的 概念 . P Xx 一 a 时 ,f(z) 与 g(x) 
都 是 无 穷 小 (无 穷 大 )， 


MER ca 时 ,f(z) 是 比 g(zx) 高 阶 ( 低 阶 ) 的 无 穷 小 
(无 穷 大 ) ,或 称 g (zx) 是 比 f(zx) 低 阶 ( 高 阶 ) 的 无 穷 
NN TO KR) s XT FSET IE BW k, 

lim J x) 

rea [gG2|' 
为 非 零 实数 , 则 称 r—a 时 ,jz) 是 关于 g(Cz) 的 下 
阶 无 穷 小 (无 穷 大 ). 特别 地 , 当 & 王 1 时 , 称 f(x) 与 
geo EN. £ 


WE r>a 时 ,jz) 与 g(Cz) 等 价 , 记 为 f(r) ~ ex) 
(xX 一 a AY). 上述 所 有 r>a 均 可 换 成 x 一 a 十 或 Xx 一 a 
—. 当 f(z) 是 比 g(zx) 高 阶 的 无 穷 小 时 ,表示 f(x) 
趋 于 零 的 速度 比 g(x) 趋 于 零 的 速度 快 得 多 . 当 它 们 
同 阶 时 速度 相当 . 

无 穷 大 的 阶 (order of infinity) 
阶 ”. 

无 穷 极 限 Cinfinite limit) 

920 


见 “ 无 穷 小 的 


变量 在 变化 过 程 中 


其 绝对 值 无 限 变 大 的 趋势 . 主要 有 以 下 几 种 情形 : 

1. (a HERIT. AN TEREN M ,总 存在 
相应 的 自然 数 N ,使 得 只 要 n>N, WA a, M SUI 
称 {a,} 的 极限 为 正 无 穷 大 , 记 为 

lim a, — 4-96; 
硅 对 于 任意 正 数 M, 总 存在 相应 正 整 数 入 ,使 得 只 
H n>N, RA a<—-M, WR (au) ORR ARCH 
Rate 


lim a, = — oo 
2. (4,1 H R" m2» DPA AW. BA 
lim la, | 一 十 co， 


则 称 {a,} 的 极限 为 无 穷 大 , 记 为 


lim a,— ^o. 


3. 7 为 一 元 图 数 时 . APO FE CIE CM ELTE TE 
正 数 和 ,使 得 只 要 eX MA SaM, UR x 一 
lim /(7)=+%; 
若是 对 上 面 所 说 的 M 及 X, 只 要 > 所 一 和 ,就 有 
f GO >M. WER z 一 一 co 时 ,的 极限 为 正 无 穷 大 . 

类 似 于 数列 的 情形 ,还 可 以 给 出 | 
lim f(x) =— co 
x— +00 
和 lim f(x) —— oo 
的 定义 ， 
4. 了 为 多 元 图 数 时 . AX FER M>, AA 
X 0,4518 [x |I X HLA fM a) 
— MD, lli f x— oof f£ GO BUR ER JJ 1E 2623 KA 
穷 大 ), 记 为 
lim f(x) = Fee Clim f(r) = — 99) 
(参见 “函数 的 极限 ”. 
5. f H n TRAR (OZ D HI. E xzoER" HER, 
上 且 对 于 任 给 的 M0, f£ E 00, W4 Ix —x,1 —6 
时 ,有 FOOD MCÉOO —— M), WY x— x) B] f 
的 极限 为 正 无 穷 大 ( 负 无 穷 大 ), 记 为 
lim. f(x) — co Clim f()— —99). 


XI 


0 


在 其 他 的 极限 过 程 的 情形 中 (如 一 元 函数 的 单 
侧 极 限 ,多 元 函数 的 沿 曲线 的 极限 等 ), 也 都 可 以 类 
似 地 定义 无 穷 极限 . 在 所 有 这 些 情 形 中 ,也 可 以 说 该 
变量 (数列 或 函数 ) 发 散 于 oo (TCH HK). 由 于 这 时 变 
量 的 绝对 值 无 限 变 大 ,也 算 有 确定 的 变化 趋势 ,因而 
称 极限 为 无 穷 大 ,但 co 不 是 确定 的 数 , 所 以 不 能 说 极 
限 存 在 . 

记号 O E o(notations O and o) 用 于 表示 在 
某 一 极限 过 程 中 两 个 变量 数值 大 小 关系 的 记号 .将 
O 读 作 大 O,0 SYED o. ASL A g 都 在 点 a 的 某 一 
空心 邻 域内 有 定义 , 则 Aon) — Og G0 (a> a) RA 


存在 正 数 M, 使 得 对 于 这 一 空心 邻 域 中 任意 mH 
| f(a) | <M | eC) 130 f(x) —o€g (x)) (ra) WY 3 
示 


对 于 数列 {a,} 和 {65,) ,a, 二 OC6,) 和 a, — 0 (5,2 4 3I] E 
示 : 存 在 常数 M>0, 使 对 任意 noH 

la, | S Mlb,l 
i in| Fe] = o 
上 面 的 x 一 a 可 换 成 在 a 点 的 单 侧 极限 或 ce ool 
及 其 他 极限 过 程 , 只 是 空心 邻 域 需 相 应 地 改 成 单 侧 
邻 域 . oo 的 邻 域 等 . 使 用 记号 O 与 o 时 必须 注 明 或 
说 明 自 变量 的 变化 过 程 ,x 一 a 时 的 O(1) 与 o(1) 分 
别 表示 x 一 a 时 的 有 界 量 与 无 穷 小 量 ( 其 他 极限 过 
程 情形 也 一 样 ). 记号 O 与 o 主要 用 在 说 明 在 同一 
极限 过 程 中 两 个 无 穷 小 量 ( 或 无 穷 大 量 ) 的 数量 级 大 
小 关系 ,以 避免 书写 和 叙述 中 烦琐 的 细节 ,例如 可 以 
E 1—cosx=O(2") (2 >0). & SOA g(r) r>a 
时 都 是 无 穷 小 , 则 fr) =O ge (x)) Cra 时) 表示 
f(z) 是 g(x) 的 同 阶 或 高 阶 的 无 穷 小 (也 可 能 二 者 
不 能 比较 , 即 极限 


AR ETE) TH fGD-—ogG20 (x 一 a) 则 说 明 f£ — E 
是 g 的 高 阶 无 穷 小 .O II o 并 不 是 确定 量 或 水 数 关 
系 的 记号 ,例如 z 一 0 时 的 o(Cz) 可 以 表示 z 一 0 时 除 
以 z 后 极限 为 0 的 z 的 任 一 函数 ,因此 有 O(o( 方 )) 
=0(f), OMP +o P =0P KR oO) =0 NF 
KA. XW Tid SH Žž Æ (Landau, E. G. H. ) F 
1909 年 引进 的 , 故 也 称 兰 道 记 号 . 这 两 个 字母 是 德 
X. ordnung( 阶 ) 的 第 一 个 字母 . 

兰 道 记号 (Landau symbols)” 见 “记号 O 与 

无 穷 小 的 主 部 (principal part of an infinitesi- 
mal) 与 给 定 无 穷 小 量 等 价 的 一 个 无 穷 小 量 . MR 
三 和 8 都 是 同一 极限 过 程 中 的 无 穷 小 量 ,而 且 f(x) 
一 g(z) 是 比 g(z) 高 阶 的 无 穷 小 量 , 即 f (x) 二 g(x) 
十 oCg (7X))( 在 上 述 极限 过 程 中 ), 则 g(x) 称 为 f (x) 
的 主 部 . 这 时 f(x) 也 是 g(x) 的 主 部 .一 个 无 穷 小 的 
主 部 一 般 取 较 它 形式 上 简单 而 与 它 等 价 的 无 穷 小 
量 , 例 如 , 称 z 是 sinz 当 z->~0 时 的 主 部 . 

渐 近 相等 (asymptotically equal) 无限 接 近 的 
两 图 数 之 间 的 关系 . 指 在 某 极 限 过 程 中 , 值 可 以 无 限 
接近 的 两 个 函数 fig, BE a 的 某 空 心 邻 域内 满足 
fHhg FARR h 满足 

lim A(x) = 1l, 


WR r>a f(a) Selo) iA SIA Se) ~ 


极 BR B it 


glx) (x >a) Ñ f gG-a), BES GO HIS F 
g GO. Ae Go) dE VA SE XL PL EUR. RP MW f(x) ~ 
g(x), “AMY 


ep al) Hb, ae 


则 n— col} ,a,~6,. 例如 noB], 
i sin l. 
n n 
r—0 B[b.zx!—sinzj^e"*—]1-sinr-zr.X&-i 
价 关 系 , 故 渐 近 相等 又 称 为 了 与 g Sth. no ool 
a,~b, Jl] 31a, 5 Xb, Ca, +b, > 0) ei] EE UR BOR Ac HC. 若 
cre 时 ffi 8i ; 则 从 
sea ERE) ecu (ED 
im ery dm gir) 
之 一 存在 ,可知 另 一 也 存在 且 两 者 相等 . 

渐 近 公式 (asymptotic formula) 两 个 图 数 之 
lg] 的 包含 o,O( 小 o, 大 O) 的 等 式 . 例 如 :sinz 一 工 
ToG?)G—0),e*—1-4 rd OGDG^0),zx Tz 
r (r>). 当 平 面 曲线 y= 二 f(x) 有 渐 近 线 y= 二 kx 
十 5 时 ,f(x) 二 kr 十 6 十 0(1). 

Mik SIs (asymptotic polynomial) 逐渐 接 
it T 3 MERRER. A S EECa, +>) 
EASE BRR PCr) audax +e +a, H x 一 
+ oof}, f(a) =P, (a) +e(r), HP 


lim &(x)—0, 


-十 co 
WP, 称 为 夺 的 渐 近 多 项 式 .已 ,为 了 的 渐 近 多 项 式 ， 
“HENX 
fG) — laiz" + az"! Lob oa, qax) 


lim 
(k = 0,1,2,***,»). 
即 当 z-> 十 ce 时 ,jz) 一 已 ,(z)， 
曲线 的 渐 近 线 (asymptote of a curve) 与 给 定 
平面 曲线 无 限 接 近 的 直线 . 设 有 平面 曲线 三 与 直线 
LET EKWA P WAT RHAD a TREA, P 与 
l 的 距离 趋 于 零 , 则 称 /为 T( 沿 此 方向 ) 的 渐 近 线 . 
蔡 械 的 方程 为 y=) MIT ABABA c=a, 
BO 
lim f (7)=+% (3X, — 0o :a d- n 18 i, a—); 
PAE AER y=), 24$ AMS 
lim J) =b; 


r— -+œ (HR — 00 


rR ER y=krt+bk40), 4 BUM 
fO 


= a, 


k, 
z»+o(—o) T 
H lim (f(x) —ka) =6b. 
ar + 00 (aE — 00) 


垂直 渐 近 线 只 可 能 在 函数 的 间断 点 处 存在 ,而 另 两 
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种 渐 近 线 只 在 定义 域 无 界 时 才 可 能 有 . E 

lim f Cz) —£, 
则 iE RT RE. Aa OTT REA r—cOD, 
y=9@) WT AERAR c=a, 4AM4MEF 
BL to 


lim gu =d s 
tt, HERT) 


lim y») = OO; 
tt, + City —) 


有 有 水 平 渐 近 线 y=6, 4 AMY >to tX to— Hf, 
x ü)00,yG) 05D 有 和 斜 渐 近 线 y 一 AZ 十 CR 天 0)， 
当 且 仅 当 cto tM to WM, x09, y G) 6o, 
ya)/rlt)—>k, ya) —RxrG)—b. 34 D EAR ^5 bk IE 
Pp 二 6(9) 给 出 时 ,可 化 为 参数 式 求 渐 近 线 , 也 可 直接 
K. r AAMER p sin(a 一 0) 三 c, 当 且 仅 当 

lim 6p) =a, ,.1m  e()sin(a—8) =e. 

极限 点 (limit point) 点 列 的 收敛 子 列 的 极限 . 
a 是 R” 中 的 点 列 (a,) 的 极限 点 的 充分 必要 条 件 是 a 
的 任何 邻 域 内 有 {a,} 的 无 穷 多 项 ,或 等 价 地 ,对 任意 
正 整 数 nos» 在 a AY T£ fa] SEER A EU (a, B) PR ny 
的 项 . 点 列 可 以 有 一 个 或 多 个 极限 点 ,也 可 以 没有 极 
RA. 当 且 仅 当 只 有 一 个 极限 点 时 点 列 收敛 . 每 个 有 
界 点 列 至 少 有 一 个 极限 点 . 对 实数 列 ,为 了 便于 处 理 
某 些 问题 ,也 把 定向 发 散 子 列 的 极限 ( 即 士 ce ) 算 作 
极限 点 .这样 , 实 数列 的 极限 点 就 是 它 的 收敛 子 列 或 
定 问 发 散 子 列 的 极限 . 根据 收敛 子 列 原理 ,实数 列 
{a,} 有 上 (下 ) 界 当 且 仅 当 (a,) 的 所 有 极限 点 的 集合 
L 8 ECFOS 3E BH sup “EL, inf WEL, Bl 
sup £ 5j inf Z thE (a,) AER zx DN mi Ae e 的 最 
大 元 与 最 小 元 (可 以 是 十 ce 或 一 co). 在 文献 中 , 聚 点 
与 极限 点 这 两 个 名 称 的 使 用 是 混乱 的 .许多 人 把 数 
集 的 聚 点 称 为 极限 点 ,也 有 一 些 书籍 把 数列 的 极限 
点 称 为 数列 的 聚 点 . 

部 分 极限 (partial limit) 子 列 的 极限 . 由 于 子 
列 也 称 为 部 分 列 , 故 极 限 点 作为 子 列 的 极限 也 称 为 
部 分 极限 . 

单调 收敛 原理 (monotonic convergence princi- 
ple 指 有 界 单 调 实数 列 必 收 敛 . 上 (下 ) 有 界 的 增 
〈 减 ) 数 列 必 收敛 于 以 它 的 各 项 为 元 素 的 集合 的 上 
CORR. FOE CR) A 88 HS CIO Be Fi) FE I] AC a F 
+œ(— oo). 同时 ,由 于 它 的 条 件 简单 明了 ,所 以 党 
用 于 判定 数列 的 收敛 性 . 根据 这 个 原理 ,单调 数列 收 
敛 当 且 仅 当 它 有 界 , 在 扩张 的 实数 系 中 单调 数列 总 
有 极限 . 这 个 原理 也 为 定义 实数 提供 了 一 条 途径 :把 
实数 定义 为 有 界 单调 有 理 数 列 . 它 也 提供 了 定义 无 
理 数 指数 颇 的 一 种 方法 :对 a 1, 2270, EX 

0 一 lim a’, 
其 中 (p;} 是 递增 的 正 有 理 数 列 ,p, 一 xz. 单调 收敛 原 
Dd 


Jg Ab OR oy Ed HT (Weierstrass, K. CT. W. )) 首 先 
提出 并 证 明 的 . 

Be h JAJ (accumulative point principle) 亦 称 
外 尔 斯 特 拉 斯 定理 ,或 波 尔 查 诺 - 外 尔 斯 特 拉 斯 定 
H. 刻画 实数 系 R 的 连续 性 的 常用 命题 之 一 . 它 断 
言 :R(R" 或 度量 空间 ) 的 每 个 有 界 无 穷 子 集 至 少 有 
一 个 聚 点 . 它 是 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass , 氏 .( 工 ， 
W.)) T 1860 年 得 到 的 ,在 他 的 证 明 中 采用 了 波 尔 
t Wi (Bolzano, B. ) 首 创 的 对 分 法 . 

收敛 子 列 原理 (convergent subsequence princi- 
ple) 刻画 实数 连续 性 的 命题 之 一 . 存在 收敛 子 列 
的 条 件 . 每 个 有 界 实 ( 或 复 ) 数 列 有 收敛 的 子 列 , 也 就 
是 说 ,每 个 有 界 实 (或 复 ) 数 列 至 少 有 一 个 极限 点 属 
FRG C). XO EHHE I E H (Bolzano, B. ) F 
1817 年 证 明 的 ,后 来 又 由 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weier- 


strass, K. CT. W. )) 重 新 发 现 , 故 又 称 波 尔 查 诺 - 外 


尔 斯 特 拉 斯 定理 . 它 与 聚 点 原理 是 等 价 的 ,也 刻画 了 
实数 的 连续 性 . 它 还 能 使 许多 困难 的 定理 得 到 简单 
的 证 明 ,如 柯 西 准则 和 闭 区 间 上 连续 函数 的 一 些 性 
质 . 这 个 定理 对 R" 中 的 点 列 也 成 立 . 在 更 一 般 的 空 
则 中 ,这 个 定理 的 内 容 被 作为 列 紧 性 、 自 列 紧 性 的 定 
义 .按照 这 样 的 术语 ,这 个 定理 说 明 实 数 系 是 自 列 紧 
的 ,因此 又 称 致密 性 定理 . 

列 紧 性 (sequential compactness) 
列 原理 ”. 

致密 性 定理 (compact theorem) 
原理 ”. 

海 涅 定理 (Heine theorem)  5z BR pR ARIS 
数列 极限 之 间 关 系 的 重要 定理 . 该 定理 断言 : 

lim f(x) = A (x € R’,A ER) 

的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 以 a 为 极限 的 点 列 
{Xn} ,数列 (fCx;)} 都 收 钙 ,极限 为 A. 对 于 限制 在 集 
a DD 上 的 极限 ,或 一 元 咀 数 的 单 侧 极 限 ,类 似 结论 
也 成 立 . 这 一 结果 由 海 涅 (Heine,H.E. ) 发 现 , 它 的 
重要 意义 在 于 ,建立 了 顶 数 极限 与 数列 极限 间 的 桥 
梁 , 将 前 者 归结 为 后 者 , 故 又 称 为 归结 原理 . 

归结 原理 (principle of summing up) 
EH”. 

波 尔 查 诺 - 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 (Bolzano-Weier- 
既 指 聚 点 原理 ,又 指 收 钱 子 列 原 


TL “We oe T 


即 “ 收 敛 子 列 


Ti," 78g 1g 


strass theorem) 
H. 

#0] FG XE MI (Cauchy criterion) 判别 收敛 性 或 
一 致 收敛 性 的 充分 必要 条 件 . 它 揭示 了 收敛 性 或 一 
致 收敛 性 的 内 在 特征 . 该 准则 由 柯 西 (Cauchy,A.- 
L. ) 于 1821 年 对 数列 根据 下 列 直 观 事 实 提出 :看 某 
数列 收敛 于 a, 则 它 的 项 最 终 将 靠近 a, 从 而 这 些 项 
彼此 也 将 靠近 ; 柯 西 断言 反之 也 是 正确 的 ,后 来 由 外 


OR By oe Ai Ep (Weierstrass, K. CT. W.)) 给 出 严格 的 
TEAR. 这 样 , 柯 西 准 则 是 从 数列 的 内 在 变化 特征 判别 
其 收敛 性 ,而 不 涉及 具体 的 极限 值 . 这 一 思想 被 推广 
应 用 到 各 种 形式 的 极限 : 

1. WOR HE fa] gu E MY : 

1) 数列 . 实 或 复数 列 {zx,} 收 敛 的 充分 必要 条 件 
是 :对 于 任意 e 之 0, 存在 正 整数 入 ,使 当 m,n 二 NN 
时 ,| m2, |e. 这 个 条 件 也 可 以 叙述 成 :对 任意 < 
>0, 存 在 正 整数 NEY n>N 时 ,对 所 有 正 整 数 
PF xs r, | <E 关于 实数 列 的 柯 西 准则 是 刻画 
实数 完备 性 的 等 价 命题 之 一 . 下 面 所 举 的 各 种 场合 
中 的 条 件 都 有 如 上 述 的 两 种 写法 . 

2) FSI. n 维 欧 几 里 得 空间 R" HB. AR NU xs) t 
敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 6 0 TETEIE EXON, 
{#44 m, n>N 时 , |x,— x| <E 这 里 |。 | 表示 哆 几 
里 得 范 数 (可 以 把 R^ 换 成 更 一 般 的 完备 度量 空间 ). 

3) 无 穷 级 数 . 级 数 

2,4. 
收敛 , 当 且 仅 当 对 任意 es 六 0, 存 在 正 整 数 N, 使 当 m 
>n>N 时 ， 
[Aap An gai Se) Sag e 

4) 函数 极限 . 设 f:E>R,x, Æ ECR” HRA, 

极限 
lim f(x) 

存在 且 有 限 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 OL 
在 x, FASB UE x x” € ECJUNGGO BE. | ÁO 0 — 
F(x") |< xx 8 | + | 表示 欧 几 里 得 范 数 (R" 可 换 成 
完备 度量 空间 ,E 可 以 是 满足 第 一 可 数 公 理 的 拓扑 
空间 ). 

5) 广义 积分 . oa <b Koo, f: ab] 
Rb JS at AY RAR 


| Fdz 
收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 60. f£E T € La, 
b) ,使 r z"ElT Oh, 
METER 


同样 有 a 是 奇 点 时 的 柯 西 准 则 以 及 对 无 穷 积 分 和 广 
义 重 积 分 的 柯 西 准则 . 

6) ERRE. 无 穷 乘积 

Hs. 

收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 60 XE TEE ERK 
N, 当 m>n>N 时 ,有 |uriunrz'**un 一 1|<<e. 

7) 重 序列 与 重 级 数 . 二 重 序列 {zw Gn € ND 
收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 se 盖 0, 存 在 正 整 数 


极 SR 理 it 


N, = n' nl Nom! sm >N 时 ， EXT eae | «E, 对 二 
重 级 数 


myn=] 
设 
m n 
Six, = p 2 x 


i=] j=l 


以 Sm IX E Thi BS zm 便 得 到 对 二 重 级 数 的 柯 西 准则 . 
可 以 用 明显 的 方式 从 二 重 推 广 到 多 重 的 情形 . 对 其 
他 对 象 的 收敛 性 , 均 可 仿照 以 上 各 种 情形 写 出 相应 
的 柯 西 准 则 . 

2. 一 致 收敛 性 柯 西 准 则 (参见 有 关 同 名 独立 条 
H). 

fa] F8 2& 4 (Cauchy condition) 
说 的 条 件 . 见 “ 柯 西 准则 ”. 

施 托 尔 茨 极限 定理 (Stolz limit theorem) 给 
出 求 极 限 的 一 种 方法 的 命题 . 该 定理 断言 : 若 


柯 西 准则 中 所 


且 满 足下 列 条 件 中 的 一 个 : 
1. {y,} 严 格 增 ,y, 一 十 oo 
Ci, Gy.) PER I y. — 09). 
2a Ln Os Yar O, {Val PET DR. 
则 line 


noo Vn 

对 函数 极限 的 类 似 结论 如 下 : 设 f: Ca, 3-09) —R 

FEE A BR Kl Ca DAR Rs 4 c +o. g(r) 
>+, H g (x) 严格 增 . 4 

iii Taya JT) 


二 SAE va 


则 lim 一 一 -一 /. 


增 量 (increment) 亦 称 改变 量 . 自 变 量 所 取 不 
同 的 值 之 差 以 及 相应 的 函数 值 之 差 的 名 称 与 记号 . 
长 了 是 从 4 到 如 的 函数 ,4, 是 某 线 性 空间 的 子 
集 ,zoE4. 对 任意 zxE4, 称 z 一 zo 为 自 变 量 在 x 处 
的 增 量 , 记 为 Ar. dB H BR GO — f(a) = f(zo 
HAr) — f Gn ON f Ex. SWE, ic WAS (xz) 或 
Ay Can SR BR CUI y= 二 f(x) 表示 ). 增 量 这 个 词 可 理解 
成 增加 的 量 , 但 可 以 取 负 值 或 0. 

改变 量 (increment) ” 即 “ 增 量 ”. 

全 增 量 (total increment) 多 元 函数 的 一 种 增 
E. 设 函 数 了 定义 在 集 4SR"” 上 ,x,xoE A,x 
oxo), Il] Ax — (Cx, 
^^y uu oup V a A aves Aa AP 
= fGixece sIn) — f Cr] zs Un dA , 
Hop AT *** 92, HAZ) — fa x61. 4BH T hl 
增 量 ,把 Ay RASHES. 这 个 名 词 并 不 是 必须 的 ， 
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使 用 者 日 益 减 少 . 

偏 增 量 (partial increment) 多 元 函数 的 一 种 
增 量 . AGE :元 函数 看 做 它 的 某 一 个 自 变 量 的 一 元 
函数 时 得 到 的 增 量 . 这 样 , 若 设 / 定 义 在 集 ASR’ 
Ese Crete EA do Crass se CAs 
Ax, x; —2xi WW f E xo 处 关于 第 i 个 变量 的 偏 增 量 
BL E fx ,TT TAT 22) — fxr, aens 
rP.e. x2). 

函数 的 连续 性 (continuity of a function) 运动 
连续 性 的 数学 刻画 . 函数 在 一 点 连续 的 概念 是 数学 
上 各 种 形式 的 函数 连续 性 概念 的 基础 . Er 70 PR BL 
f TER r 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 则 当 

lim f C= flo) 


N.S PRATER x 连续 . AA e-6 语言 或 邻 域 的 语言 
叙述 
lim fGo- f Cro) , 


2X, HIS EIE SORE E BLE R 
lim Af (zx)=0 

(这 里 Ax,Af (xz) 均 为 在 点 ze 的 增 量 ) ,也 可 得 到 郴 
数 在 一 点 ze 连续 的 定义 的 其 他 等 价 形式 . 它 还 等 价 
于 函数 了 在 邻 域 VCzo,6) 内 有 和 定义 , 且 对 任意 以 c 
ARRIBA SG ze 的 点 列 {z, ,有 

lim fn) = f(x) 
(参见 “ 海 涅 定理 ”). 这 个 定义 反映 了 连续 运动 没有 
突变 的 特征 , 函数 在 一 点 连续 与 否 , 只 涉及 这 个 函数 
在 这 点 附近 的 值 ,属于 隆 数 的 局 部 性 质 . re SE 
(a,b) 区 间 的 每 一 点 连续 , 则 称 它 在 (a,5) 上 连续 , 铬 
Jla) SOREA, HEA 

lim f) =f la) , 


lim f(r)=f (b), 


则 f EA E W K E La, b | E XE S£. OK E E P] DX. I] 
La,b | EXE 2 B) eR IC. 函数 是 否 在 一 个 区 间 上 连续 ， 
只 需 逐 点 考察 当 自 变量 趋 于 该 区 间 的 任 一 点 时 , 郴 
数 是 否 收敛 于 该 点 的 函数 值 . 奋 再 进一步 要 求 在 各 
点 的 这 种 收敛 的 速度 都 差不多 ,这 就 是 一 致 连续 . 具 
体 来 说 ,车 对 于 任意 的 620. RETE >0, 使 得 对 于 
区 间 了 工 上 的 任 一 点 zxo, 都 有 :只 要 |z— r| «0, SH 
BEST E XE n SERA I ERU oP. EET W 
一 点 或 在 整个 工 上 连续 和 一 致 连续 的 定义 ,形式 上 
与 上 面 的 叙述 相同 ,只 需 把 所 有 出 现 的 极限 理解 为 
多 元 函数 的 极限 即 可 . 客观 世界 的 大 量 运 动 具 有 连 
续 不 断 的 性 质 , 也 就 是 说 刻画 运动 的 量 是 连续 变化 
的 ,数学 上 函数 的 连续 性 概念 正 是 反映 的 这 种 性 质 . 
开始 人 们 只 有 函数 在 整体 上 连续 或 间断 的 直观 概 
念 ,很 久 以 后 ,到 19 世纪 才 逐 步 认 识 清 楚 , 函 数 的 连 
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续 性 是 可 以 逐 点 考察 的 ,而 整体 的 连续 性 是 建立 在 
逐 点 连续 的 基础 上 的 ,而 在 一 点 的 连续 性 ,又 与 极限 
联系 ,并 由 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. CT. W. )) 
用 极限 概念 和 e-6 语言 给 出 现在 通用 的 连续 性 的 精 
确定 义 . 

连续 函数 (continuous function) 一 类 最 基本 、 
最 重要 的 函数 . 若 j 是 定义 在 区 间 了 上 的 一 元 函数 ， 
或 是 定义 在 区 域 九 上 的 多 元 函数 ,只 要 它 在 了 或 万 
上 的 每 一 点 连续 , 即 对 IT 或 DD 的 任 一 点 xo,f 在 I 或 
D 上 的 极限 (分 别 理解 为 一 元 也 数 的 极限 或 多 元 也 
数 的 极限 ) 等 于 f(zxo), 则 f 称 为 1 或 D 上 的 连续 函 
数 . 连续 函数 是 整体 性 质 良 好 的 函数 . 有 限 个 连续 天 
数 的 和 、 差 . 积 、 商 (分 母 不 为 0) 仍 为 连续 函数 (在 参 
与 运算 的 各 个 函数 的 连续 区 域 的 交集 上 ). A — JU PR 
数 f 在 区 间 I 上 连续 ,而 一 元 函数 g 在 f 的 值 域 1(7) 
上 连续 , 则 复合 函数 g。Jf 在 IT 上 连续 ;连续 的 多 元 
函数 的 复合 也 有 类 似 性 质 . 但 是 ,连续 水 数 的 反 函 数 
与 连续 函数 列 的 极限 函数 不 一 定 仍 为 连续 函数 . 在 
闭 区 间 上 连续 的 一 元 函数 ,或 在 有 界 闭 区 域 上 连续 
的 多 元 函数 ,有 一 些 在 理论 上 与 应 用 中 十 分 重要 和 
经 常用 到 的 性 质 ,因而 受到 特别 注意 . 这 些 性 质 主要 
是 :车 f 是 有 界 闭 区 域 ( 闭 区 间 )D 上 的 (一 元 或 多 
元 ) 连 续 函 数 , 则 ff 在 D 上 有 界 ,日 在 DD 上 达到 最 大 
值 和 最 小 值 ( 最 大 值 与 最 小 值 定理 ); 对 于 任意 的 
T] 26D, SHEER Tis X2 的 折 ( 曲 ) 线 上 取 到 六 zi) 
5 f Go) zz fa] 8 — 91 48 OME ED AS a) * f Ge) 
<0, Wl) Tis T? 的 连 线 上 (7 为 一 元 函数 时 ,在 Tis T2 
ZA) S (ae) = 0 有 和 解 ( 根 的 存在 定理 );f 在 D 上 是 一 
致 连续 的 ( 康 托 尔 定理 ). 最 大 最 小 值 定理 是 外 尔 斯 
特 拉 斯 (Weierstrass ,K. CT. W. )) 首 先 证 明 的 , 介 值 
定理 是 波 尔 查 诺 (Bolzano,B.)(1817) 与 柯 西 
(Cauchy,A. -L. )(1812) 叙 述 并 证 明 的 ,一 致 连续 性 
定理 是 康 托 尔 (Cantor,G. F. P. ) 与 海 涅 (Heine,H. 
E. )(1812) 发 现 的 . 

右 连 续 (right continuity) ” 指 汗 数 在 一 点 右 侧 
连续 . 若 一 元 函数 了 在 ze 处 的 右 极 限 为 f(xo), 即 
F(xo+ 00 — f Ga ME f£ TE xo MRA TEBE. 

左 连续 (left continuity) ”函数 在 一 点 左 侧 连 
续 . 若 一 元 函数 了 了 在 xo 处 的 左 极 限 为 f Cx , Bl 
f Gr, —0) — f Ga) WIR f 在 xo 处 左 连续 . 

单 侧 连续 (Cone-sided continuity) ” 右 连 续 和 左 
连续 的 统称 . 

函数 的 振幅 (amplitude of a function) MAUR 
变化 的 幅度 . 设 f 是 实 值 函数 ,E 是 f 的 定义 域 的 子 
R.S EE EWR, WNA olf E) EXN 

wlf, E) =sup{ |f (rı) — f (a2) | |21 €E). 

#%x€E,E;s=E(Bla.d) XH B(xo,0) 是 以 


zo 为 中 心 .6 为 半径 的 开 球 , 则 

wf sro) =inf olf, Ea) = lim wl f, Es) 
BRK f FE r 处 的 振幅 . o Cf xD de Sr) E to 
APA). PARR SH. 75 47 BRL CBS Te NE + OO, AR 
函数 的 振幅 是 实数 . 函数 f 在 x。 连续 , 当 且 仅 当 上 
在 xo 的 振幅 等 于 0. 3x BI TE XE BE LA ER UI US 
突然 的 跳跃. XE SEU (a, , 它 的 振幅 是 指 


lim a, — lim a,. 


]— Cx» 


因此 , 当 {a,}) 的 振幅 为 0 时 收敛 ,否则 发 散 . 在 发 散 
时 ,振幅 可 以 是 实数 ,也 可 以 是 十 co, 在 前 一 种 情形 ， 
称 {a,} 是 有 有 限 振 幅 的 数列 ;在 后 一 种 情形 , 称 {a,) 
是 有 无 限 振幅 的 数列 

间断 点 (discontinuous point) 指 这 样 的 点 :在 
该 点 函数 不 连续 . 实 函 数 的 间断 点 分 两 类 : 设 a 是 实 
PRX f 的 间断 点 . 若 f(a 十 ) 与 f(a 一 ) 都 存在 且 有 
限 , 则 称 a 为 第 一 类 间断 点 ,否则 称 为 第 二 类 间断 
点 . 这 里 ,a 是 第 二 类 间断 点 , 当 且 仅 当 f(a 十 0) 与 
ja 一 0) 至 少 有 一 个 不 存在 或 为 士 ce. & fla +0) 
二 f(a 一 0), 但 它 不 等 于 f(a) 或 f 在 a 无 定义 , 则 称 a 
为 的 可 去 间断 点 . 对 于 可 去 间断 点 &, 可 以 改变 或 
补充 f 在 a 处 的 定义 ,得 到 在 a Mb oe SER PKL. 08 — 
类 间断 点 又 称 为 简单 间断 点 或 跳 蚂 间断 点 ,数值 
flat+0)—fla—0) FF Ay EK BE CS WL“ EK BE"). 

跳跃 间断 点 (jump discontinuous point) Jb 
“间断 点 2 和 “有 牙 度 ” 

第 一 类 间断 点 (discontinuous point of the first 
kind) JL“ BAR”. 

第 二 类 间断 点 (discontinuous point of the se- 
cond kind) JU“ [a] BAR”. 

可 去 间断 点 (removable discontinuous point) 
Ji," [8] Br a CRIT BRE”. 

KE Gump) 函数 在 一 点 的 两 侧 极 限 之 差 . 1x 
在 a 处 一 元 函数 (x) 的 左 、 右 极限 f(a 一 ) 与 f(a 十 ) 
均 存 在 (有 限 或 无 限 ), 则 称 f(a 十 ) 一 f(a 一 )( 不 出 
现 正 负 相 同 的 ce 相 减 ) 为 函数 jz) 在 4 Ab B] BR JE ER 
BEER. aS Ca) t, FE WER Sa) — f Ca —207N f Ca) 4E 
a kh ZEEK BE , f Cad-) — fF (a0 7] f fea WARE. 
BK BE E Ze 28 EK BE RT UL A 7693 KC. MRR AR 
BERURS EK BE PAS — P SET 0,UU fF C f£ a 处 间断 . 
这 时 称 a AS Go BS BEER [8] Br ka. 当 牙 度 为 0 A f C) 
在 a 间断 时 ,显然 a 是 f(zx) 的 可 去 间断 点 . 

ZE deft jump) JL“BREE”. 

ARE (right jump) JL“RE”. 

分 段 连 续 函 数 (piecewise continuous function) 
指定 义 在 闭 区 间 上 , 除 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 在 其 
他 点 处 都 连续 的 函数 . 若 函 数 f(z) 定 义 在 La,5j 上 ， 
且 存 在 La,5j 的 分 法 ay =a Ka Lt Kan =D 与 在 


极 R E 论 


[ai ,ai 上 连续 的 图 数 访 (z) f FE Cai sai) 上 f Cx) 
— fiGr)G—1,2,* n), WHO) Ela DIED RE 
续 . 4 PEE BE PA SCAT H3 BR PR BX — SOS UE. 

达 布 连续 函数 (Darboux continuous function) 
一 种 具有 介 值 性 的 函数 . 即 具 有 下 列 性 质 的 函数 : 介 
于 任意 两 个 函数 值 之 间 的 任意 数 都 是 该 函数 的 函数 
值 . 这 个 性 质 又 称 函 数 的 介 值 性 . 即 : 对 于 区 间 工 及 
函数 f : [—R AMEE zijx;€l 及 f(r) 与 f(x;) 
之 间 的 任何 ,存在 zi 与 zz 之 间 的 cos fli Aon Sk, 
则 称 f 在 1 上 达 布 连续 . 由 介 值 定理 ,定义 在 区 间 上 
的 连续 函数 必 是 达 布 连续 的 .但 反之 不 一 定 成 立 . 例 
如 ,由 


Fla) —sin-- (eZ) 


5f(0)=0 定义 在 [一 1,1] 上 的 函数 f 达 布 连续 ,但 
在 x 二 0 处 不 连续 . f La b] >R 达 布 连续 的 充分 必 
要 条 件 是 f 把 La,5j 的 任何 闭 子 区 间 映 为 区 人 间或 一 
个 点 . 达 布 连续 函数 的 复合 是 达 布 连续 的 . 因此 ， 
f(z) 达 布 连续 时 ,| f£ I 7°) eFC) (cER),1/ 
F(x) (f(z) 关 0) 也 达 布 连续 . 对 于 单调 函数 而 言 , 达 
布 连续 与 连续 是 等 价 的 . dp f:R 一 R, 且 Jf 在 每 个 xE 
R 处 的 左 、 右 极限 存在 , 则 SA HIER HAM SE 
续 . 还 有 , 达 布 连续 图 数 之 和 不 一 定 达 布 连续 ; 达 布 
连续 函数 列 的 一 致 极限 不 一 定 达 布 连续 ; 达 布 连续 
旺 数 没有 第 一 类 间断 点 ;一 个 函数 的 导 洱 数 必 达 布 
连续 ( 达 布 定理 ). 尤其 是 下 列 结论 :任何 函数 了 :R 
>R 是 两 个 达 布 连续 函数 之 差 . 历 史上 有 些 数学 家 
曾 以 为 介 值 性 与 连续 性 是 等 价 的 , 达 布 (Darboux， 
(J. -)G. ) 澄 清 了 这 两 个 概念 的 差别 . 

一 致 连续 Cuniformly continuous) DRIA 
连续 .反映 函数 均匀 变化 的 性 质 . 设 f 是 从 集合 EC 
R 到 R 的 实 函 数 , 若 对 任意 se>0, 存 在 0250. fii 
sup {| (ix) —fIGDl|llziz€E.Iz;—zl«à))«t. 
或 对 T] VEE, | 45555 | <ô, Ano fo) | E 
e, 则 三 称 为 在 五 上 一 致 连续 . 函数 了 上: E(CR”) 一 
R" 一 致 连续 的 定义 可 完全 类 似 给 出 ,只 要 把 |，| 理 
ff R BER” 中 的 范 数 |，|. 相 对 于 一 致 连续 ,把 /了 
在 五 上 连续 称 为 逐 点 连续 . 一 致 连续 函数 必 逐 点 连 
续 , 反 之 不 一 定 . 但 在 R^ 的 有 界 闭 集 上 连续 的 函数 
必 一 致 连续 .在 了 定义 在 开 区 间 (a,2) 上 , 则 £— 8X 
连续 当 且 仅 当 上 了 连续 , 且 .Fa 十 ) 与 大 0 一) 存在 且 有 
限 . 例如 ,对 函数 ge(z) 王 1/z, 有 &(0 十 ) 一 十 co, 故 8 
不 在 (0, 十 ce) 上 一 致 连续 . 一 致 连续 函数 把 柯 西 列 
映 为 柯 西 列 , 即 春 守 一 致 连续 ,(z,}) 是 柯 西 列 , 则 
(f(x,)) 也 是 柯 西 列 ; 反 之 ,定义 在 有 界 集 上 ,把 柯 西 
列 映 为 柯 西 列 的 函数 必 一 致 连续 . 一 致 连续 函数 的 
线性 组 合 一 致 连续 . 两 个 一 致 连续 函数 的 复合 函数 
一 致 连续 . 一 致 连续 性 是 由 海 涅 (Heine ,五 . 正 . ) F 
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1870 年 引入 的 . 

均匀 连续 人 (uniformly continuous) 即 “ 一 致 连 
2. | 
逐 点 连续 (pointwise continuous) Jl," — 3t j£ 

连续 扩张 (continuous extension) 亦 称 连 续 延 
fü. 扩大 一 个 连续 函数 的 定义 域 , 使 它 保持 连续 的 过 
程 与 结果 . 阁 f 与 8g 同 是 元 函数 ,分 别 在 集合 4 
5 B 上 连续 ,而 ACBCR’,HY4xECA 时, f(x) 
=g (x), Wg RASE B 上) 的 连续 扩张 . 对 任意 
的 4 与 B(4CB), 这 种 扩张 的 结果 一 般 来 说 是 不 
惟一 的 . 当 B— ACA 的 闭 包 ) 时 ,定义 在 4 上 的 连续 
函数 f 可 以 连续 扩张 到 B 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 
意 xzoE ANA, 

lim f(x) 
存在 (有 限 ); 奉 这 个 条 件 得 到 满足 ,可 以 定义 
Bo = lim f(x) (x, € ANA) 


Allg (x0) = f (x0) Go € A), WX g Æ AXE B—A E 
的 惟一 连续 扩张 .已 知 了 了 在 4 上 一 致 连续 ,就 属于 
人 连续 延 拓 (continuous extension) 
Æ E SE BR BX (semi-continuous function) 连续 
PRI a TBE A EN HE. 是 上 ,下 半 连 续 函 数 的 统称 . 设 f 
是 定义 在 ECR 上 的 一 元 函数 ,a€E, 硅 对 任意 e> 
0, 存 在 070,18185 4 rz C E Alr—al<on, 
IDIOT (或 f(x) 这 f(a) 一 和 )， 
则 称 f TE a 处 上 (下 ) 半 连续 . 这 是 把 了 在 a 连续 的 
&E HAY ANSE f Ca) — e — flad<fladte 拆 成 两 
半 得 到 的 . 因此 ,f 在 a 处 连续 , 当 且 仅 当 f(z) 在 a 
处 既 上 半 连 续 又 下 半 连 续 . 一 f(x) 在 a 处 下 半 连 
续 , 当 且 仅 当 了 在 < 处 上 半 连 续 .了 在 2 处 上 半 连 续 
SX E lk cT a 的 任何 点 列 a,, 有 
lim fla) & f (a) elim f(r)=f(a). 


若 f 在 EE 的 每 个 点 上 (下 ) 半 连续 , 则 了 称 为 在 EE 上 
上 (下 ) 半 连续 . 这 当 且 仅 当 对 任意 实数 a, {r| fC) 
<a}(Ctz 7z)>>a)) 是 五 的 开 子 集 ( 即 是 玖 与 R 的 
某 个 开 子 集 的 交集 ). 上 (下 ) 半 连续 范 数 的 和 及 非 负 
数 乘 是 上 (下 ) 半 连续 的 : 非 负 上 (下 ) 半 连续 函数 之 
积 是 上 (下 ) 半 连续 的 ;上 (下 ) 半 连续 图 数 的 一 致 极 
限 是 上 (下 ) 半 连续 的 . 有 界 闭 集 上 的 上 (下 ) 半 连续 
函数 有 上 (下 ) 界 , 且 达 到 最 大 (小 ) 值 . 半 连 续 函 数 是 
由 贝尔 (Baire,R.IL. ) 于 1899 年 引进 的 .关于 它 的 更 
深刻 的 性 质 在 实 变 函 数论 中 研究 ， 

上 半 连 续 (Cupper semi-continuous ) 
AERA. 
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即 “ 连 续 扩 


下 半 连 续 (lower semi-continuous) JU ^35 74 
BE pK RL”. 

FE jE t (equicontinuous) 函数 族 的 一 种 连 
续 性 . 设 EAR XER 到 R 的 连续 函数 族 . 若 对 
x€ X 及 任意 s 盖 0 ,存在 * 的 邻 域 口 ,使 对 所 有 (CU 
RIWDEF, HISO -f| <e M SF RAF x 
处 等 度 连续 . A C4 在 XX 的 每 个 点 处 等 度 连续 , 则 
F 称 为 在 X 上 等 度 连续 . 奋 对 任意 > 0. FF TE O> 
0 ,使 得 对 于 所 有 xi,xX;,€ X RIEF, BB x; | « 
à Bf. | f — f Ge |<e, Wl] 7 RAL X ERE 
度 连续 . 当 X ER 的 有 界 闭 集 时 ,等 度 连续 与 一 致 
等 度 连续 等 同 . 设 X 为 有 界 财 集 , 独 Z 为 函数 列 且 
一 致 收敛 , 则 .多 等 度 连续 ;反之 ,大 多 等 度 连 续 且 
RAR BITRE x€ X Rif lf F } 
有 界 , 则 FH 中 的 每 个 函数 列 有 一 致 收敛 子 列 . 等 度 
连续 概念 主要 用 于 刻画 连续 函数 空间 中 子 集 的 紧 臻 
性 . 这 个 概念 及 上 述 结论 可 以 推广 到 一 般 的 度量 空 
间 之 间 的 函数 . 

一 致 等 度 连续 (uniformly equicontinuous) Ji 
“等 度 连续 ”. 

zE dte SE A (Lipschitz condition) ZR PK i 
尔 德 条 件 . 限制 函数 增 量 变化 大 小 的 一 种 不 等 式 形 
RNA. E Áo 是 区 间 T 上 的 函数 ,存在 正 的 常数 工 
和 a(0<a 委 1) ,使 得 只 要 19221 ,就 有 

[f(x1)—f (xs) | [5s 

则 函数 地 称 为 在 区 间 工 上 满足 a AGE PO U 
或 称 为 了 上 的 a 阶 李 普 希 蒋 函数 , 记 为 JE Lip a) 
或 fe AG). 对 任意 w(0<a 委 1)，,a MER AK BR 
数 都 是 连续 函数 . 特别 地 ,属于 Lipl 的 函数 为 绝对 
连续 函数 (定义 见 本 眷 4 实 变 函 数论 力 , 因 而 除去 一 
个 勒 贝 格 零 测度 集 之 外 处 处 可 微 .一 阶 李 普 希 世 条 
件 是 李 普 希 茨 (Lipschitz,R. (O. S. )) 于 1864 年 研 
究 傅 里 叶 级 数 的 收敛 判别 法 时 引进 的 . 不 少 作 者 把 
一 阶 李 普 希 茨 条 件 称 为 李 普 硕 茨 条 件 . 1876 年 ,他 
把 它 用 于 微分 方程 有 惟一 解 问题 的 讨论 . 0 二 a 二 1 
的 a 阶 李 普 希 欧 条 件 其 实 是 赫 尔 德 (Holder,O.L.) 
引进 的 ,所 以 又 称 为 a BT aOR FBR. 


ik OR g i (Holder condition) BN Æ 25 »x 
条 人 an 
函数 方程 (functional equation) JE o AD E E 


PR SEK) 73 FE. CEFR BX BR BC o6] BB BR A — £8 PR BS R 
目 中 ,可 以 见 到 这 些 函 数 所 满足 的 一 些 函 数 方程 . 这 
些 方程 的 求解 是 柯 西 (Cauchy ,A.-L. ) 首 先 研究 的 . 
但 是 ,一 般 的 函数 方程 的 求解 和 分 类 还 没有 什么 好 
的 方法 . 函数 方程 中 含有 未 知 函 数 的 微分 .积分 和 差 
分 的 ,分 别称 为 微分 方程 .积分 方程 和 差分 方程 ,一 
般 不 再 称 它们 为 函数 方程 . 对 一 些 特殊 的 有 重要 意 
义 的 函数 方程 的 研究 ,分 属于 各 个 数学 领域 . 
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ol FR 5} 3E (calculus) 
括 微 分 学 与 积分 学 两 大 部 分 . 微分 学 包括 导数 与 微 
分 的 基本 概念 `. 运 算法 则 及 以 此 为 基础 对 函数 性 态 
进行 一 系列 的 研究 ;积分 学 包括 一 元 图 数 的 定 积 
不 定 积分 和 多 元 函数 的 各 种 积分 的 概念 、 理 论 、 计 
算 , 以 及 它们 的 直接 应 用 . | 

微 积 分 的 创立 是 科学 技术 发 展 史 上 最 重大 的 事 
件 之 一 . 微 积 分 的 思想 在 古代 已 有 萌芽 . 古 希 腊 的 阿 
基 米 德 (Archimedes ) 发 展 欧 多 克 索 斯 (Eudoxus， 
(C)) 的 “穷竭 法 ”解决 了 许多 求 积 (面积 .体积 ) 问 
题 , 他 的 结果 标志 着 古 希 腊 数 学 的 高 峰 . 公元 5 世纪 
时 ,中 国 南北 朝 时 期 祖冲之 、 祖 蜡 发 现 的 祖 氏 原理 和 
用 它 求 得 的 球体 积 的 准确 公式 ,也 含有 微 积 分 的 思 
想 .但 是 ,当时 的 社会 生产 和 科学 技术 尚未 迫切 要 求 
解决 这 类 问题 ,因此 ,这 些 方法 没有 得 到 进一步 的 发 
Hé. 16 世纪 的 欧洲 处 在 封建 主义 向 资本 主义 过 渡 的 
时 期 ,社会 生产 的 巨大 发 展 和 科学 技术 的 各 种 需要 ， 
向 数学 提出 了 一 系列 本 质 上 新 的 问题 . PH AN, SRE SY 
速 运动 的 速度 和 曲线 的 切线 的 问题 ; 求 函 数 的 极 值 
的 问题 ;曲线 求 长 、 曲 边 形 求 面积 的 问题 等 . 这 些 问 
题 都 要 求 数 学 家 创造 新 的 方法 来 解决 . 17 世纪 的 一 
大 批 卓越 的 数学 家 和 物理 学 家 ,如 卡 瓦 列 里 (Cava- 
lieri, (F. )B. )、 开 普 勒 (Kepler ,J. )、 沃 利 斯 (Wallis， 
J.) BF (Barrows. ) 等 ,为 此 作 了 大 量 的 研究 . 他 
们 把 曲线 的 切线 看 做 割 线 的 极限 位 置 (尽管 当时 还 
没有 清晰 的 极限 概念 ) ,把 平面 图 形 的 面积 看 做 是 宽 
度 无 限 减 小 的 抢 形 面积 之 和 ,把 曲线 看 做 由 长 度 无 
限 减 小 的 直线 段 组 成 的 折线 的 极限 . 这 些 数 学 思想 
的 积累 和 在 这 些 思想 指导 下 有 成 效 的 工作 ,是 创建 
微 积 分 的 基础 和 前 奏 . 

在 这 些 工 作 的 基础 上 ,最 终 创 立 微 积 分 这 个 学 
科 的 是 牛顿 (Newton,I. ) Al 3€ Hi JE HK (Leibniz, G. 
W. ). 牛顿 是 侧重 于 力学 方面 的 思考 而 建立 微 积 分 
的 ,而 莱 布 尼 茨 则 侧重 于 几何 问题 的 思考 . 牛顿 关于 
微 积分 的 最 早 工 作 记 述 在 1665 年 的 一 篇 论文 手稿 
中 ,在 1687 年 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 中 正式 发 
Be. 莱 布 尼 蒋 对 微 积 分 的 研究 始 于 1676 年 ,第 一 篇 
论文 载 于 1684 年 的 《学 艺 ) 杂 志 上 ,公开 发 表 时 间 早 
于 牛顿 三 年 . 牛顿 将 微 积 分 称 为 流 数 术 , 它 的 中 心 问 
题 是 : 

1. 已 知 连 续 运 动 的 路 程 , 求 给 定时 刻 的 速度 ( 即 
微分 法 ). 

2. 已 知 物体 运动 的 速度 , 求 给 定时 间 内 所 经 历 
的 路 程 ( 即 积分 法 ). 

莱 布 尼 区 把 微 积 分 称 为 差 的 运算 与 和 的 运算 ， 


经 典 数学 分 析 的 主体 , 包 
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Tft] HER H 2 BY 07 Be A P 2C E] C (E. 18 83 0H iJ BU E > 
把 求 面积 、 体 积 的 运算 归结 为 后 者 . 

牛顿 和 莱 布 尼 区 创立 的 微 积 分 ,与 前 人 的 工作 
根本 不 同 , 它 不 是 只 能 解决 个 别 问 题 的 具体 计算 方 
法 的 简单 堆砌 , 它 的 理论 和 方法 有 相当 大 的 普通 性 ， 
运算 法 则 是 系统 的 ,特别 是 现在 所 谓 的 微 积分 基本 
定理 ,是 他 们 首次 创立 的 , 它 是 联系 微分 与 积分 这 两 
类 貌似 无 关 的 问题 的 桥梁 ,使 微分 和 积分 统一 于 一 
个 整体 ,组 成 一 门 轿 新 的 数学 学 科 . 莱 布 尼 获 还 为 微 
积分 创造 了 一 整套 沿用 至 今 的 记号 (如 dz, 上 等 )， 
促进 了 微 积分 的 发 展 . 

在 中 国 , 第 一 本 微 积 分 的 汉 译 本 是 1859 年 清 代 
李 善 兰 的 《 代 微 积 拾级 》 十 八 卷 . 其 中 ,“ 代 ” 指 解 析 几 
何 ,“ 微 ” 指 微分 ,“ 积 ” 指 积分 (参见 “微分 学 ”与 “积分 
= ae 

fi Sy *E (differential calculus) 数学 分 析 的 分 
支 学 科 . BI RR Ot 2E PAR RR SB ot Rt 
算 和 应 用 的 部 分 . 主要 内 容 为 导数 和 微分 的 概念 及 
其 运算 法 则 ,它们 在 几何 及 物理 上 的 直接 应 用 和 用 
于 人 研究 函数 . 经典 的 微分 几何 学 正 是 从 这 里 的 几何 
应 用 起 步 而 发 展 起 来 的 . 在 研究 函数 方面 的 应 用 是 
微分 学 的 主要 理论 部 分 , 它 由 一 系列 的 中 值 定 理 构 
成 ,并 成 为 在 几何 及 物理 方面 应 用 的 理论 基础 . 导数 
和 微分 所 反映 的 是 水 数 的 局 部 的 特征 ,微分 是 蚂 数 
微小 改变 量 ( 增 量 ) 的 主要 部 分 ;导数 对 函数 来 说 是 
变化 率 , 对 表示 函数 的 曲线 而 言 则 是 切线 的 斜率 ,二 
者 是 微分 学 中 密 不 可 分 的 一 对 基础 概念 . 而 微分 学 
与 积分 学 又 是 相伴 发 展 起 来 的 . 

17 世纪 中 期 ,在 力学 .光学 和 天 文学 等 发 展 的 
推动 下 , 费 马 (Fermat,P. de) & PRR TR RAH 
极 值 和 曲线 的 切线 的 问题 (1637 年 前 后 ), 其 后 牛顿 
(Newton,I. ) 等 人 又 考虑 了 变速 运动 物体 速度 的 求 
法 (1670 年 前 后 ), 在 他 们 的 研究 中 都 导致 形 如 
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h h=0 
的 量 , 牛 顿 称 之 为 流 数 . 这 实质 上 就 是 现在 的 导数 ， 
牛顿 还 建立 了 许多 求 导 公式 和 法 则 ,但 他 们 在 推导 
中 开始 设 h 关 0, 后 来 又 令 有 =0 的 做 法 很 不 合 逻 辑 . 
同时 代 的 莱 布 尼 芯 (Leibniz,G. W. ) 从 几何 问题 出 
发 ,首先 导出 了 微分 的 概念 ,而 他 的 微分 是 非 零 且 小 
于 任何 正 数 的 真实 无 穷 小 ,所 以 也 是 缺乏 逻辑 基础 
的 . 现在 所 谓 的 导数 在 莱 布 尼 茨 的 体系 中 是 作 是 画 
数 的 微分 与 自 变量 微分 之 商 引 和 人 的. 由 于 微 积分 方 
法 的 有 效 性 ,18 世纪 ,在 微分 学 方面 有 很 大 进展 , 像 
微分 学 中 值 定 理 及 泰勒 公式 等 微分 学 的 主要 理论 成 
TR. ,都 是 这 上 段 时 间 取 得 的 . 这 段 时 间 微 分 学 的 发 展 主 
要 还 是 按照 莱 布 尼 茨 的 思路 进行 的 , 即 先 建立 微分 ， 
而 微分 的 系数 即 导数 ,但 是 逻辑 基础 的 问题 仍然 存 
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在 ,因而 拉 格 朗 日 (Lagrange,J.-L. ) 等 人 转向 用 代 
数 的 方法 导出 这 些 基本 概念 ,当然 更 不 可 能 成 功 . 导 
数 和 微分 系数 的 名 称 却 由 那 时 起 流传 下 来 . 微分 学 
的 基础 是 在 19 世纪 和 初 柯 西 (Cauchy,A.-L.)、 外 尔 
斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. CT. W. )) 等 建立 了 严格 
的 极限 理论 之 后 , 才 得 以 巩固 的 . 在 此 后 的 微分 学 
里 , 重 又 回 到 牛顿 的 模式 ,建立 在 极限 基础 上 的 导数 
成 了 先 于 微分 的 基本 概念 . 

20 世纪 以 来 ,微分 学 的 许多 基本 内 容 已 被 推广 
到 更 抽象 的 背景 之 下 ,但 作为 微 积分 学 一 部 分 的 微 
分 学 , 它 的 体系 和 内 容 已 经 基本 定型 . 在 20 世纪 60 
年 代 , 由 和 鲁 宾 孙 (Robinson,R. M. ) 建 立 的 非 标 准 分 
析 里 ,微分 真正 成 了 小 于 任何 正 数 而 非 零 的 真实 无 
穷 小 ,在 某 种 意义 上 严格 体现 了 莱 布 尼 区 的 思想 ;但 
应 注意 ,这 样 的 无 穷 小 数 只 在 扩大 了 的 非 阿 基 米 德 
的 非 标 准 实 数 域 中 才能 存在 ,这 并 不 是 数学 分 析 ( 鲁 
宾 孙 称 之 为 标准 分 析 ) 的 发 展 . 

FW (derivative) IMM. 微分 学 的 基本 概 
念 之 一 . 设 一 元 函数 f iEacR 的 某 邻 域内 有 定义 ， 
在 极限 | 
lim LS) 一 lim a QD 
存在 且 有 限 , 则 f 称 为 在 a 处 可 微 ,a 是 jz) 的 可 
WMA ERRERA f 在 4 处 的 导数 , 记 为 请 (ce). 若 节 
在 a ER, HERRIRA, KAN A AGEL OM 
为 f 在 a SE SR. Tid AS (a) AAR AR UL STE a 
处 可 微 ,而 把 导数 士 ce 称 为 无 穷 导 数 ,相应 把 有 限 的 
导数 称 为 有 穷 导数 (有 些 文献 定义 无 穷 导 数 时 不 要 
STE a 连续 ). ASTER TEA EGR 的 每 个 点 处 可 
微 , 则 称 f 在 集合 上 可 微 . 这 时 ,对 每 个 xEE, 由 
三 (z) 定 义 的 函数 ff: ER 称 为 f 在 集合 EE 上 的 导 
BN. 有 时 为 了 强调 扩 是 函数 而 称 为 f BJ PR Be. f 在 
a BJ PRS (a), RE PR. P XE a 的 值 ,是 了 在 a 处 
的 变化 率 . FESS” Co) Se LH H (Lagrange, J.-L.) 
T 18 世纪末 引 进 的 . 除 此 以 外 还 使 用 着 其 他 记号 . 
一 个 是 阿 博 加 斯 特 (Arbogast,L.F. A. )-F 1800 年 
引进 的 Df, 它 形象 地 反映 从 孙 数 f 经 过 微分 运算 DD 
(differentiation 的 第 一 个 字母 ) 得 到 新 函数 Df, 现 
在 仍然 使 用 这 个 记号 并 把 D 称 为 微分 算 子 . AE A 
数 f 写成 y= 二 f(x) 时 , 则 田 一 个 常用 记号 就 是 莱 布 


尼 蒋 (Leibniz,G. W. Dal ae a 这 里 二 表示 对 于 
变量 + 求 导数 . 科 是 两 个 微分 dy 与 dz 之 商 . 由 于 
微分 与 导数 间 有 关系 式 dy =f GOdz A RIS de 
示 导 数 . 在 表示 复合 函数 求 导 法 则 、 反 函数 求 导 法 则 
及 变量 代 换 时 ,用 这 个 记号 最 为 醒目 . DP P God 
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可 写成 入 与 y ,表示 /在 a 的 导数 的 记号 有 


(DJ) a), Dfa), $2 _ SL 2 9 
Ed df 
Hisse qoi A 


等 . 以 左 、 右 极限 代替 (1) 式 中 的 极限 ,得 到 左 、 右 导 
数 的 定义 .了 在 a 的 左右 导数 分 别 以 三 -(c)， 
f! (a) Bern. TR DL. FO Ze A SE CPR BM OF BA 
F-a) fl, Om. 当 说 函数 f EAK E Lab] E 
可 微 时 ,是 指 f 在 (a,5) 内 处 处 可 微 , 且 fla), 
三 (8) 均 存在 且 有 限 . 左 、 右 导数 统称 单 侧 导数 . A 
SEa 处 有 有 穷 导 数 , 则 f 在 a 连续. 

E— RHE, ES a f_ (a)) 有 穷 , 则 ff 在 a 
右 ( 左 ) 连 续 . AS AEG qu] p B np jx RC, DU] E 
在 此 区 间 上 处 处 连续 , 且 大 是 达 布 连续 的 .了 在 a 可 
微 的 几何 意义 是 曲线 y — f GO TE RP Ca fla) RE 
WR EMR RES (a). BMH Sf OSS, wey 
在 表示 曲线 y — f(x) FE a 处 分 别 有 左 、 右 切线 ,其 斜 
X ^r RAS Ca) 5 f£ (a). f! (a)=+00(— co) Bik 
着 曲线 y— fF GO EER Pla, fla aA EÉ F x HY 
WR; f£ (@Q=+0(- RMA BAF x WHA 
切线 ,万 + (a) 王 土 cc 表 示 有 垂直 于 cau. 

变化 率 (rate of change) 函数 值 变化 快慢 的 量 
E. y—f GO. 

Ay _ fla th) = (0) 

Ax h 
BRA y XT X 在 区 间 | zo „zo th] OX [xs +h kao dle 
的 平均 变化 率 , 它 的 极限 ( 即 导 数 ) 称 为 ATF c E 
zo 处 的 变化 率 , 即 己 (zo) 的 意义 为 在 ze 处 每 增加 
一 个 单位 时 y 所 增加 的 量 .许多 量 以 变化 率 的 形式 
出 现 , 例 如 :速度 是 质点 的 位 置 函 数 关 于 时 间 的 变化 
率 , 加 速度 是 速度 关于 时 间 的 变化 率 , 电 流 强度 是 电 
量 关 于 时 间 的 变化 率 等 ,因此 这 些 量 都 可 用 相应 的 
导数 表示 . 

微分 系数 (differential coefficient) — BD Se. 18 
th za HL AR BH 日 (Lagrange »J.-L. ) 在 企图 用 代数 方 
法 定义 微 积分 的 基本 概念 时 , 先 定 义 zx 的 函数 的 微 
4b A * Az, BER ILE ISI CC 4, 并 称 为 微分 系数 ,用 
通用 的 语言 来 说 , 它 就 是 导数 . 这 个 名 词 今 已 少 用 . 

(A Eg (differential quotient) ”导数 的 别名 . 由 微 
分 dy — y'dz 知 ,导数 y 可 以 看 成 函数 的 微分 dy 与 
自 变量 的 微分 dz 之 商科 而 得 名 ， 

单 侧 导数 (one-sided derivative) A.A SRY 
统称 . 设 一 元 函数 了 在 acER 的 某 个 左 邻 域内 及 zx 
= ahh AE A 

li 


h—0— 


. f(ath)—f Ca) 
ru h 


为 实数 , 则 此 极限 称 为 f 在 a 处 的 左 导 数 ,并 记 为 
f'_(a) FAA f KA a 处 左 可 微 . AW RIA 
to, H f Ea 连续, 则 士 se 也 称 为 了 在 a 处 的 左 导 
数 , 并 仍 以 f(a) RN. 完全 类 似 地 可 定义 右 导 数 
f ORAW SR. f (D C€R'GÀILZ (D2€R X 
Eto), MW f£ Y& a Zc XE ££. SOAR SAMS 
frC=f_ MER’, OH Pg".(a2— f. (a) 
=f (a). FERIR 
lim Im eR 

则 它 就 是 左 导 数 S (Ca). 这 些 结论 对 右 导 数 也 成 
XL. 函数 了 在 a 可 微 的 充分 必要 条 件 是 :f 在 这 一 点 
的 两 个 单 侧 导 数 都 存在 且 相 等 . 

左 导数 (left derivative) — DL," 8 MSR”. 

右 导 数 (right derivative) W“ MFA”. 

广义 单 侧 导数 (generalized one-sided deriva- 
tive) 单 侧 导 数 的 推广 . 设 实 函数 了 在 <aER BA 
个 左 邻 域内 有 定义 且 左 极限 jc 一 ) 存 在 ,者 极限 

lim eth aT) 
存在 , 则 此 极限 称 为 了 在 < 处 的 广义 左 导数 , 记 为 
f'_Ca—) RX f'_(a—0). 
类 似 地 ,定义 广义 右 导 数 
fCat)= lim E (0E 


A f TE a 处 连续 , 则 广义 单 侧 导数 即 为 单 侧 导 数 . 

高 阶 导数 (derivative of higher order) 二 阶 及 
二 阶 以 上 导数 的 统称 . 设 一 元 函数 了 在 开 区 间 了 上 
AAE SOS PR S IR Cael 处 有 有 穷 或 无 
FFR BL CP 0! Ca) € R" AERA f£ 在 4 处 的 二 
阶 导 数 , 记 为 f" (0:3 f" Ca ER, M SRA a 
处 二 次 可 微 . f" FET BR 的 函数 .一 般 地 ,f 在 a 处 
的 2” 阶 导数 可 用 归纳 法 定义 为 2 一 1 阶 导数 的 导数 ， 
iA LS? (G0. ESOO ER, W S RAE a Ab n KA 
微 . IO? Ce I EADAR AT KM 地 称 为 在 7 En 
RA Hh SORA SEIER n YS pee. 大" 是 了 到 
R 上 的 函数 . SO FERN SO Ca) SIE SOE a 的 值 . 
表示 n 阶 导数 的 其 他 记号 有 

DF; a y"? 

等 ( 若 f 以 y= 二 f(z) 表示 ). 有 时 ,为 了 与 高 阶 导数 的 
记号 一 致 ,约定 ff" 二 =f,f” Hf FE SRA 
BRM. A SIJE a thn RA MWg: JR 在 f(a) 
Kh n RB HOT EF KM go f TE a b n ix 
微 . 

对 称 导 数 (symmetric derivative) ”导数 的 一 种 
推广 . 设 一 元 函数 ff 在 xz 附近 有 定义 ,f 在 z 处 的 一 
阶 对 称 导 数 是 数 


微 分 F 


; zth)—Jl(z—h 
lim ^ + ) ) 
(者 此 极限 存在 ,下 同 ), 记 为 Dif GOx fC (x). — 
阶 对 称 导数 是 数 
lim LETOS GO E rh) 


pers h? 


WA DSR SO (x). n 阶 对 称 导 数 为 
> a 


ade LL, 

id Jd Df Oro Rf? Ox. 分 式 中 的 分 子 记 为 
ALf Gh) BRA f£ FE x Ab n ME. IS HH S 
是 symmetric (对称) 的 第 一 个 字母 . S n] AT, LO FF 
在 且 等 于 广 , 反 之 不 然 , 如 jz) 王 21z| 十 z (rE 
R), 当 了 与 f) 均 连续 时 可 微 .对 称 导 数 常 特 指 二 
St XT BK SM. E ER & (Riemann, (G. F. )B.) 于 
1854 年 研究 三 角 级 数 时 首先 引进 的 ,后 来 由 施 瓦 兹 
(Schwarz, H. A. ) 详 细 研 究 过 , 故 又 称 为 黎 曼 导数 
或 施 瓦 效 对 称 导数 . 

X: SB & # (Riemann derivative) 
数 ” 

We EL 2K Xj BRS BW (Schwarz symmetric deriva- 
tive) BN“ Xp pp ear”. 

偏 导 数 (partial derivative) Æ JE eg ZI — mb 
导数 . HATA AME AES (HAS aE 
定 ) 的 函数 时 的 导数 . RIAL LET PELO ze = Sr, TER 
Cxo s yo) 的 某 邻 域内 有 定义 , 则 fO, 32 XT x 在 
C xo» yo) HJ fi SE C iJ f(zos0); 它 是 Zz 的 函数 
g(xX) 二 f(z,yo) 在 zo 的 导数 g (Xo). 换 句 话说 ， 

fn. )0-— g (Zp) 
- lim JE T Tt um f Gn 
这 个 偏 导数 的 其 他 记号 有 Dif Gro» yo) CD" ROME 
f 的 第 一 个 自 变 量 求 导数 ), 以 及 
AF (zo,yo) 
Ox : 


h 


即 “ 对 称 导 


f! Gs Co 
af 

a | Gat 
等 . 类 似 地 , f(x,y) 关于 yY 在 (zxo, yo) AY Ma T BL 
Fy (rosy — A! Cy) xP h HB y f Gs EM. 1E 
JL fj] E;z— f Gm, y) XE zR E fü y T yo 与 曲面 > 
— f zy 的 交 线 , 广 Czo,yo) 表 示 这 条 曲线 在 点 (zo， 
yo) 处 的 切线 的 斜率 . 即使 各 个 偏 导数 都 存在 ,函数 
也 不 一 定 连续 . 但 大 各 个 偏 导数 都 连续 , 则 函数 可 
微 , 从 而 连续 . 偏 导数 是 特殊 的 方向 导数 .方向 导数 
可 用 偏 导 数 表示 


D,f(a) = »*wD;f(a), 


其 中 r= Cy, » Vo» *** 34). 以 2 表示 偏 导数 是 从 莱 布 尼 
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E Leibniz, G. W. ) 开 始 的 . SPR Pe ge 


微分 的 商 . 

方向 导数 (directional derivative) 
一 种 导数 . 指 多 元 函数 限制 在 直线 或 直线 段 上 的 导 
数 , 即 函数 治 该 直线 的 一 个 方向 的 变化 率 . 奉 五 是 
R” AJ St ef: E—R,.a€ E,WJ3B ix a R. 7; [8] [58] y 
的 直线 的 方程 为 x 二 a 十 tv (1ER),f(x) 在 此 直线 与 
E 的 交集 上 的 限制 为 由 g(4)= 二 f(a 十 tv) 定义 的 函数 
g ,其 中 的 t+ 使 4 十 tw EE. 导 数 g'(0) 称 为 在 a 处 沿 


v 方向 的 导数 , 记 为 Df G0 8k 2—. got 


D,f (a)= Y (a) =o" (0) 
f(a + tv) — f(a) 
MEE LEE 


— lim 


f| Ul, 34 n— 2, v— (cos0,sin9),a— (asaz) H}, 
g(t)=f(a,;t+tcos@,a,+tsin§), 
MW fr, y)3E a 处 沿 v 的 方向 导数 为 
g' (0) =cos 6D, f (a, saz) +sin dD. f (a, ,a;). 
— FRE HE i v — Qv. WAN Aa f] SE C BY FH f F 
数 表示 


D,f (a) = ufa». 


“DS (a) 存 在 时 ， f 在 a 处 沿 v 方向 连续 ,但 一 般 不 
能 得 到 f( 作 为 多 元 函数 ) 在 a 连续 . 一 些 文献 不 考 
虑 直线 而 考虑 通过 a 具 v 方 向 的 射线 ,并 定义 
D, f (a) 2g',(0), 3x E g [a] E. 

高 阶 偏 导数 (partial derivative of higher order) 
二 阶 与 二 阶 以 上 的 偏 导 数 的 统称 ,4( 宇 2) 阶 偏 导数 
是 对 多 元 函数 求 《 次 偏 导 数 的 结果 .例如 ,对 定义 在 
开 集 ECR’ 上 的 函数 S.A DS YE E EfffE.aCE, 
则 当 D;CD,/0(a0G,;— 1,2. ,n) 存 在 时 ,将 它 称 为 
了 在 a 处 (关于 第 j,i 个 自 变 量 ) 的 二 阶 偏 导数 , 记 为 

DAOR f... (ORL (a) 
x ij 时 , 称 为 二 阶 混合 偏 导数 .上述 记 号 中 
3? 
Di efr dc 
表示 先 对 c; 求 偏 导数 ,后 对 x: 求 偏 导 数 . 有 些 文献 
中 同一 记号 表示 对 x: 和 x; 次 序 正 好 相反 的 相继 两 
次 偏 导 数 , 即 上 述 D; 等 表示 先 对 第 i 个 .后 对 第 ;个 
自 变 量 求 偏 导数 .一 般 说 来 ,高 阶 偏 导数 与 各 次 求 导 
RAPA AE BP 225; 时 ,D;;f(a) 与 Dif (qa) 不 一 定 
相等 . 有 几 个 充分 条 件 保 证 它们 相等 :最 常用 的 一 个 
是 Df 与 D;f 都 在 a 处 连续 ; 男 一 个 是 D;f 在 a 处 
连续 ,DJ 在 a 的 某 邻 域内 存在 ;还 有 一 个 是 DSA 
D,f EVE a 可 微 .特别 地 , 当 在 a 处 二 次 可 微 时 所 
有 二 阶 混合 偏 导 数 相等 .&( 盖 2) 阶 偏 导数 的 定义 是 
930 


多 元 函数 的 


类 似 地 ， 
D; 4f (a) =D; D, F(a), 
X E AY 21,72, … si = 1,2, "sn, 例 如 Dii; f Ca) 
=D; (Dist) (a). 这 个 偏 导数 也 记 为 
Pf 
Ix ax? ara OR Ser 


D iJ a) T 9209°°* 92 中 至 少 有 两 个 不 等 时 , 称 


为 & 阶 混合 偏 导数 .& 阶 非 混 合 偏 导数 有 
ZF (a) 

的 形状 ,其 中 1 一 ]，2，…，7. x JÆk UK n] fot RR, RF 
别 是 C” 类 函数 时 ,所 有 户 ( 委 4) 阶 偏 导数 与 求 导 的 
变 元 次 序 无 关 . fi an, 94 f£ ze CU AS BY, Dif 
—Dauf-Diaf. 了;， 了 "等 是 拉 格 朗 日 引进 的 符号 . 
对 f(z,y) 的 二 阶 偏 导数 , 蒙 日 (Monge,G. ) 则 以 p, 
GYS} 分 别 表 示 Fas ys" es" mJ" z ESME 
使 用 . 

混合 偏 导 数 (Cmixed partial derivative) W“ 
Bat id = BEC”. 

向 量 值 函数 的 导数 (derivative of vector valued 
function) 实 男 数 导 数 概念 的 推广 . 设 五 是 R?* 中 
的 开 集 , f:E>R” aC Ek, TETE n UGA K 
aX L:R">R” ,使 

lim Tk] | f(a + h) 
(这 里 分 子 与 分 母 上 的 | 。 
欧 几 里 得 范 数 ), 即 

Ca 4- h) = fla) + LOD + eh) |h], 
其 中 e(h)>0Ch>0 时 ), 则 了 称 为 在 a 处 可 微 ,L 是 
SEa 处 的 全 微分 ,简称 微分 , 记 为 da). 行 了 在 无 
的 每 一 点 可 微 , 则 了 称 为 在 上 可 微 , 并 把 由 x(E€ 
E)-—df OELH eR C d f A E—  (R',R'ORRON f E 
E 上 的 微分 ,这 里 ZR”, RORI HB R” SIR" 的 所 
有 ( 齐 次 ) 线 性 函数 (线性 变换 ) 的 集合 . Df Ca) CR 
到 R” 的 线性 函数 ) 关 于 R" A R” FA fn HH AE HS I E 
阵 记 为 广 (a) , 称 为 了 在 ea 处 的 雅 可 比 和 矩阵 或 导数 . 
B /= ( 广 ， 广 ，… 刀 ), 刚 
f' (a)= (D;f; @) nxn 


al 


— f(a) — L(h)| = 0 
| 分 别 表示 R” 与 R^ 中 的 


DS, (a) D, f, (a) DJ (a) 
D,f:(a) D,f,(a) D, f, Ca) 
Ih (a) D, fn (a) D, f, (a) 


RKP, m= n #1 An Z6 SE eR BO BE, P Cx) 
— grad f |,-,;m—n-1,.f' (a) Bl —7G SC PRAEC SOS 
数 ;m 了 关 1,n 二 1(f 为 一 元 向 量 值 函数 ) 时 , f Ca) 
=(f' la), f'a), £P. CaD0. 向量 值 函数 f 的 微 
分 d f (a) 55 FEE nT BE SRO COW KARE 


df(a)(h)=Lth)=f' (a) +h, 

h Æ n ETSI EE Ah h D R, BREE 
乘法 . [8] E [EE R R n] eh RS o EEE e IC PK 
数 可 微 及 全 微分 概念 的 直接 推广 . KF I1 EE K I 
的 高 阶 导 数 , 只 叙述 以 下 两 个 特殊 情况 . 设 向 量 值 孙 
数 fiE—R"CE ÆR 中 的 开 集 ), 当 n= 二 1 Bp. f 为 一 
元 向 量 值 阴 数 (函数 组 ), 它 次 可 微 当 且 仪 当 各 分 
量 函 数 & 次 可 微 , 太 的 & 阶 导数 的 第 :个 分 量 即 第 ; 
个 分 量 的 & 阶 导 数 . 当知 王 1 时 ,7 为 多 元 实 函 数 , 其 
二 阶 微分 DAAH R” ERY Be TE eh Be C RER), 
它 关 于 R” 的 标准 基 的 表示 矩阵 为 (D;; 表 示 二 阶 偏 
导数 ) 


Dif(a) D,,f (a) D,, f(a) 
pray = PAO Dafa) D.,.f (a) 
D,, f Ca) D,, f (a) D,,, f(a) 


ERA f(x) 4E a 处 的 黑 塞 矩 阵 . BE BE BY HE n] EAR. 
阵 . Æ (Hesse, L. O.) F 1844 年 用 它 求 代数 方程 
组 的 解 .向 量 值 的 复合 函数 的 求 导 法 则 可 参见 “ 链 式 
法 则 ”. 
SP Se 46 EE (Hessian matrix) 
导数 ”. 
微分 法 (differentiation) 求 一 元 或 多 元 图 数 
的 导数 (微分 、 偏 导数 、 高 阶 导数 等 ) 的 过 程 与 方法 . 
求 微 分 或 导数 作为 一 种 运算 的 法 则 称 为 微分 法 则 : 
1. 四 则 运算 法 则 . 
SH — f! Hg Cc! —cf G 是 常数 )， 
fg) =f g+ fg T A "DEVE. 
2. 2A AME. Cg * D — (gg! * OP OR 
^A s dA I”). 
3. Bt PRU DIK. 对 一 元 函数 y — f Cr) USC PR 


数 r—f '(y), 有 
dr fe 
dy /dx 


严格 地 , 设 f 在 包含 a 的 开 区 间 I 上 严格 单调 ， 
fF (a) FF HE CH BR BTC BRD D] S PRK SER S (0€ 
FDS BE: H P (a 40 A 1/f' Ca), 24 f Ca) 
—0 时 为 十 ce CE 了 严格 增 ) 或 一 ee S BD 
当 刀 (ca) 王 十 ce 时 为 0. — eb AAT b f(a) >0 
BR f GO.) f£ AY ie Pa Fs FUR 也 可 微 ， 
RG IFSS oe ae 
4. 对 高 阶 导 数 , 有 
Hey PSF tes 
(cf) ? =f” Cc 是 常数 ). 


见 “ 向 量 值 函数 的 


还 有 
(fg)? = DO es a f 
k=0 


微 ” 分 学 


其 中 Cz 表示 组 合 数 . 这 个 公式 称 为 莱 布 尼 蒋 公式 ， 
是 菜 布 尼 茨 (Leibniz,G. W.) F 1695 年 首先 使 用 
的 .用 数学 归纳 法 可 以 把 它 推 广 到 有 限 个 函数 的 积 
的 高 阶 导 数 情形 . 

5. 对 由 参数 式 x=9t) y 900 GC ICR.I Æ 
JF EX HB] o. o nf itg OAORAW BM y — (ar), 
则 有 

dy 4'() 
dz g(t)’ 

He Tp JE HR 2S XV (Leibniz formula) 
ikU. 

(y (differential) 函数 增 量 的 线性 主 部 . 设 f 
是 定义 在 a € R 的 某 邻 域内 的 一 元 函数 , 行 对 该 邻 
域内 的 xy EE W BL A, 使 得 f XE a 的 增 量 Ay 
= f(x)—f(a)-— AAx-FoCAx) ,3X H Ar=xr—a, Bh 

f(x)— f(Ga)--AC(r—a)-d-ex—a) * (x—a), 
其 中 e(x 一 a) 是 x 一 a 的 图 数 , 且 
lim e(z—a) =lim e(x—a)=0, 
Wf PONTE a 处 可 微 ,并 将 A Gr — a BRN SHE a 处 
的 微分 , 记 为 df laK dy |... A, N df |e. A 
为 Ar—>0 Bl r>a 时 ,4Az 是 无 穷 小 量 Ay 的 主 部 
CE AA0), VEE Ar 的 ( 齐 次 ) 线 性 函数 , 故 微分 
df (la) 是 增 量 Ay 的 线性 主 部 . 按 这 种 观点 ,微分 是 
无 穷 小 量 . 同时 上 述 定义 可 改 述 为 : 奉 存 在 ( 齐 次 ) 线 
性 函数 工 :R 一 R ,使 
f (lath)=f (a)i+Lh)+te(h)h, 

TY eg 3X f 称 为 在 a 处 可 
微 ,L(h) 称 为 f 在 a 处 的 
微分 . 对 于 自 变 量 x, 作 
为 它 自身 的 函数 时 显然 
它 的 微分 dz 就 是 它 的 增 
tt Ax, Bl dz Ax. 这 样 
就 有 df(x)== 了 (x) da. 
可 微 与 存在 有 限 导 数 ( 可 导 ) 互 为 充分 必要 条 件 . 在 
几何 上 ,如 图 ,PT 表示 点 已 (c, jc)) 处 曲线 的 切 
B,QR=f(x)— fla) =Ay, M] TR= F (a) (x—-a) 
=df a). 即 微分 d fla) 是 曲线 y= 二 f(x) 在 PP 处 的 
切线 上 动 点 坐标 的 增 量 , 微分 是 Ay 的 线性 主 部 的 
几何 意义 是 :在 PP 的 附近 ,用 PP 处 的 切线 y= f(a) 
+f GO (zx 一 4) 代替 曲 线 y — fo), RAR). 用 
线性 阻 数 双 近 给 定 的 非 线 性 函数 ,是 微分 学 的 基本 


见 “ 微 分 


i E ERBA FR, F n wA FER. aJ 
以 完全 类 似 地 定义 微分 :对 a= Clana ttan) CE, 
若 存 在 常 向 量 A= (A), A, An) (A), Ars A, 是 
固定 常数 ) ,使 

f G0 — fia) —A * (x—a) +e(x—a) |x—a| 


(在 这 里 ,A4。， (x 一 qa) 是 向 量 4 与 x 一 a WAR), BI 
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T tist ec T8) = f (à15ds5 ee sAn) = A, (rı — a) F 
As;(x;—a3)--* $A, C£, — an) 4 €(x— a) |x—a| 
rH 


lim e(x—a)=0, 


ieu a”, 
则 大 称 为 在 & &bn] AR .A * (x 一 Q) 称 为 f TE a 处 的 
A AP ux Am he ay CAE MT F OL OP TT 2G WY PR). 1A 
df (l(a). 它 仍 是 函数 增 量 f (x) 一 f(a) 的 线性 主 部 . 
它 的 等 价 定义 是 : 若 存 在 线性 变换 工 :R" 一 R ,使 

fla+h)=fla)+L(h)+elh) |h] 

Ce 是 函数 , 当 有 >0 Ye 00 MLARAK f E a 
处 的 (全 ) 微 分 . — E, E A y= SOD KAR 三 ,并 认 
为 dz; 二 f+ 一 z= 二 h; G=1,25°.n) WA 


af. af af 
df— 34, dai ta dmt tad 


全 微分 (total differential) WAA”. 

对 数 求 导 法 (logarithmic differentiation) 5K 
导数 的 一 种 方法 . 为 求 一 元 函数 y= 二 f(x) 的 导数 ,对 
它 的 绝对 值 取 对 数 并 设 g(z) 王 In|7z)|, 求 导数 得 
S a= fag a). 在 某 些 场 合 ,如 f(x) 呈 多 个 因 
式 的 积 或 商 的 形式 或 f 的 表示 式 是 窜 指 函数 时 , 求 
PRA g 的 导数 比 直接 求 f 的 导数 容易 ,这 个 方法 是 
有 用 的 . 对 数 求 导 法 是 约翰 第 一 。 伯 努 利 (Bernoul- 
li,Johann I ) 于 1697 年 前 后 提出 的 . 

链 式 法 则 (chain rule) 
导数 ) 的 法 则 . Al, BARRED A KA, pa f(x) 
TE I LAREN. TE aC€ DAD RM, BM g(y) 在 了 上 
& xg X. CJ 2 f Q0). Æ f(a) 处 可 微 , 则 复合 函数 
Cg e JG -gCÉGOOXE a 处 可 微 (g。f 在 I 上 有 
-RD af GO. Xr idu 
=g (y) y=f(x), M f YEI Eg ÆJ ETM, 
WET EER A rA 

(os J) Cg CaF @) 

Blige FY G2 — Cg! » 0 GO" GO ,或 写成 

du du | dy 

qq e 
这 个 绪论 可 推广 到 任意 有 限 个 函数 复合 的 情形 . 于 
是 复合 函数 的 导数 将 是 构成 复合 的 这 有 限 个 困 数 在 
相应 点 的 导数 的 乘积 ,就 像 锁链 一 样 一 环 套 一 环 , 故 
称 链 式 法 则 . Zr cu U= gy 29s Vm TERR b 
= (51,65, 56m) ME RI GH sb: =f; Cay sast san) C= 1, 
2em) f ER 2C Ji guo VI TER CO 225 


ea, Ab AB n] fot. Ml] eg BV u-g(fi (1154559 25)5 
fmi x.t mots Sm (xis 22» *** 2,22 WE Ca, 


azs°**,a, ) BER] GR. A 
MESE RES 


ar; | i=] dy; OX; 
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求 复合 函数 的 导数 ( 偏 


一 2; x a 0 

这 就 是 多 元 函数 的 链 式 法 则 . 若 同时 考察 一 组 (z 
^ OR S IX Uy sUz» Up 其 中 Ur = gy Cfi Gn xo 
ose, La) fira yf. nut 
三 1,2,…,p), 将 它们 的 偏 导 数 写成 矩阵 ( 雅 可 比 甜 
阵 ), 则 可 看 到 链 式 法 则 在 形式 上 更 有 规律 性 . 这 时 ， 


Su. Si A 

AL ILo ALn 

Iu, Ms Mey 

Ox, OX» ax, 

Ju Hyg Ms 

OX, AT OX, 

2m 93$ .. amj[8fi 93h ., 3f 

dy, AY, dy,||2x| AX, Ox, 
一 |9y dy2 Jy, | | or ATX; Ox, |. 

9g, 938, .. Br) Df. Sn Su 

dy, dy, IVm) «Ox, AX, OX, 


EX FE a BEY SE... ggg), 
SS= Sis fosto fn) Fee g Æ p HE BR GE 
MFR" FRE). f£ E mHE RA CEF 
R" 的 子 集 上 ) ,按照 定义 ,它们 的 导数 是 相应 的 雅 可 
比 挎 阵 ( 人 参见 "向量 值 函数 的 导数 ”)， 
(g° f)'(a)=g' (f(a)) f' Ca) 

(等 式 右 端 为 两 矩阵 g' Cf Ca) 5 f' @ B 4B PE E 
积 ), 其 中 4a 一 (aa，…,a). PE [8] E A PRAY 
链 式 法 则 , 它 在 形式 上 与 一 元 函数 的 链 式 法 则 完全 
相同 . 

微分 形式 的 不 变性 (invariance of the form of a 
differential) 微分 表示 式 不 变 的 性 质 . 不论 是否 
自 变 量 , 只 要 f(x) 在 xz 处 可 微 ,总 成 立 着 df (x) 
=f' (x)dx. f(x) E x 处 的 (一 阶 ) 微 分 的 形式 总 是 
广 (x)dz, 不 会 因为 x 不 是 自 变 量 而 变化 . 这 种 不 变 
性 是 用 链 式 法 则 证 明 的 , 它 是 一 阶 微分 的 重要 性 质 . 
高 阶 微分 的 形式 没有 不 变性 ， 0 

高 阶 微分 (differential of higher order) 二 阶 
与 二 阶 以 上 微分 的 统称 . AS 是 在 包含 a 的 某 开 区 
[R] I E nf f BS 3c eR 2C. BIGE BE r€ I. df (x) 
= f! (dz, Wil d£ A) A ERA x— P Card x XX H dx 
已 与 x 无关. BC d f YE a 处 的 微分 d Cd 2 (a), 记 为 
df(a), 称 为 了 在 a 处 的 二 阶 微分 . 对 正 整 数 n2, 
可 定义 n 阶 微分 

iad") Cars 

只 要 在 a 的 某 邻 域内 MUSE. 24 n eR 
f(a) 存 在 时 ,也 可 直接 定义 


dt Sad 
这 里 da" fi Cdr)” 的 简写 .微分 df (l(a) 又 称 一 阶 微 
分 . 
当 fA n ARAARA dy xe f(x) hE 
X HB h=dx= AxER", f OO ERE,“ - ”表示 内 
FA 
d’ f(a) =d(df) (a)=(df)' (a) * h 


= > | D; 3 D;f Gx)h,] 小 A 
TT > Y Df (a)hih, 


i=) j=] 


-5 D f(a)dxidz;, 
其 中 D; 表示 对 第 j | 个 变量 的 偏 导数 一 般 ， 


d" f(a) 
= 2 Ds pd Gh; hy sh; 
E pt TD erai p En 
— 2j D n f Ga da, dr, "dz, 
= Ys xp. m m ^ 
-[4nz = —+tdzr, ~— 25 9 sided x) f(a) 
(这 里 


a a 9 y" 
[dz By, + ee ar aa x] 


是 括号 内 的 这 个 微分 算 子 的 mm RFE). 例如 ,对 二 元 
PRAE =f (x,y), 


irae [de 2 + dy 3 an ere 


= (der 24 ; 十 2dzdy > a + dy’ ay? Z] fx.) 


3? 
= EEE TEA oF (x y)dedy 


PL 
+ Ta, y)dy, 


偏 微分 (partial differential) 多 元 函数 的 一 种 
微分 . 指 多 元 函数 作为 其 某 一 自 变 量 ( 固 定 其 他 目 变 
量 ) 的 (一 元 ) 函 数 时 的 微分 . 设 了 是 定义 在 开 集 ES 
R 上 的 实 函 数 ,eE 匹 , 则 了 关于 其 第 (PREZ 
a 处 的 偏 微分 d;f (qa) 是 函数 f Ca, sns 
I san) TE aj 处 的 微分 : 

d; f(a) =D,f (a)dz;. 
类 似 地 定义 有 ( 宇 2) 阶 偏 微分 

di f(a)=Di f Cada. 
二 阶 与 二 阶 以 上 偏 微 分 统称 高 阶 仿 微分 . 

高 阶 偏 微分 (partial differential of higher 
order) 见 “ 偏 微分 ” 

C^ 2 ER BW (function of class C) 具有 Bri 
续 导 数 的 函数 . WPA SEMPER E be fin 
阶 导数 在 五 PER, M SRA E EK) CX Rg E 


?Ci 一 19 之 ?Ci 二 1， 


E En KERM, AL SEC CE) Rm SEC RM. 
C's BU REFERRER CRE). 24 是 多 
ZU IN SECC) 24 AMSEC NEAT n 阶 偏 导数 
均 在 上 连续 . AMT ATA EER nf HU n 阶 导数 均 
在 上 存在 (这 相当 于 说 它们 均 连续 ), 则 二 称 为 在 
E ERAKIRI TF E EA COŽ K, AA SE 
C* GO f € C" 表示 . 当 了 是 多 元 函数 时 ,这 当 且 
仅 当 它 的 所 有 各 阶 偏 导数 均 存 在 且 连 续 . 若 f 


= (fis fasts fnd) NEM EC"GCCc”  ) 当 且 仅 当 F,€ 
C'(C7)Cj—1,2,* m0. 为 了 统一 ,也 把 连续 函数 称 


TE COX pR BX. C^ 25 pk Bu Fe C" DIE pa BL. PH RK f 
在 点 4 的 某 邻 域 上 存在 2” 阶 导数 , 且 该 导数 在 a 连 
续 , 则 地 称 为 在 a 处 次 连续 可 微 . SERRE ELR 
于 C" 类 当 且 仅 当 它 在 五 的 每 个 点 处 2 次 连续 可 微 . 
对 定义 在 任意 集 A LH RMS AEBS 4 的 开 
集 五 与 函数 PE CCE) (C^ CE. HH AE f=¢ 
CB] f dE op HE A E BS BR HD. SAA 上 的 
C"(C™ 2S eg BL. 

i& s Aj eu ER BW (continuously differentiable func- 

JL" C" 28 SAC. 

Sy E nJ fni & BW (piecewise differentiable func- 
tion) BY fa PRA AY HE). EE DX lB Lab]. (一元) 
PRX f 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 , 且 在 这 些 点 存在 
广义 单 侧 导 数 ( 参 见 “ 广 义 单 侧 导 数 ”) ,在 le, 上 其 
RA 可 微 , 则 f 称 为 La,5j 上 的 分 段 可 微 函数 . 若 
了 定义 在 无 穷 区 间 上 , 且 在 其 任意 闭 子 区 间 上 分 段 
可 微 , 则 f 称 为 在 此 无 穷 区 间 上 分 段 可 微 . 分 段 可 
微 函 数 的 图 象 处 处 有 切线 或 单 侧切 线 ， 

分 段 光 滑 函 数 (piecewise smooth function) 
光滑 函数 的 推广 . 若 一 元 函数 了 在 闭 区 间 了 上 上 分 段 
连续 ,至 多 除 有 限 个 点 之 外 可 微 且 导数 连续 ,在 这 有 
限 个 点 存在 有 限 的 广义 单 侧 连续 导数 (参见 “广义 单 
WERO. M £F PRAT EB At Bb PARC AS EM 
在 无 界 区 间 上 ,而 在 此 区 间 的 任何 闭 子 区 间 上 分 段 
光滑 , 则 f 称 为 在 该 无 界 区 间 上 分 段 光滑 . 分 段 光 
?8 PR BM Fe Ot Ex n] Gk AY. 

不 可 微 函 数 (non-differentiable function) 4% 
分 不 存在 的 函数 . 若 一 元 函数 了 在 ze 处 没有 (有 限 ) 
导数 , 则 SRA TE ro 不 可 微 . 例如 ,函数 jz)=|z| 
在 x= 0 处 连续 ,但 不 可 微 . 在 几何 上 ,这 意味 着 在 
A Cto f Gro Mb Hl Z; y= 二 A(z) 没有 切线 或 切线 与 y 
WFT. 对 多 元 也 数 , 当 偏 导数 之 一 不 存在 或 为 无 穷 
HT PRI BX AN BY Ga. 在 不 可 微 点 处 函数 的 图 象 没 有 切 平 
面 或 切 平面 与 某 一 坐标 轴 垂 直 . 数学 史上 的 一 件 引 
人 注目 的 事 是 ,1860 年 前 后 ,外 尔 斯 特 拉 斯 (Weier- 
strass, K. CT. W. OD AH f T£ C—oo,-- 0o) E Ab Abi 
续 但 无 处 可 微 的 函数 . 他 的 例子 于 1874 年 由 他 的 学 
生发 表 : 


tion) 
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数 学 分 本 


f(x) = n cos(b"nxz) (r€R), 


其 中 O<b<1,a 是 正 奇数 且 ab >1+3n/2 (fa) fl a 
=7,6=6/7). 这 个 图 数 有 时 称 为 外 尔 斯 特 拉 斯 图 
数 , 波 尔 查 诺 (Bolzano,B. ) 早 已 于 1834 年 以 几何 形 
式 给 出 一 个 这 类 函数 例子 ,但 迟 至 1930 年 才 由 后 人 
发 表 . 继 外 尔 斯 特 拉 斯 之 后 ,不 断 有 人 举 出 这 样 的 例 
子 , 其 中 ,被 公认 为 形式 与 思想 都 比较 简单 的 是 ,由 
yi e $ e PLIK% (Van der oo B. L. )-F 1930 
年 给 出 的 下 述 函 数 ( 范 。 瓦尔 登 函 数 ): 对 € 

R, 设 w(x) =min { Eu qo RE 
它 最 近 的 整数 点 的 距离 ,其 中 [zj 表示 不 超过 c) 
最 大 整数 . xo(Cz) 的 图 象 是 以 1 为 周期 的 折线 ,在 


[0,1] 上 的 端点 是 (0,0),(1/2,1/2),(1,0)( 见 图 ). 
对 kEN, 设 


u(r) = 4 Ãu (4x) f (x) = 


Yao. 


MW f YER 1 x4 ££ (A Ab Ab A n] f. 1918 年 , 克 诺 普 
(Knopp,K. ) 在 一 篇 论文 中 给 出 了 构造 无 处 可 微 连 
续 函 数 的 一 般 方法 .发现 函数 可 以 有 处 处 连续 但 无 
处 可 微 这 样 的 反常 性 质 ,对 于 区 分 连续 性 与 可 微 性 ， 
加 深 对 函数 本 质 的 了 解 ( 仿 此 ,人 们 又 发 现 了 诸如 在 
无 理 点 可 微 在 有 理 点 不 可 微 的 连续 函数 ,处 处 可 微 
而 又 无 处 单调 的 函数 等 ) 有 重大 推动 作用 . 对 诸如 此 
类 的 病态 函数 的 研究 直接 促进 了 实 变 函 数论 的 建 
xr. 现在 已 经 知道 ,处 处 连续 但 无 处 可 微 的 函数 是 非 
常 多 的 ,它们 的 集合 是 贝尔 第 2 范畴 集 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 函数 (Weierstrass function) 见 
“AN RI ACER BL”. 

3& > f& - ER XE ER (Van der Waerden func- 
tion) FL“ ANA] x ER BL”. 

FE RJ EE 4E (Jacobian matrix) 元素 是 偏 导 数 
的 一 种 函数 矩阵 . 设 f(x) 是 从 包含 a 的 开 集 ECR’ 
到 R” AY) [6] E {A ER C. f = Chi st os ttt. 若 IDG 
二 1,2,…,m) 在 a 的 各 个 俩 导数 均 存 在 (有 限 ), 则 7 
TE a Ab RS TE RT FEAR B sj Dy f! a), E mox n 5B EE LI 
第 i 行 第 j 列 元 素 是 D,f;(a), 即 第 i 行 是 f; 的 各 个 偏 
导数 ,或 者 称 第 i 个 行 向 量 是 f;(x) 的 梯度 
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D,f, (a) D, f,(a) D, f,Ca) 
s rarae dins 
D,f,(a) Df,(a) D, f, Ca) 

D VE D; fi … D m 

= Divs: D, f, m IAS Ds 

D) Dix. ee Do: 


这 样 , 当 了 在 & 处 可 微 时 ,了 在 wa 处 的 雅 可 比 和 矩阵 就 
是 大 的 导数 Da) 的 表示 和 矩阵 .在 多 元 向 量 值 函 数 
的 微分 学 中 , 它 起 着 在 一 元 函数 微分 学 中 导数 的 类 
似 作 用 (参见 “向 量 值 函数 的 导数 ”). TERT HE E E A 
雅 可 比 行列 式 而 得 名 . 

雅 可 比 行列 式 (Jacobian determinant) 雅 可 
FER e (为 方 阵 时 ) 的 4 J Fil XX. £i y = fi lti Tst, 
En) s y2 =J Bye Bes? Lad 90" o Yn =a Eist" La) 
是 一 组 半 元 函数 ,其 数目 与 它们 的 自 变 量 数 相等 , 则 
在 它们 可 微 的 点 集 上 ,以 


9f; ,. . 
dx, € ,] 二] ,2,** ,7) 
为 元 素 的 n 阶 行列 式 (ziyzz，…Zv 的 函数 ) 称 为 这 


组 函数 的 雅 可 比 行列 式 , 记 为 


DCy1 ,Yas Yn) 
Dirette (aus) 


或 Sie Yas" Ya) 
rista Ea) 
即 
Oy Wi y n 
AX, aX» OX, 
dy; dy, dy» 
DG yit» 一 |ar, ax, 272 
Dn sy Ts 
Ya Yn dy, 
OX, AX, Ox, 
X 349 —tH ^n J ER BX Ui = giCyis yos tt s ya) Ci 
= 1,2, E. n), 则 当 变 量 Mie yos °°? 9 Vn 通过 y; 
— f; GPL Xn) G=l1, 25 …,n) 作 变量 代 换 时 ， 


由 多 元 函数 的 链 式 法 则 可 见 , 相 应 的 雅 可 比 行列 式 
ARRA: 
D Cui strstr sun) 
DO dat) 
= DG utu) , D(yisyssttt Yn) 
Dy; yos ttt y) DCE, Eost, Tn) 
它 与 一 元 函数 的 链 式 法 则 在 形式 上 极为 相似 . 对 于 
oe FS f= Sis fests fa) 8 一 (gg2， 
gn) Ul] f x2. g GO ABE n 76 (n 280 Iu] E [BL K C, 
ned Jadra. 的 雅 可 比 行 列 式 可 记 为 J f (x) 
—J s(x) —detCf' G2), 3x B. f! GO Æ [8] BR 
Se Bt CHE PT ORME). 作 变 量 代 换 时 , 雅 可 比 行列 式 之 


间 的 关系 可 写成 : 
Jg e f(x) = [IPF] fC). 

HF Je) |~|g(A)|/|A\A RES tB X, 
14| 是 ANA SWE. |e CAD BAR e CAO B dd 
度 ), 所 以 , 雅 可 比 行列 式 Jg GO B9 2609 E EJLA E 
近似 表示 微小 单位 体积 在 上 映射 g(x) 之 下 的 象 的 体 
TR (参见 “ 换 元 积分 法 ”). 雅 可 比 行列 式 是 雅 可 比 
(Jacobi,C. G.J. ) 于 1833 年 研究 重 积 分 的 变量 代 换 
时 引进 的 , 它 还 在 函数 相关 性 及 向 量 值 函数 的 微分 
学 中 起 重要 作用 . 

函数 行列 式 (functional determinant) ”元素 是 
函数 的 行列 式 . 如 雅 可 比 行列 式 、 朗 斯 基 行 列 式 等 . 
有 时 这 个 名 称 用 来 特 指 雅 可 比 行列 式 ， 

fit 43 rh (& XE J (mean value theorem of differ- 
ential calculus) JpRf$kRdud& BH H PA ZB. 有限 增 
量 定理 `\ 有 限 增 量 公式 .数学 分 析 中 最 重要 的 定理 之 
一 . 知 一 元 函数 j 在 闭 区 间 [La,oj 上 连续 ,在 开 区 间 
(a,5) 内 可 微 , 则 存在 6€ Ca 00 ,使 

f(60)—f(a)=f Ela), 

或 存在 0€ (0,1) ,使 

f) — fla) = f' la + 46 — a)) (6 — a). 
进一步 , 知 了 在 财 区 间 工 上 连续 ,在 工 的 内 部 有 导 
Hasa thEIh 可 以 是 负数 ), 则 存在 9€ (0,1) ,使 

f CXad-h) — f Ca) — Af Ca- 0A). 

xx EJ Mt B H (Lagrange, J.-L.) F 1797 年 
发 表 的 . 它 的 几何 意义 是 :在 处 处 有 切线 的 曲线 y 
三 A(z) 上 ,至 少 有 一 点 处 的 切线 平行 于 连结 点 (4， 
f(a)) 与 (2D,f(2)) 的 线段 . 它 又 表示 在 时 间 区 间 La， 
bj 中 ,运动 的 质点 至 少 在 一 个 时 刻 的 瞬时 速率 等 于 
它 在 La ,2 内 的 平均 速率 . 中 值 定理 是 存在 性 定理 . 
它 断 言 存在 着 某 个 点 满足 一 定 条 件 ,但 是 并 没有 
给 出 这 种 点 的 个 数 和 确切 位 置 . 尽管 如 此 , 它 仍 是 用 
导数 研究 函数 的 许多 性 质 的 基础 . 例如 ,可 以 用 它 研 
FX n] foi PR AC RA B6 8] , UT P RL. ERA n] fot eR CJ 38 
值 函 数 的 充分 必要 条 件 是 其 导数 为 0 等 . 在 应 用 中 ， 
中 值 定 理 的 下 列 不 等 式 形式 的 变形 也 是 经 常 使 用 
A): ZEEE EO mf GO M G€ (a, 
0)), 则 


mc O- a M. 
b—a 


微分 中 值 定 理 已 被 推广 到 多 元 函数 的 情形 : 

1. 多 元 也 数 的 中 值 定理 . i ab ER”, 是 连结 
a.b HRR, E 是 包含 7 的 某 个 开 集 ,f:E 一 R. A 
FOX) EL EM Gh Ca, b 两 点 可 除外 ), 则 存在 SELT 


巨 ,使 得 
fb) — fla)= f'(&) + ba) 
= grad f($) * (b — a), 
“e "CR AH. np LAGE EES B, a-- 00b — a) ,0«0« 1. 


微 分 学 


2. 多 元 肾 数 中 值 定理 的 男 一 种 形式 . 设 f E> 
R 在 区 域 ECR" 中 连续 ,aE E, T£ a 的 某 邻 域 B(a， 
OA DSG=1.2.° 22) 存在 , 则 对 任意 | 天 <8, A 


flat+h)— f(a)= E D;f/(£)A;, 


其 中 6 二 a 十 0jhjej; 十 5 h,e,,6,—a-4-0,h,e, , 


k=jt+1 


(9 ig 1 ents, 
elyez…e JE R^ 的 标准 基 ). 
拉 格 朗 日 中 值 定理 (Lagrange mean value the- 
orem) ” 即 “ 微 分 中 值 定理 ”. 
有 限 增 量 定理 (finite increment theorem) BẸ 
“微分 中 值 定理 ”. 
推广 的 中 值 定理 (generalized mean value theo- 
rem) ” 柯 西 中 值 定 理 的 推广 形式 .通常 指 ; 知 一 元 
函数 f,g 在 包含 实数 a 的 某 开 区 间 上 次 连续 可 
fi .n- 1 次 可 微 , 且 对 所 有 rel. gt? (x) AN, MIX 
所 有 xE7, 存 在 a 与 x 间 的 ,使 


|f a= x = z — a» |g 


= [eo — es i — ay | fete. 


当 取 g (x) 二 a + 时 ,这 就 是 带 拉 格 户 日 型 余 
项 的 泰勒 公式 . 当 n=0 时 ,是 柯 西 中 值 定理 . AR. 
推广 的 中 值 定理 仪 指 柯 西 中 值 定理 . 

k 阶 中 值 定理 (mean value theorem of order k) 
微分 中 值 定理 的 推广 .车 f:[a,6j 一 R fE[a.5] E k 
次 可 微 ,hh 二 C6 一 a)/8, 则 存在 SE (a,b), ff 


55 (DCS Cat ih) =h f (8). 


罗 尔 定理 (Rolle theorem) 微分 中 值 定 理 的 
特殊 情形 . 奉 一 元 函数 了 在 闭 区 间 [Le ,0 上 连续 ,在 
Jf EX [B] Ca HAA th, Af CaO — fb), Wil fF E FE Ca, 
b) IES (CO) —0. 从 这 个 定理 可 知 :可 微 函 数 £A] 
两 个 零点 间 必 有 SMA A. — EGRE An hE 
点 , 且 了 有 & 阶 导数 (<2), 则 ff BPA n-kt 
零点 . 罗 尔 定理 原 是 罗 尔 (Rolle,M. ) 于 1690 年 确 


eR E 


定 多 项 式 的 根 的 位 置 时 所 加 的 一 个 注 ， RR A 
础 上 发 展 起 来 , 罗 尔 本 人 并 未 明确 给 出 并 证 明 它 
见 本 卷 4 高 等 代数 ) 同 名 条 ). 


柯 西 中 值 定理 (Cauchy mean value theorem) 
微分 中 值 定理 的 一 种 推广 . 设 一 元 函数 上 和 & 在 闭 
区 间 La,5j] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,5) 内 可 微 , 则 存在 
€ (a,b) , fii 

[f — fla) le’ (0 — Lg G2 — g (a? ] f" C55. 

1. 对 所 有 x € Gi DD. g' (x) 0. 

2. 对 所 有 x € Xa. DD. P G0 5 g (zz) 不 同时 为 
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0, 且 gGOsEg CO» , WA 

/CO) 一 /Ca) FS) 

g(b)—g(a). g' (EY 
在 几何 上 , 柯 西 中 值 定 理 表示 在 有 切线 的 参数 曲线 
r—gü),y-—-fü)b.Z/^M4-—^ Gb BI Z5 E 
PI (g(a), fla), (gb), fo BS ZR ELE TT. 

达 布 定理 (Darboux theorem) 由 达 布 (Dar- 
boux, (J. 2G. ) 给 出 的 有 关 导 数 和 可 积 性 的 两 个 定 
B. 指 下 面 两 个 定理 : 

1. 耕 定义 在 区 间 上 的 一 元 函数 处 处 可 微 , 则 它 
的 导 函 数 必 是 达 布 连续 的 , 即 在 这 个 区 间 的 任意 两 
点 的 导数 之 间 的 数 , 必 是 该 函数 在 这 两 点 之 间 的 某 
个 点 的 导数 . 这 种 情形 的 达 布 定理 又 称 导 数 介 值 定 
PB. TR d ix XE B LET fila.5]--R Æla SIEM fk, 
则 f^ 3x78 28 — 28 [n] Br ea s RH 广 没 有 零点 , 则 
了 不 变 号 , 换 句 话说 ,在 SH PT AEBS A) 了 必 
严格 单调 . 

2. 设 Sr,sp ÆA RAM f;La,b]>R 关于 La TA 
的 分 法 已 的 上 .下 和 , 则 


b 
| Fdz = ‘ink. s 
" | 已 | 一 0 


| Fdz = Dn $5; 
ER Jt, f(r) n] 34 A 
lim (Sp — sp) = lim 371€ — 7X;_1) = 0, 


|P|-0 |P|-o 大 
其 中 w; = M;—m, 是 f GOTELzxi-4 sxi] ER Pes. 
洛 必 达 法 则 (L'Hospital rule) 求 某 些 类 型 极 
限 的 一 个 重要 法 则 . 指 求 型 与 之 型 极限 的 方法 . 
它 把 某 两 个 函数 的 商 的 极限 ,化 为 求 这 两 个 图 数 的 
导数 的 商 的 极限 . BY 
1. 函数 fog TE Ca D) (a,b C RON RE ls 
2. 对 所 有 xr € (a.b),g' (322250; 
3. lim f(x)= lim g(X) 二 0, 或 
lim g(z) 一 十 co( 或 一 c)( 不 要 求 lim f(x) 
— too); 


则 


类 似 的 结论 对 2b — Fx +00 (或 一 ce) 也 成 立 ， 
在 使 用 这 个 法 则 时 ,如 果 
fi f (r) 


Q 
dR kd 然 是 一 型 
Im gi») 仍 ; REG AU, 


可 以 继续 使 用 这 个 法 则 ,直到 出 现 非 -型 为 止 ;如 若 


036 


A, E A APE» E A U RA. SS a U G A E 
一 定 条 件 下 ,可 以 从 

PO lm L 

B Gr R "n gay’ 

但 如 前 者 不 存在 ,不 能 推断 后 者 不 存在 ,这 时 本 法 骨 
也 失效 . 例如 , 若 


f(x) = z’sin ,g(x) = 2, 


lim 


则 
7) 
I—*0 g (x) 
不 存在 ,但 
wa i E o 
lim Eme 


洛 必 达 法 则 是 由 约翰 第 一 ， 伯 努 利 (Bernoulli 
Johann 1) AHL, H ft AY St Æ 18 4^ i5 CL’ Hospital, 
G. -F. -A. de) F 1696 年 发 表 的 . 

零 导 数 定理 (zero derivative theorem) 可 微 函 
BUA Fs {EL PR BX AY FE A} E ARE. 大 一 元 函数 了 在 区 
间 EEZ, ET MARA PAT LA 
数 的 充分 必要 条 件 是 f — 0. 这 个 定理 的 条 件 可 以 
减弱 为 :在 7 上 连续 , 除 可 数 个 点 外 存在 等 于 零 的 右 
导数 . 一 般 地 ,对 向 量 值 函 数 六 巨 (CSR") 一 R", 行 五 
是 连通 开 集 , 则 f 为 常 值 的 充 要 条 件 是 ;对 任意 xE€ 
E, Df (x) =0, BIER i=1,2, m, j=1,2, 
s.n, Dj;f; (x) — 0. 特别 地 ， = m=1 时 ,条 件 成 为 
grad f=0. 这 个 定理 中 ,f 的 定义 域 的 连通 性 是 必 不 
可 少 的 . 例如: 设 m=n=1,E=( 一 2, 一 1)U (0,1)， 
H z€(—2,—DH,fG2-1,x€ O,DN,f Cx) 
=0, Mj f'=0,/8 f dE a fa. R” RI R” 3& FE EC Y 
线性 空间 时 这 个 定理 仍 成 立 . 

伯 努 利 不 等 式 (Bernoulli inequality) 
FDA SH. 指 不 等 式 

(1 十 xX)?* 宇 1 十 px， 
其 中 x 二 一 1,p 之 1 或 p 志 0, 等 式 当 且 仅 当 p= 二 0 或 
PP 二 1 或 x 二 0 时 成 立 . 当 0 三 p 二 1 时 ,不 等 号 反问. 
当 p 之 1 时 ,这 个 不 等 式 对 一 2 委 Zz 委 一 1 也 成 立 . 当 
pA TERR n WA OB HED Atr (1 十 Xa)*…(1 
Hr D >ltata.tetaz,, HP 2 >—-—1G=1,2, 
…,n), 且 同 正 或 同 负 , 当 n 为 正 偶 数 时 ,对 每 个 rA 
0,7H (19 - x2"2 1-4 nx. —EH d; FÓxr2— 2403-32 — 
(lt px Cx Ciz Gl-—10,99)]35 C525! 
(2.«)0HBI.FEr)(—,«)0. Ei xr—a/b-—1; 
Ju n] JE 4E UR] AR SEALED, b^ — a^ pb" a); H 
it z 王 2/a 一 1, 则 可 把 伯 努 利 不 等 式 写 成 区 一 4 之 
pa^ '(6—a). 还 可 归并 为 下 列 对 称 形式 : 

pa^" (b—a)xb —a'spb^ '(b—a), 

其 中 p 之 1 或 p<0. 等 式 当 且 仅 当 a=5 BY Yr. 


一 个 有 


马尔 可 夫 不 等 式 (Markov inequality) 多 项 式 
P) SAU AUGUE P; An KEM, 
M 一 max |P, (2515 


zn ?M 
» 


则 Sup, HE | = 


^h *m 7S BE FE ak D. pe LE up 
1889 年 建立 . 24 P, (3220 时 , 右 端的 2 可 以 去 掉 . 


一 般 地 ,对 k=1,2, ,XE Ca, DNA 
IP Cr) | 
een tn — 1°?) (n?— 2?) nm (R-1)” " 
(b—a)* (2k —121! 
2k 
2 Rin CM. 


~ (ba) (n+k) 
右 端 是 最 好 的 . 这 是 由 为 一 个 
(Mapkos, B. A. ) 得 到 的 . 

伯 因 斯坦 不 等 式 (Bernstein inequality) 多 项 
式 或 三 角 多 项 式 导数 的 一 种 估计 式 . 设 P, en KE 
项 式 ， 


马尔 可 夫 的 兄弟 


M = sup Bn 
则 对 rE (a,5), 有 
I ter] = 
Cr =a) =z) 
它 不 能 再 改善 . XP n 阶 三 角 多 项 式 Te) RAS 


XT a) E 
M = sup | 了 (zxz)|， 


则 对 任意 zER, 有 
TP (2) | RAMEE=1,2,.) 
5 |T, C) | 二 nM. AR BRE. 一 般 地 , 若 Sf 
是 不 超过 a 阶 的 整 肾 数 , 则 对 任意 zxER, 有 
Paes. | <a'max AGO 


上 述 这 些 不 等 式 都 称 为 们 是 斯 坦 不 等 式 . 它 在 函数 
通 近 论 中 有 重要 应 用 ,是 由 们 恩 斯 坦 (CEepHmrefia C. 
H. ) 建 立 的 . 

泰勒 多 项 式 (Taylor polynomial) iH Yr AVE PR 
数 的 一 类 多 项 式 . 形 如 


> T e PET 


的 多 项 THAN, MN KERETA. ÉE 
是 泰勒 级 数 的 第 2 十 1 部 分 和 ,从 而 得 名 . RESE 
a 处 区 次 可 微 , 泰 勒 多 项 式 就 存在 ,并 且 它 是 满足 
f? (a) — Pi?(a)(8—0,1, ,nn) 的 惟一 n KEM 
式 ; 它 也 是 满足 f (x) 一 P(rz)==o((x 一 a)") (zx 一 a) 
的 惟一 的 多 项 式 . 这 表明 , 当 用 多 项 式 逼 近 函 数 时 ， 
E xa 附近 ,上 述 泰 勒 多 项 式 是 相当 好 的 . 特别 
地 ,多 项 式 PCr) =ar" Har! 十 … 十 a; 在 zx 二 0 处 
的 泰勒 多 项 式 就 是 它 目 己 . 
泰勒 公式 (Taylor formula) 


fig) = 


反映 给 定 函 数 与 


微 分 学 


其 泰勒 多 项 式 之 间 误 差 的 公式 , 即 
f(z) = 3 2 (7 = n6) 


PRA 了 在 a 处 "TN beads. 其 中 函数 了 在 a 处 
n 次 可 微 ,r, KARMA. 在 不 同 的 条 件 下 , 余 项 可 以 
写成 不 同 的 形式 . 常用 的 有 以 下 几 种 . 

1. 佩 亚 详 余 项 :rm (2) =oCxr—a)"), H f£ fa 
处 次 可 微 就 可 写成 这 种 形式 . 

2. 施 勒 米尔 希 - o 


— l(1— 
Ph es 2 a L L -fo t+ (qt @(r—a)) 
AS) aia 
= "E p ICE Jo 


其 中 0<80<1,p=1,2, e n+1, E Ea.x Zl. + 
He: f Ea 的 包含 z 的 邻 域内 2 十 1 阶 可 微 . 
3. 拉 格 朗 日 余 项 : 


(x — a)”t! 
rcm (n+ 1)! 
_ (x — aq)! 

(n+ 1)! 
其 中 02, 及 条 件 同 2. 
4. 柯 西 余 项 : 


ra Go) = FIVE” porn ce) 


pea epe 


n! 


其 中 9,é& 及 条 件 同 2. 
5. 积分 余 项 : 


nG) l| Ge td 


FAF: SOPE r,a 为 端点 的 区 间 上 可 积 

余 项 3 和 4 分别 是 余 项 2 在 p==n 十 1 5 p= 
时 的 特例 .泰勒 公式 及 其 拉 格 朗 日 余 项 是 由 拉 格 朗 
H (Lagrange,J.-L. ) 于 1797 年 给 出 的 . 柯 西 余 项 是 
FH fI PY (Cauchy, A. -L. ) F 1826 年 给 出 的 ,而 余 项 
2 中 的 余 项 是 由 施 勒 米尔 硕 (CSchlemilch, O. 2 于 
1848 年 给 出 的 . 

泰勒 公式 可 以 推广 到 多 元 函数 . 设 上 在 aeER' 
的 某 邻 域 Bia. OWN m+1 次 可 微 , 若 上 以 > 一 Crx) 
表示 , 则 对 所 有 |h| 二 6 有 

fla th) 


Jeep (È) 


ft? (a+ Or — a)), 


f^"*"(a-4-8r—a»)), 


= fa) M dae SIO +r 


=f > 2s n: au f IDA, e, + ry. 


iem 
其 中 h° V= SiD = ie 
i=] i=1 d 
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按 多 项 式 展 开 ( 7)" ,并 规定 DD; =DE. SFE 
a 处 mw 十 1 次 可 微 时 , 余 项 x 的 两 种 形式 分 别 为 拉 
ftt B] id 


Zu 


—— —-d"*!f(a--0h) 


CEU 
m+ 1 
Cep VO? f (a d-0h) 
CEST LÀ) Picon (a-- Ohh, hi, 
(0<0<1) 
及 积分 余 项 


1 
D, = i| (1 — £"d"*!f(a + th)dt. 
mij, 


其 中 d"*! f(a t+th) EZELAN f TE x —a-d- th. H dx 

=h 的 m 十 1 rir. 4 f£ TE a Bb m X n] RAY nuo 

C[h 1") Ch 00 Chih VE AR DO. 特别 地 , 当 m —2 时 ， 

把 a,h C R* 5 B Ca b), Ch E) WA Chis BEL AM) 
f (a 4- A, b +k) 


= fa) + > AlAs +42) flasb) 
iz 


ES TETEA EE R EE 


_ 9 f (a,b) 
= f(a,b) ^t. Ij] soy 


" (1 Paflat ohb + OR) 
paesi PID! dx? dy! 

其 中 p,q 是 非 负 整数 . 泰勒 公式 还 可 进一步 推广 到 
线性 赋 范 空间 中 . 当 om = 1 时 , 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰 
勒 公 式 就 是 微分 中 值 定 理 . 

麦克 劳 林 公式 (Maclaurin formula) HAT 
的 特殊 情况 . 即 a=0 时 的 泰勒 公式 . 

极 值 的 费 马 定理 (Fermat theorem of extre- 
mum) 关于 了 艺 数 极 值 的 必要 条 件 的 定理 . Of A 
(CR'O-R.a 是 4 的 内 点 且 是 f 的 局 部 极 值 点 ,又 


T 
FDI 


h^ k! 


h?k’, 


f' Mee. WW f (a) 0, Bl a BHA. 4 neat. f 


(a) — grad f(a)=0, BN f ATA tS RE a 的 值 为 
On=1N. 1% Œ H BS (Fermat, P. de) F 1637 
(7i— Pie 1629) 年 得 到 的 ,于 1679 年 发 表 . 不 过 他 
没有 导数 概念 ,而 且 没 有 指出 这 仅 是 必要 条 件 . 4 n 
=1 时, 上述 定 理 中 的 条 件 六 (a) 存 在 可 减弱 如 下 : 
设 SELFA aAA P (305 f" Cao 
在 . 则 当 f(a) 为 局 部 极 大 (局 部 极 小 ) 值 时 Pc Cao x 
0:4 (2) 50 (2029250, P a0 a EB 
费 马 定理 表示 :在 成 为 局 部 极 值 点 的 内 点 处 , 若 函 数 
图 象 的 切线 存在 , 则 必 是 水 平 的 . 

3 A (stationary point) J ARAE RIB A. 
临界 点 . 指导 数 为 0 的 点 .对 多 元 向 量 值 函 数 , 指 相 
应 的 雅 可 比 和 矩阵 为 零 扬 阵 , 即 使 得 该 函数 的 所 有 一 
阶 但 导数 为 0 的 点 . 若 可 微 点 既是 内 点 又 是 局 部 极 
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值 点 , 必 是 驻 点 ( 费 马 定理 ), 反 之 不 一 定 . 行 把 可 微 
函数 x= 二 f(z) 理 解 为 质点 的 运动 方程 , 则 在 驻 点 处 
质点 的 瞬时 速度 为 0, 即 有 了 瞬间 的 停留 , 故 称 驻 点 . 

稳定 点 (stable point) 即 “ 驻 点 ”. 

临界 点 《critical point) BPH A”. 

#8 (inflection point) WHE [n] Pic ZI 89 AR. TE 
该 点 两 侧 附 近 , 曲 线 的 严格 凹凸 性 相反 , 即 在 一 侧 严 
格 凸 (四 ) ,而 在 另 一 侧 严 格 凹 ( 凸 ). 行 已 是 拐点 且 
在 已 处 有 切线 , 则 曲线 将 在 尸 处 穿 过 切线 ,而 且 在 
P 点 附近 的 曲线 段位 于 由 该 切线 与 P 处 的 法 线形 
成 的 一 对 对 顶 角 内 . Ep Y ZEE RC y — GO BJ 
图 象 , 且 P(a,f(a)) 是 曲线 的 描 点 , 则 称 a 为 函数 S 
的 拐点 . 行 < 是 二 的 拐点 且 f”(a) 存 在 (有 限 ), 则 
f" (a) —0. R28 在 a ERS C0 IR TE TE X 
f" (a) 0 x — coo, HE a 的 某 个 左 邻 域内 f" Ca) 
290€ 00 FER A BRA f" (X2 0 C00, Wa BH 
点 . BS" a) == fO a=, fF? FE CR IR 
或 无 限 ) (12320, AS (Ca2250, M4 n 是 奇数 时 a 是 

转向 点 《turning point) 平面 曲线 的 升降 性 改 
变 的 点 . 曲线 经 过 它 时 由 上 升 变 成 下 降 ,或 由 下 降 变 
REFR. BS GO TE z 的 某 邻 域内 可 微 , 且 在 ze 的 某 
左右 邻 域 内 导数 请 (z) 异 号 , 则 称 ze 为 f(z) 的 转 
回 点 . 若 在 转 回 点 存在 切线 , 则 此 点 既是 驻 点 又 是 局 
部 极 值 点 . 

鞍点 (saddle point) 多 元 函数 定义 域内 非 极 
值 点 的 驻 点 .因此 , 若 & 是 了 了 的 鞍点 , 当 且 仅 当 万 (Ca) 
—0, HÆ a HEM BMA BLA x 使 f(x) > fa), X. 
有 x 使 fio<fla). 原点 是 双 曲 抛物 面 

x? y! 


z=; — 
a^ oh 


的 鞍点 . 由 于 双 曲 抛物 面 呈 马鞍 形 , 鞍 点 由 此 得 名 . 
寿光 请 曲面 有 鞍点 , 则 该 曲面 在 鞍点 附近 将 被 分 成 
两 部 分 ,一 部 分 在 鞍点 处 的 切 平面 的 一 侧 , 另 一 部 分 
在 为 一 侧 . 

函数 的 零点 (zero of a function) 使 函数 值 为 
0 的 自 变 量 的 值 . 函数 f(x) 的 零点 就 是 方程 f(z) 二 
0 的 根 ( 解 ). 从 几何 上 看 , 即 曲 线 y—/ GO 5 x FA 
交点 的 横 坐 标 . BRS (ar) = Gr ar) Gx) EP or) 
在 x,€ R 附近 有 意义 ,k ARP IER, Aa) 750, 
WW ze 称 为 1 的 & 阶 零点 ,也 称 f (2) =0 Fk EAR x. 
当 & 为 正 整 数 时 ,f(x)= 二 0 有 上 ER ze 的 充分 必要 
条 件 是 : f(a) = f Cro) = e = fP (xo) = 0, 
f(zo) 关 0( 设 这 些 导数 均 存在 ). 

ER T B] c X (Bi (maximum of a function) ” 亦 称 
PK CEA] 28 MT AR E. nx SRR KE. 图 数值 所 能 取 到 
的 最 大 者 . SRM S: ASR BHF aC A, TEM BUS 
LEA, A JSS), M PRAT A 上 存在 最 大 


值 (严格 最 大 值 ), 或 f 在 a 处 达到 最 大 值 ( 严 格 最 大 
值 )f(a),a 是 了 的 最 大 值 点 (严格 最 大 值 点 ). AE 
述 不 等 号 反 回 , 则 得 到 最 小 值 与 严格 最 小 值 的 定义 ， 
最 大 值 .最 小 值 统称 绝对 极 值 或 整体 极 值 . ERICH Je 
大 (小 ) 值 如 果 存 在 , 必 是 惟一 的 ,但 相应 的 最 大 (小 ) 
值 点 不 一 定 惟一 . 在 R” 的 有 界 闭 集 上 连续 的 函数 必 
有 最 大 值 与 最 小 值 . 这 是 判断 一 个 函数 是 否 有 绝对 
极 值 的 主要 依据 . 为 了 求 最 大 、 最 小 值 ,基本 的 方法 
是 : 先 确定 它们 的 存在 性 ,然后 比较 函数 在 驻 点 , 定 
义 域 端 点 或 边界 点 、 不 可 微 点 处 的 函数 值 ,其 中 最 大 
(小 ?的 就 是 最 大 (小 ) 值 .在 许多 应 用 问题 中 ,最 大 值 
与 最 小 值 的 存在 性 往往 可 以 由 具体 问题 的 背景 确 
XE. 最 早 用 微分 学 方法 求 最 大 .最 小 值 的 是 费 弓 
(Fermat,P. de). 他 发 现 了 现在 称 为 费 马 定理 的 极 
值 必 要 条 件 ( 不 是 现在 的 形式 ), 并 认定 函数 在 驻 点 
达到 最 大 或 最 小 值 . 极 值 问题 一 直 是 数学 家 关心 的 
问题 , 有 几 个 数学 学 科研 究 更 复杂 的 极 值 问题 ,例如 
凸 分 析 .数学 规划 、 变 分 学 等 . 

函数 的 绝对 极 大 值 Cabsolute maximum of a 
function) H^ RA B] EA RE. 

函数 的 整体 极 大 值 (global maximum of a func- 
tion) BI“ eS ZI E A RE. 

函数 的 最 小 值 Cminimum of a function) M 
“函数 的 最 大 值 ”. 

函数 的 绝对 极 小 值 Cabsolute minimum of a 
function) Bl" eg AZ Bj E / MEC. 

函数 的 整体 极 小 值 (global minimum of a func- 
tion) Bü" eg ZA BUE (HC. 

ER Sr AY £8 xd ERA (absolute extremum of a func- 
tion) 函数 的 绝对 极 大 值 和 绝对 极 小 值 的 统称 . 

eR ir AY $ BE TR 1A (global extremum of a func- 
tion) ”函数 的 整体 极 大 值 和 整体 极 小 值 的 统称 . 

函数 的 局 部 极 值 (local extremum of a func- 
tion) 局 部 极 大 值 与 局 部 极 小 值 的 统称 . 函数 在 它 
的 定义 域 的 某 个 开 子 集 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . ER 
数 f:4 一 R,a€ 4ACR". 若 存在 a 的 邻 域 UU, 使 对 所 
BxEANU E IWS AaS aSa), WFC) 
称 为 在 a 取得 局 部 极 大 (小 ) 值 ,f(a) 是 f 的 局 部 极 
大 (小 ) 值 ,a 是 f 的 局 部 极 大 (小 ) 值 点 . SHES OOS 
f@ CF GO ZE f Xa) WEN f 0 — f Xa0 (f(x) > f Ca)) 
(x 关 a) 时 , 便 得 到 严格 局 部 极 大 (小 ) 值 的 定义 . 局 部 
极 值 又 称 相 对 极 值 ,因此 ,又 有 相对 极 大 值 . 相 对 极 
小 值 等 名 词 . 当 f (a) 是 局 部 极 值 时 ,a RA f 的 局 
部 极 值 点 . 局 部 极 值 反 映 函 数 的 局 部 性 质 , 它 第 常 不 
是 惟一 的 . 而 且 一 个 函数 的 局 部 极 大 值 不 一 定 比 它 
的 局 部 极 小 值 大 . 用 微分 学 方法 ,可 以 帮助 寻找 函数 
定义 域 的 内 点 中 的 局 部 极 值 点 (因此 ,许多 文献 只 对 
定义 域 的 内 点 定义 局 部 极 值 . 这 里 ,局 部 极 值 点 总 是 


2 学 


AA). 如 果 局 部 极 值 点 是 内 点 , 且 是 可 微 点 ; 则 必 是 
驻 点 ( 费 马 定理 ). 这 样 ,局 部 极 值 点 只 能 在 驻 点 与 不 
可 微 点 达到 . 关于 什么 样 的 驻 点 与 不 可 微 点 是 局 部 
极 值 点 ,除了 用 定义 判断 外 ,在 也 数 性 态 较 好 时 可 以 
用 导数 判断 (参见 “ 极 值 的 导数 判别 法 ”). 

函数 的 相对 极 值 (relative extremum of a func- 
tion) BN“ eg CI a eB ARE”. 

极 值 的 导数 判别 法 (derivative test for ex- 
tremum) ” 即 利 用 导数 来 判别 也 数 的 驻 点 或 可 微 点 
是 否 为 局 部 极 值 点 的 方法 . 设 一 元 函数 f 在 a 的 某 
邻 域内 连续 ,六 F(a) 二 0 或 f(a) 不 存在 或 / Ca) 
=+, FE a WETERAN f aK), E 
a 的 某 个 右 邻 域内 P C2 S0(<0) Wa BS RR 
极 小 ( 极 大 ) 点 . 当 上 述 不 等 式 成 为 严格 不 等 式 时 ,a 
是 严格 极 值 点 . RA. ES aI f" Calpers 
f" (Cay=0. f£? Ca) FFE CH BR RR ZG PRO BARS 
TS NI SS nC DOS SPI a 是 拐点 ; 当 为 偶数 
AF’ (3)220 COD BE a. 是 严格 局 部 极 小 ( 极 大 ) 点 . 
Er IHE E P C32 —0. f" (32220 C00, Dl] a. 是 严格 
局 部 极 小 ( 极 大 ) 点 .上 述 判别 法 只 是 充分 条 件 . 

多 元 函数 的 极 值 的 处 理 方法 与 一 元 图 数 是 类 似 
的 ,但 形式 复杂 得 多 . dE n 元 实 值 函数 1(x) 在 其 驻 
AU a€R' mx pU 内 二 次 连续 可 微 ,a 十 hEU ,大 
对 任意 AAO, 


QCh) = M», Sahih; > 0€ 0), 


Wa 是 上 的 严格 局 部 极 小 ( 极 大 ) 点 ， 若 QUOS, 
Nj a 不 是 极 值 点 ( 即 是 鞍点 ). 即 二 次 型 Q(h) 正 定 
(TE DAY a ee ^ iE HT FE BR 


点 , 半 定 时 无 确定 结论 . 这 样 ,应 用 代数 的 结论 ,二 次 
型 QUOI dERAS ES. 8 
Dif (a) D, Jt (a) D,,f (a) 
a D, J (a) D,, f (a) 
D, d M m D,, f Ca) 


的 ”个 顺序 主子 式 都 大 于 零 时 ,a 是 严格 局 部 极 小 
点 ;n 个 顺序 主子 式 负 、 正 相间 时 ,a 是 严格 局 部 极 大 
点 ; 当 n 个 顺序 主子 式 有 一 个 为 0 时 不 能 判定 ;在 其 
他 情形 ,a 是 贰 点 . 对 二 元 函数 f( 设 驻 点 为 (a ,5))， 
设 
DIM Dj f(a sb) Dif (a D) 
D4f(a,b) Daf(a,b)|' 

则 A20, Dif Ca 5220€ 00 AT, f(a. EH Je io 
极 小 ( 极 大 );4<0 时 , Ca 00 ERA; A=0 时 ,不 能 
判定 . 上 述 判 别 法 中 ,Q@04) 正 是 二 阶 微分 d f Ca) 
=D’ f Ga) h, h), RE  — 7o eR BM A AY — Br SEX 
判别 法 的 推广 . 

ES og TRE B (implicit function theorem) 判定 
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隐 函 数 存 在 及 其 可 微 性 的 命题 . dec da] FY D PRI BE 
1. ZEA F EA la, b) ER? AL C? 


ZEA) (q> 0). 
2.F(a,6)=0. 
3. Fa 029950. 


则 存在 a 的 邻 域 V RE CORR VR, 
使 : 

1. 对 所 有 ce V.AF (a, f(x)) =0,6= fla). 

2: T (a) =F Kas) Fash): 

34 q-0 时, 条件 3 可 减弱 为 存在 00 5j e0, 
使 对 任意 固定 的 € lasati), MMF KF y TE 
(b 一 e,b 十 e) 上 严格 单调 ,但 这 时 结论 2 不 成 立 . 

& 7c [n] E f& ek CB Bs eh BE FN dta 
= (4) saz," a) CR” b= (b; b, ,5,) ER”, (a,b) 
sb) ER” XR”,R”,R” 中 的 
Ah Es A 3 Cxi omo tt xD (yy t Vn de A: 

]l. Fc CF, Fi FJ RMA GHAR E 
CR"*"s1| R" AY C? (422 D2E pg. 

2. F(a,b)=0. 


= (a, sdo st"? shy, T s023 AUT 


3. det 


Ti ca,b)| Æ 0, 
Yi ENE 
DCF,,:,F,) 
ài DCyi ss ys? |a 
则 存在 包含 a WIR VCR” 及 惟一 的 C 类 函数 
f:V—>R", fE: 
1. X xe VA F(x, f(x)) =0,.b=fla). 
2.f'(a)=—B'A, HH 


B= | ov | ,4A=| Zica, b)| 
dy; Qr, 


, 


IE E! 
IKS m 


4, 如 分 别 是 雅 可 比 矩 阵 F Ca, BAY m 列 与 后 
列 所 成 的 矩阵 , 此 定理 的 古典 形式 为 :给 定 ”个 方程 
人 这 0 
FCE, Last Ls Yi stt y = 0， 


ISi jn 


C1) 


Fea oTo? Xu, yis YI $V, = 0. 


在 条 件 1 一 3 下 , ai,4z，…,awm) 的 附近 可 解 出 y;— 


filis Lass Ta)(j 二 1,2,…,n), 并 且 , 对 固定 的 上 
二 ] ,2,…,m, 偏 导数 
af. 
2. (;—1,2;*,n) 
可 以 从 解 n 个 方程 的 方程 组 ( 即 由 所 给 方程 组 (1) 对 
Le 求 偏 导 数 得 到 的 方程 组 ) 
Sao G = 1,2;,*,n) 


得 到 . AES RAE IAT WHE BLE A 
的 空间 上 . 
Bz eh AE HE (inverse function theorem) 关于 
040 


保证 反 函 数 存 在 及 可 微 条 件 的 命题 . 设 
yı = F8 $,?*t* MZ) » 


Y: 一 Jt soy tees eE, s 


Yn = fan 9 Ta Eq) 
Æ — £8 (n Dn zu Bj C? (gq 10 2 p C CBI RE - 
f, GE q 阶 连 续 可 微 ) ,定义 于 R* 中 的 开 集 E E. 
且 在 E Pg 3& Caisar" san)s 
DC fast fa) 
BHO, 
Wi 4} 3 FF LE Caps azs tsan) Cf Cans ays 2,25 
Fg (Qy 525° 5nd 900% fa (ais ago "tsan D ARRIR U A 
V ,使 得 V 是 U ERARAS f D FRR 
Fe TE VE — — AE X. T V By CO 2&8 n TAX m = 
ZAM 9 yos tto Vad 01,2, on) 848 x; —giCfiGai, 
Rag To y fa Use aote s tr Ju OEL ES 94 52) 
X FH Gri x2 m2 € V 成 立 , 还 有 

D(Gni.gscteme? _ DisS ases SaD | 

DCyi yso*** 9 Yn) Detit ana) ` 
H 中 xix eee g Ln) 5 Cus yo» yy, BL KA 由 Ji 
=f Cay Lost tM x—gGueyittiy00,j—1. 
2,… ,7n) 给 出 . 

BQ PR RUE FEY [6] E (PRI RA Of FEMA R” 
HJJF4& E BIR" B6) C? (422 102€ n 75 €n 4) [8] E (ÉL ERI 
X. AP a€ E lib J f Ca) 250, MANE a 5j f Ca) 
的 邻 域 U 与 V, 使 得 f(x) 在 上 U 的 限制 f GO lo 成 为 
U BV 的 双 射 , 且 f GO |o AY Be pa GBR Tg SV 
U Æ CO 28 B] n zu Cn. EO m BA Pf 和 g 的 导数 
满足 Defa) = Dfa), Bl eC f()) = 
Cf' (x) OME R x EU) Si x — f y) — CC, 
fior CDD. y= gla) = (gx), ,p(X)), x 
= (L1 Lz" Ln) yy 一 (yy In) MBA 

D (gi +829°** Bn) _ DSi fost sts)) 

DCyi ys) | se haere op ` 
XY [8] Bt (É PK a. Be PR RE E UP] GRO: A CB [R] 
量 值 函数 的 微分 (R" 上 的 线性 变换 ) 的 矩阵 ( 雅 可 比 
矩阵) 是 可 逆 的 , 则 这 个 函数 是 局 部 可 逆 的 . 34 n—1 
时 ,jz) 和 8&(Cz) 都 是 一 元 ( 实 值 ) 图 数 , 反 果 数 定理 
说 明 :对 于 9 KUZDERE MRR f C) A P Ca) 
天 0, 则 在 a WEARER E , y= f CO B Ic PEE , 
AR RR c= g Gd q 次 连续 可 微 的 ， 

g =g (f(x))=(f a. 
JQ PR RUE FE Ze: ey B PE a RL. J Sf Ca RRE a 的 
某 个 邻 域内 f EB ATI A Be PR. 即使 在 EE 
处 处 Jf(x) 关 0, 也 不 保证 在 EE 上 是 单 射 .例如 ， 
E E=((r,0)|0<r<to,—o<g<too} E X 
F f,O —GrcosÜ.rsin0)R Jf(x)>0,(8 f pE 
单 射 (平面 上 点 的 极 坐 标 不 惟一 )， 


E Ht BY #8 Se HE (dependence of functions) JL 
个 函数 之 间 的 相依 关系 . 函数 组 (作为 问 量 空间 内 的 
向 量 组 ) 的 线性 相关 概念 的 推广 . 设 有 1, 了 :，… fm FE 
定义 在 区 域 DCR” EK n 元 连续 函数 , 硅 存 在 & 及 
Ay fi EAR PEE ee DS Sf, =F CP), 
eee fp) yd pay OD) ee) ol) f. PRA TE DE 
5 Siete T aget a TH X. 这 里 ,下 定义 在 
R” 1! 的 某 个 开 集 上 ,这 个 开 集 包含 在 向 量 值 汤 数 
Gis ers Siis Jiii totam) FARE Co). 
Fe. (x) Fug (xo) fn CDER | |x ECD). F 
是 线性 函数 , 则 上 述 意义 下 的 相关 就 是 线性 相关 . A 


Tied US 中 有 某 一 个 与 其 他 m— 1 个 晒 数 相关 ， 
MRR s fos fs PRA TE D 上 相关 . 否则 称 为 无 


关 的 或 独立 的 . EP 及,f1，… Sm TE BE AT GL, mna 
ED,f= Cfi fos SUI 4 f Cc) BY HEAT bh $B RF 


D,fi(a) Df, (a) D, f, (a) 
f! (a) — "E: (a) s (a) D x » 
D,/,(a) D,f,(a) jus (a) 


fist. Jo X. 因此 , 若 对 任意 
是 m Ds Sistas rs fn 在 D E25 X. XS AE xc 
D, f! (x) KR ABA BL rr msn (AFF a € D. fi 
f GO BS EXON r WE a HEP BRA Si shoot f 
HRA or SPR Kh m —r PRR AIX rT 
函数 相关 . 当 对 任意 xED,f'(x) 的 秩 均 为 r 时 ,在 
DE fif "o dos 中 有 > 个 图 数 无 关 . 例如 ， 对 三 元 
PR fi lrsysz)=xrtytzsf:( zyz) =z +y 
+z’, flr, ysz)= zy t yz+zz (zyzER) ,相应 
的 雅 可 比 和 矩阵 在 R? 的 任意 点 的 秩 都 是 2, 于 是 这 三 
个 函数 中 有 两 个 无 关 , 第 三 个 可 用 男 两 个 表示 . 如 
Si=Sot2fs. M m=n 时 ,连续 可 微 函 数 Jib oye. 
在 D 上 相关 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 雅 可 比 矩 
阵 行 列 式 在 D LIBS FE. 

秩 定理 (rank theorem) 有 关 雅 可 比 和 矩阵 的 秩 
的 一 个 定理 . 设 f 是 从 R” 的 区 域 4 到 R" 的 区 域 B 
HIJE Sx n] GR PR C, TE RET- x € A MDE BY EY HE f' GO 
的 秩 均 为 ror<mor<n, WBS x€ A.TETE x BS 
邻 域 UCC A, ER y € FU) IgE n—r 个 坐标 是 另 > 
AY AB E BY n] x BR RC. 例如 : 设 m = 2, n — 3. F Cu v) 
—(x,y,z)-— (Gv) g (usu) hasv)), usv) E 
A F j3& £n] flt, Gros Yos zo) = Cf osvo) » g Guo? vo? » 
h Cus 092. Fr TE Cus vo ARF AY FE n] EG AB RE 
Vue d 
Eu £v 
h, h, 


的 秩 为 2, 并 且 有 


Wf ,g) 
Au sv) ( 
则 在 包含 (uo,vo) 的 某 个 区 域 上 


HF ,8) 
J(u,.v) 304,0) 9* 


上 述 雅 可 比 和 矩阵 的 秩 为 2. 由 秩 定 理 , 在 (zo,yoyzo) 
的 某 邻 域内 ,F(A4) 中 点 的 坐标 (x,y,z) 可 表示 为 形 
如 zz 二 p(x,y). 这 就 是 说 ,以 参数 式 nm Gov sy 
—g(us,v),z-—h( v) BJ Bl TE FE MT DIT f 
Fi ue d 

dus. Ba " 
的 秩 为 2 的 (wo,vo) 的 曲面 上 的 点 《xo,yo,zo) 附 近 ， 
可 以 用 z 一 2(Z,y) 表 示 ， 

约束 极 值 (constrainted extremum) 亦 称 条 件 
极 值 . 多 元 函数 在 一 定 限 制 条 件 下 的 极 值 . 约束 极 值 
问题 的 典型 形式 是 :已 知 gi: ECR") Reg (x) 
=0,xE DTE (i—1,2,**milsim-«n) ,oK KA 
FER 的 极 值 , 即 求 函数 f(x) 限 制 在 集合 

= (x€ Elg;(x)—0,i—1,2,*,mj 

上 的 极 值 . ETRE f£ GO BR ER e GO 
=0(=1,2, m) HA RIRE. 这 样 , OO ac D 
达到 约束 极 小 ( 极 大 ) 值 ,意味 着 存在 开 球 B Ca 7), 
使 xc DN Ba. NW, fi Sf) fi <fla)). f 
称 为 目标 消 数 ,gi;(x) 二 0 二 1,2,…,m) 称 为 约束 条 
件 . 相对 而 言 ,f(x) 在 其 定义 域 上 上 的 (绝对 、 局 部 ) 
极 值 称 为 无 约束 极 值 或 自由 极 值 . 解约 束 极 值 问题 
的 基本 方法 是 把 它 化 为 新 目标 函数 的 无 约束 极 值 问 
题 . 这 有 两 条 途径 :一 是 设法 取消 约束 条 件 ,例如 从 
所 给 的 m 个 约束 条 件 中 解 出 mm 个 自 变 量 , 设 为 x; 二 


中 (CZo+iyZon+ Lr) t= 1,2, ** m, JE 目标 申 数 变 
成 n—m 元 图 数 el 9s XTCmt+29""" E Cm , 
Xm+29°*° 12049 9 °°* On CEE AET net SF oe re ere 9 °°" 5 


rr) ,然后 求 8 的 无 约束 极 值 ,这 种 方法 称 为 代入 法 . 
或 以 其 他 参数 表示 GS, 2,050), BW x; 
=p; tists th) Rn), B f(x) BM k 6 HK 
(ty stots tom FG startet ote) n Yn Ly ote setts 
ti)) ,然后 求 y 的 (无 约束 ) 极 值 . 男 一 途径 是 不 取消 
约束 条 件 , 把 它 与 目标 函数 一 起 考虑 ,建立 适当 的 新 
目标 函数 . 这 方面 一 种 最 常用 的 方法 是 拉 格 朗 日 冬 
BE CB WA“ A BA FR BOE”). 除了 上 述 等 式 形式 
的 约束 条 件 外 ,还 可 以 用 不 等 式 给 出 约束 条 件 : 
(x)—0 (1=1,2,." ,m1), 
an (@=m,+1,m,+2,°%,m,), 
2x20 (im, -1,m;4- 2,7 m). 
(l<m<n). 
i BU gi (rc) 5 A hp PB Je 2, PE PR PB SU) A D B5) 
约束 极 值 问题 称 为 线性 规划 问题 ,否则 称 为 非 线性 
规划 问题 . 这 些 问 题 在 最 优化 理论 中 研究 . 
54] 
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条 件 极 值 (conditional extremum) 
值 ”. 

拉 格 朗 日 乘 数 法 (method of Lagrange multi- 
pliers) 求 约束 极 值 的 一 种 方法 . 其 基本 思想 是 引 
进 参数 ,把 约束 极 值 问题 化 为 无 约束 极 值 问 题 . 设 需 
要 求 目 标 函 数 SECR) R 在 约束 条 件 g(r) =0 
(g;; E-R,1—1,2,**,m,m«) FIR (B. TR BH H 


即 “约束 极 


乘 数 法 是 :若是 开 集 ,f ,gi;(i 二 1,2,…,m) 都 是 CC? 
Æ, D= {xE Elg: (x)=0,1=1,2, "m )}, 4 E 
Dg: Ca) nxn CB [5] E eR g= Cg 225° LOB 


nf EE 4B EE g(a) PRE m, Dl] f dE a€ D 达到 约束 
极 值 的 必要 条 件 是 存在 常数 AL AR» tet EE E 


D,f(a) + 2, XDjgi(a) = 0 
i=] 


Cj = 1,2,**,7), 
Bl DfCa) +A De (a) +++ -A;Dg, (a) = 
f B3 29 RAR AE AE A eR BL 


= f(x) + > Xgl) 
的 无 约束 极 值 问题 . 这 个 函数 称 为 拉 格 朗 日 函数 ， 


0. 这 样 就 把 


F(x;A) 


Ài s As ttt An BOSE H Fe 3. 拉 格 朗 日 函数 是 
(xy A)= (CTi FELIPE, APP Aps Ans y An) 的 n+m 7L PR 


数 ， 它 的 驻 点 加 上 使 f.g 9829°°° 98m 之 一 不 连续 或 
不 可 微 的 点 及 使 得 矩阵 (Dig'Cz))wxs* 的 秩 小 于 zz 的 
点 ,就 是 所 有 可 能 达到 条 件 极 值 的 点 . 当 这 样 的 点 惟 
一 时 ,往往 可 以 从 具体 问题 的 背景 判断 其 为 极 大 或 
极 小 . 当 有 符 干 个 这 样 的 点 时 , 除 通常 用 拉 格 朗 日 天 
数 的 黑 塞 矩阵 判定 外 ,还 可 用 其 他 方法 判定 . 下 面 是 
其 中 的 一 个 充分 条 件 : 设 了 ,gi1,82，"… ,gm Be CK 
HS s Cx s AoD E PRA BH H PRIZ HI BE A o Fr XT I E 


Y Dyg, oh, = 0 G-—1,2,,m) 


的 h= Ch, shast sh) Æ0 Cx thE DI B(x 702348 


=p, F(x ADR; > 0€ 0), 


则 f(x) 在 xo 处 达到 条 件 极 小 ( 极 大 ) 值 . 在 约束 条 
件 包含 不 等 式 的 情形 ,也 可 写 出 适当 的 拉 格 朗 日 销 
数 并 得 到 类 似 的 必要 条 件 , 这 在 规划 论 中 研究 . 

Het BAA HE BC Lagrange multipliers) JU “fi 
HABA H RRA”. 

拉 格 朗 日 函数 (Lagrange function) FA ALAR BH 
日 乘 数 法 把 约束 极 值 问题 化 为 非 约 束 极 值 问题 时 得 
到 的 目标 函数 (参见 “ 拉 格 朗 日 乘 数 法 ”). 

YJ je) MH (tangent vector) 切线 的 方向 向 量 . 对 
于 曲线 Dix—9GD.t€ [a,b ]. x€ R4 m] i o (zo) 存 
在 且 不 等 于 零 时 , 它 称 为 了 在 点 p(to) 处 的 切 向 量 . 
9 (GO/19 GO | 称 为 曲线 矿 在 q(to) 处 的 单位 切 癌 
量 . 通过 (to) 且 与 切 向 量 P (zo) 平 行 的 直线 就 是 厂 
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在 9(to) 处 的 切线 . 

& fr YJ fo) BE Cunit tangent vector) 
| dd 

法 向 量 (normal vector) Wh) E IE AZ B HE E 

可 量 .空间 曲线 上 一 点 处 的 法 向 量 有 无 穷 个 ,它们 均 

在 过 该 点 与 切 向 量 垂直 的 平面 内 ,这 个 平面 称 为 法 
平面 .对 R” 中 的 曲线 x=—(2) G€ La,b],xER"), TE 
点 9(to) 处 的 ( 超 ) 法 平面 方程 是 mw (to)， (x 一 g(to)) 
三 0. 若 曲 线 在 某 个 平面 内 , 则 曲线 上 一 点 处 的 单位 
法 向 量 中 有 两 个 在 该 平面 内 且 它 们 的 指向 相反 . 平 
面 区 域 及 Rs 中 的 曲面 上 一 点 处 的 单位 法 回 量 有 指 
向 相反 的 两 个 . SHS 的 参数 表示 为 PES, 
DigCP) X Dio CP) 50, 3X H. Di D; 表示 偏 导 数 , 则 
De XD oCPO FRONS S 在 点 书 处 的 法 向 量 . 若 
曲面 S 由 方程 /f(x,y,z)= 二 0 表示 , 则 非 零 向 量 
+grad f(P)=+(fishys fle AS EP WIE 
量 . 特别 地 , 士 ( 广 , 广 , 一 1) 为 由 方程 ze=Sf lay) kK 
示 的 曲面 的 法 向 量 ,平面 cz 十 by 十 cz 一 dzyyyzEG 
R) 的 法 向 量 为 十 (a,6,c). 模 为 1 的 法 向 量 称 为 单位 
T p] Tit. 对 于 闭 曲 面 (平面 财 曲 线 ), 指 回 内 部 的 法 回 
量 称 为 内 法 向 量 , 相 反方 向 的 向 量 称 为 外 法 向 量 . 

法 平面 (normal plane) 见 “ 法 回 量 ” 

单位 法 向 量 (Cunit normal vector) 


J) ml 


W “A 


内 法 向 量 (internal normal vector) JL ^3 [n] 
Sh iX [BE] € (external normal vector) 
m. 

切线 (tangent line) 通过 曲线 上 某 点 的 割 线 
的 极限 位 置 . 设 栈 是 维 欧 几 里 得 空间 R” 的 曲线 ， 
Pel E-S.QEr LA-A.AQBT RTP 
时 ,直线 PQ 趋 于 直线 PT', 则 PT RAT E PAW 
切线 ,P 称 为 切 点 .在 切 点 附近 ,与 其 他 直线 相 比 , 切 
线 与 该 曲线 最 接近 . 切线 与 曲线 不 一 定 只 交 于 一 点 . 
在 一 点 处 可 以 不 存在 切线 . 知 卫 的 参数 表示 为 
=p), tE [a,b], xER", H P HM pt) N p 在 
to RT SA BH. 9' o) AOM LD Æ P 处 存在 惟一 的 切线 ， 
HARA x=9(t,) ttp O CER). SHA EAE 
Xo 处 可 微 的 一 元 函数 y= fo HAR. REA Cy, 
f G2) ARI DAW TEA y = f Gn + P Gn) 
e (r— x). 当 平 面 曲 线 的 方程 是 (x,y) 二 0 时 ,在 
re i Md 

2E Ge) Ge— x) +5 

这 二 oF [ae JF fay te Gr y EAA. 极 
坐标 方程 表示 的 曲线 在 0— 0, 处 的 切线 的 方程 为 


wah tc ee OO ERES 
P = 0(8,)cos(@ — 0,) — p'(G,)sin(@ — 0)’ 


见 “ 法 癌 


Gn Gr yo? =Q, 


对 曲面 S 及 S EWA P.S 上 过 点 P 了 的 任 一 曲线 在 
P 处 的 切线 称 为 S TEP 处 的 切线 .在 公共 点 P 卫 处 有 
相同 的 切线 的 两 条 曲线 称 为 在 P 处 相 切 . 两 个 圆 的 
内 切 与 外 切 是 两 曲线 相 切 的 特殊 情形 . 

法 线 Cnormal) 过 切 点 与 切线 正 交 的 直线 . 通 
过 R” 中 曲面 (曲线 ) 上 一 点 ,并 与 该 点 处 的 法 向 量 平 
行 的 直线 . EVA ILES DJ. p, 法 向 量 为 n, 则 法 线 方 
程 为 x 二 p 十 tn (ER). 对 平面 曲线 f(x,y) 二 0, 在 
(rosy) CF Croy d SOVA E FF AAA A O, Di 
它 在 这 点 的 法 线 方程 为 

Ec. ll I 
Bora de Cx 
曲线 r—9(02,y—9GQMTE t, Abg T £X AEA 
P (ty) G— zro) J GO Cy yo) = 0 
GR Y(to) 和 y(to) 不 同时 为 0). 极 坐标 方程 p 
= p(O) co BY HH GFE 0, 处 的 法 线 方程 为 
E POE (0,) 

b= 9 (8,)C0s (9—6,)+ p(0,) sin (0—0,)' 

切 平面 (tangent plane) 指 过 有 只: 中 曲面 上 的 
一 点 与 该 曲面 的 法 向 量 垂 直 的 平面 . 设 S 是 R 中 的 
Hi TEILS — 9 CD. D 中 点 的 曲线 坐标 为 (u,v), 点 P 
对 应 Plu v) € S.D] S Æ PAH BA n— 9, X 
9. ling, (RA A S YF A RED ns (x 
—9(uo,v,2)—0, EP x— Go yx) €R. dB mE S 
由 z 一 (zy) 给 定 , 则 在 点 (Czoyyoy f Cro» Yo) Ab B 
切 平面 方程 为 

zd (Tos yo) 

DL i 
> 由 SF (rs yz) =0 给 定 , 则 S 在 P = Gros yoyzo) 
处 的 切 平面 方程 为 grad fP) * (x 一 9 G5 0,9) —0 
(gradf (P)S50)4 Hl SCPC ae CP) a) 
十 廊 CP)(z 一 zo) 一 0. 切 平 面 也 可 以 定义 为 由 辣 量 % 
与 确定 的 平面 ,或 将 S 在 已 处 的 切 平 面 定 义 为 有 
下 列 性 质 的 平面 :从 S 上 的 点 Q 到 它 的 距离 与 Q@ 到 
P 的 距离 之 比 当 Q@ 趋 于 PP 时 的 极限 为 0. 


积 分 学 


积分 学 (integral calculus) ”数学 分 析 的 分 支 学 
BL. 即 研究 各 种 积分 (理论 .计算 和 应 用 ) 以 及 它们 之 
间 的 关系 的 学 科 . 数学 分 析 中 的 积分 指 的 是 一 元 和 
多 元 实 函 数 在 黎 曼 意义 下 的 积分 .各 类 积分 中 最 基 
本 的 是 定 积分 和 作为 微分 逆 运 算 并 为 计算 定 积分 服 
务 的 不 定 积分 ,其 他 的 还 有 重 积 分 .曲线 积分 .曲面 
积分 和 各 种 情形 下 的 反常 积分 . 这 些 都 是 定 积 分 的 
推广 . 积分 这 个 词 是 雅 各 布 第 一 ， 伯 努 利 (Bernoul- 
li,Jacob I )F 1690 年 首先 使 用 的 . 1696 年 , 莱 布 尼 
?X (Leibniz, G. W. ) 与 他 确定 用 积分 学 这 个 词 代替 


积 分 学 


莱 布 尼 区 原来 使 用 的 求 和 计算 这 个 名 称 . 积分 学 源 
于 求 曲 线形 的 面积 、 弧 长 和 立体 体积 等 几何 问题 ,以 
及 由 变速 运动 物体 的 速度 求 它 经 过 的 路 程 的 力学 问 
题 . 它 的 思想 萌芽 可 追溯 到 古 希 腊 时 期 用 以 求 面积 
和 体积 的 穷竭 法 . 莱 布 尼 茨 实质 上 接受 了 卡 瓦 列 里 
(Cavalieri, (F. )B. ) 不 可 分 量 法 的 思想 ,将 图 形 看 成 
无 穷 多 个 宽度 为 无 穷 小 的 矩形 之 和 ,从 而 导致 了 积 
分 . 以 求 曲 线 y= 二 x ,xz 轴 与 直线 0. c1 围 成 的 
图 形 面积 为 例 , 莱 布 尼 茨 将 此 图 形 看 做 由 无 穷 多 个 
BA x BA dr WIE 
形 合成 (如 图 ), 这 里 的 
dz 是 无 穷 小 , 它 不 等 于 
0, 但 比 任何 正 数 都 小 . 
这 样 , 所 要 求 的 面积 S 
等 于 无 穷 多 个 rdr 之 
和 . 他 于 1675 年 开始 
用 “|”( 拉 长 了 的 


summa CR M) 的 第 一 
个 字 母 $S) 表 示 求 和 ,于 是 


Goss | rdz， 


这 就 是 积分 . 牛顿 (Newton,I. ) 从 男 一 途径 导致 积 
分 概念 . 他 首先 确定 曲线 下 的 面积 S 对 曲线 的 横 坐 
标 z 的 变化 率 ( 即 导数 ) 为 纵 坐 标 y, 这 样 面积 S 就 
可 以 由 y 经 过 反 微 分 得 出 .在 本 例 中 曲线 是 y=", 
按 牛 顿 的 方法 就 是 先 有 S G0 =y=2" PRS 


一 | zzdz 


(S(z) 是 对 应 于 z 的 变动 的 面积 ). BT, SE fp JE RK 
的 积分 是 无 穷 多 个 无 穷 小 之 和 ,牛顿 的 积分 则 是 反 
微分 .两 人 又 几乎 同时 互相 独立 地 得 出 积分 与 微分 
的 互 道 关 系 ( 前 者 在 1675 年 ,后 者 在 1666 年 ), 由 此 
得 到 在 很 多 情况 下 可 行 的 积分 计算 方法 , 即 通过 求 
原 函 数 算 积 分 ,这 样 积 分 才 成 为 真正 有 意义 的 概念 ， 
它 也 标志 着 积分 学 这 个 新 学 科 的 创立 . 当然 ,牛顿 和 
莱 布 尼 茨 的 积分 概念 是 缺少 逻辑 基础 的 .严格 的 定 
积分 定义 由 19 世纪 的 柯 西 (Cauchy,A. -LAR S 
(Riemann, (G. F. )B. ) 建 立 . 柯 西 事 先 假 定 了 求 积 
分 的 范 数 连续 ,而 且 对 连续 函数 的 积分 存在 的 证 明 
也 不 够 严密 . 黎 曼 则 是 对 有 界 函 数 给 出 积分 定义 , 然 
后 在 此 基础 上 证 明了 连续 函数 的 积分 存在 . 仍 以 上 
面 提 到 的 求 曲线 y= 二 zx? 下 的 面积 为 例 , 他 们 的 作法 
是 : 先 将 区 间 [0,1j 任 意 分 成 n 个 小 区 间 ( 不 一 定 等 
分 )[aiyarrij 人 二 1,2,…,n), 在 任 一 个 小 区 间 [ai， 
az+1j 上 ,以 它 为 底 , 以 其 上 任 一 点 (不 一 定 Sa) 
处 的 曲线 高 度 为 高 作 小 矩形 ,用 这 样 的 小 矩形 并 起 
3k i c ph £X RUE FE 
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数 学 分 析 


S5 = lim > ， (a441 一 Goes 
k=] 


其 中 的 极限 过 程 是 使 所 有 的 小 矩形 宽度 aria 趋 
于 0. 而 这 就 是 黎 曼 定义 的 积分 , 现 已 被 普遍 接受 . 
它 与 穷竭 法 的 思想 有 明显 的 共同 之 处 ,都 是 用 直线 
形 去 逼近 曲线 形 .但 用 穷竭 法 求 不 同 的 曲线 形 面 积 
时 ,用 不 同类 型 的 直线 形 逼 近 , rn AE S DU] — GR FH AB 
JE. 再 者 穷竭 法 还 要 用 反 证 法 去 证 明 所 得 结果 (参见 
“穷竭 法 ”) ,回避 极限 . 而 黎 曼 积分 则 是 建立 在 严格 
的 极限 概念 基础 之 上 的 . TEIL P (18230 A 3E 
(1854) 的 积分 定义 出 现 之 后 ,接着 二 重 积 分 的 严格 
理论 也 有 了 ,积分 概念 被 推广 到 了 无 界 泪 数 , 还 有 各 
种 广义 积分 ,其 中 最 有 意义 的 推广 是 勒 贝 格 积分 ( 参 
见 《 数 学 辞海 ) 第 三 卷 同名 条 ). 

积分 (integral) 各 种 类 型 的 积分 的 统称 (参见 
“积分 学 ”). 有 时 积分 一 词 也 指 求 ( 定 ) 积 分 或 求 原 函 
数 ( 反 微分 ) 的 过 程 . 

定 积分 (definite integral) 积分 学 的 最 基本 概 
念 . 在 历史 上 由 求 面 积 问题 导出 , 菜 布 尼 蒋 (Leib- 
niz, G. W. ) 视 为 无 穷 多 个 无 穷 小 之 和 ,后 经 黎 曼 
(Riemann, (G. F. )B. ) 严 密 化 定义 为 某 种 和 的 极限 
的 量 ( 参 见 “ 积 分 学 ”7, 亦 即 黎 曼 积 分 . 对 于 在 区 间 
La b] EEEX RKR f, 它 在 此 区 间 上 的 定 积分 
《如 果 存 在 ) 记 为 


| redz (或 | / )， 


其 定义 为 : 作 [a,5j 的 任意 分 法 Pia—xmmnmm 
Zz 二 6b, 在 每 个 小 区 间 [zi-1,x;] 上 任 取 一 点 S (ai < 
TE a A n) , 求 和 


0 
i=] 


若 对 于 某 数 卫 任 给 60, EE TERRI OD 0,8 EB 
对 于 满足 

P| = max Cx, — zi) < Ò 
的 任意 分 法 P RIERA 5, Gc KEST, i=l, 
2, n) KRH lop CI —I| «e, Nl f(z) 称 为 在 La,5j] 
ETES Ela b] ERJsETHATEETEO I 称 为 f(x) 
Ela, b] E. CEA a 33] DORER, BD 

je [odz - | f. 


这 里 > FE) Ki— xi) 2p C2) 
称 为 函数 f(z) (相应 于 [a,6] 的 分 法 P 及 点 E 的 取 
法 ) 的 积分 和 . 由 积分 和 op,:(f) 到 求 得 定 积分 值 J 
的 过 程 也 是 一 个 极限 过 程 ,因此 也 记 
I = lim Opl f). 
ERCE 4T HP six eS I] F CARE BR AN R AC ARR BR KS 
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一 类 特殊 形式 的 极限 . 定 积 分 的 两 种 记 法 
| rds 与 


大 致 上 都 是 从 菜 布 尼 菩 开 始 使 用 的 ,其 后 ,经 过 欧 拉 
(Euler, L. ), 48 H n (Fourier, J.-B. -J. 2 dU Ay Pu 
(Cauchy, A. -L. ) 等 人 的 修改 ,逐渐 演变 成 了 这 个 形 


x. 其 中 的 | 称 为 积分 号 ,f(z) 称 为 被 积 函 数 ,z 称 


为 积分 变量 ,La,65j 为 积分 域 ( 积 分 区 间 ),a 为 积分 
下 限 ,6 为 积分 上 限 ,a ,6 统称 为 积分 限 ,表示 积分 变 
量 的 变化 范围 .于 是 ,整个 (前 一 种 ) 记 法 表示 ,函数 
jz) 对 于 工 从 4 到 2 积分 . 当 积 分 变量 不 致 弄 错时 
可 用 后 一 种 记 法 . 

定 积 分 的 主要 性 质 有 (以 下 设 f(zx),g (zx) 都 是 
[a,b] EB RT PR ER C Lo. 8 均 为 实数 ): 

1. (线性 性 ) af 十 Bg TEL a.b] EAR, B. 


| f + Pg) = i + efe. 
2. 若 f(z)<<g(z) 对 一 切 zE[a,6] 成 立 , 则 
[4 < fas) reos: < | gcdz 
若 处 处 f(x) 二 g(x)，, 则 
le < IB - [Fdz < [coda 
3. |f Go) E R, H. 
[ fcoaz | {fend az. 


4. (对 积分 区 间 的 有 限 可 加 性 ) W oct 
ci 都 是 La,6bj 上 的 点 , 则 


[7 [rere | f 


[sc 之 5 时 ,定义 | = 一 | 


5. 第 一 中 值 定理 和 第 二 中 值 定理 (参见 “第 一 积 
分 中 值 定 理 ” 和 “第 二 积分 中 值 定理 ”). 


积分 号 (integral sign)” 见 “ 定 积 分 ”. 
被 积 函 数 (integrand) M ERD”. 


积分 变量 (integral variable) W ERD”. 

只 分 域 (domain of integration) WL ERG”. 

积分 区 间 (interval of integration) “eR 
A. 

积分 上 限 Cupper limit of integration) 
积分 ”. 

积分 下 限 Clower limit of integration) 
积分 ”. 

积分 限 Climit of integration) 
分 下 限 的 统称 . 

IB £8 E (primitive function) 


JL" XE 


见 “ 定 


积分 上 限 和 积 


任何 可 微 函 数 相 


XI ^E BS PH BP. 对 于 函数 SOA PA EEK 
间 I 上 ,处 处 有 F'(r) 二 f(zx)( 即 ff 是 下 的 导 函 数 )， 
则 五 称 为 了 在 区 间 7 上 的 原 也 数 ;不 指明 区 间 时 ， 
就 称 Ef ARR. 由 于 牛顿 - 莱 布 尼 蒋 公式 , 求 
原 函 数 对 于 计算 定 积 分 有 重要 意义 . 因为 导 函 数 是 
达 布 连续 的 ,所 以 上 有 原 图 数 的 必要 条 件 是 了 达 布 
连续 . 又 由 微 积分 基本 定理 ,上 有 原 函 数 的 充分 条 件 
是 f 在 某 区 间 上 处 处 连续 . 若 f 在 La,65] 上 连续 , 则 


[Fod =F Cr) 


是 它 在 La ,oj 上 的 一 个 原 函 数 . JE ROA V] E DL 
B H (Lagrange, J.-L. ) 开 始 使 用 的 . 

不 定 积分 (indefinite integral) 即 一 个 图 数 的 
原 函 数 的 全 体 . 定义 在 区 间 工 上 的 函数 /在 1 上 的 
所 有 原 函 数 都 称 为 它 在 了 上 的 不 定 积分 , 记 为 


[/coàs xx». 


函数 SA IS XE ERAT EUR I EROR PER I] FJ 
f 的 一 个 原 函 数 , 则 


[Gods mc Dod 


其 中 C 为 一 个 可 取 任 意 实 数值 的 常数 (相对 于 z 而 
言 ) , 称 为 积分 常数 . 特别 地 , 当 上 了 在 ar Sb EXE 
续 时 ， 


[fda = | fca +C (a am by, 


这 个 式 子 也 表现 了 不 定 积 分 与 定 积分 的 关系 . FE 
积分 的 “不 定 ”, 就 在 于 常数 C 的 不 确定 性 . 求 f 的 
不 定 积分 而 不 指明 区 间 时 ,可 理解 为 在 f 的 整个 定 
义 区 间 上 求 它 的 不 定 积 

积分 常数 (integral constant) WM PERD”. 

积分 曲线 (integral curve) PRA AIR eRe 
定 积 分 的 图 象 . EH CT eR f HJ eR BK AI EAR IT d 
微分 方程 y =f) WR. AT Oa oy’ = f(a) 
的 任何 解 的 图 象 也 称 为 该 方程 的 积分 曲线 . 

分 法 (division) 亦 称 分 划 、 分 割 . 一 个 区 域 的 
分 解 方法 . 把 直线 上 的 区 间 ( 或 R 中 的 区 域 . 曲 面 、 
曲线 以 至 一 般 集合 ) 分 解 为 有 限 个 至 多 有 公共 边界 
点 的 子 区 间 ( 或 子 区 域 . 小 块 曲面 .小 段 曲 线 . 子 集 ) 
的 并 集 ,这些 子 区 间 (或 子 区 域 等 ) 组 成 的 集合 即 称 
为 原 区 间 (或 区 域 等 ) 的 一 个 分 法 . 若 用 书记 直线 上 
[X B] a ,2 的 一 个 分 法 NER AR 2c: G=0,1, 
2,… ,nn) ,使 满足 arx m Rr—b5,mT lab] 
分 成 为 于 个 小 区 间 的 集合 , 数 | 已 | 王 max(z — z li 
二 1,2,…,n) 称 为 分 法 P BS ER (BK 2m BED. T Pis P: 
都 是 La ,oj 的 分 法 , 且 P; 中 的 区 间 都 是 Pi 中 区 间 的 
子 区 间 , 则 P.TR P. RA. BE Æ R 中 
的 若 尔 当 可 测 集 , 则 其 分 法 P= GS Eo Ee} ,其 


积 分 F 


PE G-—1.2.- 04852 E BE ARHWr BT. 
各 E; 互相 间 至 多 有 公共 的 边界 点 ,它们 的 最 大 直径 
称 为 P 的 模 , 记 为 |P|. 加 密 的 含义 同上 . 曲面 .曲线 
的 分 法 与 此 类 似 , 注 意 分 出 的 必须 也 是 曲面 、 曲 线 . 
分 法 的 概念 主要 用 以 定义 各 类 积分 . 

分 划 (partition) ” 即 “ 分 法 ”. 

4y Èl (partition) ”有 即 “ 分 法 ”. 

分 划 的 模 人 Cnorm of partition)” 见 “分 法 ”. 

分 划 的 细 度 (norm of partition) 见 “ 分 法 ” 

积分 和 (integral sum) 为 定义 积分 而 作 的 某 
种 特殊 的 和 数 . 对 于 每 种 积分 ,几乎 都 有 与 其 相应 的 
积分 和 . 相应 于 区 间 La,6] 上 的 定 积分 的 积分 和 (也 
称 黎 曼 和 ) 是 这 样 作 出 的 : 设 已 是 La,o 的 一 个 分 
法 ,在 书 的 每 个 小 区 间 上 取 一 点 &E[Lz zjG= 
1,2,*,n) ,对 于 在 La,2j 上 有 定义 的 函数 f, 和 数 


Gey) FCG ue 


称 为 图 数 了 在 区 间 [La,o 上 关于 已 及 (人 6) 
的 积分 和 .各 了 在 区 间 [La,5j 上 可 积 , 则 定 积 


| 大 《二 Ja 


可 说 成 是 地 的 积分 和 当 分 法 无 限 加 细 (| 己 | 一 0) 时 
的 极限 . 其 他 各 种 积分 (不 定 积分 与 广义 积分 除外 ) 
的 积分 和 定义 及 其 与 积分 的 关系 跟 这 里 说 的 类 似 . 
艇 曼 和 (Riemann sum) 与 定 积分 相应 的 积分 
和 (参见 “积分 和 ”). 有 时 把 黎 曼 意义 下 的 其 他 积分 
也 称 为 黎 曼 积分 , 则 相应 的 积分 和 也 可 称 为 黎 曼 和 . 
达 布 和 (Darboux sum) 与 积分 有 关 的 一 种 和 
式 . 上 和 与 下 和 的 统称 . 若 了 是 区 间 La,oj 上 的 有 界 
函数 ,P BW xoci t ,Xs) 为 分 点 集 的 La,5j 的 任 
BADE a =x. <ax,=b,M, 5m; 分别 是 在 
[x;-1,Xi] 上 的 上 确 界 和 下 确 界 , 则 下 面 两 个 和 数 


Sp(f) = SMG: — req 
i=] 


sp(f) =) mx) 
i=] 


分 别称 为 函数 f 在 La,5] 上 关于 分 法 P 的 上 和 与 下 
A. 达 布 和 是 达 布 (Darboux, (J.-)G. OF 1875 年 引 
进 的 , 它 的 意义 在 于 : 
lim (eC) 一 Sp Cf) — 0 

C Ab BR BR AO a X. 5j xg PA oP E PY BID EA I ER 
数 f 可 积 的 充分 必要 条 件 . X F Ze 76 Pw ACA n] EZ 
类 似 的 达 布 和 的 概念 , 它 与 相应 重 积 分 的 关系 也 与 
上 述 类 似 . 

上 和 (upper sum) WGKA”. 

达 布 上 和 (Darboux upper sum) 

黎 曼 上 和 (人 (Riemann upper sum) 


即 Pop 
BP“ E. 
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数 学 分 d 


下 和 (lower sum) Jl“ fud. 

达 布 下 和 (Darboux lower sum) 

黎 曼 下 和 (Riemann lower sum) B^ FAI”. 

Ze € | #14) (Riemann upper integral) 当 分 
t ZG PR An HE EA AR BR. ARR f 在 La,5j 上 的 
黎 曼 上 积分 记 为 


即 “下 和 


f fIG)dz, 


BAEXTlalB99DÉ EP HEM SANOT 
确 界 , 即 


| rodz= lim Se(f)= inf Se) 
(其 中 P 表示 La,6bj] 的 所 有 分 法 之 集合 ). 与 此 类 似 ， 
4 FRB /关于 La,6j 的 任意 分 法 P 的 下 和 当 分 法 


无 限 加 细 时 的 极限 ,或 对 于 所 有 分 法 P 的 上 确 界 ， 


| f(r)dr= lim sp(f)=sup sp(f) 
Ja |P|+0 PEP 


(参见 " 达 布 和 ”). 有 界 图 数 f 可 积 的 充分 必要 条 件 
是 f 的 黎 曼 上 、 下 积分 相等 . 当 f 的 歼 曼 上 、 下 积 
相等 时 ,它们 也 等 于 了 了 的 定 积 分 值 . 黎 曼 上 、 下 积分 
的 名 称 和 记号 是 沃 尔 泰 拉 (Volterra,V. ) 于 1881 Æ 
引进 的 . 

Ze TES (Riemann lower integral) 
R ER”. 

a5 ELRES integral with changing upper lim- 
it) 变动 区 间 上 的 定 积分 . 设 了 在 区 间 [La,o] 上 可 
识 , 则 对 任意 Ze [a,b]; PRI a f Fla, cJ Ea, 
fA 


UNE 


|s (dt 


BA f 的 变 上 限 积 分 , 它 在 La,bj] 上 是 xz 的 函数 . 特 
别 地 , 当 Sf 在 La,b] 上 连续 时 , 则 


d va 
à; | [Ode =F CL): 
由 此 可 见 , 这 时 
Fe | fear 


是 f GO BS — ^ JS C. TAE n] AU: HE BE RY HY JD BR 
Bi — XE FE JH BI STR E SE pC BY) Jt PRU TE XE E. 

35 0 ik (method of exhaustion) 历史 上 用 以 
求 面积 和 体积 的 一 种 方法 ,用 积分 (方法 ) 求 面积 
思想 渊源 之 一 . 一般 认 为 ,穷竭 法 是 由 欧 多 克 索 斯 
(Eudoxus, (C)) 8i] sr. B3 , Bu] A 2K 28 (Archimedes ) 把 
它 发 展 到 了 顶峰 .穷竭 法 这 个 名 称 则 是 在 16 或 17 
世纪 才 使 用 的 . 用 穷竭 法 求 曲 线形 的 面积 包含 两 个 
步骤 :首先 要 根据 曲线 形 的 几何 特性 , 选 定 用 某 种 类 
型 的 直线 形 去 逼近 . 像 阿 基 米 德 求 圆 的 面积 时 ,用 内 
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接 或 外 切 的 正 22(2 之 2) 边 形 去 逼近 圆 ;而 他 在 求 抛 
物 弓 形 PQq 的 面积 时 ( 见 图 ), 先 Q 
TE /APQq CP 是 该 段 抛物 线 弧 的 
顶点 , 即 弧 上 到 号 形 底 边 的 垂 线 
距离 最 大 的 点 ,也 是 过 底 边 Q¢ 
的 中 点 Y 平行 于 抛物 线 对 称 轴 
的 直线 与 弧 的 交点 ), 再 在 以 
APR 的 为 两 边 为 底 边 的 两 个 qr 
号 形 内 ,类 似 地 , 作 人 APQR 和 
和 APar, 如 此 下 去 得 到 一 系列 三 
角形 . 阿 基 米 德 就 用 由 这 些 三 角形 组 成 的 内 接 多 边 
形 去 有 逼近 抛物 号 形 , 由 此 求 得 其 面积 的 值 .然后 用 反 
证 法 ( 穷 举 法 ?证 明 曲 线形 的 面积 等 于 求 得 的 值 . 这 
种 方法 蕴含 了 极限 思想 的 萌芽 (在 第 二 步 的 证 明 中 ， 
用 到 当 内 接 多 边 形 的 边 数 很 大 时 ,以 其 边 为 底 的 曲 
线 己 形 面 积 之 和 可 小 于 任何 给 定 的 正 数 ) ,但 它 不 是 
极限 方法 ,也 没有 无 穷 小 的 思想 ,而 恰恰 由 于 表达 上 
排除 了 极限 ,而 需要 第 二 步 的 证 明 . 用 积分 求 面积 
时 ,在 区 闻 的 分 法 基础 上 , 作 小 矩形 的 面积 之 和 通 近 
曲线 形 面积 的 作法 ,肯定 继承 了 穷竭 法 前 一 步 的 思 
想 , 而 穷竭 法 由 于 要 根据 曲线 特点 确定 内 接 直 线形 
的 类 型 ,因而 只 在 少数 特殊 情况 才能 奏效 ,局 限 性 很 
大 ,不 如 用 积分 的 方法 是 程序 化 的 ,具有 一 般 性 . 23 
总 一 词 的 含义 可 以 从 两 个 方面 来 理解 :首先 它 是 用 
边 数 无 限 增加 的 内 接 直 线形 去 “穷竭 ”曲线 形 ; 其 次 ， 
在 后 一 步 的 证 明 中 , 它 要 “穷竭 ”曲线 形 面积 与 所 求 
得 的 数值 之 间 大 于 、 小 于 和 等 于 三 种 关系 ,否定 前 两 
种 而 得 出 所 需 结 论 . 

黎 曼 积分 (Riemann integral) 即 定 积分 . 由 于 
HI ENR YE hR (Riemann, (G. F. )B. ) 给 
出 的 , 故 有 此 名 . 数学 分 析 中 的 各 种 积分 都 是 它 的 推 
广 , 因 此 ,这 些 积分 也 被 冠 以 黎 曼 的 名 字 , 或 说 是 在 
黎 曼 意义 下 的 积 

黎 曼 可 积 函 数 (Riemann integrable function) 
即 其 定 积分 ( 黎 曼 积分 ) 存 在 的 函数 . 在 数学 分 析 中 ， 
BBS KPH Re +, BREA up pea ,或 
BK VA BRL 2C n] FR OT SET EC A) TT i. 函数 二 在 区 间 7 
上 可 积 的 必要 条 件 是 :了 在 上 上 有 界 ; 可 积 的 充分 条 
件 是 :f 在 闭 区 间 上 连续 或 单调 ;可 积 的 充分 必要 条 
件 是 : 它 的 黎 曼 上 .下 积分 相等 或 

lim Yow — z;.1) = 0 
(此 处 了 为 了 的 任 一 分 法 ,P Bn PDR. Bt 
小 区 间 是 [xi_1 si]: 


w; = sup |fCr) — f(x)| 
rz E[r; oz] 


为 f(z) 在 [xi-1,xi;] 上 的 振幅 ). 函数 了 在 区 间 了 上 
可 积 的 最 次 刻 的 特征 是 由 勒 册 格 (Lebesgue,H.L. ) 


lav} 
< 


q 


T 1904 年 给 出 的 下 列 条 件 :f 在 IT 上 有 界 且 间 断 点 
集 的 勒 贝 格 测度 为 0. 

44 XT RI 8 eA (absolutely integrable function) 
指 绝对 值 可 积 的 函数 . 对 黎 曼 积分 (包括 重 积 分 》, 可 
积 函 数 必 绝对 可 积 , 且 函数 的 绝对 值 的 积分 不 小 于 
该 函数 的 积分 的 绝对 值 , 即 


| [fede |« f |r laz. 


但 在 黎 曼 意义 下 绝对 可 积 的 函数 不 一 定 可 积 . 例如 ， 
在 有 理 点 等 于 1 在 无 理 点 等 于 一 1 BUG. 对 一 元 
函数 的 广义 积分 ,情形 极 不 相同 :|f(z) | 广义 可 积 
《 即 f(x) 的 广义 积分 绝对 收敛 ) 时 广义 可 积 , 反 之 
不 一 定 .对 广义 重 积分 ,通常 采取 这 样 的 方式 定义 : 
使 绝对 可 积 与 可 积 等 价 , 即 广义 重 积 分 收 钱 当 且 仅 
当 它 绝对 收敛 . 

Wee (ordinate set) 一 种 实数 集 . 设 S EE 
义 在 集 ACR" 上 的 非 负 函数 .R” 的 子 集 { (zi, zx;， 
"s a | 人 e. xu) CASOS ni Gn 
Lost s PERJJ Fr) E A 的 纵 标 集 . E 了 连续 且 n 
=] 时 ,通常 称 为 曲 边 梯形 .2 一 1 且 了 可 积 时 , 匣 4 
二 La,5bj, 则 纵 标 集 的 面积 是 


| feoda: 


A ACR" Jé EAR 2H WT ih] KR CHIPS AR RE 
的 体积 的 区 域 ),f 连续 , 则 纵 标 集 是 n 十 1 BER RY 
可 测 的 , 且 体 积 


| fdr G = ripae) 
A 


H 332 HE JÉ (trapezoid with curve side) 
标 集 ”. 

微 积分 基本 定理 (fundamental theorem of cal- 
culus) ”沟通 积分 与 微分 关系 的 重要 命题 .有 以 下 
两 种 形式 : 

1. 若 一 元 函数 了 在 区 间 La,oj 上 可 积 ,又 令 


G(x) 一 | rood: (axxr<b), 


则 在 f 的 任意 连续 点 xo 处 ,函数 C n] HH, AG’ Cr) 
=f (xo). 特别 地 , 若 了 在 [ea,5 上 连续 , 则 CC 是 了 在 
Lab] E RS — ^ Ji e C. 也 就 是 说 ,连续 函数 的 原 函 
数 一 定 存在 . 

2. 大 函数 了 在 区 间 [Le,2j 上 可 积 且 存在 原 函 数 ， 
则 对 于 了 的 任 一 原 函 数 下 ,有 


| Fdz = F(b) — F(a). 
XX 2. 中 的 公式 又 称 牛 顿 - 菜 布 尼 区 公式 , 它 是 形式 
L 的 推论 . 当 上 了 是 连续 函数 时 ,形式 1. 和 形式 2. 的 
结论 可 改写 为 


见 纵 


[ee] = f(x); 


| Fide = FOE. 


由 此 可 见 , 微 积分 基本 定理 的 重要 意义 在 于 :揭示 了 
在 一 定 范 围 内 ( 先 积分 时 要 求 被 积 函 数 连续 , 先 求 导 
时 要 求 导 函数 连续 ), 积 分 与 微分 ( 求 导 数 ) 是 互 逆 的 
运算 .同时 ,牛顿 - 菜 布 尼 欧 公式 还 给 出 定 积分 的 一 
种 重要 而 有 效 的 计算 方法 . 微 积 分 基本 定理 最 初 由 
+ tii (Newton, I. 2 (1666) f 3€ fh JE X (Leibniz, G. 
WwW.)(1675) 发 现 并 用 于 计算 积分 .对 它 的 第 一 个 严 
格 的 叙述 和 证 明 ( 对 连续 函数 ) 由 柯 西 (Cauchy,A. - 
L.) F 1823 年 给 出 ,上 面 叙 述 的 牛顿 - 菜 布 尼 蒋 公式 
的 条 件 是 达 布 (Darboux,J.-G. ) 于 1875 年 给 出 的 . 

牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 (Newton-Leibniz formula) 
联系 积分 与 导数 的 公式 . 即 指 下 列 公 式 ; 当 f 在 区 间 
[La ,8 上 连续 ,下 是 大 的 任 一 原 函 数 时 ， 


| Fda = F(b) — F(a). 


这 里 的 (6) 一 f(a) 常 记 为 F(z) |. 所 以 ,此 公式 的 
和 常用 形式 为 


b 
| Fda eor 


Cf ee F E f Mmm. 

它 给 出 了 定 积 分 的 一 个 常用 的 有 效 计算 方法 (参见 
“ 微 积分 基本 定理 ”)， 

$8 — $8 4y rh f& E JE (first mean value theorem 
for integrals) 有 关 积 分 平均 值 的 定理 . 该 定理 断 
言 : 若 函数 fog TEIXIBI[a.5] En T fH, g 不 变 号 ,MI， 
m 分别 是 在 La,5j] 上 的 上 、 下 确 界 , 则 存在 ve 
[m, M], fi 


| fr)g lr)dz = uj zs 


| (IERIE = £c gGoda. 
特别 地 , 当 g=1 时 ,有 


| f@ de = nb — a) CE f(x) TR 


b 
或 | fGDdz = ft — GE f(x) 连续 ). 


在 几何 上 ,这 表明 :f(x) 宇 0 时 ,由 曲线 y — f(r). É 
线 xz= 二 a,x= 二 6b,y 二 0 包围 的 曲 边 梯形 的 面积 等 于 以 
区 间 [La,6] 为 一 边 ,适当 的 py 或 f($) 为 男 一 边 长 度 
的 矩形 的 面积 . 对 广义 积分 ,第 一 积分 中 值 定理 仍然 
RAAF g 可 积 的 条 件 改 为 广义 可 积 且 有 界 ). 对 定 
LER 中 的 奉 尔 当 可 测 集 A 上 的 函数 BER 
分 ,第 一 积分 中 值 定 理 也 成 立 . Ti PR RL f,g:A—R 可 
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积 ,g 不 变 号 ,MM,m 分 别 是 了 在 4 上 的 上 .下 确 界 ， 
则 存在 Elm, M], fi 


| fee cde = u| g(a)dx. 
此 外 ,者 4 连通 ,jxz) 连 续 , 则 存在 上 E 4, 使 
| fadr 一 f(® | gdx. 
特别 地 ,有 
| fonds Sal 


a | fdr = fA. 


这 里 |4| 表 示 4 的 者 尔 当 容 度 . 

第 二 积分 中 值 定 理 (second mean value theo- 
rem for integrals) 定 积 分 的 又 一 中 值 定 理 . x PR 
数 g 在 区 间 [a,5] 上 可 积 . 车 f(z) 之 0, 且 递减 (或 递 
增 ), 则 存在 EE[La,bj, 使 


| reaz = fo | gde| | fede = fao [ gaz] | 
E f 单调 , 则 存在 EE (a,b), fi 
| ee ee ea f) [ gdz i fO» | gáz. 
a a Ü 


这 个 定理 是 博 内 (Bonnet，P. -0O. ) 于 1849 年 发 表 
的 ,因此 又 称 为 博 内 中 值 定 理 . 其 中 等 式 右 边 两 项 的 
系数 还 可 进一步 改进 : 当 上 了 递减 时 , f(a), FCAT VA 
FA aS flat) BSO WER a, 8 RE 
f RIAT, a A Aa a flat), pSfo—) BS 4E 
意 a 8 代替 . 特别 地 ,定理 中 的 fla). fA A 
flat), fb—) RE. 对 无 穷 积分 ,增加 条 件 f(x) 有 
寞 后 ,第 二 积分 中 值 定理 仍然 成 立 . 

博 内 中 值 定理 (Bonnet theorem of mean value) 
即 “ 第 二 积分 中 值 定理 ”. 

若 尔 当 容 度 (Jordan content) 长 度 ( 或 面积 、 
体积 ) 概 念 的 一 种 推广 . 以 平面 情形 为 例 , 设 4 为 zy 
平面 上 的 有 界 点 集 , 先 用 平行 于 r 轴 和 平行 于 y 轴 
的 直线 ,将 zy 平面 分 为 边 长 为 1 的 闭 正方 形 网 格 ， 
第 二 次 再 将 这 每 个 正方 形 分 为 四 个 大 小 相同 的 闭 正 
方形 ,如 此 下 去 . AK, 表示 至 少 含 4 的 一 个 点 的 那 
些 第 ”次 所 得 闭 正方 形 组 成 之 集 , 用 G, 表示 第 ”次 
得 到 的 正方 形 中 全 部 含 于 A 的 那些 组 成 之 集 , 并 且 
FH LK, [RI IG, | 分 别 表示 K, AG, 中 的 闭 正方 形 的 
AS A. RK YCA) Sinf (| K,| | 221,2.) 
YCA) —supt|G,| | x 二 1,2,…) 分 别称 为 4 的 外 容 
度 和 内 容 度 . 当 A 的 内 .外 容 度 相 等 时 ,4 称 为 若 尔 
当 可 测 , 这 个 公共 值 称 为 4 的 若 尔 当 容 度 ,简称 容 
度 , 记 为 |4|. 对 直线 上 以 及 一 般 R" 中 的 集合 可 以 
类 似 地 定义 它 的 可 测 性 及 容 度 . 可 以 证 明 ,一 个 集合 
在 若 尔 当 意义 下 可 测 与 否 以 及 可 测 时 的 容 度 数值 ， 
与 上 述 定义 中 的 分 法 及 坐标 轴 方 向 无 关 . 
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GK 4A BE RU HE fà. .单调 .有限 可 加 及 在 正 交 
变换 下 (可 测 性 及 容 度 ) 不 变 等 性 质 . 它 是 由 佩 亚 诺 
(Peano,G. ) F 1887 ^E. 47K 34 Jordan, M. E.C.) 
T 1892 年 提出 的 . ELA 4 EK 1893 年 出 版 的 《分析 
教程 ) 中 对 它 作 了 详细 阐述 ,提出 的 目的 主要 是 为 了 
完善 黎 曼 意义 下 的 二 重 积 分 理论 . 黎 曼 积分 只 能 在 
者 尔 当 可 测 集 上 进行 . 若 尔 当 容 度 是 与 黎 曼 积分 相 
适应 的 , 它 的 局 限 性 在 于 ,可 测 集 类 不 够 广泛 和 只 有 
有 限 可 加 性 (例如 有 理 点 集 就 是 不 可 测 的 ). 这 也 说 
明了 和 歼 曼 积分 的 局 限 性 . 

内 容 度 (inner content) 见 “ 和 者 尔 当 容 度 ” 

外 容 度 (outer content) 见 “ 若 尔 当 容 度 ” 

若 尔 当 可 测 集 (Jordan measurable set) 其 若 
尔 当 内 、 外 容 度 相等 的 有 界 集 . 有 界 集 4 若 尔 当 可 
测 有 许多 充分 必要 条 件 ,4 的 边界 的 若 尔 当 容 度 为 
0 是 其 一 . 由 此 可 见 , 通 常 的 图 形 如 多 边 形 、 球 形 和 
多 面体 形 区 域 都 是 若 尔 当 可 测 集 ,但 也 很 容易 举 出 
者 尔 当 不 可 测 集 来 (参见 “ 若 尔 当 容 度 ”). 

累 次 积分 (repeated integral) 亦 称 逐次 积分 . 
多 元 函数 的 一 种 积分 . 指 多 元 函数 对 它 的 所 有 各 个 
自 变量 按 某 种 次 序 逐 次 求 ( 单 ) 积 分 . 例如 


[Leon 
s [ires] 


都 是 累 次 积分 ,前 者 是 先 固定 x 对 y 积分 (结果 是 x 
AY PRB)» Ra RT x 积分 (结果 是 数 ); 后 者 是 先 对 
x REM y 积分 .通常 把 它们 分 别 写成 


b d 
| dz| f(r,y)dy 


与 | ay f IG, y2dz. 
当 ff 在 1 二 [a,65jXLc,4dj 上 可 积 时 ,它们 都 等 于 二 
E RA 4) 
{| PEE yaa 
BSED LVR, MEM Dn cnm 
D= ((2.9) |Q@ (tr) Syse (r);a Krb}, 


其 中 y= 二 gp (DA y= 二 G(x) 都 是 逐 段 光滑 曲线 , 则 f£ 
在 D 上 的 二 重 积 分 可 化 为 如 下 形式 的 累 次 积分 : 


b Py (x) 
|[ fs odzdy = | dz| f(x,y)dy. 
D a p GO 


一 般 来 说 ,n 重 积 分 可 化 为 先后 积分 n 次 的 累 次 积 
分 . 累 次 积分 是 计算 重 积 分 的 主要 工具 . 


逐次 积分 (successive integral) Il“ E 1X fH 
Ar". 
二 重 积 分 (double integral) 二 元 函数 的 定 积 


分 .大 了 是 定义 在 xy 平面 内 的 者 尔 当 可 测 集 E E 


A AF RR, P E E 的 任意 分 法 ,P= {E,E,,…， 
Ey} ERD E: HERA) ARTERA IAE 
给 s>0, 都 存在 O> 0, EEEE PI 的 分 法 
P 和 任意 的 (6,7.) CE G=1,2. JD. RA 


| IET |E.| —I|<e, 


则 函数 称 为 在 上 可 积 ,T 称 为 在 上 的 二 重 
积分 , 记 为 


I = [|A ydzdy, 


这 里 五 为 积分 域 ( 平 面 上 的 集合 ),z 和 y 为 积分 变 
量 ,jz,y) 为 被 积 函数 ,用 两 个 积分 号 “ | ”表示 二 


重 积分 . 若 用 一 个 字母 表示 平面 上 的 点 ,二 重 积 分 也 
可 写成 


| fade xi 7. 
后 一 种 写法 不 写 出 积分 变量 ,特别 在 非 计算 的 场合 
常 这 样 写 . 这 时 记号 的 外 形 几乎 与 定 积分 相同 ,但 从 
积分 域 已 是 平面 区 域 还 是 直线 上 的 区 间 ,可 以 确定 
它 表示 的 是 二 重 积分 还 是 定 积分 . 二 重 积分 的 主要 
ERA: 

1. 定 义 在 若 尔 当 容 度 为 0 R EKETE A R 
数 都 可 积 , 且 积 分 值 为 0; 改 变 函数 六 在 若 尔 当 测度 
为 0 的 集 上 的 值 ,只 要 它 仍 保持 有 界 , 则 的 可 积 性 
与 积分 值 都 不 改变 . 

2. 若 fg EA ETR, H FG Ges) JU 


[| fc dad < || g Go wardy, 


A A 


特别 地 ， 
| fce.srdedy < [| fea, aza. 
3. (线性 性 ) * f,g 在 4 上 可 积 ,a,B HER, 
则 af 十 Bg 在 A 上 可 积 , 旦 
| (af Gr, y) + Be(x,y))dzdy 


A 


— @ || fr dad + 8 fece wardy : 
4.〈 对 积分 域 的 有 限 可 加 性 ) xp SE A.B 上 可 
积 , 且 4 与 已 至 多 只 有 公共 的 边界 点 , 则 
|| £c odzdy 


AUB 


= || Fe.» dedy JE ike: ‚y)dzdy. 
A B 


5.〈 积 分 中 值 定 理 ) 若 f,g 在 A 上 可 积 , M= 
sup (f(x) |xE€ Aj).,m-infif(x2|x€ A),g TE A E 
不 变 号 , 则 存在 u WE mM, ,使 得 


|| fGc Go wdrdy 一 Hu |] Godd. 


特别 地 , 当 4 为 区 域 ,f ER, EXEC D € 4, 使 
得 

[Fee ,y)dzdy nS Te.) || Gc oodd. 
à A 


二 重 积 分 的 直接 计算 方法 主要 是 化 为 累 次 积 
分 .二 重 积 分 也 可 通过 换 元 (变量 替换 ) 进 行 计算 , 具 
体 方法 参见 有 关 条 目 . 当 jz,y) 之 0 时 ,二 重 积 


| fxr,y)drdy 


D 


在 几何 上 表示 以 曲面 z= 二 f(x,y) 为 项 ,区 域 D 为 底 
的 曲 顶 直 柱 体 的 体积 . 

Hr multiple integral) 多 元 图 数 的 定 积 
分 .一 般 的 x 重 积 分 的 定义 与 二 重 积 分 定义 类 似 , 只 
不 过 积分 域 的 分 法 是 将 它 分 成 维 子 区 域 的 并 集 ， 
然后 在 每 个 小 的 维 区 域 上 取 一 点 , 求 出 在 这 些 点 
被 积 晴 数 的 值 ,再 作 积分 和 ,最 后 求 出 积分 和 当 分 法 
无 限 加 细 时 的 极限 (如 果 存 在 ). nn 重 积 分 的 性 质 也 
与 二 重 积 分 类 似 . 相对 于 重 积 分 ,一 元 函数 的 定 积分 
t. YR SU BI. n 重 积分 的 记号 是 


nif 


p 


IDEE sT? .*** „T, dri dr; dr, 
D 


或 简 记 为 
| f(x)dx. 


DER” 


如 三 重 积分 是 
Ji f Gr, y ,z)dxdydz. 


EA AS} (single integral) MERG”. 

三 重 积分 (triple integral) 见 “ 重 积分 ” 

黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 (Riemann-Steinmetz in- 
tegral) ”简称 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 . 歼 曼 积分 的 一 种 推 
广 . 它 是 一 个 因数 关于 另 一 个 图 数 的 积分 . X PRK f 
和 < 在 La,oj 上 有 界 , 已 是 La,o 的 分 法 , 数 


oP, fra) = MfG) — aG 1)) 


(ELz-izj) 称 为 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 和 . AER 
7, 对 任何 > 0, FETE O> 0, HIP I|<O AY, |o(P, f£. 
—I|<e, MIRA oP, f,a)4|P|>0 时 的 极限 ， 
in 

lim o(P,f,a=T, 


|P|-0 


I Ej f Ela bl EXX-F o 的 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 , 记 为 
| Fadala) 或 | fda G f,a 的 自 变量 为 zx). 


S 称 为 被 积 函 数 ,a 称 为 积分 子 . 同时 函数 f 称 为 在 
Lab] EXE T a 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 可 积 , 记 为 了 E 
Fla). 显然 , 当 wGz)= 王 工时 ,斯 蒂 尔 杰 斯 积分 成 为 黎 
曼 积 分 .但 由 于 w“ 可 以 是 间断 函数 ,因此 ,斯 蒂 尔 杰 
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斯 积分 比 黎 曼 积 分 广 得 多 ,并 且 有 一 些 不 同 的 性 质 . 
当 /与 a 满足 下 列 条 件 之 一 时 ,f€ 统 (Qa); 

l. f 连续 ,a RAAB WM. 

2. f RES n] AR, EAE TEES PCR TE. 

3. f EARRAK a 连续 . 

4. 了 黎 曼 可 积 ,存在 绝对 可 积 函 数 e ,使 


alr) =c 十 | g (dt 


(c 是 常数 ,zx € [a,b p. 
Fy — Ta B E 4 递增 , 则 SE COM EI E 
与 a 没有 公共 间断 点 . 如果 下 列 条 件 之 一 成 立 : 
1. f € Zt Ca) , a 连续 可 人 微 ; 
2. f 歼 曼 可 积 ,a 可 微 且 其 导数 o RT ER, 
那么 计算 斯 带 尔 杰 斯 积分 可 以 化 为 黎 曼 积分 : 


MS - MSS (z)dz, 
又 在 上 段 4 的 条 件 下 ， 
[r= [v 


St i AR AS LEA AT IE BLU AR ANT (Steinmetz, T. 
(J). ) 于 1894 年 研究 展 布 在 直线 上 的 质量 时 引进 
的 . 它 有 许多 应 用 . 例如 ,曲线 积分 就 是 一 类 斯 蒂 尔 
杰 斯 积分 . 这 种 积分 还 有 其 他 的 等 价 的 定义 方法 ， 

黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 和 (Riemann-Steinmetz sum) 

见 “ 黎 曼 - 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 ” 

积 分子 (integrator) 见 "“ 黎 曼 - 斯 蒂 尔 杰 斯 积 
ah 

[x ike (region function) 以 区 域 为 自 变 量 
AY PR C. ERA n CN, 4 DER 中 的 区 域 ,而 
对 DD 的 每 个 子 区 域 D', 对 应 着 惟一 的 实数 ,这 个 对 
应 关系 (法 则 )F 就 称 为 定义 在 D 上 的 一 个 区 域 孙 
数 . AMT D 的 任意 两 个 没有 公共 内 点 的 区 域 D, 
和 D2, 还 满足 FCD1UD;,)==F(Di) 十 F(D,) (D, U 
D; 仍 为 区 域 时 ), 则 下 可 进一步 称 为 加 性 区 域 了 号 数 . 
n=1 Kf, OI PE DX 3 eg 2C RT WR 29. Gm tE) EX: [8] e& 2c. 
BF Oy Tr P EAE DC 3 pL i CK [8] PURO AY EEF 
RA Tin PE DC 39i eg BK CDK [8] eR 230 . A AY AE FH BR BK 
定 积分 表示 . 例如 ,面积 、 体 积 、 位 移 、 功 等 都 是 加 性 
区 域 ( 区 间 ) 孔 数 , 因 此 ,它们 都 能 用 重 积分 或 定 积 
来 进行 计算 ;而 像 平 均 速度 .平均 密度 、 曲 边 梯形 的 
平均 高 度 这 些 物 理 量 和 几何 量 , 则 是 没有 加 性 的 区 
域 ( 区 间 ) 函 数 , 所 以 ,它们 不 可 能 表示 成 积分 . 在 数 
学 中 ,加 性 区 域 函 数 实质 上 是 特殊 的 测度 ,有 关 它 的 
一 般 理 论 , 可 参见 《数学 辞海 ) 第 三 卷 《 测 度 论 有关 
RH. 

积分 法 (integration) 亦 称 反 微 分 法 . 指 求 积 
分 的 过 程 与 方法 . 这 里 的 “积分 ”主要 是 指 不 定 积 
与 定 积分 . 不定 积分 的 积分 法 ,就 是 求 原油 数 的 方 
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法 , 它 的 基本 法 则 实质 上 都 是 由 逆转 微分 法 则 得 到 
的 ,主要 有 : 


[/Godz, [garde 
都 存在 (在 同一 区 间 上 ) 时 ， 
| af Go + Bg (r))dzx = a| rz)dz + B| garde. 


2. 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 (参见 “分 部 积分 
法 ”和 “ 换 元 积分 法 ”). 

3. CR RMR AE) 若 f,g FAR wR, BI y 
=f(x),2=g¢(y), M 


[Sdz = xf(x) 一 [rody 


| 即 |>dz —xy— rd 

这 其 实 是 法 则 2. 的 推论 . 

具体 情况 下 不 定 积 分 的 积分 法 在 于 ,灵活 运用 
上 述 法 则 ,化 为 可 利用 基本 积分 表 的 情形 . 对 于 某 些 
特殊 类 型 的 积分 ,也 可 用 一 些 一 般 有 效 的 方法 (参见 
“有 理 函 数 积 分 法 >"“ 三 角 代 换 ”“ “有理 代 换 ”等 条 
HO. 由 于 微 积分 基本 定理 , 几 是 求 不 定 积分 的 方法 ， 
稍 加 改变 都 适用 于 定 积分 . 例如 ,对 于 定 积 分 有 


| (af GO + Balz))dz 
一 «| f GOdx + ef g(x)dz; 


b f(b) 
| jz)dz = bf (6) — afla) 一 | gl(y)dy. 
a f(a) 


前 式 中 a,B 为 常数 ,后 式 中 的 g 与 f AAR AR. 
定 积 分 的 换 元 及 分 部 积分 法 则 见 另 条 . 求 定 积分 还 
可 化 为 含 参量 积分 , 展 成 无 穷 级 数 , 利 用 积分 变换 、 
复 变 方法 以 及 各 种 近似 方法 . 多 元 函数 的 各 类 积分 
基本 上 都 是 化 为 重 积 分 或 定 积分 进行 计算 . 对 于 重 
积分 ,上 述 被 积 范 数 作 线 性 运算 (加 、 减 和 数 乘 ) 的 积 
分 法 则 和 变量 替换 法 则 (参见 “ 换 元 积分 法 ”) 仍 然 成 
o 分 部 积分 法 则 形式 上 有 变化 (参见 “分 部 积 
法 ”) ,并 且 它 的 意义 主要 不 在 计算 方面 . 除 上 述 基本 
方法 外 ,主要 是 化 为 各 种 形式 的 累 次 积分 ( 重 积分 化 
为 累 次 单 积分 ,曲面 积分 化 为 累 次 线 积分 等 ), 最 后 
化 为 定 积 分 计算 . 

反 微 分 法 (anti-differentiation) 

分 部 积 
乘积 的 微分 法 则 得 到 的 积分 法 则 . B 


|se = fg 一 [re 


即 “ 积 分 法 ”. 
指 从 逆转 


法 (integration by parts) 


或 | fag = fg 一 eds. 
称 为 分 部 积分 公式 . 它 成 立 的 条 件 是 |/'g 存在 ,g 


可 微 . 它 的 右 端的 项 fe 已 不 含 积分 , 故 有 此 名 . 应 
用 这 个 公式 求 积 分 的 方法 称 为 分 部 积分 法 . 对 定 积 
分 ,分 部 积分 公式 是 : 寿 在 La,5j] 上 函数 f,g 的 导数 
fg 存在 且 可 积 , 则 


b 
| Fg da 
b 
= f(x)g(x) | — | fi @e@wdz 


= f(b)g(b) — fladg(a) — |? Gr2g (dr. 
对 重 积分 有 类 似 的 公式 ,在 二 重 积 分 情形 是 
IE Edrdy = 中 cos ads 一 |e Vandy, 


| E E dg cos Bds = |) a d. 
p 9y T. p ay 


其 中 DCR AAKE, oD 为 围 成 D 的 分 段 光滑 曲 
线 , (cosa,cosB) 是 AD 的 外 法 线 单 位 向 量 的 方向 余 


孩 ， 中 是 沿 aD 的 曲线 积分 (参见 “格林 公式 ”). 


换 元 积分 法 (integration by substitution) Jf 
称 变量 替换 积分 法 . 指 由 复合 函数 求 导 数 的 链 式 法 
则 逆转 得 到 的 积分 法 . 这 是 用 替换 积分 变量 ,使 被 积 
旺 数 的 形式 改变 ,然后 再 计算 积分 的 方法 . 对 于 不 定 
积分 ,其 一 般 公式 是 


[Sdz = [fea cod (rw. (1) 


具体 应 用 此 公式 有 两 种 方式 . 一 种 是 欲求 的 积分 呈 
公式 左 端 的 形式 ,直接 将 积分 变量 xz 以 1 的 适当 的 
K R gC) 代入 , 变 成 形 如 右 端 以 i 为 积分 变量 的 积 
分 ,化 简 后 求 出 原 函 数 (z 的 函数 ), 然 后 再 按 关系 x 
=o) H Js. PR 2C]. FH AE EE e 表示 换 回 用 x 表示 . 这 
种 方法 有 时 称 为 第 一 换 元 积分 法 ,适用 于 fO» 
g G) CAG AI Ja) AY J PR OR TI. a = FAR HR. 
有 理 代 换 均 属 此 类 . 另 一 种 用 法 ,是 先 将 欲求 的 积分 
写成 公式 右 端 的 形式 ,再 化 为 对 工 的 积分 (公式 左 
端 ), 求 出 原 函 数 后 , 按 关 系 c 900 S Il Hj e 表示. 
由 于 公式 (1) 也 可 写成 


[Sdz = [Fea deer), 
可 见 关键 在 于 选择 OC) E IB RA) deGO ,所 以 它 又 
称 凑 微分 法 或 第 二 换 元 法 . 对 于 定 积 分 , 换 元 积分 法 
的 一 般 公 式 是 

b B 

| fada E | fE dt. 
其 中 a=gla), b= 8) ,并且 eGO th EAH: 
1. eG) 35 t E a, zz [a] BUE HS] nf fotu? 可 积 . 


2. t fp a. B ZAR o ZADE HB Las] 
之 外 . 3808 D FRE, Ha 2 严格 单调 或 g NAE BI 


积 即 可 . 对 于 重 积分 ,变量 替换 公式 是 
| Toes | f GG) | Tole) |dt. 


其 中 ACR’ 是 车 尔 当 可 测 的 ,A 二 gC(B),x 二 9(1) 是 
n JG C 2E [8] EE PC (n. A n TARO, T C 28H 
使 雅 可 比 行列 式 Jo CO dE 4 上 不 等 于 0( 因 此 ,在 4 
上 ,1 与 x 通过 x 二 9(1) 的 对 应 是 一 一 的 ). 取 f(x) 
三 1, 由 此 可 见 


JEO ~ 


这 表示 了 Jo 的 几何 意义 . 
变量 替换 积分 法 (variable replacement integra- 

即 “ 换 元 积分 法 ”. 
有 理 代 换 (rational substitution) 求 积 分 时 常 
用 的 一 种 代 换 .用 有 理 函 数 作 的 变量 代 换 . 在 积分 法 
中 ,有 理 代 换 主 要 用 于 含有 根 式 的 积分 ,使 被 积 函数 
有 理化 后 再 求 原 函数 . 设 尺 是 上 十 1 元 有 理 函 数 ,<， 
b,c,d E X my mee mM 是 整数 ,p 是 正 整 数 
ni snas. 的 最 小 公 倍 数 . 有理 代 换 

at) 

a — ct?’ 

aitb 
cro +d 


IgA) | 
lA| " 


tion) 


Bp t? 


可 把 积分 
ar 十 4 S 


ja Trier +d 
化 为 关于 上 上 的 有 理 函 数 的 积分 . 
欧 拉 代 换 (Euler substitution) 
的 一 种 代 换 . 即 对 于 积分 
[RG. Var F bx Fe)dz 
(RÆSTA PR IS a.c ECC az500 i f FH I 
变量 奉 换 . 分 三 种 情形 : 
1. Æ a>0, WR vVar’ +br+c=tF Va x, B} 
r=(t?~—c)/(42 V atts). 
2. Æ a«0, Mj ax? +brt+c HA KB a, B, E 
V ax! +br+c= / —a(x—a) (B— x) —t(r— a) . B 
z= (aB—at®)/(a—t’). 
情形 1 和 情形 2 中 的 上 都 可 以 换 成 一 上 有 时 还 
使 用 第 三 种 欧 拉 代 换 . 
3. i o> 0, WR Vax’ +brte=+ Vc tr. 特 
别 地 ,对 


arab md 
eal T 


求 积 分 时 常用 


[R@, X x? +a)dz, 
可 设 V z*--ra-t-Ezx,X*[ 
[Ro Va — 2" yer (a > 0), 


A Vara —a—tx BE Catz). 
ool 


数 学 T 


三 种 欧 拉 代 换 都 是 有 理 代 换 , 在 相应 情况 下 分 
别 使 用 它们 ,都 能 使 被 积 函 数 有 理化 . 

三 角 代 换 (trigonometric substitution) 由 三 
角 范 数 构 成 的 变量 替换 . 在 积分 法 中 ,主要 用 于 把 无 
理 函 数 、 三 角 函 数 的 积分 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 常用 
的 三 角 代 换 列 举 如 下 . 设 RR 是 一 元 或 二 元 有 理 汤 
数 ， 

1. 对 [RCtanz)dz dad: 一 化 为 | 
《有 理 函 数 的 积分 ). 

2. 对 |RGinz,cosz)dz, 设 tan e 二 +, 化 为 

| | 2t Er 2dt 
Jagd Yos 

(有 理 函 数 的 积分 ) tan 2/2) 一 上 俗称 万 能 代 换 . 
特别 地 , 当 RC—sinz,cosz)— —R(sinz,cos x)Hj, 
用 代 换 cos c2; 44 R(sinz, —cosx) =— R(sinz; 
cosx) Wt, A sinz =2; 4 RC—sinz, —cosz) 
— R(sin r,cos x) AY, ARM tanr=ż, E Ata fis. 


3. 对 [Ra, Vat — xls (a> 0), ARK x 


—asint(C|z| «x/2) 14524 2$ 39 2 ,再 用 万 能 代 换 , 即 可 
化 为 有 理 函 数 的 积分 ， 


4. 对 [RG. VX +a dr (a 2» 00 ARR x 
—atant(|t| «x/2) {LAH 2. 
5. 对 [RG. vx — a*)dx (a 22 00 ARR x 


—a/cost(O«t« x/2,r«t« 3x/2)15, HAH 2. 

万 能 代 换 (universal substitution) J^ — £g fX 
g”. 

5H ER LR GH (integration of rational func- 
tions) 按 一 定 步 又 求 有 理 函 数 不 定 积分 的 方法 . 
求 有 理 函 数 的 积分 时 , 先 将 有 理 式 分 解 为 多 项 式 与 
部 分 分 式 之 和 ,再 对 所 得 到 的 分 解 式 逐 项 积分 . FR 
杂 数 的 原 函 数 必 是 有 理 函 数 、 对 数 函 数 与 反正 切 郴 
数 的 有 理 组 合 . 详 述 如 下 . 设 需要 求 


R(t) 


re 


其 中 P,Q 都 是 多 项 式 . MRQHRAKFRSFP 
的 次 数 , 则 先 用 除法 分 出 商 多 项 式 R. 设 多 项 式 
P(x) 在 R 上 已 分 解 为 既 约 多 项 式 之 积 :P(x)=ao 
e [p (r) I Dos Cx) Jee Cpr), pi (xe), psx), 
… ,p(X) 为 一 次 或 二 次 多 项 式 , 则 有 


On) 
Tee, qi; Cr) dim (x) | 
十 (4 i Ne aaa 
人 Gia 
duc dne ie. TM 
H eO TG)" : 
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gis =1 $2 9» ,R.j—1 $;2,*** ma) Je XR E Pi 的 次 数 
低 的 多 项 式 . 对 上 式 积分 ,右边 出 现 三 类 积分 :多 项 
式 的 积分 ; 形 如 


X 
Ce E a) Oia 2] (k > 1); 


(a, A k C FO BR AT RUE AD 
Bz + C 
| oA (B.C, p,q.m € R) 
的 积分 . 对 第 三 类 积分 ,改写 
Br+C=(2r+p) ° (B/2)4+(C— pB/2), 
将 它 分 解 为 两 个 积 
B 2r Lp 
ae: per 
_ pPB\f dr —— 
FIG A ane. 
其 中 ,第 一 个 积分 已 可 求 出 ,对 第 二 个 积分 ,如 m 
=1, WA FRE; D m1. H4: SRBU IE. S 


| dx 
(T+ pa tgo" 


E 2 | EFP? 
(m — 1) (4q — p°) | Cr? + pr Hora 
dx 
t+ Gm- cx EQ) 


如 m 一 1 之 1, 则 可 再 利用 此 公式 ,逐次 递 推 ,最 后 便 
可 求 出 积分 . 

奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 方 法 (Ostrogradski method) 
简称 奥 氏 方法 . 一 种 直接 求 出 有 理 函 数 积分 的 有 理 部 
分 的 方法 . 有 理 函 数 的 积分 是 有 理 函 数 、 对 数 清 数 与 
反正 切 函 数 的 有 限 组 合 , 奥 斯 特 罗 格拉 葡 基 方法 是 不 
经 积分 ,直接 求 出 其 中 的 有 理 函 数 部 分 的 一 种 方法 . 
设 QGCz)/P(Gz) 为 有 理 真 分 式 , 则 有 下 列 奥 氏 公 式 

eased 2T 
Besar Pat] Rat D 
AP Q GO/P1 GO B Q;O/PLGO BJ ALAS EE ELA) 
mo PQGDP;GO—PGX HB Po = @e a” 
 Gr—a4)" (a? + pix qi: Cr + pix tq)" BI B 
Py 
qi le (r^ + pata)” ,Pi(x)=P(r)/P,(z), 
而 QCz),Q:(Cz) 的 系数 可 用 待定 系数 法 从 
SDL igen Q(T) 
Px) de Po PU) 
求 出 . 即使 不 知道 已 (z) 的 分 解 式 , 也 可 从 P GO 
P(Xx) 与 它 的 导数 P'(z) 的 最 大 公 因 式 求 得 Pilar), 
再 从 P;,(z) 王 PCz)/P(Cz) 求 得 Ps (x). 写 出 公式 
(1) 后 ,再 通过 通常 的 有 理 隔 数 积 分 法 求 


它 是 对 数 函 数 与 反正 切 函 数 的 有 限 组 合 , 因 此 
Q,(2)/P) COE: 


Q(x) 
| See 


的 有 理子 数 部 分 . ae BP A 1A de SRT ap i rx dE 
(OeTporpajickurit, M. B. ) 于 1845 年 发 表 的 . 
二 项 积分 (binomial integral) 指 形 如 


| (a + bx")’dx 


的 不 定 积 分 ,其 中 a,bER.msn,pEQ,abn-0. 二 项 
积分 当 且 仅 当 


2 mcr. aaa 


之 一 是 整数 时 可 以 有 理化 . 在 不 能 有 理化 时 这 个 积 
分 不 能 用 初等 函数 表示 . 如 
3 dz 
| d j vipa 
都 不 能 用 初等 函数 表示 . 上 面 三 种 情况 可 分 别 作 下 
列 代 换 ;pEZ 时 , On +1)/n=s/r, EP r,s 为 整数 ， 
可 令 z"—t'; m-o-12)/n€Z Bj, a+b" =t, #ĊĦ r 
>0 是 p 的 分 母 ;Cm 十 1)/n 十 pEZ 时 , 令 az "十 b 
=, r>0 是 p 的 分 母 . 上述 结果 是 切 比 雪夫 
(He6nuuenp, II. Jl. ) 于 1853 年 证 明 的 . 
椭圆 积分 (elliptical integral) ” 指 形 如 


|Rcer， Var? + bx? + cx + d)dx 


及 |R, Vart + bx? + cx? + dx + edx 


的 积分 ,其 中 R ATCA PE pK BL. a,b.c,dse 为 实 
数 . 最 早 在 计算 椭圆 弧 长 时 遇 到 . 除 一 些 特殊 情况 
(如 根 式 下 的 代数 式 有 重 根 , 这 时 称 为 伪 椭 圆 积 分 )》 
外 ,一 般 均 不 能 用 初等 函数 表 出 .通过 初等 变换 及 变 
量 代 换 ,上 述 积 分 总 可 化 成 


| dz 
Vd — 2) — Rr) 
| r'dx 

Jd — 290 Br) 


dx 
is + kx?) VA — 2) — Ez» 
三 种 形式 之 一 ,分 别称 为 第 一 、 二 三 类 椭圆 积分 . 再 
引进 代 换 r—sin PONE 三 x/2), 又 可 将 上 述 三 种 
形式 归结 为 以 下 的 三 种 形式 
de $ a 
Janus | V] — k’ sin’ 9 dọ, 
dg 
| (1 + è sin? 9) VI — E sin! 9 
ii BOS HERES USE + Ay E REUS. 
1) #6 BR 53 (pseudoelliptic integral) JL “AR [8] 
B. 
欧 拉 求 和 公式 (Euler summation formula) 把 
积分 与 被 积 函 数 在 积分 区 间 中 整数 点 处 的 值 联系 起 
来 的 公式 . AKR f 在 La,5bj 上 连续 可 微 , 则 


[5] 
5 f@) = M fo 
5 一 [Laj] 十 1 anb 
— 7 (e)lr — Lr Ddr + fico [a] 
= fb) = [b 
HHL. 表示 整数 部 分 . 特别 当 a ,2 为 整数 时 ,有 


b b b 
Sf) = | feo + | FG — [2] - dod 


GG) fO». 
Be FZ ZS XX (trapezoid formula) 
式 之 一 . 形 如 
| feodis ~ nf FP SLO + S pay), 
其 中 h-—(b—a)/n.x,—a--£h(Ck—1,2,**,n— 1), 
BU) 15225*** + La-\FeLa TAS n 等 分 点 . M 了 在 La,6j 
上 有 二 阶 连续 导数 时 ,使 用 梯形 公式 的 绝对 误差 不 
超过 


积分 的 近似 公 


(b—a)? 

12n? 
其 中 M=sup{ |f GO Iz € [a,b]. 梯形 公 式 得 名 
于 推导 该 公式 时 以 梯形 代替 曲 边 梯形 . 


M, 


辛普森 公式 (Simpson formula) 计算 定 积 分 
近似 值 的 两 个 公式 : 
b—a a+b 
| Fdz ~ A (f(a) + Af mE + f(b), 


b 
| eaters = (f(a) +f) 


n n—i 
+45) fGaD-dT 2» fGa»D, 
k=] k=] 


BFA h=(b—a)/2n,2,=atkh(kR=1,25, 2n 
—1), BẸ Tistg Tm eH La sb] 2n 等 分 时 的 分 
点 . 当 f(zx) 在 [a,b5j] 上 有 连续 的 4 阶 导数 时 ,用 此 式 
计算 积分 的 绝对 误差 不 超过 (6 一 a)*M/2880n' , HF 
M=sup (| f? GO | |x€[a.5 D). 上述 公式 出 现在 辛 
普 森 (Simpson,T. ) 于 1743 年 出 版 的 论文 集中 .但 
在 此 之 前 ,格雷 果 里 (Gregory,J. ) 于 1668 年 就 已 知 
EE. 由 于 推导 这 个 公式 时 使 用 抛物 线 绝 代替 一 般 
曲线 弧 , 故 又 称 为 抛物 线 公 式 . 对 重 积 分 有 相应 的 推 
I^ 


Oy Ze 73V (parabolic formula) BI“ FERA 
A. 
富 比 尼 定 理 (Fubini theorem) 联系 重 积 分 与 


累 次 积分 的 定理 . 指 用 于 计算 重 积分 的 下 列 两 个 命 
E. dx RS 分 别 是 欧 氏 空间 Ri, R “的 有 界 闭 区 间 ， 
T= (2155333 a) ER y= Cy neo yat) CS. EE 
n JOSE PRA f(x,y) 在 RXS 上 可 积 , 则 由 


es | J Paro | ERT 
R S 
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定义 的 函数 po SPRITE S RETER, B. 
| Te | ood» = | gedx. 
特别 地 , 若 
| /e ne | 或 | x.y )dy| 
存在 , 则 
| for ndxdy = | [| few dx 


S 


dy 


或 | [| ayax] | 


这 样 , 当 f 可 积 且 了 作 kiss 
为 x 或 y 的 函数 均 可 
积 时 , 重 积 分 与 两 个 累 
次 积分 均 相 等 (注意 积 
分 域 是 区 间 ). 一 般 地 ， 
设 QCR’,P(Q={x€ P(A) 

Ri E y,fliéx.y02€ Q2), Q0 — (y €R" * Ga,» € 
MPDE QR ENR NRA) ERKO). 
4 Q.PGDEZR?I np. EA x€ PWD). NA) 
di AR up WW. A: NR 可 积 ， 


Nx) 


R? 


存在 , 则 
fx,y)dy. 


| 三 | dz| 
2 PQ) £x) 


fjl:zrQ-—iG.y€c€R'laxixxib,qg(x)ziy 
[9S GO..*e G9]; 34 flr. y) EEN, 


b x 
Ii f(x,y)drdy = | dz| Ce age 
2 a £j Gr) 


Ai Q0—(G,y,z)€R'|Gs, 30€ Dg, y)xizxo 
Cr, y2) , Bii PO2—D,O0(x.y)—lo (xy. 
y)j, 当 了 连续 时 ， 

ll f, y.z)drdydz = li dzdy| 77 fersys2)de. 

AA) (] D 


gj Gy) 
富 比 尼 定理 的 逆 命 题 不 成 立 . 即使 相应 累 次 积分 均 
存在 且 相 等 , 重 积 分 也 不 一 定 存在 . 例如 ,由 


flasy) = c (z? + y? > 0),f00,0) 20 


定义 的 函数 jz,y), 在 矩形 [一 1,1]X[L 一 1,1j 上 的 
两 个 累 次 积分 均 为 0, 而 f(x,y) 无 界 , 不 可 积 . 富 比 
尼 定 理 用 于 把 重 积 分 化 为 累 次 积分 计算 .反复 应 用 
它 , 可 把 重 积 分 化 为 仪 出 现 单 积分 的 累 次 积分 . 由 于 
富 比 尼 (Fubini,G. ) 于 1907 年 对 勒 贝 格 积分 证 明了 
类 似 于 上 述 的 定理 ,因而 现在 通常 把 关于 黎 曼 积分 
的 上 述 定 理 也 称 为 富 比 尼 和 定理 . 

fu gg AR SS st (Cauchy inequality) 

554 


EE A 


| Sah S Sai >a 
k=] k=) k=l 


的 不 等 式 ,其 中 ay, (1,2, 92) SOC BEY 
H.AX arsbi Ck — 1,2, DJ, Et A, BD 


bi b; b, 

时 成 立 . 它 是 最 常用 的 不 等 式 之 一 ,由 柯 西 
(Cauchy, A. -L. ) 于 1821 FAR. 在 几何 上 , 它 表 示 
R” 中 单位 向 量 的 内 积 的 绝对 值 不 大 于 1, 从 而 可 以 
定义 向 量 的 夹 角 . 用 欧 几 里 得 内 积 及 范 数 , 它 可 写成 
ja- b|xijal |b| (a= Ca,.as. a2 b= (Hy boys 
b,)) Jt AY HES Bl E A AR 2S [8]. 又 称 为 柯 西 - 施 瓦 效 
不 等 式 . 其 积分 形式 是 
| fede <= | f*àz| pda. 
也 称 为 布 尼 亚 科 夫 斯 基 - 施 瓦 效 不 等 式 , 是 由 布 尼 亚 
REA HI dE (GBynnkonscekuit, B. $1. ) 于 1859 年 首先 发 表 ， 
后 来 又 由 施 瓦 效 (Schwarz,H. A. ) 得 到 . 柯 西 不 等 
式 是 赫 尔 德 不 等 式 在 p—2 时 的 特例 , 它 有 许多 推 
广 形式 . 

布 尼 亚 科 夫 斯 基 - 施 瓦 兹 不 等 式 (Buniakowsky- 
Schwarz inequality)” 见 “ 柯 西 不 等 式 ”. 

延 森 不 等 式 (Jensen inequality) 
的 一 个 不 等 式 . 它 的 离散 形式 是 


fi 2,4] s Dy Gs 7), 

AP SEKE EBD mx ..€1:42:01.2; 
.2).,gi T qat d 4,1, 8E B CU We» 
一 … 一 2 或 了 是 线性 函数 时 成 立 ; 

延 森 不 等 式 的 积分 形式 是 

| | a < [ «cof Go», 
HHT ERA SEAS WEKE E dE Ph PR C. 
PRA 2 EIEE, ga), H 
| acodr = 1, 

AE CH BIS x 是 常 值 函数 或 了 是 线性 函数 时 成 
立 . 上述 不 等 式 等 价 于 


A K i E 


Sp, 
=] 


«LLL, 
» 2,5 
RP p; 不 全 为 0, 非 久 ,f 同上 ; 


/| | p@x@de/| cor] 


-| pdt, 
式 中 50020, AAR E. 以 上 不 等 式 中 ,7 可 以 


换 成 凸 集 ( 这 时 积分 应 为 勒 贝 格 积分 ). 24 f£ E M PR 
数 时 不 等 号 反 向 .适当 地 选择 f.q; 或 函数 9, 可 以 得 
到 许多 著名 的 不 等 式 . 例如 , 取 f Cr) — —InzGrz- 
OR zx?(zx 之 0,p 之 1), 可 以 得 到 平均 不 等 式 与 赫 尔 
德 不 等 式 . 离散 形式 的 延 森 不 等 式 是 赫 尔 德 
(Holder ,O. L. ) F 1889 年 得 到 的 ,积分 形式 是 延 森 
(Jensen,J. L.W. V. ) 于 1906 年 建立 的 . 

杨 不 等 式 (Young inequality) 有 关 图 数 及 其 
BC BRAK BR Sy BY AR SES. w SELO, +o) EER, H 
严格 增 ,f(0)= 二 0, 则 对 任意 的 a0 及 

0<b<lim f ()& Feo, 
有 
MSS + [ody = ab, 


其 中 fo SRRA ES HAH 5-—/fGDOt X 
Sp. 这 个 不 等 式 是 杨 (Young, W.H.) F 1912 年 建 
立 的 . 它 有 明显 的 几何 意义 :如 图 ,图 形 OAC 与 
OEB 的 面积 之 和 不 小 于 和 矩形 OADB 的 面积 . RZ, 
& f,g HELO, +c) EXESE. HI f$. (0)==g(0) 
=0,g Ma >f (c), BXHER a,6>0,4 


a b 
| F(a)dx + | g(y)dy > ab, 


W|g-f. 从 杨 不 等 式 
可 以 得 到 一 些 有 用 的 
不 等 式 , 如 ab<a’/pt+ 
b/g( 也 有 人 称 为 杨 不 
Sn 1/9 
=1],p>1,¢>1,a,b2 
0,35 4AM a’ =0' 
时 成 立 . xp £:L0,+00) 
一 [0, 十 oo0), 右 连续 且 增 ， 
lim T) 


=+ œ, 

则 SCOPRA PR. EA PRR GO ,定义 其 右 反 
函数 Sf 'A:yELO fC M. f(y) = 0; it »€ 
LfOO), +o), £F! Cy) =sup {zl f GO Sy}. 则 对 
a,b220,7H 


a b 
ab « | f Go 十 | [^ 9dys 


等 号 当 且 仅 当 f(a) =b6 xX a— fF COREL. 
杨 不 等 式 可 以 推广 (1989 ) 为 
pady b) — pf Cc) Plc) 


« [woe | wero, 
其 中 f Ele, +00) EXESE JH TRI 9.) 分 别 在 
le, Foo) 3 Lf GO, lim f») 


ER) jk . HL Is] 3S X ok. 24 HUE b= fa) BG 
在 a 与 1 (5) 之 间 为 党 值 ,或 在 f(a) 与 6 之 间 为 


常 值 时 成 立 . 当 pg,y 之 一 增 , 另 一 减 时 不 等 号 反 向 . 
一 般 地 ,对 (0, 十 co) 上 的 任意 实 函 数 fog Rx>0,y 
>0, ry Sfo) +g (RA ML SK. 杨 型 不 等 式 
成 立 的 一 个 充分 必要 条 件 (1984) 是 :存在 (0, 十 ce) 
ERIEN BEC pg HR c 及 杨 函 数 2, 使 


[e+ a=; 


goa) = | 9 '+qly)—c. 
上 述 不 等 式 中 的 等 号 成 立 , 当 且 仪 当 ple) =qy) 
=0, H g(x) 二 y 或 z= 二 9p9_1《y) 时 . 
Heh BM Young function) 见 “ 杨 不 等 式 ”， 


杨 型 不 等 式 (Young type inequality) 见 “ 杨 不 
gR”. 

A OR BA SK (Holder inequality) 有 关 乘 积 
和 的 不 等 式 . T Ans by JÉSCA CR — 1,2, ns pol, 


1/p+1/q=1). N 


3 lab «(3 at] (Dy lest) 


其 中 ， 等 号 当 且 仅 当 
Ja, |? - |a,|? HEEL EA 
|b, |* |o, |? lb, |? 


时 成 立 . OK p< mk p—0 MgO ASR 
m. 当 p=1 时 ， 
IT |< (X lal] supla lk = 1, 235 yn. 


上 面 的 有 限 和 可 以 改 为 无 穷 级 数 ， 并 且 从 不 等 号 右 
边 两 个 级 数 收敛 可 以 推 知 左边 的 级 数 收敛 . 这 个 不 
等 式 的 积分 形式 是 


fifeldr<{fisiede) |f leraz], 


SS MAM SEEM c fEl =clg | 时 成 立 . 
赫 尔 德 不 等 式 是 赫 尔 德 (Halder,O. L. ) F 1889 年 
发 表 的 . 它 有 广泛 的 应 用 ,因此 有 各 种 推广 . 例如 ,有 


n 

\ UVP; 
2 [ar ya sae | C Iri 3 L |^ i] a 
k=1 


其 中 PisP29°**s Pm DEA JJ IE 


(asl) " (Sar) (Sle) 
其 中 pS 0s gr > 0; M q«0, pr 二 0 
时 不 等 号 反 向 . 它们 也 有 类 似 的 积分 形式 . 

Bj BA By HS XK (Minkowski inequality) 
有 关 绝 对 值 需 的 不 等 式 . 在 bI ler ye — 1,25 
…,n) 为 复数 , 则 


( 2: ES yal?) 2d 
k=] 


000 


数 学 分 dH 


< (Xal) + (BI), 
SS 4 AMY lal Sly (GE 1.2, n0 E EC PAL EST 
Bà VL. E Eh NER T AE (Minkowski, H. ) F 1896 
年 提出 的 . 当 p 二 1,p 关 0 时 ,不 等 号 反 向 (p 二 0 时 ， 
设 zy 均 不 为 0). 类似 地 , 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 的 积 


b | 1/p 

| f(a) + g(x) dz] 

b l/p b 1/p 
<{[ lide) +| [licores]. 
SS 4AM GERM GB | AGO | =cl g GO | EST ES, 
3L. 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 有 各 种 推广 . 

切 比 雪夫 不 等 式 (Chebyshev inequality) 有 
关 平 均 数 乘积 的 不 等 式 . 设 有 限 数列 (as), 与 
(bi 六 -1 同 增 或 同 减 , 则 

[s m Ma "pes pen 
z idi E (brh 2 — 增 , 男 一 减 , 则 不 等 式 反 问 . 
等 式 当 且 仅 当 a=a,= =a, Kb =b: — =b, 时 
成 立 . FEW HH Æ dE fA eH fog TEL a.b] E TR] 3 ak [n] 
减 , 则 


| fcodz[ 二 a)| KRC 


当 f(x),g (Xx) 之 一 增 , 男 一 减 时 不 等 号 反 向 . 等 式 
“AM f(x) 或 g(x) 为 常 值 时 成 立 . 上 述 不 等 式 
是 由 切 比 雪夫 (He6vruesn,11. JL) F 1882 年 建立 . 另 
一 方面 , 若 f GOo.gGOtE[a.b] EYR, ms f Go x 
M ,kxzg CX) SK m, M. ,天 为 系数 , 则 有 格 吕 斯 不 
等 式 


b b b 
| (b 一 a) f GogIo)dx 一 | Sarde] g(x)dz 
(p=) 
4 


常数 1/4 是 最 好 的 . M.A m>0,k>0, M 


b b 
m | fo» g(x)dz 
QE Ue 


e COS GICs 


b 
| fog Goda 


其 中 
_ Jmk+ /ME 
V/mK + VEM 
格 吕 斯 不 等 式 (Griiss inequality) 
夫 不 等 式 ”. 
卡尔 松 不 等 式 (Carleson inequality) 有关 级 
BX BY AA Oh VU ie EA VE BJ AR SEX. 设 非 负 实数 列 a, 


Qo ttt RAH Osce un'a, 收敛 , 则 


006 


FS) eS 


类 似 地 ,有 
NES l Oo | far [| Pade] , 


其 中 了 了 非 负 , 不 恒 等 于 零 , 且 右 端 的 两 个 广义 积分 
收敛 . 常数 rw? 是 最 好 的 . 上述 不 等 式 是 由 卡尔 松 
(Carleson,F. ) 于 1934 年 建立 的 . 

卡 莱 曼 不等式 (Carleman inequality) 关于 项 
为 乘积 需 的 级 数 的 估计 式 及 其 推广 . 对 任意 不 全 为 
FRIE aaz Æ 


收敛 , 则 
By (ajda) t <e ide 
k=] k=] 


SC oie 
这 个 不 等 式 由 卡 菜 曼 (CCarleman, 工 . ) 于 1923 FR 
表 .e 是 最 好 的 . 对 积分 ,有 


| exp{4 all Inf(erde |da < ef f(r)dz, 


其 中 fae] Sauce. 更 一 般 地 ,有 (1986): 


| XL EXP 
0 


其 中 p>0.r 为 实数 . 
RA Est (Hardy inequality) 与 二 重 级 数 

有 关 的 不 等 式 . 即 哈 代 (Hardy,G. H. ) 研 究 二 重 级 
数 时 ,于 1920 年 建立 的 不 等 式 . ae dirao VENE 
ARE BY dE f EC. A, =a, Hate +a Bi 5an Fany 
+, p>1, MPE X: 

= A? , 

e SIE. Set 

> Br p^ Y nay)? 
称 其 为 哈代 不 等 式 . 它 的 积分 形式 是 : 
E G i p pe Sepe p 
IE j | Foa] dace > | ue dy, 


P 
| | f Gody "de < p| f(z) "de, 
0 


HRERL DI p^ 都 不 能 减 小 . 
式 有 许多 推广 , 如 


b T , b 
| l| fody dz « e| |a f) “de, 


W.a>1—1/p 时 ,上 式 中 


2l p nf dt duc a ETON 


n 


哈代 不 等 


| food» ios f Food». 
一 般 地 ,存在 < 使 | 
N eco] fdy itd z c| lef |^dy, 
其 中 p 和 满足 充分 必要 条 件 


toe \ Wp, rr \ 1/4 
sup| L| ten] Laer] Ie om 
r0 0 0 


H 1/pt-1/q=1. 

希 尔 伯 特 不 等 式 (Hilbert inequality) A XXX 
指标 和 或 重 级 数 的 一 种 不 等 式 及 其 推广 . 关于 有 限 
和 的 下 列 不 等 式 


YS tn < 23 


其 中 asaz," san =O. 它 是 希 尔 伯 & (Hilbert, D. ) 
T 1888 年 提出 的 . SHAM a — a, — n San 
一 0 时 成 立 ,x 可 以 用 更 小 的 数 

(N + Dsin 5 T : 
代替 . 更 精确 些 ， 有 


n=] a=] 
其 中 cy 二 x 一 x ne lec Ren 
i d 4 N-o,fd 
T — l/p 一 am 179 
> pe m 2 n | 2,5) | 2,5] 
(runs 1/pt+1/q=1,4a,220,6,220,n=1,2,°°),8 
数 r/sin(r/p) 是 最 好 的 . 它 的 积分 类 似 是 


f(r)gly) 
—— drdy 
ie N a ew 


EN J? Codz) EU g'Gndy| , 
其 中 fig 非 负 ,p,q 同上 .和希 尔 伯 特 不 等 式 有 许多 推 
^5 Pig cui ie ierit 如 


DD asi < pal Stat) *( Da)? 
x 
E 2 ES 
sin 


m-—2 n=? 


Y 3 In nmm m mmn be 


m=1n=1 


2 


它们 也 有 明显 的 积分 类 似 . 
反 赫 尔 德 不 等 式 (inverse Holder inequality) 
与 赫 尔 德 不 等 式 相反 的 不 等 式 . 指 形 如 


5373253787293 
k=l k=1 k=] 


积 分 F 


及 其 积分 形式 的 不 等 式 , 其 中 a,-20,5,-20,A 是 某 
ERB p>1.1/ptl/q=1. 迄今 已 建立 了 许多 这 
类 不 等 式 . 例如 : 


(M M, + 
Madre | Sah)’ , 


其 中 <m SKa M, „0 <m Sb SM, (k =l, 2， eS 
n); Hl 


b \ 1/2 b | l/q¢ b 
fraa)” fete) fre 


其 中 om <f (1) <M, 0<m Kg lr) Mic, 
= (MİM; — mimi) Lp (Mym.M3 — mMm) J] '"" 
*LaGm M{M,—M mim, \'". 调和 分 析 中 男 有 意 
义 不 同 的 同名 不 等 式 . 

反常 积分 (mproper integral) IRER XJR 
黎 曼 积分 最 直接 的 推广 . 这 里 的 黎 曼 积分 可 以 是 一 
元 函数 的 定 积 分 ,也 可 以 是 重 积分 或 线 .面积 分 . 但 
由 于 多 元 函数 的 性 态 和 积分 区 域 情 况 复 条 ,所 以 后 
几 种 情形 下 的 广义 积分 尚 无 合适 的 一 般 定义 ,必要 
时 可 作为 特殊 的 勒 贝 格 积分 (参见 第 三 卷 4 实 变 函 数 
EDRI IF, 而 数学 分 析 中 的 反常 积分 ,主要 是 定 积 
分 常用 的 直接 推广 . 它 分 为 两 大 类 : 当 积 分 区 间 有 
ER ,但 被 积 范 数 在 积分 区 域 上 的 有 限 个 点 的 邻 域 内 
无 界 ( 这 些 点 称 为 该 函数 的 瑕 点 或 奇 点 ), 这 时 相应 
TAA PER ABOVE E PAS UC IB] 23 2623 EX [8] . Tid R74 ER 
RULE TK KB] EERE, ARAARA 7623 9A 
有 时 ,积分 区 间 是 无 穷 区 间 , CER PR HE TK KK Ja] E: XC 
有 焉 点 , 则 可 先 将 积分 区 间 化 为 有 限 个 不 相交 的 区 
间 之 并 ,使 原来 的 被 积 图 数 在 这 些 子 区 间 上 的 积分 ， 
或 为 瑕 积分 ,或 为 无 穷 积 分 ,分 别处 理 后 再 相 加 . 相 
对 于 反常 积分 , 定 积分 亦 可 称 为 常 义 积分 或 正常 积 
分 . 两 类 反常 积分 本 质 上 是 一 致 的 . 如 果 对 于 无 穷 积 
分 ,将 十 0 与 一 2 都 看 做 被 积 函 数 的 瑕 点 ,那么 这 两 
类 积分 都 是 被 定义 为 在 积分 域 中 去 掉 瑕 点 的 任意 小 
邻 域 以 后 的 常 义 积 分 的 极限 ( 当 邻 域 无 限 缩小 时 )， 
两 类 反常 积分 可 以 通过 换 元 互 化 ,其 中 一 类 所 具有 
的 性 质 与 收敛 判别 法 ,对 于 另 一 类 积分 都 可 找到 对 
应 物 . 两 类 反常 积分 都 与 无 穷 级 数 关 系 密切 . 两 类 反 
常 积分 都 当 绝 对 收敛 时 一 定 收敛 (与 级 数 相 似 ), 这 
与 常 义 积分 情形 的 “绝对 可 积 不 保证 可 积 ” 不 相同 . 
两 类 反常 积分 在 一 定 意 义 下 仍 可 使 用 牛顿 - 莱 布 尼 
将 公式 进行 计算 . 

广义 积分 (generalized integral) 
ay”, 

正常 积分 (proper integral) JL“ RAD”. 

积分 的 育 点 《singular point of an integral) W 
"Bi FAAP”. 

积分 的 瑕 点 (singular point of an integral) Jl 
“反常 积分 ”. 


BD "5c ae ER 


907 


WH 学 分 析 
Fe WAS (infinite integral) JRP A RR X WE 
的 积分 . 一 种 反常 积分 . 一 般 形 式 是 
| ES fonds, fdz, 
其 中 f 在 积分 区 间 的 任意 有 限 子 区 间 上 可 积 . 当 


jim, E (x)dx 
存在 时 ， 
| reoaz 
称 为 收敛 的 , 且 


+o M 
| f(x)dx = lim | fx)drz, 
a M*+o Jag 


f 称 为 在 (a, 十 2o) 上 (广义 ) 可 积 ; 此 极限 为 co 或 无 
意义 时 ,相应 无 穷 积分 称 为 发 散 的 ,积分 值 无 意义 . 
类 似 地 ,可 用 


b 
lim | fix)dx 
AMf 一 十 ccv M 


存在 与 否 , 定 义 
| feos 

的 收敛 与 发 散 ,以 及 收敛 时 的 积分 值 . 积分 
[fade 

的 收敛 与 发 散 由 


I, j Godz 及 | f(z)dz(e 为 任意 有 限 数 ) 
决定 ,后 二 积分 都 收敛 时 称 它 收敛, 且 
| fedr = | f(xdx + [| foods. 


C 


否则 , 称 原 积 分 发 散 . 原 积分 的 收敛 与 发 散 以 及 收敛 
时 的 值 与 c 的 选取 无 关 . 无 穷 积 分 与 无 穷 级 数 关系 
密切 . 例如 
o0 [a}]+1 oF 
| f G)dx 与 | f(x)dx 十 D 


c1 etk 

同时 收敛 或 发 散 ( 设 了 在 La, 十 ceo) 的 每 个 有 限 子 区 
IR]. ERR), Wee AY A Se. 无 穷 级 数 和 无 穷 积 分 还 有 
一 些 相 应 的 收敛 判别 法 (参见 “ 狄 利 克 雷 判别 法 ” 
“Bay DL ZR FAY Bl ” A“ JE XE PEL). 

无 限 区 间 上 的 积分 (integral over infinite inter- 
val) BI“ DAR”. 

瑕 积分 (integral of an unbounded function) 
IR PK FC Fe PRY) FAP. — PR SLAG. ie f 是 直线 
上 的 半 闭 区 间 Le,27? 上 的 函数 ,对 任意 620. f£ TE 
[a,b 一 ej 上 可 积 , 而 

lim f(b — £) = oo(b 5g f HEA), 


£—04- 


则 积分 
558 


[a]+k 


+1 
f(x)dx 


| fede 
BRAY BAR Ap. 当 
lim | f(x)dx 


存在 (有 限 ) 时 , 称 此 积分 收敛 , f GO TE [a b] X 
可 积 ,并 定义 


| Fdz = lim | feoda; 
a E*O+ Ja 


否则 称 此 瑕 积分 发 散 . 车 S Elate b] C77 0 TH, 
a 为 了 的 瑕 点 , 则 当 


lim f Tajda 
EEE, PRI FAR A 
| Fdz 


收敛 ,其 值 等 于 上 述 极 限 , 并 称 f 在 La,bj( 广 义 ) 可 
FA ; Ay Wl PR UE AR ot OM. A S FEAR SD X IBI La 5 ] E 
AE OW AR c(Ce<c<o) 时 , 则 当 积 


| Foda 与 | 7 Gre 
同时 收敛 时 , 即 当 极 限 
lim | fen 5 lim NT 
AB FTE CA BREN, PRI AR 
[4 (ede 
We Oe, FF AE SL 
i Sire | feeds + | pom 
否则 称 
M 


RR HERR S TEAR EK lel La b] EX nC 
BUR BAD La b] TA n 个 内 部 不 相交 的 小 闭 区 
E] Lar-1sa, | (二 1,2,… ,nyao 二 a ,yas 二 6) 的 并 集 , 使 
每 个 [a;-_1,ai 只 会 f(x) 的 一 个 瑕 点 ,而 令 


| finde = DS" fdr: 


k= 1 ”4 一 1 


此 式 右 端 各 项 的 积分 都 收敛 时 , 称 原 积分 
ECT 


收敛 ,并 由 此 式 给 出 其 值 (与 (ai)?-6 的 选取 无 关 ); 否 
则 称 原 积 分 发 散 . 

无 界 函 数 的 积分 (integral of an unbounded 
Bl EUER ot”. 
JB ER 23 ESI (convergence of intergral of an un- 
WU RERS”. 


function) 


bounded function) 


J& #5} & AL (divergence of intergral of an un- 
bounded function) DL" 3E $^". 

4€ SHAD (integral with parameters) ”多 元 
pk SC SL — BEAT E] AE et EY ARS}. 即 形 如 


| flx,y)dy 
B 


的 积分 ,其 中 y= (yp yss t» Ya) E BER” X= (n, 
zi.) € ACR", f FEE PR. 当 这 个 积分 作为 党 
义 或 反常 积分 有 意义 时 ,分 别称 为 含 参量 常 义 或 广 
义 积 分 ,x 是 其 参量 . 这 时 它 定 义 了 一 个 4 EWE 
数 


Ax) 一 | f (x,y)dy. 
B 


含 参 量 积分 理论 的 主要 内 容 就 是 研究 这 个 函数 的 连 
续 性 .可 微 性 .可 积 性 ,并 在 可 能 的 情况 下 求 出 这 个 
函数 以 及 利用 含 参 量 积分 计算 定 积分 或 表示 一 些 超 
越 函 数 .下面 就 了 是 二 元 图 数 情况 ( 即 只 含 一 个 参 
量 的 积分 ) 略 述 含 参 量 积分 的 一 些 主要 性 质 

1. 含 参量 的 常 义 积分 的 性 质 

1) Sf TE D= (2,9) laSr be ysd) LE 
续 , 则 由 积分 定义 的 函数 


d 
Qr) = | f(rsy)dy 


Elab] EER. 
2) ESJÆD 上 可 微 , 广 (zy) fF (es ED Je 
连续 , 则 wz) 在 Le, 上 连续 可 微 , 且 


d 
O(a) = i JG dy, 


2. 含 参量 的 无 穷 积分 的 性 质 : 
ZZ fiüiE-—iG,.ylaszixsb,csmy« 4-09) 
上 连续 , 且 


十 ce 


关于 xz 在 Le, 名 上 一 致 收敛 , 则 由 此 积分 定义 的 函数 
在 La 06 | EERE. 


20 di f R f.Cx,yo)f£ DD'R E E 车 续 , 存 在 x. 
C [a,b]. fi 
“oe 
West , AL 


| Aaya 
XT ox Elab] E— Sli ex . Uu] 
[Fess dy 
在 [a,6] 上 处 处 可 微 , 且 可 以 在 积分 号 下 求 导数 , 妈 
| Feas] = MUS 


TA 分 学 


3) 者 jz,y) 及 相应 积分 满足 1) 的 条 件 , 则 
FL rel: 


a 
ME l 
F= 


| fe» jà». 


(6r, 32 lax «d oo ,cmREL y T 


E 


十 co p+ 
| | [f(x,y)|dydx 


+ Ae 
S If (x.y) [dxdy <+ oo, 
则 
n pto +50 pHo 
| | f(asy)dy| dx = | | f(r,ydridy 


为 有 限 数 . 

以 上 各 条 性 质 对 于 瑕 积分 均 成 立 ,只 需 对 条 件 

结论 作 相 应 的 修改 即 可 . 含 参量 的 广义 积分 的 收 

敛 概念 .收敛 判别 法 及 有 关 性 质 与 困 数 项 级 数 极为 
相似 (参见 "函数 项 级 数 " 和 ”一致 收敛 性 ”). 

含 参量 常 义 积分 (proper integral with parame- 
ters) 见 “ 含 参量 积分 ” 

含 参 量 广义 积分 (generalized integral with pa- 
rameters) 匈 “ 含 参量 积分 ” 

柯 西 主 值 积分 (Cauchy principal value integral) 
以 特殊 方式 定义 的 反 管 积分 ,其 值 又 称 为 相应 积 
的 柯 西 主 值 .者 一 元 图 数 f 在 La,b5j] 上 以 La,bj| 的 内 
点 < 为 惟一 瑕 点 , 则 当 

lim 


| fe. ees | f(a)de| 
£—Ó04- a ee 


存在 (有 限 ) 时 ,此 极限 值 称 为 f 在 La,bj] 上 关于 6c 的 
柯 西 主 值 积分 ,或 
| Fda 
的 柯 西 主 值 , 记 为 
V.P. | Faz. 
这 里 V.P. 是 主 值 的 法 文 Valeur Principale 的 缩写 . 
柯 西 主 值 积分 是 柯 西 (Cauchy ,A.-L. ) F 1823 年 引 
人 连续 也 数 的 积分 定义 时 同时 给 出 的 . 他 将 此 作为 
反常 积分 的 定义 ,而 现 有 的 广义 积分 的 定义 则 在 晚 
一 些 时 候 才 出 现 . 一 个 广义 积分 的 主 值 存 在 不 保证 


其 收敛 ,但 收敛 时 其 柯 西 主 值 必 存在 , 且 两 种 定义 下 
的 积分 值 相等 . 对 无 穷 积 


十 co 
| Fede, 
其 柯 西 主 值 定义 为 
V.P. ] fonda = ‘lim | FCe dx. 
s M++oo Jy 
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它 与 收敛 的 关系 同 前 述 . 

柯 西 主 值 (Cauchy principal value) 
主 值 积 分 ”. 

广义 积分 的 收敛 判别 法 (convergence criterion 


见 “ 柯 西 


of generalized integral) 判定 广义 积分 收敛 的 法 
则 . 设 | SERRA o RE BUS 此 广义 积分 的 


We SCH BEANE : 
1.35 | FL 收敛 , 则 | f 收 全 


2. | 1/| 收敛 , 当 且 仅 当 存在 M > 0, 使 对 任意 


t€ Ca A| iria 
3. (比较 判别 法 ) 若 有 ce Ca D ME Le D 
fI lel RIS | a1 收敛 时 ,| Lr icit s [ 1 了 | 发 


Beat, [lel RM HERA 2 一 5 — 时 ,f(z) 


b b 
= OaD Bae) =OCF@)) IU A Sf Le 


Fr SX Hi. 比较 判别 法 的 极限 形式 为 : 若 在 4 附近 
SCZ) 天 0， 


lim Peg] (GE 99» 


则 当 /<< 十 oo 时 ,由 | lg| 收敛 可 得 | | 了 | elio t 


> 0 时 ,由 | gl 发 散 可 得 | IS 发 散 . 特别 取 ga) 
二 (5 一 x)-? 时 有 下 列 判别 法 : 若 

lim (b—z)*|f Gc) | 24 o9), 
则 当 p Bou boe, | UEL ETEESI: 
7s 0 时 ,| IF 发 散 . 


4. 若 f (2220, Bl | fade Wie. o5 AL 444 
Eb, € [a,b)(n E N), {E b, >b, H 


Oa 


> "Feadz 


n=} 5, 


收敛 ,这 时 

[y dee | 7 Cores. sry Gade. 

以 上 是 | fdz 绝对 收敛 的 判别 法 . 为 了 判别 它 
的 条 件 收 敛 性 ,可 用 下 列 方法 ; 

L ( 柯 西 准则 ) | fdz 收 化 当 且 仅 当 对 任意 。 


>0 F FE Tc [a.,5) ,使 对 任意 S tE [T,b) A 
060 


< E, 


[fae 
2. ( 狄 利 克 雷 判别 法 ) £ eh RX 
F(t) = | rodza e 62:255 


有 界 ,x 一 6 一 时 g(x) 递减 且 趋 于 0, 则 | /gdz 收 
ne 
3. ( 阿 贝尔 判别 法 ) 若 | fdr 收敛 ,g REL 


界 , 则 | fgdz Wiese 
上 述 判别 法 均 适 用 于 无 穷 积 分 ,但 叙述 上 要 作 一 
些 相 应 的 改动 . 例如 ,各 条 中 z 一 0 一 应 改 为 zx 一 十 ce 
或 一 co. 对 于 
| i f(x)dr, 


方法 3. PR g(r) 二 (6 一 x)* 所 得 判别 法 ,应 改 取 
这 人 
lim z’ FaN] =L, 
则 当 p>1 且 工 为 有 限 数 时 ， 
f(x)dx 
Ws PSl 且 工 为 有 限 数 或 oo 时 ， 
: |fCx) |dx 
发 散 ; 方 法 4. 中 的 (65,) 此 时 可 取 为 {n} (自然 数列 )， 
且 当 f(x) 在 [ec, 十 0) 上 为 减 阻 数 时 (不 论 f(z) 是否 
变 号 )， 
[Fenda 
收敛 的 充分 必要 条 件 是 
> f(n) 
收敛 (N RAF c 的 任何 整数 均 可 ). 其 余 改动 不 一 一 
B A EE (beta function) 亦 称 第 一 型 欧 拉 积 
分 . 它 是 如 下 由 含 参 量 积 分 定义 的 C” 类 二 元 函数 . 
已 :(0, 十 ceo)X(0, 十 ce) 一 R : 
B(x,y) 
= eae — t)* !dt 


0 


十 co £77! l 77! 十 po! 
= E EN EE de IS 
| | VESTE | Cp 
n/i 
= ?| sinzz-18 cos dà 
0 


由 于 
Par) 


B(r.y)— Tg yy 


故 B 函数 的 性 质 ( 如 Bix, y) — BCy x), BGzr 1 — x) 
—DlGOP(—z)-—mn/sin(xzr288)5 yb A IaH DP 
PK CASU. B 函数 和 丁 PRORA RITE] 29 SE eK 
(参见 (数学 辞海 ) 第 三 卷 同 名 条 ). 

第 一 型 欧 拉 积 分 (Euler integral of the first 
kind)” 即 “B K”. 

r & (gamma function) 
4}. 指 由 


亦 称 第 二 型 欧 拉 积 


十 co 
ir) = | Cedi 
0 
psy es LG Lp 


X]ar«0.rz6—1,—2,.:-: HET B ER C D. TAA D On 
+ly=n! mEN,), a T AR E p FE PRO] RAO, 


一 1 ,一 2,…} 的 延 拓 . 它 是 超越 函数 ,属于 C” 类 ， 
és n — 1)! 
(In| P (x) |) -Xco» pis (22. 


TERESI, 1>0 iT EN EM. 
lim Cx) = lim Pix)= lim |r) |=+0, 
r—O0-d- X—- an re 一 CD 

Tn 


lim zl'(zx)—1, lim 2 全 (Zr) 一 十 co Ca). 
-人 0 十 一 十 co 


下 (xER\Z). 


anc T«r) 

r 函数 可 以 用 无 穷 乘积 定义 , 即 对 x 关 0, 一 1, 一 2， 

… 成 立 着 高 斯 公式 
Fiery = lim 


nin* 
人 
Lo ME T Cle DIE 
rin l-c-zx/Àh 
与 外 尔 斯 特 拉 斯 公式 


ria) 一 e — 


其 中 C 是 欧 拉 常 
WM. 对 r0,.D BN 
URE : 

Ip ieu 
=x (x). 

TS] 

3. 它 是 对 数 
[4 PR A, BD In D ft 
P pw. I. 
函数 FC 60) 
— (0, -F oo) f E 
条 件 1 至 条 件 3. , 则 f=T. 械 也 是 惟一 满足 条 件 1 
和 条 件 2. 及 


lim n” er 
me I'(n) 


HJ PE. T 函数 及 高 斯 公式 是 欧 拉 (Euler,L. 2 F 


= ] 


FA 分 F 


1729 年 发 现 的 (对 x 二 nEN;). 他 于 1781 年 得 到 了 
他 的 积分 定义 . HS BAA (Lagrange, J.-L. ) 把 这 个 
PR PRA RAKHA T Feo. 用 它 可 以 表示 许多 积 
分 .无穷 乘 积 、 级 数 . 它 在 其 他 学 科 ( 如 解析 数论 , 特 
DR ER LTE ae iis D 图 数 早 已 被 延 拓 为 
C\{0,— +} ER EAE ew. E AF aE PH PK 
ns 

第 二 型 欧 拉 积分 (Euler integral of the second 
kind) BU“ 函数 ”. 

欧 拉 积分 (Euler integral) BAKAST RAAK 
统称 (参见 《数学 辞海 ) 第 三 卷 间 名 条 ). 

斯 特 林 公式 (Stirling formula) DP AA AI BU 
表示 . 指 
DG) — Omr* e EEUN (0 < 8 < 一 l.c > 0). 
这 表明 r> t+ oom P(r t1)~ V2xrGr/e». 特别 
HE, 

— Enn (n/eyefrom, 

n— oof} .nt~ V 2zn(G/e)'. Xt OA tha eit, oo 1 
G>12n/(12n+ 1/4) KEF (Cesàro,E. ),1922),— 
eee Eos i 


(—1) B, 
= 并 一 (1/2), —cx 
l'(x)— 42xx exp M —M M 
pm 01722 ae 1 
本 zz agen 
|. 139 57 2 
51840! 24883207 OS D 


其 中 OB, 是 伯 努 利 数 .关于 n! 的 斯 特 林 公式 是 由 斯 
特 林 (Stirling,J. ) F 1730 年 前 后 (或 说 1764 年 ) 得 
到 的 . CRRA TAEI n (RAR n! 的 值 ,以 及 求 涉 
及 阶乘 与 卫 函数 的 极限 . 它 已 被 推广 到 复 变 函 数 ， 


AX Fl SE BAAS (Dirichlet integral) 两 种 特殊 
的 无 穷 积分 : 
1. 形 如 
1/2. (8 < a)， 
| = Brdz = E (B =a), 
! 0 (B > a) 


的 积分 ,其 中 a, 8770. EE SL EAE PA. 由 此 
易 得 a.B 之 一 为 负数 时 的 值 ; 当 B—0 时 ， 


+o qi 
| > UM 了 sgna (a € R). 


0 X 


X FÉ ,符号 函数 可 以 用 积分 表示 . 形 如 


iz sin az "RENS 
的 积分 均 可 通过 变量 代 换 或 分 部 积分 等 方法 化 为 上 
述 积 分 计算 . 


2. 傅 里 时 级 数 的 部 分 和 的 一 种 表示 ， 
= [ fODiC di 
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或 1| [AG 4 f G1) ]D, dt, 


1 "E. 
其 中 Dg nse) /| 2sin a 
BRA AKA TE EAS 在 [一 x,xj 上 可 积 ,以 2x 为 周 
期 . 它 等 于 
Ste) E 十 » (a, cos kx + b, sin £x), 


其 中 arbi —1,2, ,22) 是 了 了 的 傅 里 叶 系 数 . 在 讨 
论 傅 里 叶 级 数 的 收敛 性 时 ,这 个 积分 是 十 分 有 用 的 . 
' Æ AK y E (Dirichlet, P. G. L.) F 1829 年 引进 
的 . 与 调和 图 数论 中 狄 利克 雷 问 题 的 解 有 关 的 以 积 
分 表示 的 泛 图 ,有 时 也 称 为 狄 里 克 雷 积分 . 

犹 利克 雷 核 (Dirichlet kernel) “Tale 
BU. 

18 ;:& = JE AAS CFrullani integral) 
含 参 变量 的 广义 积分 . 形 如 


ve Pau) - TAE aa —0) 


sin 


一 种 特殊 的 


0 


的 广义 积分 ,其 中 了 在 (0, 十 co) 上 连续 . 可 精确 计 
算 的 情形 有 : 
1:538 FOTIER, lim J= FJER 时 ， 
积分 值 为 (f(0 十 ) 一 f( 十 co))lnC6/a). 
2. 当 f(0 十 )ER, 且 存在 ADO. ff 
[7 f(x) 


~ dx 
x 


收敛 时 ,积分 值 为 (0 十 )ln(b/a); 
3. 当 f(+coc) ECR, HFE A0, fii 


A 
| fG),, 
0 X 


收敛 时 ,积分 值 为 C+ 0° In (6/a). 

广义 重 积分 (generalized multiple integral) 
广义 黎 曼 重 积分 的 简称 . 又 称 反 常 重 积分 或 非 正 常 
重 积分 . 一 类 多 元 函数 积分 . 指 无 界 多 元 图 数 及 无 办 
集 上 多 元 函数 的 积分 . 设 DCR" Q2), D, C D On 
CN, ) 满 足 : 

1. 每 个 D, 有 界 、 闭 、 若 尔 当 可 测 ; 

2. Dm& Dn n EN); 


3s D= U D, 
m= 


则 1D,} 称 为 万 的 允许 集 列 或 近似 增加 列 . 例如 , 若 
刀 是 财 无 界 区 域 , 其 边界 的 任何 有 限 部 分 的 若 尔 当 
容 度 为 0, 则 D,— (ix€ D| lx <m) RIE MRI $E 
NE D=K\F AF K 是 紧 致 集 ,F REBITE.D,— 
(x € D\ d(x, F)221/m).d(x,F) RAR x BF 的 距 
离 , 则 当 所 有 D, 车 尔 当 可 测 时 {D} 是 允许 集 列 . x 
在 点 YER" 的 任意 令 域 内 水 数 SCH. M x BRA S 
的 奇 点 . 设 P 为 了 的 所 有 奇 点 之 集 , 且 PP BAAR 
HER. Y ÁFIDNP—R 几乎 处 处 连续 . 若 了 非 负 , 且 
562 


存在 D\P 的 允许 集 列 {D,) ,使 lim | f 存 在 有 限 极 
限 了, 则 了 称 为 在 D 上 广义 可 积 ,T 称 为 在 D 上 的 
广义 重 积分 , 记 为 

= | Ja | Fades 


并 称 积分 E KARTE 否则 称 | 7 发 散 或 不 存 
在 . 当 不 一 定 非 负 时 , 设 f+ max). f^ 
max{ 一 /,0), 着 | ft 5 Ra 收敛 , 则 三 称 为 在 
D 上 广义 可 积 ,积分 

aire? 
收敛 . 当 了 有 界 且 DD 车 尔 当 可 测 时 ,上 述 定义 与 重 
积分 的 定义 一 致 .车 | 171 收 伊 , 则 称 积分 | 了 绝对 


收敛. 与 广义 的 单 积分 不 同 , 广 义 重 积分 | /收敛 当 


AMY EAM. FR BREF LRRD IH 
的 结论 是 常用 的 : 

1. 若 局 无 界 , 对 任意 实数 7x, 集合 {xED||x| 二 
r} 若 尔 当 可 测 ,f 在 D 上 连续 , 则 当 存 在 M> 使 对 
|x| 充 分 大 的 xED, 有 |fC(x)| 寺 M/|x|’*, 征 pn 
时 NECS Lo >M/|x B pn] f 
RHL. 

2.8 DERIM, Æ DN(a) KE. MWY 
存在 M>0 使 对 a 的 某 邻 域内 的 ED AISI 


WM 时 | f a, 有 |f(x)| 


> M/\x—a\’,H pen 时 | /7 发散. 

另 有 不 同 的 定义 广义 重 积分 的 方法 . 例如 ,有 些 
文献 中 首先 称 下 列 集 列 {D。} 为 D 的 允许 集 列 ,每 个 
D, EF HERT WR, D, CDr U Dn = Ds KR 


后 对 在 D\P 上 几乎 处 处 连续 的 函数 CP 是 /了 的 所 
AMAZE) TERT DAP WER RA RIE, }» 


lim |. f TEE AR, AAR En) 的 选择 时 , 称 


积分 | SW. SRI] 7 发散. 还 有 一 种 定义 , 首 
先 设 1:G->R,G 是 R" HFR AG.) HE 

1. 所 有 Cn 是 车 尔 当 可 测 集 

2. GC Gs GnG. 

3. UG, -G. 
EST GC, 上 黎 曼 可 积 , 且 对 任意 满足 上 述 条 
件 的 (Gu) 


lim | J^ 
Ge 


Tt OD 


存在 ,有 限 , 旦 与 1G, ) 的 选择 无 关 , 则 称 积 | f 收 


SOTME | 7 发散 . 对 上 述 两 种 定义 , 收 生性 仍 与 


绝对 收敛 性 等 价 . 

含 参 量 积 分 的 内 容 可 以 没有 困难 地 推广 到 广义 
重 积分 . 

反常 重 积 分 (improper double intergral) 有 即 
“广义 重 积 分 ” 

曲线 坐标 (curvilinear coordinates) ”直角 坐标 
的 推广 . 设 DD 是 R’ BRAR, t= Gtt) ED, O 
= (App): D>R? BH x—g9(0,.,y-—o((t),.z-—9(Q) 
定义 . 若 @ 是 单 射 , 连 续 可 微 , 且 对 任意 1€D,0 的 
雅 可 比 行列 式 JO (0750, ME O d D E B3 BH ZR AP 
ERA 03 5 G2 SR (roy. 20 TEM b AR 外 中 的 曲线 
坐标 . 直角 坐标 系 、 球 坐标 系 、 柱 坐标 系 、 双 极 坐 标 系 
都 是 R^ 中 的 常用 的 曲线 坐标 系 . 当 某 个 卢 ( 一 1,2， 
3) 为 常数 时 ,9 的 象 是 曲面 , 称 为 坐标 面 . 例如 , 柱 坐 
标 系 的 坐标 面 是 圆柱 面 x: 十 y — const, EAE T] y/z 
—const , F [lj z —const. TE R? 中 也 可 类 似 地 引进 曲 
线 坐 标 系 与 坐标 线 的 概念 .平面 直角 坐标 系 、 极 坐标 
系 、 椭 圆 坐 标 系 、 抛 物 线 坐 标 系 等 都 是 常用 的 平面 曲 
线 坐标 系 . 若 向 量 32 (一 1,2,3) 互 相 正 交 , 即 内 积 

20.20 20,30 20,20. 
di Ode Jd did. Of, Jli á 

坐标 系 @ 称 为 正 交 曲线 坐标 系 . HA O 的 坐标 
面 ( 线 ) 正 交 时 如 此 . 当 O 为 正 交 曲线 坐标 系 时 ， 


eee 
POCHE 
Jl] ej,e;,e; JE E R? 的 标准 正 交 基 , 称 为 坐标 系 OB 
自然 标 架 . BRUCH; 称 为 拉 梅 系数 或 拉 梅 参数 ,是 由 
拉 梅 (Lamé,G. ) F 1859 年 引进 的 . 自然 标 架 与 拉 
梅 系数 可 随 着 点 的 不 同 而 变化 . 对 柱 坐 标 系 ， 
r—rcosÜ,y—rsinÜ,z-—z, 
H,—H;,-—1,.H;-—r,e,—icos0ü-- jsinO, 
e= —isiné+jcosé,e.=k, 
其 中 i,j,k 是 zx,y,z 5875 1 BY) fog [8] E ; X) ER AB oy 
系 ， 
x=r cos @sing, y=rsin@sin Q, z =r cos f, 
H,—1,.H;-—r,H;-—rsin, 
e, —icos Üsin e j sin ĝsin e - k cos 9, 


€; = €, G = 1,2,3), 


积 分 学 


€g=icos @cos ¢+ / sin@cos e—k sin g, 
e,— —isin Qd- j cos 0. 


任何 三 维 回 量 oc 可 按 自 然 标 架 展开 为 


a= Mae, 
i=] 
若 在 直角 坐标 系 下 o=(a,,0,,0,) 5 JU] 
T ELLE N ges, R 
a, at; zu ze at; 


Q; =Q e SSH 

关于 正 交 有 曲线 坐标 B, 弧 长 元 素 ds, H TÉ ARI 
X dS ,体积 元 素 dV 分 别 为 : 

ds 一 W Hd -- H2de2 + Hide, 

dS= VCH, Hzdtıdtz)?+ (H pH dt;dt,)! + (HH desde, )?, 

dV — HiH5H sdtidtzdt;. 

平面 曲线 坐标 系 (plane curvilinear coordinate 
system) 见 “ 曲 线 坐 标 ” 

正 交 曲线 坐标 系 (orthogonal curvilinear coor- 
dinate system) KL“ R”. 

自然 标 架 Cnatural frame) J“ Hl £ ^e AR”. 

拉 梅 系数 (Lamge coefficient) Jl“ tha ^e AR”. 

拉 梅 参数 (Lamé parameter) Jl “HA ^h bg". 

R” 中 的 路 径 (path in R") 平面 曲线 段 的 推广 ， 
回 量 值 连续 函数 S: Lab R" SENS R 中 以 f(a) 为 
始点 、f(5) 为 终点 的 路 径 . 4 f(OM=fOMN RSH 
AI PR ex BS]. p f 为 C' 类 函数 , 则 相应 地 称 路 径 f DN 
C' 类 路 径 .C' 类 路 径 又 称 光 滑 路 径 . A X IR] [a b ] if 
分 为 有 限 个 子 区 间 , 并 且 在 每 个 子 区 间 上 f EHR 
路 径 , 则 f 称 为 La,b5j] 上 的 分 段 光 滑 路 径 . 给 定 路 径 
f. hA flato t) (ELa,6j]) 定 义 的 路 径 称 
A f 的 道路 径 , 有 人 把 它 记 为 f° '. 它 的 始点 是 
f), dE fla). 

闭路 (closed path)  J,"R" 中 的 路 径 ”. 

C! H% 4% (path of class C')” 见 “R” 中 的 路 


径 


(一 1,2,3). 


光滑 路 径 (smooth path) JL“R" 中 的 路 径 ” 

4j] EE JC iE. K 18 (piecewise smooth path) W 
“R” 中 的 路 径 ” 

Wf (inverse path) 见 “R"” 中 的 路 径 ” 

连续 曲线 (continuous curve) 闭 区 间 的 连续 
象 .若是 财 区 间 La,o 到 有 的 连续 函数 , 则 把 
Sab DERAF IR SAR. 这 个 定义 关心 的 是 曲线 
上 点 的 几何 位 置 ,不 关心 自 变 量 1 在 La,6bj] 中 变动 时 
的 次 序 , 也 不 关心 得 到 曲线 的 方式 . 例如 函数 :一 
(cost,sinz) 34 tE [0,2x ] S E [ 0, 4x ]E 48 Jl fa] — 
条 若 尔 当 曲线 . 曲线 的 这 个 定义 是 由 若 尔 当 (Jor- 
dan,M. E. C. )F 1882 年 ( 男 一 说 1887 年 ) 对 n==2， 
[a,5j= 二 [0,1j 给 出 的 ,他 同时 限制 f(z) 是 单 射 ( 这 
样 得 到 的 是 现在 所 称 的 弧 , 这 时 才 是 知 尔 当 曲 线 ). 
它 可 能 是 曲线 的 第 一 个 摆脱 运动 .几何 直观 ( 即 曲线 
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是 按 一 定 规则 运动 的 点 的 轨迹 ) 的 分析 定义 ,是 为 了 
回答 什么 是 曲线 这 一 问题 而 提出 的 .不 久 发 现 这 个 
定义 下 的 曲线 过 于 广泛 . 佩 亚 诺 (Peano,G. ) 于 1890 
年 举 出 了 一 条 奉 尔 当 曲 线 , 它 填 满 了 整个 正方 形 . 这 
样 ,曲线 与 平面 图 形 就 没有 了 区 别 , 从 而 表明 ,为 了 
说 明 什么 是 曲线 ,还 需要 对 连续 函数 f(z) 增 加 其 他 
限制 . 在 现代 数学 中 ,曲线 被 定义 为 一 维 连续 统 或 一 
维 流 形 . 

若 尔 当 曲线 (Jordan curve) Jil, “ie Be Bl £x". 

参数 曲线 (parametric curve) 一 种 曲线 . 设 f: 
La b] >R" 连续 . dr FL 2E RE Ma 依次 变动 到 2, 且 规 
E tK A fO FER f(t2) 之 前 , 则 La IMR I 
= f(a, b DERK R" 中 的 参数 曲线 ,简称 曲线 . f (D 
PAT HSR. 4fA CAML KA CAH 
KR fOmRmATH CREAN. 点 LORNA D nig 
Ro SORA THAR. 4 fCGa) — fUDWELD PROS BE 
曲线 . 按照 上 述 定义 ,的 不 同 的 值 对 应 于 曲线 上 不 
同 的 点 ,即使 这 两 个 点 的 几何 位 置 重合 . 例如 , 设 
f (D — (cos mt ,sin mt) ,0sCtC2n ,m 是 非 零 整数 , 则 
当 m>(<)0 Bp, f GO os f 3 OD B] EY 77 qu] SE A 
位 圆 m 次 的 曲线 ,其 长 度 为 2mm, REMY m 不 
同时 的 几何 形状 都 只 是 一 个 单位 圆 . 曲线 的 这 种 定 
义 , 来 自 曲线 是 服从 一 定 规则 的 动 点 的 轨迹 这 一 直 
WAM. Mx EHRT EKR MESOS 的 La， 
bj 中 的 点 1 的 个 数 称 为 x 的 重 数 . 4 EBD ABS 
重 数 是 1 时 , 称 王 为 简单 曲线 或 在 尔 当 曲 线 . 这 相 
当 于 说 fF IUD TERES. E D REB ZX HL RAS — 7 sx B 
重 数 是 2. MERA (8p 88 Pr] Hl E E DER Em = l 
时 得 到 简单 闭 曲 线 . 知 9: Lo B) La b lie 
FM g— f » 9 也 是 本 的 参数 表示 , 称 为 全 的 等 价 
参数 表示 . 所 有 等 价 参 数 表示 的 集合 是 一 个 等 价 类 ， 
表示 同一 条 曲线 . 一 些 文献 把 参数 表示 的 每 个 等 价 
类 本 身 称 为 一 条 曲线 ,同时 把 参数 所 属 的 区 间 的 象 
(不 规定 次 序 ) 称 为 曲线 的 迹 . 上 例 的 迹 都 是 单位 圆 . 

C" 类 曲线 (curve of class C")” 见 “参数 曲线 ”. 

简单 曲线 (simple curve) ” 见 “ 参 数 曲 线 ”. 

简单 闭 曲 线 (simple closed curve) 见 “ 参 数 曲 
线 ” 

曲线 的 迹 (iocus of curves) 见 “ 参 数 曲 线 ” 

光滑 曲线 (smooth curve) 切线 连续 变动 的 曲 
Bw. f:la,b|>R" CRN, AMAA Elab], 
三 (和 0, 则 了 表示 的 曲线 称 为 光滑 曲线 . 这 时 它 有 
连续 的 单位 切 向 量 f'oO/\f O|acela.b)s,|- | 
表示 欧 几 里 得 范 数 . 有 些 文献 把 C 类 曲线 称 为 光滑 
曲线 ,这 时 它 有 连续 切 问 量 Sf a) ABES Ct) =0 处 
AYE. 延伸 至 无 限 远 的 曲线 ,车 在 任意 有 界 域 中 
的 部 分 光滑 , 则 称 为 光滑 的 . 

分 段 光 滑 曲 线 (piecewise smooth curve) # F 
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段 光 滑 曲 线 连结 的 曲线 . 设 fi[a.b]—R". BEE 
[a,b ]ÉS A IE AA (to otto ttt ty} 5a 5b ty oer 
t,—b, E f PR iil TE BET Ltr 1 te J R= 15,2, m) ER 
ZR HE HH Be DU]. f. 表示 的 曲线 称 为 分 段 光滑 曲线 . 
分 段 光滑 曲线 是 把 有 限 条 光滑 曲线 依次 首尾 连结 而 
成 的 曲线 .类似 地 ,可 以 理解 分 段 C? 类 曲线 . 延伸 
至 无 限 的 曲线 ,各 任何 有 界 的 部 分 是 分 段 光 滑 的 , 则 
BRA ot Bootie BJ. 

定向 曲线 (oriented curve) IRRA [5] HAR. 指 
规定 了 方向 的 曲线 , 对 曲线 x= 9) tE Lab 可 
以 按 参数 增加 (或 减少 ) 规 定 械 的 方 同 , 即 规定 卉 过 
ts( 或 ts 过 ti) 时 人 夏 上 的 点 9(t1) 在 点 9(t;) 的 前 面 .在 
前 一 情形 , 称 点 p(a) 为 了 的 始点 ,9p(o) 为 终点 ,由 
pa) $1 e C B3 77 T8] È IE 6 E Jes — TR JE DUI Ie. e. HI] 
曲线 的 始点 与 它 的 终点 重合 . 曲线 只 有 两 个 方向 , 知 
取 定 其 中 之 一 为 正 向 , 则 另 一 就 是 负 向 . 正 ( 负 ) 向 曲 
线 常 以 T' GO" OX. 设 89,y Fe HAR DSS PSK 
表示 » BUA TE PH PATE eS HE yo f. S4 
三 严格 增 时 称 f 保持 定向 ,这 时 本 用 9,y 表示 的 始 
点 与 终点 一 致 . 当 严格 减 时 称 S hoe FE Ie). 对 平 
面 简单 闭 曲 线 , 通 常 按 下 列 方法 规定 其 正 \、 负 癌 : 设 
HR T E zy 平面 上 ,z 轴 与 xz,y 轴 形 成 右手 坐标 
系 , 设 想 人 站 在 zy PML ADA ze HIE 
HEAR Tr iT r 围 成 的 区 域 总 在 左手 边 ， 
则 称 环行 方 向 是 正 向 ,否则 是 负 向 . 简单 地 说 ,在 右 
FAB bp AP BAY Et He) AE I8]. 关于 曲面 或 平面 区 
域 的 边界 曲线 的 定 回 参 见 " 双 侧 曲 面 ”. 

有 向 曲线 (oriented curve) ”有 即 “ 定 问 曲线 ”. 

可 求 长 曲线 (rectifiable curve) KES PIRS H 
线 . 设 全 是 曲线 ,把 栈 分 成 没有 公共 内 点 的 有 限 段 ， 
由 连结 每 一 段 的 两 个 端点 的 线段 组 成 的 折线 称 为 全 
的 内 接 折 线 . 若 本 的 所 有 内 接 折 线 的 长 度 的 集合 有 
界 , 则 一 称 为 可 求 长 的 ,并 且 这 个 集合 的 上 确 界 就 
是 本 的 长 度 . 严格 地 说 , 设 丁 的 参数 表示 为 9 二 (9， 
@>°*5G9,):La.b]>R’, Mla ,oj 的 任意 分 法 P:a=ty 
«cx xb bi 


Lp = >) lt) — ea) | 
k=] 


(这 是 以 R PHAP) P) 9) A GOR HJ 
or 2 WY 1k BE). WW Be LC) =sup(Lp|P Æla 6 JRIAY 
REC HKRERMK. ALM) <+co, WH A 
求 长 ,否则 称 本 不 可 求 长 . 曲线 厂 可 求 长 的 充分 必 
要 条 件 是 9 的 每 个 分 量 都 是 有 界 变 差 明 数 ,这 是 由 
若 尔 当 (Jordan,M. E. C. ) F 1909 年 证 明 的 . 特别 ， 


《有 界 ) 光 滑 曲 线 可 求 长 , 且 
E e | lo'( |dt = | ( ewe) "ar. 
分 段 光 滑 曲 线 也 可 求 长 ,其 长 度 为 各 段 长 度 之 和 . 


Ay 24h £k (inscribed broken line) 见 “ 可 求 长 
曲线 ” 

不 可 求 长 曲线 (unrectifiable curve) 见 “ 可 求 
长 曲线 ”. 


aM F Eg E (arc length function) 量度 弧 长 的 
函数 . 设 械 为 定义 在 [a,5j 上 的 可 求 长 曲线 ,对 1 
€ [a,b]. P RS RUE o 对 La,ij 的 限制 所 表示 的 
曲线 的 长 度 记 为 (2). 如 此 定义 的 函数 工 : Lab] > 
[0 , 门 称 为 弧 长 函数 ,这 里 /是 也 的 长 度 . 世 是 严格 
T eR Be. AF TE pw L [0.2] La). 复合 函数 
9*L'i[0./JR" 称 为 荆 的 以 弧 长 为 参数 的 表示 .， 
JI ZA s 表示, 这样 ,有 参数 方程 

x= 0(L71\(s)),5 € [0,1]. 
f — 2 A] OR K HH BR AB A A TS 2 BAY oS IK 
表示 称 为 曲线 的 目 然 方程 . 


自然 方程 (natural equation) D," 9 whe”. 
光滑 曲面 (smooth surface) 有 连续 变动 的 切 


平面 的 曲面 ,或 者 说 有 可 以 处 处 连续 移动 的 单位 法 
MRM Fl rd. E DER PRAM AK SAMAK 
W, [5] tH PRX p: D FR? 是 C!' 类 的 (这 意味 着 9 在 
包含 的 某 个 开 集 上 是 C' 类 的 ), 且 对 任意 1€D， 
Dio (G2 X Dio G) 5 OCBD JE nJ EG XR RE Jo GO B fX dE 
2), 这 里 Di,D; aN te SX. WW AB S — o CDO RA 
R° 中 的 光滑 曲面 . MA e 对 品 的 内 部 的 限制 是 单 
射 , 则 S 称 为 简单 光滑 曲面 . 当 f 连续 可 微 时 , 几 是 
可 以 用 形 如 z= 二 f(x,y) 表 示 的 曲面 S, 都 是 简单 光 
滑 曲 面 . 由 于 上 述 定义 中 涉及 曲面 的 参数 表示 9, 因 
此 可 以 发 生 这 样 的 情况 :一 种 表示 满足 定义 , 男 一 种 
表示 不 满足 定义 .但 只 要 有 一 种 表示 满足 定义 ,就 说 
曲面 是 光滑 的 . 在 光滑 曲面 上 ,单位 法 向 量 函 数 
(D,9 X D9)/ | Dig X Dio IE ES B. t p: DR 5 
Y:E>R 是 曲面 $ 的 两 个 参数 表示 ,者 存在 C 类 双 
射 g:E 一 D, 使 w= 二 p。g, 则 称 9 Sy 是 光滑 等 价 
的 . a g 还 满足 Jg > 0. WU ER g 保持 定向 ,并 称 9 与 
v 定向 等 价 ; 若 Jg 二 0, 则 称 g 反 转 定向 ,这 里 ,78 是 
g 的 雅 可 比 行列 式 . 延伸 至 无 限 远 的 曲面 ,大 任何 有 
界 的 部 分 是 光滑 的 , 则 曲面 称 为 光滑 的 . 

简单 光滑 曲面 (simple smooth surface) 
滑 曲 面 ” 

分 片 光滑 曲面 (piecewise smooth surface) 由 
若干 块 光滑 曲面 拼接 的 曲面 . 设 DCR’ 是 一 区 域 . 
若 PD=DiUD;U…UD,, 而 Di,D;,**.D, ER? 中 
没有 公共 内 点 的 区 域 , 并 且 存 在 连续 的 9: DR, fi 
每 个 集 5, 二 9(D;) 是 光滑 曲面 , 则 集合 pg(D) 称 为 分 
片 光 滑 曲 面 . 3x BLUR S=S,US,U--US,. 延伸 至 无 
穷 远 的 曲面 , 若 任 何 有 界 部 分 是 分 片 光 滑 的 , 则 曲面 
称 为 分 片 光滑 的 . 


见 “ 光 


曲面 面积 (area of a surface) 曲面 表面 的 面 
只 . 把 光滑 曲面 S 分 成 没有 公共 内 点 的 nn 块 S1,S;， 
…,S,,， 且 每 一 块 仍 是 光滑 曲面 ,在 每 个 5;,0—1,2; 
…,n) 上 取 一 点 P;,; 过 P; 作 SS 的 切 平 面 T; ES; 投 
影 到 了 7 了 ;上 ,所 有 这 些 投影 的 面积 之 和 的 极限 ( 当 所 
A S, 的 直径 趋 于 零 时 ) 如 果 存 在 ,就 是 曲面 S 的 面 
H. 对 有 界 简 单 光滑 曲面 而 言 ,这样 的 极限 总 是 存在 
的 ,而 且 与 曲面 的 光滑 等 价 的 参数 表示 的 选择 无 关 . 
若 S=o(D). M S HMR. ASR A, H F7 
二 重 积分 计算 (如 果 这 个 积分 存在 ): 


s 
A= || De x D.e| = il VEG — F*dxdy, 
D D 


其 中 |， xX*mm&HMS.E- | Dip |’, F = Dio 
-D.9,G= |Dso |?. TH, S 由 方程 z—fr.y) 


A= il V1+f2 + fidzdy. 


分 片 光滑 曲面 的 面积 定义 为 组 成 它 的 各 光滑 片 的 面 
积 之 和 .不 同 于 曲线 的 长 度 , 即 使 对 简单 光滑 曲面 ， 
它 的 面积 也 不 能 用 内 接 多 面 形 面积 的 极限 来 定义 . 
WE BL 2& (Schwarz, H. A. ) 于 1880 年 举例 说 明 过 : 存 
在 圆柱 面 的 内 接 多 面 形 序 列 , 其 面积 的 极限 为 ce. 
| XX tll Hh A (two-sided surface) 指 圆柱 面 、 球 面 
那样 的 能 分 辨 出 两 个 侧面 的 曲面 . 设 曲面 $ 上 各 点 
处 均 有 两 个 指向 相反 的 法 向 量 , 并 且 随 大 点 在 S 上 
连续 变动 ,法 向 量 也 随 之 连续 变动 . 设 已 是 $ 上 任 
一 点 , 取 定 了 处 的 一 个 法 向 量 np JFE np d S LA 
过 P 的 任何 闭 曲 线 (不 超出 S 的 边界 ) 连 续 地 移动 ， 
在 移动 中 np 始终 保持 所 到 达 的 点 处 的 法 方向 . 者 
np 回 到 了 点 时 , 均 能 保持 原 有 指向 , 则 SS 称 为 双 侧 
曲面 ;否则 称 为 单 人 出 曲面 . BIA AAS 上 的 点 了 及 
经 过 该 点 的 闭 曲 线 矿 , 当 指 定 P 处 的 法 丫 量 ar 并 让 
它 沿 械 移动 一 周 后 ne 变 为 一 nz, 则 SS 称 为 单 侧 曲 
面 . 简单 光滑 曲面 都 是 双 侧 曲面 .但 分 片 简单 光滑 曲 
面 不 一 定 是 双 侧 的 . 单 侧 的 分 片 光滑 曲面 的 一 个 著 
名 的 例子 是 默 比 乌 斯 带 ( 参 见 本 着 《空间 解析 几何 》 
中 的 “ 默 比 乌 斯 带 ”). 对 双 侧 曲面 $, 只 要 取 定 其 上 
一 点 的 两 个 法 向 量 中 的 一 个 ,各 点 处 的 法 向 量 的 指 
向 也 随 之 取 定 . 例如 ,对 由 方程 z— f Ge, y R8 E BJ Hl 
面 S 双 侧 , 若 指 定 它 上 面 的 法 向 量 为 与 z 轴 成 锐角 
的 那 一 个 , 则 也 就 取 定 了 5 的 一 侧 , 称 为 S 的 上 侧 ， 
另 一 侧 称 为 下 侧 . 类 似 地 可 定义 左 侧 、 右 侧 , 前 侧 、 后 
侧 . 对 封闭 的 双 侧 曲面 ,可 定义 内 侧 、 外 侧 . 
对 边界 由 有 限 条 简单 闭 曲 线 组 成 的 双 侧 曲面 ， 
当 取 定 了 一 侧 后 ,如 下 规定 边界 的 正 向 :者 人 站 在 取 
定 侧面 沿边 界 环行 时 曲面 $ 总 在 人 的 左手 边 , 则 环 
行 方向 称 为 正 癌 ( 如 图 ). 这 时 也 说 这 个 曲面 与 它 的 
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数 - 分 本 


边界 是 相 容 地 定 回 的 . 对 平 

面 区 域 的 边界 ,可 类 似 地 定 

问 . 如 上 规定 了 正 向 的 边界 

9, 有 时 记 为 .对 分 片 简单 

光滑 曲面 S=S,US,U + U 

S., 行 可 确定 各 个 S 的 一 

侧 ,使 公共 边界 上 的 正 向 相反 , 则 S 称 为 双 侧 曲面 ， 
否则 是 单 侧 的 . 

单 侧 曲 面 (one-sided surface) J“ XUM gir ii”. 

曲线 积分 (line integral) 函数 沿 曲 线 的 积分 . 
它 分 成 两 类 :一 类 与 曲线 的 定向 无 关 , 称 为 第 一 型 曲 
线 积 分 ; 男 一 类 只 对 定向 曲线 定义 , 称 为 第 二 型 曲线 
积分 . 由 于 第 一 型 曲线 积分 相当 于 关于 曲线 的 弧 长 
BAH RS AD BURAK FM KY HARD. 第 
二 型 曲线 积分 又 称 关 于 坐标 的 曲线 积分 ,因为 它 可 
以 表示 为 若干 个 关于 直角 坐标 系 中 坐标 的 积分 之 
和 . 在 西方 许多 文献 中 ,曲线 积分 这 个 词 只 指 关 于 坐 
标的 曲线 积分 ,这 种 积分 实质 上 是 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 
积分 . 沿 光滑 定向 曲线 的 曲线 积分 是 带 边 流 形 上 的 
积分 的 特例 , 它 是 一 次 微分 形式 的 积分 (参见 “第 一 
型 曲线 积分 ”和 “第 二 型 曲线 积分 ”). 

第 一 型 曲线 积分 (line integral of the first 
kind) 
数 为 变 元 的 积分 . 这 个 名 称 更 为 贴切 也 用 得 更 广 . 设 
CAR PU A.B 为 端点 的 可 求 长 曲线 ,P 为 它 的 
分 法 ,分 点 依次 为 A=Po Piss) P =B, IW Bt Pi- 
P: 的 弧 长 为 As;,é&; 为 弧 段 P; 1P; 上 任意 一 点 
(i 二 1,2,…,n) ,对 于 定义 于 曲线 EB BRS x), 
作 积 分 和 


Op = DU Eas 
Æ Xt F |P | =max{As, Ji=1, 2.00042}, lim Op 存在 


且 有 限 ( 与 分 法 己 及 点 和 的 取 法 无 关 ), 则 将 此 值 称 
为 函数 SNE RFR B] RAR IA 


| Fods. 


矿 称 为 积分 路 人 径 . Tr AA HCA =B), AAA 
fom HBA RICA 


f (x2ds. 
当 函 数 FGz) 沿 三 连续 时 ， 

| f Gods 
必 存 在 . 

| f(x)ds 


FERN, HEST 的 定向 及 参数 表示 的 选择 无 关 . 但 
ECHT 的 参数 表示 为 X= 二 9(2) (eET axt<b) 1k 
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亦 称 关于 弧 长 的 曲线 积分 . 以 曲线 的 弧 长 参 


LSA rn =pl) ,ZX 二 (1), 则 沿 械 的 积分 可 通 
过 它 化 为 对 z 的 定 积 分 ,并 由 此 算出 曲线 积分 : 


| f(x)ds = | fXipqo» |o E) |dt = | fina), 
r a a 


PE GAN (A @))?+(@! E+ C E) dt. 
特别 车 上 述 参 数 表示 中 的 参数 t 为 弧 长 s, ET Ki 
RAAB 对 应 于 s 二 0 和 ss 二 =/ 时 ， 


i 
| Xd» | poe 
I' 0 


用 关于 弧 长 的 曲线 积分 ,可 以 计算 线形 物体 的 质量 、 
重心 .转动 惯量 及 引力 等 物理 量 . 例如 分 布 在 曲线 T 
上 的 线 密度 为 p 的 质量 是 


P 

这 也 正 是 这 类 曲线 积分 的 物理 背景 . 在 R* 内 的 可 求 
长 曲线 上 可 同样 定义 这 类 曲线 积 

关于 弧 长 的 曲线 积分 Cline integral with res- 
pect to arc length) 即 “ 第 一 型 曲线 积分 ”. 

曲线 积分 路 径 (path of line integral) 
型 曲线 积分 ”. 

第 二 型 曲线 积分 (line integral of the second 


DE — 


kind) 亦 称 关于 坐标 的 曲线 积分 . 一 种 与 曲线 定向 
A X B3 HAR. Ve DON R 中 以 4 为 始点 和 B 为 


终点 的 光滑 的 定向 曲线 ,PP 为 它 的 分 法 ,分 点 依次 为 
A 二 Po,Pi,…,P, 二 B, 弧 段 P;_1Pi; 在 xz ERES 
为 Ax;( 可 正 可 人 负 ),é AME PP: 上 任意 一 点 (i 
二 1,2,…,n), 对 于 定义 在 曲线 矿 上 的 函数 TERI 


Op = 2,f(DAz;, 


#5 24 | P| =max (As, is) 0 ME (As, HIE 
P, PL 的 长 度 ) op 有 与 分 法 一 及 点 的 取 法 无 关 


的 有 限 极限 , 则 将 此 极限 值 称 为 函数 了 了 沿 三 的 关于 


, 记 为 
| fae. 
类 似 地 ,可 以 定义 函数 沿 曲线 关于 y 和 > 坐标 的 积 
分 ,一 般 将 关于 三 个 坐标 的 积分 合 在 一 起 写 出 ,于 
是 ,关于 坐标 的 曲线 积分 (或 第 二 型 曲线 积分 ) 的 一 
般 形式 是 
| JT 3 bd sč Jdt an Jos sT? :432025; 


x 坐标 的 曲线 积 


af ds esa day. 
或 写成 向 量 形式 
[s *。 dx (f = resad aX = (dz, ,dz;,dz,)). 
r 


当 工 为 闲 曲 线 时 ,积分 号 | 用 中 代 将 .第 二 型 曲线 
积分 的 积分 路 径 一 般 总 假定 为 (分 段 ) 光 滑 曲 线 ， 


因此 , 当 向 量 值 函数 六 沿 三 连续 时 ,积分 [ys .dx 存 


在 ,其 值 与 坐标 轴 的 选 定 有 关 , 但 与 蔗 的 参数 表示 
无 关 . 第 二 型 曲线 积分 与 积分 路 径 的 方向 有 关 , 同 一 
函数 沿 同一 弧 段 由 A 到 B 的 积分 ,与 由 BB 到 A 的 
积分 符号 相反 . 第 二 型 曲线 积分 可 以 化 为 第 一 型 的 : 


E „dx= | Sida + fide, + fide, 


一 | (f,cosa + f,cos B + f4cosY)ds 
r 


《其 中 (cos a,cos 8,cosy) 是 曲线 卫 与 积分 路 径 方向 
一 致 的 单位 切 向 量 的 方向 余弦 ). AOA HA 六 的 
参数 表示 x=9() ,并 且 始 点 对 应 于 一 4a ,终点 对 应 
于 t=b(4-# ba), Wl 


| fadis | f(o() * de) 
b 3 
= | BACON AGH AG ONE 
a i=l 


若 向 量 值 函 数 7 表示 力 的 分 布 , 则 | "dx RAH f 


沿 曲线 一 所 作 的 功 .第 二 型 曲线 积分 在 向 量 场 理论 
中 还 有 许多 应 用 . 对 于 一 般 的 R", 可 以 类 似 地 定义 
第 二 型 曲线 积分 ,并 有 与 以 上 相 类 似 的 结论 . 

关于 坐标 的 曲线 积分 Cline integral with res- 
pect to coordinates) BP“ E HAR”. 

曲线 积分 与 路 径 无 关 的 问题 (the problem of a 
line integral independent of the path) 关于 曲线 积 
分 的 一 个 问题 . 向 量 值 函数 满足 什么 条 件 时 ,其 第 二 
型 曲线 积分 值 只 与 积分 路 径 的 起 点 和 终点 有 关 , 而 
与 具体 路 径 无 关 的 情形 . V) R? 为 例 , 设 f (21 5.22523) 
= (f(a 29X49) fani 2903) s frio x2 21) EE 
MER AW KK D E BS I5] Bee. D 中 任意 
AAM N: AWER- RAEE DAHA M 为 起 
SAN 为 终点 的 分 段 光滑 曲线 械 , 积 


| (Jd Sa Fide + fdr 
r 


之 值 总 相等 (只 与 M,N 有 关 ), 则 积 | fide ion 
在 万 内 与 路 径 无 关 ,这 时 该 积分 可 写成 
M - dx. 


当 向 量 值 函数 六 表示 力 的 分 布 时 ,积分 E .dx 与 


路 径 无 关 在 物理 上 表示 力 了 作 功 与 路 径 无 关 , 这 是 
保守 力 ( 如 重力 、 项 电力 等 ) 的 特征 .者 九 是 R' 内 的 


区 域 ,向 量 值 函数 三 在 万 上 连续 , 则 积分 | /dx 与 


路 径 无 关 有 如 下 一 些 充 分 必要 条 件 : 
1. 对 于 完全 在 D 内 的 分 段 光滑 闭 曲 线 T, A 


积 分 学 


$ f- dx = 0. 


2. f AMO phi C BAFE D. E BS np X R XX 
u (xi x2,2x32, [E f—gradu 或 
au EE 


且 当 已 知 | 7 . dx 与 路 径 无 关 时 ， 
u(x) 一 | 7 edx (x,x, € Dox, 为 定点 ) 


是 f 的 一 个 位 函数 . 
3. 再 进一步 还 有 ,在 DD ABET SEDE 
连续 可 微 的 情况 下 ,号 数 f 在 DD 上任 一 点 满足 : 

Of by Ss) _ Of Bis ots) 
dr; OX; 
BED 上 处 处 rotf=0 Che RE 0). 曲线 积分 与 路 
径 无 关 的 概念 及 上 述 充分 必要 条 件 很 容易 直接 推广 

到 一 般 的 R” rp. 

关于 曲线 积分 的 微 积分 基本 定理 (fundamental 
theorem of the calculus for line integral) — fi fH 
基本 定理 在 曲线 积分 情形 的 推广 . 设 f 是 R* 中 的 开 
区 域 D EWES o E MX f= C^ (aor, 
tali Fol Dre tt) da aoto) AAD EJ AJK 
函数 (向 量 值 函数 的 原 函数 即 其 位 ( 势 ) 函 数 ) MA 
5E XOT D BD BB ER ulti 2,273), BE f (x) 


—gradu(x)(x € D), Wl f 的 积分 | f-dx E&E DAS 
路 径 无 关 ,对 于 任意 M.NC DS 
[7 e dx = u(N) — uCM). 


这 就 是 关于 曲线 积分 的 微 积分 基本 定理 .向量 值 天 
数 有 原 函 数 的 条 件 , 即 其 (第 二 型 曲线 ) 积 分 与 路 径 
无 关 的 条 件 人 参见 “曲线 积分 与 路 径 无 关 的 问题 ” 这 
些 对 于 一 般 的 R” 也 都 成 立 . 

曲面 积分 (surface integral) El pays Hm 
积分 . 曲面 积分 分 成 两 类 ,分 别称 为 第 一 、 二 型 曲面 
积分 . 第 二 型 曲面 积分 是 对 双 侧 曲面 定义 的 . 第 一 型 
曲面 积分 又 称 关 于 曲面 面积 的 积分 (参见 “第 一 型 曲 
面积 分 ”与 “第 二 型 曲面 积分 ”). 在 许多 文献 中 ,曲面 
积分 一 词 仅 指 第 一 型 曲面 积分 . 曲线 积分 和 曲面 积 
分 都 是 流 形 上 的 积分 的 特例 . | 

第 一 型 曲面 积分 (surface integral of the first 
kind) 关于 曲面 面积 的 积分 ,简称 曲面 积分 . 设 $ 
E R’ 中 的 简单 光滑 曲面 , (5:555, 5,) 4E S 的 一 
个 分 法 ,在 每 个 3 上 取 一 点 各 ,对 于 S EWR S, 
作 积 分 和 


(1,3 — 1,2,3). 


2 JACO, 
i=1 


数 学 分 析 


PAS AAS, 的 面积 , 当 所 有 5; 的 直径 均 趋 于 
0 时 ,者 这 个 积分 和 存在 与 分 法 及 56; 的 取 法 无 关 的 
有 限 极 限 , 则 将 此 极限 值 称 为 淆 数 f(x,y) 沿 曲面 S 
的 第 一 型 曲面 积分 , 记 为 


fras. 
L S 为 分 片 光 滑 曲 面 ,S= 二 SjUS;,U…US, 时 ,定义 


| (ess = E x J remus, 


KRR f 在 S 上 连续 时 ,积分 |[ sends We FETE. S 


为 闭 曲面 时 ,积分 号 可 改 为 由 .车 简单 光滑 曲面 5 
由 向 量 值 函数 pg(x,u) 定 义 ( 参 见 “ 光 滑 曲 面 ") ,并且 
S=9(D) Et D Æ uv FR EMA REM, MUA 
将 | /eoas 用 对 于 uv 的 二 重 积分 表示 为 : 


[ros - = [you v))|D,9 x D,o|dudv, 


其 中 Dio 和 Dio AURR IS HR SC p Ht u 和 对 4 
H3 fi SE oC" X HL ERA, | Die X Dap | 表示 向 量 
Dio x Dig WK. E o (uv) = (G (u,v), S (uv), 
$; Gc, v2) M ERRATA BUE A E IR : 


IKS Visa 330 


= - [rence v),G (uv). (u,v)) 


dudv 》 


KP p) Ze) E 1299 
alu, v) 9(u,v) u,v) 


从 而 可 用 二 重 积 分 来 计算 .但 由 定义 可 见 , 曲 面积 
的 值 实际 上 与 曲面 的 参数 表示 无 关 . 第 一 型 曲面 积 
分 有 与 第 一 型 曲线 积分 类 似 的 性 质 与 应 用 . 

第 二 型 曲面 积分 (surface integral of the second 
kind) 关于 在 坐标 面 投影 的 曲面 积分 . 设 $ 为 双 侧 
的 简单 光滑 曲面 ,了 了 为 定义 于 SS EY PRR, ORE — 
型 曲面 的 积分 和 (参见 “第 一 型 曲面 积分 ”) 中 的 
ACS;) CS; 的 面积 ), 换 成 S; TE xy 平面 上 投影 的 面积 
《可 正 可 负 , 且 当 所 选 定 曲面 的 一 侧 的 单位 法 向 量 与 
z 轴 正 向 的 夹 角 为 锐角 时 ,规定 投影 为 正 ,否则 为 
fA 0 ,然后 再 以 同样 方式 取 极 限 , 所 得 极限 值 ( 若 存 
TE) BRA eR SH HH TDS (所 选 定 的 一 侧 ) 关 于 zy 
的 积分 , 记 为 


| f Gc, 30d xdy. 


类 似 地 定义 沿 沿 曲 面 关于 yc 和 关于 zx 的 积分 ,并 
有 类 似 的 记号 .一 般 将 关于 三 个 坐标 面 的 曲面 积分 
合 写 在 一 起 成 为 
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| Ba i dad» 
S 


其 中 了 P,Q,R JGE XE S 上 的 x,y,z 的 函数 . A H 
它们 作为 向 量 函 数 的 分 量 , 写 成 f 二 (P,Q,R), 又 令 
ny S 上 所 取 定 的 一 侧 的 单位 法 向 量 , 则 上 述 积分 


可 写成 
| Uds 


(这 实际 上 是 一 个 第 一 型 曲面 积分 ). 这 两 个 积分 式 
就 是 第 二 型 曲面 积分 的 一 般 形式 . 当 S ON B] Bf TT 


时 ,积分 号 |] 可 改 为 仿 . 当 S 为 有 限 片 光滑 曲面 的 


并 集 ( 各 片 间 无 公共 内 点 ) 时 , 沿 $ 的 积分 定义 为 沿 
各 片 积分 之 和 . 被 积 函 数 在 曲面 S 上 连续 时 ,相应 
的 第 二 型 曲面 积分 存在 . 沿 曲面 的 第 二 型 曲面 积分 
与 所 选 定 的 曲面 的 催 有 关 , 同 一 项 数 沿 同一 曲面 两 
侧 的 第 二 型 曲面 积分 之 值 大 小 相等 符号 相反 . 第 二 
型 曲面 积分 可 化 为 第 一 型 的 . Ea E — DI , dh 
E S 的 单位 法 向 量 n 的 方向 余弦 是 (cosa,cosB， 
cos 7), Il] 


| (Pdedo dc odeda-cboRdad y 
S 


= fe cos 4 + Q cos 8+ R cos Y)dS. 
3 


i S 的 第 二 型 曲面 积分 的 值 与 曲面 $ 的 参数 表示 
的 选择 无 关 ,但 当 参 数 表 示 选 定 后 ,第 二 型 曲面 积分 
可 以 化 为 关于 (两 个 ) 参 数 的 二 重 积 分 来 计算 . 例如 
对 于 

| Pasaz, 


若 当 (4,v)ED 时 ， A TES plusu), p (uv))— 
(x,y DES, FFA 

= ((u,v) € D|cosa > 0), 

= {(u,v) € Dlcosa < 0}, 

es LO) ©: \cos a 0}; 


(D = D, U D, U D;), 


pa 


E [^ 09. dude: 


则 
dudv 


u,v ) 


ta HH zsz 和 关于 L, y 的 积分 ,可 以 仿 此 处 
理 . 当 曲 面 S 由 z 一 上 zyy)(Czyy)EDD) 给 出 时 ， 


|| Pddz + Qdzdx + Rdxdy 
3 


D 


— Q(z,y,f(z,y)) d + RG,y.fG;,y))2dxdy, 
其 中 “ 土 ” 的 取 法 为 :党 - 上 侧 积 分 时 取 “ 十 ”, 沿 下 
侧 积 分 时 取 “ 一 ” 此 物理 量 可 以 用 第 一 型 曲面 H 
分 表示 或 计算 .例如 ,密度 为 1 的 不 可 压缩 流体 以 速 
度 ， 作 稳定 流动 时 ,单位 时 间 通 过 曲面 S 的 流量 为 


]" * ndS at je. dydz + v,dzdx + v,dxdy 


Cu, vU. dé v I x yz 轴 的 分 量 ). 

格林 公式 (Green formula) 亦 称 格 林 定 理 . HX 
系 平面 区 域 上 二 重 积分 与 沿 该 区 域 边界 的 曲线 积分 
的 公式 . 指 


Taa 


其 中 DD 是 平面 有 界 区 域 ,其 边界 9D 由 有 限 条 互 不 
相交 的 可 求 长 闭 曲 线 组 成 ,P,Q 是 D 上 的 C 类 隆 
数 . 这 个 公式 的 物理 意义 参见 “高 斯 - 奥 斯 特 罗 格拉 
茨 基 公式 ”上 式 最 初 发 表 由 格林 (Green,G. ) 于 
1828 年 出 版 的 论文 中 . 同时 还 发 表 了 以 下 两 个 公 
式 , 现 称 为 第 一 、 第 二 格林 公式 : 


[wag + grad ? * grad )dxdydz = the dS, 
n an 


l (PAg 一 YAp)dzdydz = d et —y x ds 


KB OER 中 的 有 界 区 域 ,n 是 a0 的 外 单位 法 向 


aP 
Sy | dad, 


格林 公式 与 高 斯 - 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 \ 式 和 斯 托 克 
斯 公式 一 起 ,都 是 牛顿 - 莱 布 尼 欧 公式 的 推广 .在 流 
形 上 的 微 积 分 中 ,它们 可 以 统一 为 一 个 公式 . 

高 斯 - 奥 斯 特 罗 格 拉 泌 基 公 式 (Gauss-O 〇 stro- 
inane formula) 简称 高 - 奥 公 式 , 亦 称 散 度 定 理 、 
高 斯 公式 、 高 斯 定理 . 联系 空间 区 域 上 三 重 积 分 与 沿 
该 区 域 边界 的 曲面 积分 的 公式 . 指 


[PP dod + Qdzdz + Rdady 


-[i2 Om 


其 中 人 是 R’ 中 的 有 界 区 域 ,2 的 边界 90 是 由 有 限 
个 互 不 相交 的 简单 光滑 双 侧 曲面 或 分 片 简单 光滑 双 
侧 曲 面 组 成 的 闭 曲 面 ,30 取 外 单位 法 癌 量 方 癌 ,PP， 
Q,R 是 上 的 C 类 函数 .格林 公式 是 这 个 公式 的 特 
例 . 这 个 公式 的 另 一 形式 是 


(bs « ndS = | div f dxd ydz , 
Heb n Æ 30 的 外 单位 法 向 量 ， 
f= (PRR divf =F + 4+ S 


9 EU | F 4 F 
oe A = 


Rr 


积分 学 


FROM f 的 散 度 .用场 论 的 术语 ,高 斯 - 奥 斯 特 罗 格拉 
茨 基 公 式 表 明 : 向 量 场 的 散 度 在 某 有 界 区 域 的 积分 ， 
等 于 该 问 量 场 沿 这 个 区 域 的 边界 的 外 法 向 量 方向 的 
通 量 .在 流体 力学 中 ,这 个 公式 反映 了 下 列 明显 的 事 
实 : 不 可 压缩 流体 从 区 域 中 的 源流 入 区 域 的 流量 等 
于 流 过 该 区 域 边 界 的 流量 .这 个 公式 由 高 斯 
(Gauss,C. F. ) F 1813 年 对 R? 一 个 特殊 情形 得 到 ， 
Jc KC p BR Re P dr HR FE COcrporpaackuit, M. B. ) 
T 1831 年 及 1834 年 得 到 并 推广 到 R”. 

BY IE Ze HH (divergence theorem) 
斯 特 罗 格拉 蒋 基 公子 

斯 托 克 斯 公式 (Stokes formula) ” 亦 称 斯 托 克 
斯 定理 . 联系 曲面 积分 与 沿 该 曲面 边界 的 曲线 积分 
的 公式 . 指 


PPar Faiy Rag = J 


即 “高 斯 - 奥 


a 


dydz 


E IQ aP 


+E ; |dedet| S8 5| dady, 
其 中 SS e E ge RN aS 由 有 
限 条 分 段 光 滑 闭 曲线 组 成 ,S 5E; 0S MAA He LP, 
Q,R 是 S 上 的 C! 类 函数 .斯 托 克 斯 公式 的 另 一 形式 


是 
frors e n dS = of T ds, 


其 中 f= 二 (P,Q,R),T 是 单位 切 向 量 ,n 是 单位 法 向 
量 , 这 里 向 量 7 与 n 相 容 地 定 疝 . 
人 7 IQ IP R IQ AP 


ax’? ax dy 

PRA S 的 旋 度 . Ssh EH Er HE be Hr (Stokes, G. G. ) 
于 1854 年 作为 试题 公 之 于 世 . 它 是 由 汤姆 森 
(Thomson, W. (L. K. )) 于 1850 年 的 信 中 告诉 斯 托 
死 斯 的 ， 

field) 可 测量 的 物理 量 在 空间 与 时 间 中 的 
连续 分 布 . 它 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 . 例如 ,物体 的 
质量 分 布 成 为 质量 场 , 大 气 的 压力 分 布 成 为 压力 场 ， 
温度 分 布 成 为 温度 场 ,流体 的 流速 分 布 成 为 速度 场 . 
在 数学 中 ,这 些 场 可 以 表示 为 多 元 纯 量 值 消 数 或 癌 
量 值 函数 ,因而 相应 地 称 这 些 函 数 为 场 , 即 把 多 元 纯 
量 值 函数 称 为 纯 量 场 (或 标量 场 , 数 量 场 ), 多 元 向 量 
值 函 数 称 为 向 量 场 . 向 量 分 析 研 究 纯 量 场 与 向 量 场 . 
4 f 是 可 微 或 C' 类 函数 时 , 称 场 f 是 可 微 场 或 C' 类 
场 . 对 场 的 研究 离 不 开 数 学 提供 的 三 个 “ 度 ” :梯度 、 
散 度 与 旋 度 . 根据 这 三 个 概念 的 物理 意义 ,引进 了 各 
种 场 的 名 称 :者 散 度 divf 夺 0, 则 称 为 无 源 场 或 管 
状 场 ; 知 旋 度 rot f 夺 0, 则 称 f ATH; ATE u, 
使 f—gradu. WR f 79 $35 LRM). Ku DN f 
H^] £i Tek 3 pL RC Cz PA BL), ES BK A BC TETE gi AE 
f rotg, WEK 三 为 旋 度 场 , 称 8 为 了 的 向 量 势 函 
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数 学 分 析 


数 . 根据 数学 上 的 有 关 结 论 ,这 些 场 之 间 有 下 述 关 
系 :若是 C' 类 场 , 且 其 定义 域 是 单 连通 域 , 则 了 蚌 
无 旋 场 , 当 且 仪 当 它 是 势 场 ,f 是 无 源 场 当 且 仅 当 它 
是 旋 度 场 ,梯度 场 是 无 旋 场 , 旋 度 场 是 无 源 场 . 对 任 
何 向 量 场 f, 存 在 纯 量 场 x 及 向 量 场 g, 使 /一 gradu 
-Frot g CZC 1l 2E 25 4) REED. 在 数学 分 析 中 只 是 用 
多 元 微 积 分 的 方法 初步 讨论 场 的 理论 . 场 论 的 进 一 
步 研究 是 近代 物理 的 重要 组 成 部 分 . 

旋 度 场 (rotation field) 见 “ 场 ” 

向 量 场 (vector field)” 见 “ 场 ”. 

纯 量 场 (scalar field) 见 " 场 ” 

无 源 场 (field without source) 见 “ 场 ” 

无 旋 场 (irrotational field) 见 “ 场 ” 

[] M&Cvector line) 回 量 场 中 具有 特定 意义 
的 曲线 . 指 其 切线 方 回 与 场 中 向 量 一 致 的 向 量 场 中 
的 曲线 . 设 f 是 定义 在 区 域 ?CR 上 的 向 量 场 ,下 
E Q "P6 B ZR. A be BAA 8] EE 7 
向 与 了 在 该 点 的 方 回 一 致 , 则 古称 为 场 了 的 向 量 
线 , 例如 势 场 『 的 向 量 线 是 它 的 势 函 数 的 梯度 线 ， 
即 这 个 势 孙 数 变化 最 快 的 线 . p S 是 稳定 流动 ( 即 
与 时 间 无 关 ) 的 流体 的 速度 场 , 则 它 的 向 量 线 是 流体 
质点 的 移动 轨迹 , 称 为 流 线 . 若 了 是 引力 场 , 则 相应 
的 回 量 线 称 为 力 线 . 

Vit (streamline) 

FB (line of forces) Wi," mA”. 

[9 Mi E, (vector tube) 由 四 量 线 组 成 的 曲面 . 
i f#OCR 上 的 回 量 场 , 之 是 2 内 的 光滑 曲面 . 
知 在 之 的 每 一 点 处 的 法 向 量 与 了 在 该 点 的 方向 垂 
直 , 则 称 宛 所 界 的 区 域 为 场 f 的 向 量 管 . 向 量 管 由 
向 量 线 组 成 . 场 的 每 一 条 向 量 线 都 整个 地 在 向 量 管 
ES 

$ WW t (potential function) JR ER f PR AC. 25 
论 中 一 种 特殊 函数 . 设 f 是 向 量 场 ,车 存在 纯 量 也 
Bu, f=gradu, MER u H f 8939 PROC. 若 存在 向 
E PROC g fk f=rotg Wie ES B3 I5] 58 E RR. 有 
的 文献 把 u 称 为 向 量 场 了 的 原 函 数 ,把 一 上 称 为 f 
的 势 旺 数 ,因为 为 重力 场 时 其 势能 恰 为 一 w( 这 也 
正 是 势 函 数 这 个 名 称 的 来 源 ). 连续 向 量 场 存在 势 陶 
数 的 充分 必要 条 件 是 f. 为 保守 场 .C' 类 三 维 向 量 场 
的 定义 域 单 连通 时 ,存在 势 丽 数 的 充分 必要 条 件 是 
其 旋 度 为 0, 存在 向 量 势 郴 数 的 充分 必要 条 件 是 其 
散 度 为 0. 

位 函数 (potential function) B[I^32 gg c". 
| [5] ME 35 d BW potential vector function) 见 “ 势 
PRACT. 

3515 potential field) 亦 称 位 场 或 梯度 场 . 一 
种 特殊 的 向 量 场 . 即 满足 f—gradu 的 向 量 场 f ,其 
中 是 定义 在 R” 的 某 个 区 域 上 的 数值 函数 , 称 为 f 

070 


见 “ 向 量 线 ”. 


的 原 函 数 或 纯 量 势 函 数 . 当 了 连续 时 ,fF WAYS A 
仅 当 它 是 保守 场 ; ES f= Cfi TP s >t.) FE S n] o4 AL 
其 定义 域 为 R" 的 单 连通 域 时 ,f 是 势 场 当 且 仅 当 
aj | 9f; 
dx; a; 
特别 地 ,2 一 3 时 当 且 仅 当 上 革 是 无 旋 场 . 势 场 因 有 势 
P 2 ES E. 
47 tH (potential field) 即 “ 势 场 ” 
梯度 场 (gradient field) 即 “ 势 场 ” 
保守 场 (conservative field) 有 曲线 积分 与 路 径 
ZG B n] E 2. t C JE R^ HRM, fF iG R" 连续. 若 
Xt CAFRA A.B, B ZR PATE 


B 


| fede 


与 从 4 到 B 的 路 径 无 关 , 则 了 称 为 G 上 的 保守 场 . 
例如 重力 场 . 任何 保守 场 都 遵守 机 械 能 守恒 原理 . 故 
保守 场 又 称 守 恒 场 . 

守恒 场 (conservative field) BPR FH”. 

管状 场 (tubular field) 散 度 处 处 为 零 的 场 . 由 
于 在 这 样 的 场 里 , 既 无 源 又 无 汇 , 回 量 线 互 不 相交 ， 
向 量 管 就 像 一 根 根 管子 一 样 , 故 有 此 名 . 对 这 样 的 场 
内 的 任 一 闭 曲 面 ,进出 该 曲面 的 流量 相等 ,或 者 说 ， 
由 这 个 闭 曲 面 围 成 的 区 域内 原 有 的 总 量 ( 如 流体 的 
总 量 ) 不 变 , 因 此 它 是 无 源 场 . 

环 量 (circulation) 亦 称 环 流量 . 场 论 中 对 沿 闭 
曲线 的 第 二 型 曲线 积分 的 称呼 . 即 积 


f» dx 
FROM BA f 沿 团 曲线 古 的 环 量 . A f 表示 流体 速 
度 场 , 则 环 量 不 等 于 0 时 表示 沿 丁 存在 着 环流 . 若 f 
RAJAR w 绕 定 轴 转 动 的 刚体 的 速度 场 , 则 沿 
与 定 轴 和 慌 直 ,半径 为 r 的 圆 的 曲线 的 环 量 是 nro. 
可 见 环 量 的 大 小 可 以 反映 转动 的 快慢 . 
Mn Æ (circulation) 即 “ 环 量 ” 
me (flux) 亦 称 通 量 . 场 论 中 对 第 二 型 曲面 
积分 的 称呼 . 即 积分 
Is : ndS 


称 为 向 量 场 fH S 的 流量 . 例如 , 若 PR 
电场 强度 或 磁场 强度 , 则 


J. f * ndS 


表示 电 通 量 或 磁 通 量 ; 若 了 表示 密度 为 1 的 不 可 压 
缩 流体 在 空间 中 作 稳 定 流动 时 的 速度 场 , 则 


J. f° ndS 


表示 单位 时 间 内 通过 5S 的 流量 . aS 为 财 曲面 ,为 
外 法 向 单位 向 量 , 则 当 积 分 值 之 0( 入 0) 时 表示 流体 


(la 05 53,187 8 n3 


通过 5 流出 的 量 大 于 (小 于 ) 流 人 的 量 , 这 时 S 内 应 
BAR A)» Wa PAE GB ROTA. 当 积 分 值 为 0 
时 ,表示 流入 5 与 流出 S 的 流量 相等 ,这 时 5S ABE 
无 源 也 无 渊 . 从 散 度 定理 可 知 , 当 S 为 光滑 或 分 片 
光滑 闭 曲 面 时 ,通过 5 的 流量 是 S 围 成 的 区 域 的 加 
性 区 域 函数 , 它 在 S 内 一 点 处 的 密度 就 是 向 量 场 在 


该 点 的 散 度 . 
通 量 (flux) MME”. 
梯度 (gradient) 场 论 的 基本 概念 之 一 . 它 是 多 


元 实 函 数 的 雅 可 比 矩 阵 , 即 以 该 函数 的 各 个 偏 导 数 
为 分 量 的 向 量 . 若 Of: DCR) >R, M f£ E ac D 的 
梯度 , 记 为 grad f (a) XX, f(a), em BD fla), 
Df (a) s***5D,fCa))» BI 


af. af af 
(Za, Za, "aru 


*. 


38 8$ AT 


9 da 9 
grad=| mee =V, 


它 是 向 量 场 的 基本 微分 算 子 之 一 (参见 “ 算 子 VV”). 
当 ff 在 a 处 可 微 时 ,在 a 处 的 梯度 与 导数 的 关系 是 
Df (a)(x) 二 grad fla) + x, X E“ + "og pH. mj f£ 
在 a 处 的 全 微分 d f Ca) — grad f (a) * dx. FRAY HE. Ya 
Jr m] v 的 导数 D, f (a) — grad f (a) * v. 因此 , 当 ， 
— grad f(a)/|grad f(a) | (梯度 方向 ) 时 ,方向 导数 
最 大 ,最 大 值 为 |grad f(a) |. 这 说 明 在 任何 点 处 , 梯 
度 的 模 是 函数 的 最 大 变化 率 ,梯度 方向 是 函数 f 的 
值 增 加 最 快 的 方向 . 梯度 方向 总 与 汕 数 的 等 值 线 或 
等 值 面 垂直 . 实际 上 梯度 向 量 ( 它 的 方向 和 模 ) 只 与 
数量 场 上 有关, 而 与 坐标 系 的 选择 无 关 . 

散 度 (divergence) 场 论 的 基本 概念 之 一 . 若 向 
HAAK fe) = CPG, QC), Rx) ERT KE 
LER 中 的 区 域 G 上 , 即 在 GCRs 上 分 布 着 向 量 
场 f, 则 在 G 上 定义 

divf =F + +E, 
称 为 向 量 场 f RUE Gu div f). aX BE E 3 [B K 
数 . GS 2 表示 完全 在 G 内 的 区 域 (2CC) ,其 边界 


曲面 记 为 2 ,是 分 片 光滑 的 闭 曲 面 , 则 由 高 斯 - 奥 斯 
特 罗 格拉 茨 基 公 式 , 散 度 还 可 有 等 价 定义 : 


dic f = lim xc (f + nds. 
a-. (A) JH 


其 中 积分 在 20 的 外 侧 进行 , 即 为 20 的 外 法 向 音 
位 向 量 ; 10 | 表示 N 的 体积 ;lim 表示 N 向 点 x 无限 
收缩 时 的 极限 ,即使 得 总 有 xc 0 H diamQ CQ 的 直 
径 ) 一 0( 从 而 191-~0) 时 的 极限 . 这 个 极限 值 与 02 的 
具体 取 法 无 关 . 由 这 个 等 价 定义 可 见 , 疝 量 场 的 散 度 
实质 上 与 坐标 系 的 选择 无 关 ,但 可 按 前 一 定义 进行 计 
算 . 若 /是 不 可 压缩 流体 的 速度 场 时 , 则 (divf) GO 


>0 表示 在 x 处 有 流体 涌 出 , 即 点 zx 为 源 ; (divf) (x) 
<0 表示 在 x AUR Tis RB AL. BD x x 为 渊 (或 汇 ), 而 
| (div fO Cx) | 表示 单位 时 间 里 在 x 处 的 单位 体积 里 涌 
出 或 渗入 的 流体 的 量 , 即 源 ( 或 汇 ) 的 强度 . 这 就 是 散 
度 的 物理 意义 , 它 也 说 明了 散 度 一 词 的 来 源 . 可 以 完 
全 类 似 地 对 R” 中 的 向 量 场 定义 散 度 . 

(source) 见 “ 散 度 ” 

iL(sink) JL“ BYE”. 

RE Cotation) 场 论 的 基本 概念 之 一 . BCC 
Ri 为 开 区 域 ,f= 二 (P,Q,R) 为 定义 于 G 上 取 值 为 三 
维 向 量 的 向 量 值 函数 ,是 连续 可 微 的 , 即 在 G 上 展 
布 了 Ci! 类 向 量 场 , 则 可 在 G 上 定义 男 一 个 与 f 有关 


的 向 量 值 清 数 (向 量 场 )rot f: 
rotf |R 29 aP _ RIQ_ AP 
EN oz "Oe 3x’ ar ay}? 


称 为 f 的 旋 度 ,也 可 记 为 curl f. an HR? 内 某 一 指 
定 方向 的 单位 向 量 , 则 向 量 场 f 在 点 x 的 旋 度 (向 
量 ) 在 nn 方向 的 投影 (rot fO, FUE TG sera ox RI 
表示 为 


CO js elim bf nds. 
Sx LS | E 


其 中 S 是 完全 在 G 内 的 双 侧 曲面 ,总 是 通过 点 < 
的 ,以 严 为 $ 在 点 x 的 法 向 量 , 并 由 此 选 定 S 的 一 
侧 ;aS 是 曲面 S 的 边界 ,是 分 段 光滑 的 闭 曲 线 , 并 与 
所 选 定 的 S 的 一 侧 相 容 地 定向 ;lim 表示 当 5 的 直 
径 趋 于 0( 因 而 面积 |S 1 一 0) 时 的 极限 . 由 此 可 见 , 旋 
度 向 量 在 任何 方向 的 投影 都 与 坐标 系 无 关 , 因 而 
rot jj 本身 也 只 与 图 数 上 及 点 兰 有 关 ，, 而 与 坐标 系 的 
选取 无 关 , 但 用 分 量 定 义 便 于 计算 . 当 刚 体 以 匀 角 速 
HE w 绕 定 轴 转 动 时 ,对 刚体 上 的 速度 场 rot v= 2w 
Cw 为 角速度 问 量 ), 这 说 明 旋 度 反映 了 速度 场 的 旋 
转 特征 . 一 般 地 ,一 个 向 量 场 的 旋 度 刻画 了 这 个 向 量 
场所 表示 的 物理 场 的 某 种 涡流 性 质 , 它 的 模 表 示 了 
涡流 的 强度 ,而 它 的 方向 是 涡流 的 转轴 方向 . 
BTV (operator V) 亦 称 哈密 顿 算 子 .一 种 
向 量 算 子 . 指向 量 分 析 中 相当 于 微分 算 子 d/dz 的 
HAT. ER 的 直角 坐标 系 中 ， 
2s 8 9 
Vl ae fee ae 
it del 或 奈 布 拉 (nabla, 一 种 琴 的 名 字 ). 用 这 个 
符号 ,梯度 、 散 度 、 旋 度 可 分 别 表示 为 Vf，V，f 与 


= CD, Dos Viris "5355 


VOX f ,XX Bs "RRA K RAM BR. 又 , 拉 
普 拉 斯 算 子 
Z z 32 
—— LJ — 2 a. 一 一 一 一 ———— ees 一 一 
zx A b ar?'axi'  'axyij" 


Eg dj SF (Hamiltonian operator) 
rv A 


BD" ET 
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数 O F 分 本 


无 穷 级 数 


AMA infinite series) ” 指 将 无 穷 数列 (或 
函数 列 ) 的 各 项 依次 用 加 号 连结 而 成 的 表达 式 . 若 给 
EFI] (4,3 , WW aita: do ta, ++ RR 4E 7627 
级 数 ,简称 级 数 , 记 为 

2; Ay. 

当 (a,}) 为 数列 时 , 它 称 为 数 项 级 数 ; {a} 为 函数 列 
时 , 它 称 为 函数 项 级 数 ,其 中 的 ai 42，… Ang FP Fl 
称 为 该 级 数 的 第 一 项 ,第 二 项 ,…, 第 n 项 ,… ,统称 
为 项 . 下 标 取 自然 数值 的 变量 时 的 a, 称 为 通 项 . 级 
数 是 无 穷 项 相 加 , 它 已 不 再 是 算术 运算 . 对 于 

ERBI n MEAM S =a Hartt ta, RAEN n 
部 分 和 (2 一 1,2,…), 统 称 为 部 分 和 . BAE—TR 
数 , 则 它 的 部 分 和 序列 就 确定 了 ;反之 , 若 任 给 一 个 
序列 (5S,), 则 以 它 为 部 分 和 序列 的 级 数 也 是 惟一 确 
EY» BP .S,-- CS, — 5) +e +6S,—S,-) +: A, 
人 研究 级 数 与 研究 序列 是 一 致 的 ,有 关 它 们 的 结论 都 


可 以 通过 适当 形式 互相 转化 . 例如 ,级 数 的 收敛 性 与 


其 部 分 和 序列 的 收敛 性 是 相同 的 . 另 一 方面 ,无 穷 级 
数 与 无 穷 积 分 也 是 相似 而 联系 密切 的 ,在 某 种 意义 
上 ,前 者 是 离散 量 之 和 ,而 后 者 是 连续 量 之 和 ,因此 
有 关 二 者 的 研究 结果 也 可 以 互相 转化 . 对 于 一 个 无 
穷 级 数 ,首要 的 问题 是 它 的 收敛 性 ,因此 ,收敛 性 的 
各 种 意义 和 判别 法 ,以 及 在 这 些 意义 下 收敛 的 级 数 
的 性 质 和 应 用 ,成 为 无 穷 级 数理 论 的 基本 部 分 . 但 
是 , 随 着 数学 的 发 展 ,人 们 发 现 某 些 不 收 伍 的 级 数 
(发 散 级 数 ) 也 是 有 用 的 ,于 是 又 有 了 发 散 级 数 求 和 
与 渐 近 级 数 这 样 一 些 内 容 , 它 们 大 部 分 已 不 属于 数 
学 分 析 范 围 . 无 穷 级 数 是 广泛 使 用 的 数学 工具 . 主要 
是 用 它 来 表示 函数 或 数 , 另 外 也 可 用 它 来 作 近 似 计 
算 .许多 函数 都 可 以 用 咕 级 数 或 三 角 级 数 表示 . 于 是 
首 助 于 级 数 ,就 可 以 由 适 函 数 或 三 角 函 数 之 类 的 性 
态 已 知 的 或 较 好 的 函数 出 发 ,去 研究 更 多 新 的 函数 . 
{RAF ti (Newton, I. ) 在 刚 创 立 微 积分 时 ,就 是 用 朝 
级 数 展开 式 的 逐 项 微分 或 积分 (当然 那 时 是 形式 上 
的 运算 ) ,来 计算 很 多 函数 无 法 直接 求 出 的 微分 或 积 
分 . 现在 此 级 数 更 是 解析 函数 理论 的 基础 .于 是 由 此 
产生 两 类 问题 . 一 方面 是 从 级 数 的 各 项 函数 的 性 态 
去 推测 和 函数 是 否 存在 (收敛 性 ), 以 及 存在 时 它 的 
性 态 如 何 ( 连 续 、 可 微 、 可 积 等 ), 这 属于 无 穷 级 数 的 
基本 理论 . 再 就 是 讨论 一 个 函数 展开 为 某 类 级 数 的 
条 件 及 展开 方法 和 结果 等 问题 . 

历史 上 上 古 希 腊 时 代 已 经 出 现 了 公 比 小 于 1 的 无 
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穷 几何 级 数 , 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 已 认识 到 这 种 
级 数 有 和 . 至 迟到 15 世纪 中 叶 , 英 法 的 一 些 数学 家 
已 研究 了 某 些 特殊 的 数 项 级 数 ,例如 , 奥 尔 斯 姆 
(Oresme, N. ) 证 明了 调和 级 数 
1 il 
Le 7 | 3 fee 

发 散 . 至 于 级 数 与 微 积 分 的 关系 ,前 面 已 经 提 到 ,从 
牛顿 开始 ,级 数 就 是 微 积 分 证 明和 计算 的 工具 .18 
世纪 对 级 数 的 研究 有 很 大 发 展 , 像 对 函数 展开 成 级 
数 的 研究 ,出 现 了 现在 所 谓 的 泰勒 级 数 .还 开始 了 对 
三 角 级 数 的 研究 ,以 及 一 些 为 了 特殊 的 应 用 目的 得 
到 了 关于 级 数 的 巧妙 而 有 用 的 结果 (例如 欧 拉 - 麦 克 
劳 林 公 式 ). 这 个 时 期 的 很 多 数学 家 如 约翰 第 一 ， 伯 
努 利 (Bernoulli,Johann 1 2, FER HA— + (ABA 
(Bernoulli Jacob 1 2, Æ #h (Taylor, B. 2, 麦克 劳 林 
(Maclaurin, C. ), i& BA WR Cd’Alembert, J. le R. ) 
和 拉 格 天 有 日 (Lagrange,J. -L. ) 等 ,都 对 级 数理 论 和 
应 用 作 过 很 大 贡献 ,特别 是 欧 拉 (Euler,L. ), 不 但 给 
出 了 大 批 公式 ,还 研究 了 复数 项 级 数 , 把 级 数 用 于 数 
论 等 方面 .但 是 他 们 一 直 对 级 数 的 收敛 与 发 散 的 概 
念 都 是 含糊 不 清 的 ,甚至 没有 认真 对 待 过 这 个 问题 . 
他 们 把 震级 数 当 做 多 项 式 的 代数 的 推广 ,形式 地 进 
行 包 括 逐 项 微分 和 逐 项 积分 的 运算 ,出 现 过 不 少 错 
WR. 

级 数理 论 的 严密 化 开始 于 19 世纪 初 . 1811 年 ， 
f& HAY (Fourier, J.-B. -J. ) 给 出 了 级 数 收敛 性 的 正 
确定 义 ,1812 年 ,高 斯 (Gauss,C. 下 . ) 在 历史 上 第 一 
次 完整 而 严格 地 处 理 了 一 个 级 数 ( 超 几何 级 数 )， 
1821 年 , 柯 西 (Cauchy,A.-L. ) 在 其 《分 析 教 程 ) 中 
建立 了 收敛 性 的 近代 理论 的 基础 ,并 成 为 复 变 函数 
论 形成 中 的 主要 因素 之 一 . 1826 年 , 阿 贝 尔 (Abel， 
N.H.) 给 出 了 二 项 级 数 的 第 一 个 严格 证 明 , 同 时 还 
WR T FR RY Fl BSEC EEE. 到 19 世纪 中 叶 ， 
Sb on By pL CWeierstrass,K. CT. W. )) 、 狄 利克 雷 
(Dirichlet, P. G. L. ) & Z & (Riemann, (G. F. )B. ) 
等 人 又 明确 了 一 致 收敛 的 概念 ,研究 了 级 数 的 逐 项 
积分 及 级 数 的 项 的 重 排 等 问题 . 这 样 ,无 穷 级 数 的 收 
KH FEES T 263. 现在 无 穷 级 数 已 经 成 为 物理 、 化 
学 .生物 .工程 等 许多 方面 的 常用 数学 工具 之 一 . 

RMB (series) WM“ TARR”. 

Iq (general term) WTR”. 

FAM (subseries) 由 级 数 的 某 些 项 构成 的 级 
BX. 将 一 个 级 数 的 项 去 掉 一 部 分 ,其 余 的 项 仍 按 原来 
的 次 序 相 加 ,这 样 得 到 的 级 数 称 为 原 级 数 的 子 级 数 . 

级 数 的 和 (sum of series) 级 数 的 部 分 和 序列 
HJ CE ORR. AREA Sa, 而 


lim 5, —lim (a, Fa: t" Fan) =S 


(极限 存在 时 ), 则 SC 有 限 数 ) 称 为 该 级 数 的 和 , 记 为 


y d. 


和 的 这 个 定义 是 柯 西 (Cauchy,A.-L. ) F 1821 4E 
立 的 .在 19 世纪 末 以 后 又 出 现 了 关于 级 数 的 和 的 其 
他 定义 (参见 “级 数 的 求 和 ” ,因此 有 时 又 将 上 述 意 
义 下 的 和 特 称 为 柯 西 和 (收敛 意义 下 的 和 ). 柯 西 和 
是 有 限 个 数 的 和 的 概念 的 最 直接 推广 , 它 已 不 属于 
代数 的 范畴 . 

级 数 的 部 分 和 (partial sum of series) 指 级 数 
的 前 有 限 项 的 和 . ERR A Dan 则 其 第 ”部 分 和 
(一 般 记 为 S,0 AFCA m BZA. BD 


B,» Ml 
& 一 1 


所 有 这 些 和 统称 为 部 分 和 . 级 数 收 敛 与 其 部 分 和 序 
列 收 敛 是 一 致 的 . 

级 数 的 余 项 (remainder of series) ”从 一 个 级 
数 中 去 掉 前 有 限 项 后 的 表达 式 . ARAA Da... Il 
它 的 第 nn 余 项 ( 常 记 为 R,) 为 原 级 数 去 掉 前 n 项 的 
式 子 , 即 


R, = 2 Antk (2 一 1,2，……)， 


它们 统称 为 余 项 . 级 数 的 余 项 仍 为 级 数 , 级 数 收敛 的 
充分 必要 条 件 是 : 它 的 余 项 (序列 ) 趋 于 0. 

收敛 级 数 (convergent series) ”部 分 和 序列 的 
极限 存在 的 级 数 , 即 有 和 的 级 数 . 厂 >a, 的 部 分 和 
序列 


(SS = Das) 

当 ”>ce 时 有 有 限 的 极限 , 则 该 级 数 称 为 收敛 级 数 . 
收敛 级 数 分 条 件 收敛 级 数 和 绝对 收敛 级 数 两 大 类 . 
其 性 质 与 有 限 和 (有 限 项 相 加 ) 相 比 有 本 质 的 差别 ， 
例如 交换 律 和 结合 律 对 它 不 一 定 成 立 . 收敛 级 数 概 
念 是 柯 西 (Cauchy,A. -L. ) 于 1821 年 引进 的 . 

绝对 收敛 级 数 (absolutely convergent series) 
各 项 取 绝 对 值 以 后 收敛 的 级 数 . BIET EORR 

> la 

收敛 , 则 称 级 数 Da, Ha WY SCL. 绝对 收敛 级 数 一 定 
是 收敛 的 ,反之 不 一 定 . 收敛 非 负 项 级 数 当 然 是 绝对 
收敛 的 ,因此 , 非 负 项 级 数 的 每 个 收敛 判别 法 都 是 绝 
对 收敛 的 判别 法 . 绝对 收敛 级 数 的 性 质 , 与 有 限 项 相 
加 的 性 质 十 分 相近 . 例如 ,两 个 绝对 收敛 级 数 经 加 、 
减 、 乘 运算 后 仍然 绝对 收敛 , 作 这 些 运算 所 得 级 数 的 
和 与 原 级 数 的 和 作 相 应 运算 结果 相同 ;绝对 收敛 级 
数 的 项 经 过 任意 改变 它们 的 次 序 , 或 任意 多 项 合并 
以 后 ,所 得 的 级 数 仍然 绝对 收敛 , 且 其 和 不 变 . 

Jc Sk (EE S ZR XX (unconditionally convergent 
任何 重 排 均 收敛 的 级 数 . 即 这 样 的 级 数 : 不 


series ) 


无 5 级 数 


管 如 何 交 换 它 的 项 的 次 序 , 所 得 到 的 级 数 仍然 收敛 . 
Al ith, See By PRU RA. 对 数 项 级 数 而 言 , 无 条 件 
收敛 与 绝对 收敛 等 价 . 
Z t ur Si HW (conditional convergent series) 
收 钙 但 不 绝对 收敛 的 级 数 . 级 数 Dia, 条 件 收敛 是 
, 它 本 身 收 剑 但 不 绝对 收敛 , 妈 
>) |a,| —- co. 


n=] 


对 于 任何 一 个 条 件 收敛 级 数 , 经 过 将 它 的 项 适当 地 
重 排 , 即 交换 项 的 次 序 ( 参 见 “ 级 数 的 重 排 ”) ,可 以 使 
所 得 的 新 级 数 收敛 到 指定 的 任何 数 , 或 发 散 于 十 ce 
(或 一 co)( 黎 曼 定 理 ). 

级 数 的 重 排 (rearrangement of series) ”交换 
一 个 级 数 的 项 的 次 序 所 得 到 的 级 数 . 对 于 级 数 
2a, & PFN. BN, ER —— XT y , Wig X 


pare 
就 称 为 原 级 数 的 重 排 . 例如 ,对 于 
l l 1 1 1 
[=p es gts gt 


下 4 2 
" Su caca c ius 

级 数 bi aa a 

ahs pe ee E ee ek 


都 是 它 的 重 排 . 绝对 收敛 级 数 的 任何 重 排 都 收敛 于 
原 级 数 的 和 ,而 对 条 件 收敛 级 数 有 黎 曼 重 排 定理 : 若 
DG, SR fpi SC, — eo «C S' «c oo, Wl fr TE 22a, 的 重 
HE 2.6, ,使 得 
lim (5, + bz + +6,) =S'. 

ZR XE R 7E (multiplication of series) ”两 个 级 
数 的 乘积 是 指 以 两 个 级 数 的 项 两 两 相 乘 作为 项 的 级 
Bl. 给 定 级 数 

2 05 24255 


可 得 到 二 重 级 数 
> Gb, 


m n=l 


把 它 的 项 按 任何 一 种 次 序 排列 ,所 得 到 的 单 级 数 , 记 
为 2c,, 称 为 La, FG, 的 积 . 这 样 ,级 数 的 积 与 二 
重 级 数 到 单 级 数 的 重 排 有 关 . 24 Xa, 与 026, 都 绝对 
收敛 时 ,对 任何 重 排 , Dic, 都 绝对 收敛 , 且 之 c, 一 (之 
an) CÀJ5,0. fH 24 a, 5j 225, 条件 收敛 时 不 能 保证 之 
c, 的 收敛 性 ; 随 者 重 排 的 不 同 , 会 得 到 不 同 的 积 . 最 
常用 的 一 种 ,是 把 下 标 之 和 为 定 值 的 项 合并 得 到 的 
单 级 数 , 即 


O 注 ,无 穷 级 数 部 分 ,为 书写 的 简便 和 叙述 的 简明 . 在 不 至 引 

起 误解 的 前 所 下 ,可 将 yo，y 8377223228308 
ab, HER. ee 
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数 学 分 th 


os 


2.4 Gib, + arba- 十 … t a,b) 


n=l 


= a,b, + (a,b, + ab) 
3p abi F azb F diba) Fs 

BRA Dia, 53 225, 的 柯 西 积 . XT A GR AP 
i£: 

1.〈 阿 贝尔 定理 ,1826) A Dar, Dba» 2c 分 别 
USC asbsc, Ml) c=ab. 

2.( 默 滕 斯 定理 ,1875) Ada, 或 立 久 绝对 收 
SX W Sic, WR, A Se, = Da, bn. 

3. C [V ER) Ada, MDS, WB, H JF EJ 
(na,) 5 i, VR PR M) Sic, WS, H. 


2,6 = 242, 2,5. 
Cn 一 


ki=n 


WW FR Dic, A 22a, 53 22b, 的 狄 利克 雷 积 . 它 是 由 狄 利 
克 雷 级 数 相 乘 得 到 的 : 
a, 4 b C, 
D3 el] us 
它 在 数论 中 有 用 . 类 似 于 默 滕 斯 定理 的 结果 仍 成 立 . 
柯 西 积 (Cauchy product) WRA RE”. 
Ak F) E A (Dirichlet product)” 见 “级 数 的 乘 
数 项 级 数 (series of number terms) 
数 的 级 数 . 
正 项 级 数 (series of positive terms) 各 项 都 是 
正 数 (或 非 负 数 ) 的 数 项 级 数 . 对 于 正 项 级 数 , 由 于 它 
的 部 分 和 序列 是 递增 的 ,因而 它 收 敛 的 充分 必要 条 
件 是 其 部 分 和 有 上 界 . A 22a. 是 正 项 级 数 ( 即 所 有 
a,220) , 则 


设 


各 项 均 为 


Dyan <+ co 与 它 收敛 同 义 ， 


27 一 十 co 与 它 发 散 同 义 

(这 时 也 说 它 的 和 是 无 穷 大 ). 正 项 级 数 收敛 性 的 判 
别 法 很 多 ,主要 有 比较 判别 法 ,以 及 选用 不 同 的 已 知 
收敛 性 的 级 数 作 比较 级 数 ,由 它 得 到 的 一 系列 判别 
法 ,还 有 积分 判别 法 和 高 斯 凝聚 判别 法 (参见 “积分 
Fl) 9] URL ES ST BE R FA BFE”). 

EU (telescopic series) 
邻 项 之 差 组 成 的 级 数 . 形 如 


C3 
ps (a; = anti) 
n=] 


的 级 数 . 当 且 仅 当 序列 (an MATE Co. 当 收 敛 时 
其 和 为 


由 一 个 数列 的 相 


a, — lim a,. 


We OS 
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任何 级 数 Dia, B] n] ME BR RAI X: 


> CS, s VERS , 
n=] 
其 中 ,一 041 十 da 十 … 十 ao 一 0， 
交错 级 数 (alternating series) 
正 负 相间 的 数 项 级 数 . 即 形 如 
K pHa RD 1X8, 
n=l 


n=] 


《这 里 所 有 a,>0) RB. WR a) Pid ABO, 
则 交错 级 数 C— "a, WOR EAB JE RFI AE. 

ER BY Fi) (sequence of functions) 指 各 项 为 具 
有 相同 定义 域 的 郴 数 的 序列 . Ep. A PBB, ER 
每 个 函数 S 的 定义 域 为 4, 则 4 EAS EM 
域 , 行 对 某 个 zo EAs RA Cf, Ceo) ) HB D To 称 为 
U^) AC Os EXER C5) FER xo WLS} 的 所 有 
收敛 点 的 集合 称 为 它 的 收敛 域 . BR SERT ce DLA 

lim f, Gr) = f(a), 

Ji] pF R /zxz) 称 为 图 数列 Cf} BRS GO DTE D. EW 
T& BR PKK. ATH BE, PRI Cf) FE D 上 处 处 收敛 
于 f, 或 在 D 上 逐 点 收敛 于 f. 对 一 般 的 函数 列 来 
说 , 除 研 究 它 的 逐 点 收敛 (或 称 点 态 收 钙 ) 这 种 收敛 
方式 外 ,还 要 研究 一 致 收敛 ,这 是 为 了 研究 极限 困 数 
是 否 继承 相应 函数 列 的 各 项 (函数 ) 所 具有 的 分 析 性 
质 ( 连 续 、 可 微 、 可 积 等 ) 而 引入 的 一 种 收敛 方式 . 

by BIG RA (series of functions) 4& Ji Jj ww 
的 级 数 . 对 于 函数 项 级 数 


AOE CL 27.) 


它 的 部 分 和 序列 4S,} RE — e R BF CS, = i + fo 
eee fi) XA PB BI Sn) B AE SC a ICA A UC 
DUR 4 Fall AR AD FAL IZ. BG RON CB EC A 
USE SH SK 5 OS, ) EA BK — BU BL tL PR BRI BL HK 
数 DS, 逐 点 收敛 或 一 致 收敛 . 


各 项 数值 依次 


收敛 点 (point of convergence) J“ eg RF)” Fl 
“图 数 项 级 数 ” 

收敛 域 (domain of convergence) Ji, “ pk MFI)” 
II" pK ACTH CIC. 

Z A K% (pointwise convergence) ” 亦 称 处 处 
收敛 . 见 “ 函 数列 ”和 “函数 项 级 数 ”. 

逐 点 极限 (pointwise limit) 无 穷 级 数 的 基本 


概念 之 一 . FEB BR BI BS] X26 UC BR. RB SL PR 
Ji "$^ p BX IH BK”). 

函数 的 级 数 表 示 (representation of a function 
by series) JR PRK pA RL AY RK HEF. 号 数 的 一 种 表达 
形式 . BY ESE pes, pu LF 48 XE PB BY PBL. SET PK 
数 f(x) GREER T KMD EV SOA A BRK 
的 函数 项 级 数 PES 


f@)=)> f.(z@eD), 
1 


则 95 f, GO BRA fF (x2 FED ED RRA MR BE 
开 式 ), 这 时 也 称 范 数 f 在 D 上 可 表示 为 (或 可 展开 
A) 级 数 DS, .对 上 述 区 域 忆 内 每 一 点 &, 也 称 图 数 
f TE a 可 展开 (或 可 表示 ) 为 级 数 . — ROSE PER CP 
的 级 数 展开 式 的 各 项 函数 还 有 一 些 特 殊 要 求 ,例如 ， 
E ER BFR A Fe eB. DU] HL JS JE SACRI ORE 
Be HE FER GI GR SAO UELSEOKUROT ROW —f8 RRL, 
则 相应 展开 式 称 为 三 角 表 示 式 (或 展开 式 ). BEST ER 
数 用 级 数 表示 或 展开 为 级 数 的 目的 和 意义 在 于 , 倍 
此 从 性 态 较 好 、 形 式 简单 的 函数 出 发 ,去 研究 和 把 握 
一 般 复杂 的 函数 的 各 种 性 态 ( 参 见 “ 无 穷 级 数 ”). 

函数 的 级 数 展开 (expansion of a function in se- 
ries) BU" PR ZR CC. 

— Sri Sr Cuniform convergence) ” 亦 称 均匀 收 
SX. 无 穷 级 数 的 基本 概念 之 一 . 它 有 两 种 最 基本 的 情 
É: 

1. PR C] P8 — BU oe. E PR S 和 所 有 的 f,(n 
二 1,2,…) 都 在 集合 ACCRO LA MER 670, 
存在 正 整 数 N EIR n>N 时 ,对 于 所 有 的 x€E A, 
A 1f G0 — fC) | «e, WA PRESE A CS, GO) HE A E 
(关于 z) 一 致 收敛 于 图 数 f(x), 并 将 f(x) 称 为 
CFL Ce) IS] — RR BR. COR BO. 这 个 定义 也 可 改 述 为 : 
*r 

lim sup |f, GO — fC) |=0, 

则 称 AOE A 上 一 致 收敛 于 f(x). 

2. 多 元 图 数 关于 它 的 一 部 分 自 变量 的 一 致 收 
SX. 以 二 元 图 数 f(zx,y) 在 集合 BCR) EY x 一 zx。 
时 关于 y 一 致 收敛 于 pCy) 的 概念 为 例 , 首 先 要 求 f 
ft AX B EsE X. CB 24 z€ A, y € B Ht, A BR D HS BR 
数值 fry) eH B EXE X. x, 是 A RIS ER EX 
IERA 67 0, FES y 无关 的 O> 0, [8 48 ELE 
|z— xo | «0 BE SUR | f Gn y20— Cy) |<e 对 一 切 y 
€ B Nr RAW AA 
lim sup | fA Ge 32— gy) |=0, 


r—r 
0 


则 f(x,y) 称 为 (在 8B 上, 当 x 一 zxo BOX y 一致 
收敛 于 o». 

由 以 上 两 种 情形 的 定义 出 发 , 稍 加 变化 即 可 得 到 
其 他 各 种 情形 下 一 致 收敛 的 定义 . (0) AD PR THT CR 
DSC) 的 一 致 收敛 , 指 其 部 分 和 函数 序列 (5S, (x)) 
一 致 收敛 ;二 元 图 数 f(x,y) 关 于 x 4 yrt+ooht— 
致 收敛 的 定义 为 :对 任意 6 0. FEE M>0, 使 得 只 要 
yoM BMW ce Ek A| ypa) |<; FSB 
量 广义 积分 


十 oa 


无 穷 级 uU 


— BRUNE GO BD RUIRW ES 
Gay) = | fa dis 


而 C(zyy) 当 yy 一 十 ce 时 ,关于 x — RUM Fr), 
则 称 
| EUST 


KF z 一 致 收敛 .有 关 一 致 收敛 的 判别 法 及 性 质 , 以 
函数 列 情形 为 主 简介 如 下 ,其 他 情形 是 类 似 的 . 常用 
判别 一 致 收敛 的 准则 及 判别 法 有 : 柯 西 准则 ,AM 判别 
法 , 狄 利克 雷 判 别 法 , 阿 贝尔 判别 法 与 迪 尼 定理 ,分 别 
见 有 关 条 目 . ERIS CIO ) EF. x fE [a0] E— 
致 收敛 于 f(x), 则 当 每 个 f, 在 xo€ la b ER., P 
TE x, 也 连续 ; 当 每 个 f, Elab] EMR, S Elab] 
也 可 积 , 且 


b b 
lim | ces | 人 


A+ f, Æla b] EDR ALSO} CS, Oe BR 
PPI) HF x Æla b] E— BUM, AS) ER MK 
$3 MW Cf, Cx 3 — BU om SE Yk PH CA C3 HEL 
b] ED. 

lim f^, (x) — f! G (rE [a,b p. 


TE PR BX] All eR AI RIE P JL PS AR TH 24 T XR 
积分 和 逐 项 微分 ,可 参见 有 关 条 目 . 一致 收 敛 的 概念 
是 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. CT. W. ))F 19 th 
纪 50 年 代 末 明确 ,由 海 涅 (Heine,H.E. ) 于 1870 年 
建立 的 . 

15 5 lir Sy (uniform convergence) 
S. 

一 致 极限 (Cuniform limit) BMF) RMU 
数 、 函 数 族 、 仿 参量 广义 积分 等 ) 一 致 收敛 时 的 极限 

逐 点 绝对 收 铺 (pointwise absolute conver- 
gence) 在 集合 中 每 一 点 绝对 收敛 . 设 函 数列 
U^, G0) 中 每 个 f£, 均 定义 在 集 A LAR XC 
A , FRI Cf, G0 72 E XT eS. BI CIL A Go Lo uc Sx s D 
FRU ME A 上 逐 点 绝对 收敛 或 在 A EE Sx. 

JE [pL HE . AY XT BR SH AR TBR MASP S| 
进 这 个 概念 . 

一 致 绝对 收敛 (uniform absolute convergence) 
国 数 项 级 数 各 项 绝对 值 所 成 级 数 一 致 收敛 . 一 致 绝 
对 收敛 级 数 必 一 致 收银 且 逐 点 绝对 收敛 ,反之 不 成 
XE. M 判别 法 实际 上 是 一 致 绝对 收敛 性 的 判别 法 . 

完全 类 似 地 ,可 以 定义 一 致 绝对 收敛 的 含 参 数 
广义 积 

J X — S£ $t (generalized uniform conver- 
gence) 各 点 邻 域 中 的 一 致 收敛 . 若 对 每 个 ED, 
PR ARCA] C£ zi RRR 25/0 FE Xo 的 某 个 邻 域内 一 

51D 


即 “ 一 致 收 


数 学 分 dH 


致 收敛 , 则 称 {f,} CR DS) FED ES” LH BU. 这 
SEAT US RSS TE D 的 每 个 有 界 闭 子 集 上 一 致 
收敛 . 当 D 是 有 界 闭 集 ( 例 如 闭 区 间 ) 时 ,这 等 于 说 ， 
在 DD 上 一 致 收敛 . 

一 致 收 钱 性 的 柯 西 准则 (Cauchy criterion for 
uniform convergence) ”判定 一 致 收敛 性 的 充分 必 
要 条 件 ( 参 见 “ 柯 西 准 则 ”): 

1. PR 3 Fi] 5j pR TH AM. 设 Sa: ER. 序列 
{fn《X)} 在 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 
意 e>0, FETE SEC N, = mn >N 时 ,对 所 有 re 
E,K \f,(2) — fin (xr) |<e, BI m, n>N 时 ， 

sup |f, Ge) — fa) | <e, 


ix H | + | 是 欧 几 里 得 范 数 . 级 数 
pases 

在 五 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 的 
>0,FF ETE BER N, 4 mn>N 时 ,对 所 有 CE, 
A |Jan Cr) det thine) |<e (CR 可 换 成 
完备 度量 空间 ). 

2. 含 参量 广义 积分 . t — co a « bx; d oo, f; 
[a,6) X E—>R,6 的 奇 点 的 积 


在 五 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 > 0, 
, 存在 7Ela,p), 当 x! | c [人 ,2 时 ,对 所 有 yC€E, 
有 


[fee dz | « E, 


PEA b 是 奇 点 时 的 柯 西 准则 ,也 可 推广 到 含 参数 
的 无 穷 积分 和 广义 重 积 分 . 

3. 函数 族 . E Pa BORE Sah eA fa: ECR") OR, 
ho 是 A 的 极限 点 . MAA, 时 JR Sabie i 在 EE— Ft 
收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 620. TE XE. A, 的 邻 
EU , Ag A AN CUNA AT OSTA x€ ELAR 

| fv GO — fv (x) | <e(R 
可 换 成 完备 度量 空间 ,4 可 以 是 满足 第 一 可 数 公 理 
的 拓扑 空间 ). 

X lll .x] —253k B PR S AX BR Cr, y) EA 
XB,y-y,CGB BI AON f XF c — SOBCSX ED 
必要 条 件 是 :存在 yo 的 邻 域 , 使 y. y" ECUN yo) 
时 ,对 所 有 xzE4, 有 | Gy 2) FG y") | «e. 

逐 项 积分 (term by term integration) ” 微 积 分 
术语 . 即 限 数列 (级 数 ) 逐 项 求 积 分 后 与 其 极限 (和 ) 
的 积分 相等 . 对 函数 列 ( 级 数 ) 的 每 一 项 积分 ,使 所 得 
到 的 序列 (级 数 ) 收 敛 于 原 序列 (级 数 ) 的 极限 函数 
CRI eR RO BY BR AP, B 


fim f m tim [f(D 6) - DLs. 
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Uf.) BM 2; I. 要 满足 一 定 条 件 ,才能 逐 项 积分 : 

1. Elab] ERA fa 可 积 ,(f,)(2f,) 一 致 
收敛 , 则 其 极限 函数 (和 函数 ) 可 积 且 可 逐 项 积分 . 

2.《 阿 尔 泽 拉 控 制 收敛 定理 ) 若 ff ,fn 与 了 
WAR, B. (50 — SUR A Ml 


limf 1/,— 1-0. 


特别 地 ,可 了 逐 项 积分 . 这 是 阿尔 泽 拉 (Arzela,C. ) 于 
1858 年 建立 的 .这 里 的 积分 可 改 为 重 积分 ,但 不 能 
改 为 广义 积分 . 

逐 项 微分 (term by term differentiation) (RFR 
分 术语 . 即 函 数列 (级 数 ) 各 项 先 求 导 数 后 求 极 限 与 
极限 (和 ) 的 导数 相等 . 对 范 数 列 ( 级 数 ) 的 每 一 项 求 
导数 ,使 所 得 到 的 序列 (级 数 ) 收 敛 于 原 序列 (级 数 ) 
的 极限 (和 ) 的 导数 , 即 

dim /,)' = lim Lee Se 

逐 项 微分 有 如 下 定理 : 若 在 区 间 [La,2] 上 
(Fi } CS SW. BC) CUS) E La b 的 某 
^r US WW Cf.) CAE La b] E — UL AY E 
项 微分 . 2A [a.b ER OT Sis X FE KA EE 时 ,第 一 个 
条 件 可 换 成 在 的 任何 闭 子 区 间 上 一 致 收敛 . 特别 
地 ,和 级 数 在 其 收敛 区 间 上 可 逐 项 微分 任意 次 ,并 且 
每 次 得 到 的 级 数 的 收敛 半径 均 相等 . 

迪 尼 定理 (Dini theorem) 一 致 收敛 的 一 种 判 
定 定理 .该 定理 断言 : 若 f(x) 及 所 有 Sc) n=1, 
2,…) 均 为 定义 在 有 界 闭 集 ACR" 上 的 实 值 连续 函 
数 , 且 对 每 个 zE4, 数 列 { 廊 Cz)} 单 调 收敛 于 f(x)， 
则 在 A 上 {f,) 一 致 收敛 于 f. FRE. BEAR FA 
集 ACR" 上 ,级 数 DS, 的 各 项 连续 、 非 负 , 且 其 和 后 
数 fee MEE A 上 一 致 收敛 于 f. 对 含 参量 广 
义 积分 有 类 似 的 结论 :车 SAX [c, 十 co)->R 连续 、 
REF, 

| Fady 
We S F E SE RR I, Ml) 
MESES 


-RAAF I. 

泰勒 级 数 (Taylor series) — FPO BP eR CX 
数 . SARA EKA HW FER. A HRM f 
在 x—a WERT RAB EE , DUI FER 


yee ay 
(其 中 SORR je)) 称 为 函数 了 在 点 a 的 泰勒 


级 数 , 它 的 各 项 系数 f? (a) /n! (2 一 0,1,2,…) 称 为 
SER a BLA ACC Ara RRM 


Sae Say 


是 某 个 函数 f 在 x 一 a 处 的 泰勒 级 数 ( 其 系数 为 
f(z) 的 泰勒 系数 时 ), 则 可 以 


PUL) a, (sa 


表示 . 任 给 函数 S Ef a 处 的 泰勒 级 数 当 x 二 a 时 
明显 收敛 于 f(a), 但 在 x 关 a 时 不 一 定 收 钙 , 即 使 收 
SX th 4s — EM OP Ce) (例如 由 g (zx) =e" (x 
Æ0),g(0)=0 XE X AA) PLC g. ETE = 的 泰勒 级 
数 各 项 都 是 0, 除 z=0 外 都 不 收敛 于 g(x)). 任 给 
CI E 


37 FO a)", 

FLAY DA $e 8 PRECES SE ra 处 的 泰勒 级 数 就 
FE SAAR AN SAE GE e 是 前 面 
提 到 的 函数 , 则 f(x) 十 g (x) 与 f(x) 在 x=a 的 泰勒 
级 数 相 同 ). 

对 于 多 元 函数 , 若 它 在 某 一 点 的 任意 阶 偏 导数 
都 存在 , 则 它 在 这 一 点 也 有 泰勒 级 数 . ALZIRA 
例 ,f(r,y) 在 (0,0) 的 泰勒 级 数 是 
f(0, 9) LO.) 0) gp 90D. a T 1:0: 50:0) E 


ay 2 Ax’ 
3 *(0,0) 1370,0) 0) artes jp 27 00) (02 a 


T^ OV dxdy xy E aye n! da 


L. T0; e ENS 1 
(n—1)! Ia ay * IT a= k)! kl 
. 20:0 y yep pL : 9 ¥ (0,0) 人 
x" “oy dy" 
46 Feit 5 TUSCE He Ht TREO 
因此 ,上 面 f(z,y) 及 其 在 (0， 0) 的 泰勒 级 数 可 记 为 ， 


D PLOD pa 
f(x,y) ~ > ET ax? ay! Ty. 


若 采 用 算 子 写法 , 则 ?元 函数 f(x) (xER") 与 它 的 
泰勒 级 数 也 可 记 为 : 


fo) ~ A Ea vfo), 


m= 


+ 


9 9 a 
其 中 x 王 (ziyzzy 和 V = | ac , 


ax,’ ax,” 
xe V= =L a Fr xt 


(BE x SVE, Gs eV Axe VES m 1X 
寡 . 泰 勒 级 数 是 泰勒 (Taylor,B. ) 于 1715 年 发 表 的 ， 
当时 未 考虑 其 收敛 性 . 此 前 于 1694 E, 2939 58 — * 
{4% Fi] (Bernoulli,Johann 了 I ) 发 表 过 类 似 的 结 

麦克 劳 林 级 数 (Maclaurin series) A E x 
一 0 处 的 泰勒 级 数 . 它 是 牛顿 (Newton,I. 2B] SES 
克 劳 林 (Maclaurin,C. ) F 1742 年 给 出 的 ,用 来 证 明 
局 部 极 值 的 充分 条 件 . 他 自己 说 明 这 是 泰勒 级 数 的 
特例 ,但 后 人 却 加 了 麦克 劳 林 级 数 这 个 名 称 . 

伯 因 斯坦 定理 (Bernstein theorem) 关于 泰勒 


ge titan zw 


无 5 数 


级 数 收敛 的 一 个 定理 . 45 h 1A E HH (Bepnureñn , C. 
H. ) 给 出 ,保证 一 元 函数 f 的 泰勒 级 数 收 伍 于 了 的 
充分 条 件 . 设 了 及 其 各 阶 导 数 在 La,a 十 rj 上 非 负 , 则 
此 定理 断言 :对 € La,a 十 7) ,泰勒 级 数 


Y LA zn 
收敛 于 f(x). 
fit tr e X (analytic function) 可 以 展开 为 才 
级 数 的 函数 . 知 对 于 (一 元 ?函数 了 及 点 a MESS 
ik I, 


f(z) = oe EN goce ope 


则 f Ek 7 上 的 解析 函数 . PRA 了 在 开 区 间 I EA 
解析 函数 的 充分 必要 条 件 是 , 它 在 了 上 上 无 穷 次 可 微 ， 
且 对 任意 XoET, 存 在 正 数 M pa To 的 某 个 邻 域 ,使 
得 对 于 这 个 邻 域内 的 所 有 点 x 及 所 有 非 负 整数 ”， 
AISO GO | <M" n. 由 于 泰勒 展开 式 的 惟一 性 ， 
解析 函数 也 就 是 具有 正 的 收敛 半径 的 和 芝 级 数 的 和 也 
数 . 复 变 量 的 解析 晒 数 在 复 变 函数 论 中 意义 重大 . 

Wy Si i EF (velocity of convergence) 对 数列 收 
OK ER qe RR BE AY — BP EAI iB. 对 两 个 收敛 数列 {a,)， 
{by} sanr a sb, >b. Æ a, —a=ob,—b), BẸ 


WU EK (an) EE (bn) WC EE, Bb 小 收敛 慢 . 例如 ， 
下 列 无 穷 小 量 (后 ) 一 TUE EE 
oz (47 Dag (00) oc (D ru je 


对 定向 发 散 数列 {a,}， 


(bn ETP —-Foo,b,— 00 A 
limes 0, 


uc 
Bl a =o Cb, ) , Wil fk (a 小 发 散 慢 ,或 42 a 


发 散 快 . 把 上 YE BELA D epar 则 有 : aan 
Dans 200, s AG 
Bae SI Gy E 
dm cn Gu 


则 称 级 数 Dia, 比 Do, 收敛 快 ; 对 发 散 的 非 负 项 级 数 
2 Gas 290.9 da 


reise EE On as ae eg : 


则 称 级 数 Va, Kb, 发散 慢 . 对 每 一 个 收敛 (发 散 ) 
的 非 负 项 级 数 , 总 存在 收敛 (发 散 ) 得 更 慢 的 级 数 .这 
是 由 下 列 阿 贝尔 (1828)- 迪 尼 (1867) 和 定理 表明 的 :给 
定 正 项 级 数 Za, 令 其 部 分 和 ,一 ai 十 az 十 … 十 as， 
Ro 


BD) SM p<1 YW pS 1 时 发 散 ; 
级 数 TM p> 之 1 MWR. P1 RM. 
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有 一 些 方法 把 一 个 级 数 变换 为 和 数 相同 而 收敛 得 更 
快 的 级 数 ( 以 便 简 捷 地 求 出 其 和 的 近似 值 ), 如 分 部 
求 和 法 . 类 似 于 序列 与 级 数 , 也 可 以 对 广义 积分 引进 
收敛 或 发 散 快 慢 的 概念 ,并 且 分 部 积分 法 往往 可 以 
得 到 收敛 或 发 散 更 快 的 积分 . 对 数值 计算 ,收敛 速度 
十 分 重要 . 例如 


A 0D! 
T =4 
2, 2n — ] 


zz 16arctan l — 4arctan d. 


239 
ter d 1 
—4 » m E 
若 用 式 中 第 一 个 级 数 ( 羔 布 尼 世 级 数 ) 计 算 r, 为 了 
精确 到 10 ,需要 500 万 项 ,而 用 第 二 个 级 数 计算 ， 
只 需 8 项 . 

EE BEF GE comparison test) 判别 正 项 级 数 
收敛 性 的 基本 方法 . A RI A Es A 206,20, 
Hn ZARN, A a CÓ, (C 0) RM Causa.) 
bn / 0,0, M Z 5, WOT 之 a, WM, Da, 发 散 时 
Db, 发散 . EAR BRIG X dé Blim(a,/b,) << eo, H 
Db, 收敛 , 则 Xa, WR; Flim (a,/b,) > 0, A 225, 
= 00, Ili] Sia, = co. 用 作 比 较 的 级 数 DO, 称 为 比较 
AUC E a, > 0,a,=O(n ^) a — eo) , Dl 24 p> 1 8] 
Sa, W SX. 比较 判别 法 可 移植 到 广义 积 

tk 较 级 数 (Ccomparison series) 见 “ 比 较 判 别 


法 ” 

检 根 法 (root test)” 亦 称 柯 西 判别 法 . 正 项 级 
数 收敛 与 发 散 的 一 种 判别 法 . SEPT EDUC Ma, 
TE TE q ,使 ”充分 大 时 


V ds <q<il, 
或 等 价 地 ， 
则 此 级 数 收敛 ;o>1 RE TEE T9 0 ,使 
Mas cmd 


则 此 级 数 发 散 . 检 根 法 由 柯 西 (Cauchy,A.-L. ) F 
1821 年 建立 . 

柯 西 判别 法 (Cauchy test) BRIR”. 

检 比 法 (ratio test) 亦 称 达 度 贝尔 判别 法 . RU 
用 正 项 级 数 前 后 项 比 的 一 种 收敛 与 发 散 判 别 法 . 对 
TERRI Za, AE qE n ZIRA lanian) 
<q <1, YH BR EP Casi / a2 1, MERRE 
HE. SE fr b Slim (a,4)/a) <1, W IE R R S SEE 
lim 2,4, /a,2 27 1 , ME 2 R RB. X limCa,41/a,) —1 
Hj ix ^ 34 5 iE A Xk. 检 比 法 是 达 并 贝尔 
(d'Alembert,J.le R. 2) F 1768 年 发 现 的 . 它 实 质 上 
是 以 几何 级 数 作 比较 级 数 ,具体 应 用 比较 判别 法 的 
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结果 . 

达 朗 贝尔 判别 法 (d'Alembert test) RPR tt 
ee, 
积分 判别 法 (integral test) 以 广义 积分 为 工 
具 , 判 别 各 项 递减 的 正 项 级 数 收敛 性 的 一 种 判别 法 ， 
车 在 L1, 十 0) 上 ,f ERAK, H f(r) 0, 


十 cc 
| fIGodx 
We Se, TW SP Gn) 收敛 , 且 
十 cc = Too 
[Fonds < Sto & ^ sardet+ fad. 


BR 413A] BWIA B JL 8] JE SX h 2 $5.97 HK CMaclaurin,C. ) 
T 1742 年 提出 ,后 来 又 由 柯 西 (Cauchy,A. -L. ) 于 
1827 年 重新 发 现 . 

凝聚 判别 法 (condensation test) ZR HK A Py RE 
BEF HN PA. 判别 各 项 递减 的 正 项 级 数 的 收敛 性 的 方 
法 . EEP Cauchy, A. -L. ) 于 1821 年 发 现 的 . 若 
ta,} 是 递减 的 非 负数 列 ,z 之 2 且 为 整数 , 则 之 a, 收 
RAMA P, pap WM. HA p=2 的 情形 . 

柯 西 凝 聚 判别 法 (Cauchy condensation test) 
Bp Be FEF ANE”. 

拉 比 判别 法 (Raabe test) 判断 正 项 级 数 >a， 
收敛 性 的 一 种 方法 . 设 OR, =n 1 aan). BE 
R fli n 充分 大 时 R, >R>1, a, 收敛 ; 若 ”充分 
大 时 R,<1, W Da, 发 散 . 这 个 判别 法 的 极限 形式 
fi: GlimR, > 1,0 Sa, WM; AlimR,<1,R Sa, 发 
散 . 这 个 判别 法 由 拉 比 (Raabe,J.L.) 于 1832 年 建 


X. 


高 斯 判别 法 (Gauss test) ” 正 项 级 数 收敛 性 的 
实用 判别 法 之 一 .者 
gh IW SO = , 
a, n n 


P271, 

1.r>1 Bf 22a, 收敛 ,r 委 1 时 >a, 发 散 . 

2. r>0 Wt (—1)"a, Wr <0 A C— 1)", 
发 散 ( 结 合 1 Wa Be, > a, 4 £71 时 绝对 
收敛 ,0<r 科 1 时 条 件 收敛 ), 上 述 等 式 还 可 以 写成 


ge 一 1 十 二 十 D| 5), 
n n 


结论 相同 . 

高 斯 判别 法 包含 拉 比 判别 法 为 特例 , 它 由 高 斯 
(Gauss,C. F. ) F 1812 年 研究 超 几 何 级 数 时 建立 . 
1856 4E, BH / ZR Hp Fed Wr (Weierstrass, K. T. W.) 
推广 到 复 级 数 ( 将 判别 法 中 的 7 改 为 7 的 实 部 ). 

贝 特 朗 判别 法 (Bertrand test) 判断 正 项 级 数 
Ur SX ES A BK A — BRT 1E. i a, > O(m=1,2,°"), 

B, = Ina[n(1— a,4,/a,) — 1]. 
£ lim B, 1 , WRK Da KM; AlimB,<1, M Sa, 


发 散 . xcd BLU BA (Bertrand, J. L. F.) F 1842 年 
建立 的 . 

库 默 尔 判别 法 (Kummer test) 亦 称 迪 尼 - 库 默 
尔 判 别 法 . 正 项 级 数 收 敛 性 判别 法 之 一 . 设 (a,}， 
(5,) 是 正 数列 ， 


7 S 
K,=6,—6,4, a 


P , 

1 

或 b, —  —b,13 . 
Q4] 


1. Glim K,>0, Wl Da, WA. 

2. di 充分 大 时 K,«0 AD (1/5) 发 散 , 或 
lim K,«0, W| Sa, A BK. 

检 比 法 、 拉 比 判 别 法 、 贝 特 衣 判别 法 都 是 它 的 特 
fil. ERB — + Sh it AE ERK (Kummer, E. E. ) 于 
1835 年 在 附加 了 条 件 a,b, 0 后 建立 的 ;1867 年 ， 
迪 尼 (Dini,U. ) 去 掉 了 这 个 限制 ,并 证 明了 第 二 个 
ZE] , 

对 数 判 别 法 (logarithmic test) EMA uk% 
性 的 一 种 判别 法 . FAVA Dn? D Clnn) 为 比较 级 
数 得 到 的 判别 正 项 级 数 >a, 收敛 性 的 方法 . 

第 一 对 数 判 别 法 : 若 存在 p AEn 充分 大 时 


[in n=p>1. 


或 等 价 地 ,lim L, > 1, Da, WS A n HAA L, 
<1, M) Sa, RM. 
oS — Xt OI BE HL, = |In(na,) | /1nlIn n, 4 


L. =| ln i 
a, 


论 同上 . 
莱 布 尼 茨 判别 法 (Leibniz test) ”交错 级 数 收敛 
的 充分 条 件 . AT an} BEIM aO s Wl 
"Ma Da 


收敛 , 且 对 所 有 ed 0c (— DR. —|[R, | aaa $k 
中 


这 时 , 若 设 

i. — = X- 1? a £9 
W n HRS ASS an 为 奇数 时 ,5,5 
Sy ,其 中 S 为 这 个 级 数 的 和 . 


RAE test) 关于 数 项 级 
数 、 函 数 项 级 数 . 广 义 积分 和 含 参 量 广 义 积 分 的 收敛 
与 一 致 收敛 性 的 四 个 判别 法 . BET: 

1. 若 实 数列 (2.} 单 调 地 趋 于 0, 数 项 级 数 Da, 
的 部 分 和 序列 有 界 , 则 Xab, WBE. 

2. 设 {f,) 与 (8,) 是 定义 在 集合 4 ER C— 70) PR 
数列 , 若 对 每 个 zx€E A, 数 列 (g,(z)}) 单 调 ,g, 一 致 收 
HF 0.23€ > 的 部 分 和 序列 一 臻 有 界 ( 即 存在 MM 
> 0, 对 所 有 >zE 4 及 所 有 正 数 2 A XS) 
委 M), 则 之 /es 在 4 上 一 致 收敛 . 


无 5 2 


3. 1K f gila,b) >R OS +). Ei z 一 0 一 时 ， 
g Cx) ER. VE] Hh ESF OO, pg 


FG) - | fc» doce Ea) 
有 界 , 则 广义 积 
b 
| fea Go dis 


4. d f.giAX[c,-09)—R, € 


M 
| SCzyy)dy 


Bri MBAR RRM (cE A ME[c,+0)), XF 
任意 x€ Avg MF y PIA, yrt+ont. fiz, wx 
Tox — BOM OCB ER > 0, HE Mo 之 c, 对 
所 有 y M. 及 所 有 x€ A.A |S Ge y) | <e), N] 


十 co 
ll fG,y)gG,y)dy 


一 致 收敛 . 

对 其 他 类 型 的 广义 积分 也 有 类 似 的 狄 利克 雷 判 
别 法 .上 述 第 一 个 狄 利克 雷 判别 法 首 见 于 狄 利 克 雷 
(Dirichlet,P.G.L. ) F 1862 年 发 表 的 文章 中 . 后 来 
由 哈代 (Hardy,G. H. ) 推 广 到 一 致 收敛 性 情形 . 

阿 贝 尔 判 别 法 (Abel test) AS 5 — S STE 
PA 指 下 面 四 个 结论 : 

1. 若 数 项 级 数 Ma, 收敛 ,数列 (5,} 单调 有 界 ， 
则 Xab, 收敛 ， 

2. 设 {f,) Sig.) 是 定义 在 集合 4 上 的 (一 元 ) 
PRT, FRM DS, TEA 上 一 致 收敛 ,对 任意 z € 
A, (g, Cr) ÆR, (e) EAE -RAR M fg 在 
A 上 一 致 收敛 . 

3.1% f.g:la,b)rRO<+00), Fy MAA4 


[ Fada 
We, 单调 有 界 , 则 
[Fogd 


4.7% f.gi AXLce, +O) R.A 


ies 
| g(x ,yidy 


在 4 上 一 致 收 敛 ,f (x,y) 有 界 , 对 固定 的 x€E A. f 
xt + y #Elc, +2) E PR JS. H xEAs,yEl[c, +o) 
时 ， BLET? | «M , m 


| Fe. eydy 
在 A E-- Sim Sx. 类似 地 ,可 建立 其 他 类 型 广义 含 
参量 积分 的 一 致 收敛 的 阿 贝 尔 判 别 法 . 
戴 德 金 判别 法 (Dedekind test) 级 数 收敛 的 判 
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别 法 之 一 . GRR Da, 的 部 分 和 序列 有 界 ,b, > 0, 
> lón — bni l| BOR, WY BK Dab, WOK. 相应 地 ,有 
FB Fl — BBE B5 FU PEs A PRR 00, 的 部 分 
和 序列 一 致 有 界 , i) BRAAF 0, D en — gail 
一 致 收敛 , 则 函数 项 级 数 DS ngn 一 致 收敛. 

杜 。 布 瓦 - 雷 蒙 判别 法 (Du Bois-Reymond test) 
级 数 收敛 的 判别 法 之 一 . 苍 级 数 Da, MS. BH. DG, 
— b+1) 绝对 收敛 , 则 级 数 Dab, 收敛 . 此 判别 法 由 
杜 。 布 瓦 - 雷 蒙 (Du Bois-Reymond,P. D. G. ) 建 立 . 
阿 贝尔 判别 法 是 其 特例 . 

M 判别 法 CM-test) 外 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 
的 简称 , 王 数 项 级 数 与 含 参数 广义 积分 一 致 收敛 的 
充分 条 件 . 设 {f,) 是 定义 在 集合 4 上 的 实 ( 一 元 或 
ET) KRZ], 若 存在 非 负 实数 列 M, 使 对 所 有 rE 
A.A |f) | <M, H XM, 收敛 , 则 SS, FE AE 
(绝对 ) 一 致 收敛 . 设 £A X [c, 十 ceo) 一 R, 若 存在 
图 数 M:4 一 R, 使 得 对 于 充分 大 的 y 及 所 有 ZE A, 
有 FG s MO), 并且 


4 oo 
| M(y)dy 
We ox , Wl] 
十 co 
| f(r,y)dy 


在 A 上 一 致 收敛 . 满足 上 述 条 件 的 级 数 之 M, 称 为 
级 数 之 六 的 优 级 数 或 控制 级 数 ,M 判别 法 则 因此 得 
4. 

外 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 (Weierstrass M-test) 
即 “M 判别 法 ” 

Ta $i Zi 3i (control series) 

优 级 数 Cmajorant series) JL“ M 判别 法 ”. 

阿 贝 尔 变 换 (Abel transformation) 亦 称 分 部 
求 和 公式 或 和 差 变 换 . 和 式 的 一 种 恒 等 变换 . 指 形 如 
> arb, 的 和 的 恒 等 变 形 


Mab = = S, b, — > Si Cbr — b), 
其 中 Se ps a "T 种 形式 是 


Dah = = 5: b n4-1 - N56 Am b,). 


=1 


用 阿 贝 尔 变换 可 以 研究 形 如 Sa, b, 的 级 数 的 收敛 性 
或 估计 其 部 分 和 . 34 5,099») AS, FUSE E] 
贝尔 变换 可 推广 到 级 数 


Da = S30, E 2 
n=] n=] 


因此 , 阿 贝 尔 变 换 还 常用 于 把 级 数 转换 为 男 一 个 和 
数 相 同 , 但 收 钱 速度 更 快 的 级 数 . 阿 贝 尔 变 换 是 阿 贝 
尔 (Abel,N.H. ) F 1826 年 引进 的 . 
分 部 求 和 公式 (partial summation formula) 
即 阿 贝尔 变换 . 由 于 
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见 “M 判别 法 ” 


Mab = = Sb, 一 DENM — by) 


pese .二 a) 是 分 部 积分 公式 的 离散 类 似 ， 
故 有 此 名 . 

阿 贝 尔 不 等 式 (Abel inequality) ” 亦 称 阿 贝尔 
引 理 . 用 阿 贝 尔 变 换 对 有 限 和 ab, 的 一 种 估计 . 若 
bib, rb, 单调, [SL | SEM (1,2, t 00, 3X HE S, 
=a; +a; a, , DUI 


| X aub, < MCI, | -F 25.1) ; 
$ed 
= bi TP 4 tet sOn 1 y HJE fa FF , 
| X asb, | < Mb, . 
阿 贝尔 引 理 (Abel lemma) 即 “ 阿 贝尔 不 等 
A". 
二 项 级 数 (binomial series) — Ii rt p CI 
Hr) (oa 为 常数 ) 的 泰勒 展开 式 . 即 
1 a(a—1)(a—n+1), 
eee 


n=0 


它 的 收敛 半径 为 1. 所 以 ,|z| 二 1 时 它 收敛 到 (1 十 
Z) .在 收敛 区 间 的 端点 , 它 的 收敛 情况 是 :之 0 时 ， 
CE c=] 都 收敛 ;一 1 二 a 二 0 时 , 它 只 在 x==1 收 
Aa <1 MW, EE c= +1 都 发 散 . 特别 当 a 为 非 
负 整 数 时 ,二 项 式 级 数 只 有 有 限 个 非 零 项 , 它 实际 上 
成 为 初等 代数 中 的 牛顿 二 项 式 公 式 . 二 项 式 级 数 是 
牛顿 (Newton,I. ) 于 1665 年 研究 微 积 分 时 发 现 的 . 
它 的 收敛 性 的 研究 分 别 由 阿 贝 尔 (Abel,N. H. ) F 
1826 年 (a 为 实数 ) 和 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass， 
K. (T. W. )) 于 1856 年 (a 为 复数 ) 完 成 . 

调和 级 数 (harmonic series) ”各 项 倒数 为 等 差 
数列 的 级 数 , 通常 指数 项 级 数 


l 1 l 
lupe er ger ee mS 


其 各 项 倒数 所 成 数列 (不 改变 次 序 ) 为 等 差 数 列 . 从 
第 2 项 起 , 它 的 每 一 项 是 前 后 相 邻 两 项 的 调和 和 平均， 
故 名 调和 级 数 . 推 而 广 之 ,具有 这 种 性 质 的 每 一 个 级 
数 , 即 形 如 


= 1 
2 32 


的 级 数 也 称 为 调和 级 数 ,其 中 a d. 是 常数 . 调和 级 
数 是 发 散 的 ,但 其 部 分 和 


TOC ee ee ieee ee 
SS ah ae eo 


增长 极 慢 . BAL (Euler, L. ) 计 算 过 S109 7. 48, $5 
一 14. 39. S, 与 Inn 是 等 价 无 穷 大 ,更 准确 地 ,有 S, 
=Inn+Cte,, HH C—0. 577 215… 是 欧 拉 常 数 ,e， 
—>0 (n>), 这 是 欧 拉 于 1740 年 发 现 的 . 更 一 般 地 ， 
级 数 


37 (a Æ 0) 


称 为 广义 调和 级 数 , 亦 简称 调和 级 数 . 它 的 通俗 名 称 
是 p BR. 当 p> 1 WIR, ps1 时 发 散 . 

广义 调和 级 数 (generalized harmonic series) 
见 “ 调 和 级 数 ”. 

正弦 函数 的 展开 式 (expansion of sine func- 


tion ) TE 3A BEC FE A RFE, BN 
ent 
sin r= > i 
Sr- 42-414. er. 
余弦 函数 的 寡 级 数 展开 式 为 
cosx 一 2 ETT, 
-i-E-E-I04e (r€R). 


ix PN P ZR XC RE AE (Newton, 1.) £i ^c p 1E 9A 2X 
数 得 到 的 ,并 于 1669 年 公布 . 后 来 的 研究 表明 ,它们 
可 以 作为 三 角 函 数 的 非 几何 定义 的 基础 (参见 本 卷 
《平面 三 角 ) 中 的 “三 角子 数 的 非 几何 定义 ”). 

Fz 5% ER BY AY FE FF sh (expansion of cosine func- 
tion) W,"1ESZ eR AY FP”. 


xt BWA logarithmic series) BI Xt A pK AL AY 
Fe RN RAT XX : 
Ind +2) = Doen 


sedisdi- dioc pH 
这 个 级 数 由 梅 卡 托 (Mercator,NN. ) 发 表 于 1668 年 
出 版 的 《对 数 技术 ?中 , 故 又 称 梅 卡 托 级 数 ， 


梅 卡 托 级 数 (Mercator series) El “Xt WR 
Hr. 
格雷 果 里 级 数 (Gregory series) IEW PA% 


ES Fe CURE FP sk. 由 格雷 果 里 (Gregory,J. ) 于 1671 
年 得 到 


arctanz = > (—])"" 


n=] 


OO 


inl 


2n—1 


3 5 7 
succ qo c pesce. 


由 于 这 个 级 数 在 计算 x 的 历史 中 起 过 重大 作用 , 故 
以 格雷 果 里 命名 . 由 此 得 到 的 


二 =z4arctan eee ane 
4 5 239 
称 为 梅 钦 公 式 . 早 在 1706 年 , 梅 钦 (Machin J.) 用 
tH AX x 的 值 精确 到 了 100 位 小 数 . 
梅 钦 公式 (Machin formula) 
数 ” 
超 几 何 级 数 (hypergeometric series) 


见 “格雷 果 里 级 


亦 称 高 


x 5 


级 数 


斯 级 数 . 几何 级 数 的 一 种 推广 . 指 形 如 
Petha E aa) Casin 1) 


"T 
BB+ -(B+n—1) m 
YO FI 74+n—1)™ 

HU RE ZUSC. C RAIE 1. X x—1,34 yae 
>0 Bf S .,7—a— BOR RR. X] x——1, M Y—a 
— 87-0 Wt 2&8 xp ae, 一 1 二 7 一 a 一 8 过 0 mr as ftus 
KN ,Y¥—a—Bm—1 时 发 散 . 特别 地 ,fF( 一 a,a,a, 一 芭 ) 
就 是 二 项 级 数 . 超 几 何 级 数 是 由 高 斯 (Gauss,C. F. ) 
T 1812 年 研究 的 , 它 大 约 是 历史 上 第 一 个 被 严格 而 
又 详细 地 研究 了 在 各 种 情况 下 的 收敛 性 的 级 数 . 用 
它 可 以 定义 超 几 何 消 数 , 是 常见 的 特殊 函数 之 一 ， 

高 斯 级 数 (Gauss series) 即 “ 超 几何 级 数 ” 

朗 伯 级 数 (Lambert series) 一 种 特殊 形式 的 
级 数 . 形 如 


的 函数 项 级 数 , 其 中 dns 为 实数 .在 Za KA, 
ALIN BREA Ma. 发散, 则 该 级 数 的 
We i I SHE asa" 相同 . 当 lo] 过 1 时 , 朗 伯 级 


数 的 和 函数 9 可 d AN UR CX 
qr) = ee 
其 中 
“= Da 


Bl c, 是 下 标 为 ? 的 因数 的 那些 k 对 应 的 a, 之 和 . BA 
IAR CIE BH IB CLambert ,J. H. ) 首 先 研究 的 . CER 
些 数论 问题 中 有 用 并 被 推广 为 复 级 数 . 

欧 拉 级 数 (Euler series) 各 项 为 质数 倒数 的 
级 数 . 即 级 数 


1 
AP p, 为 第 个 质数 . xd (Euler, L. )-F 1748 年 
证 明了 这 个 级 数 是 发 散 的 ,同时 给 了 质数 集 是 无 穷 
集 的 一 个 证 明 . inane dio E 
E JL. 


icd 


其 中 ec 一 0. 2614977 


=Inlnz+c+O 


, 


in 


1A 23 F% (Bernoulli numbers) 见 本 卷 《 初 等 
数论 同名 条 . 
欧 拉 数 (Euler numbers) 一 列 特 殊 的 非 负 整 


s M 称 为 欧 拉 数 ， 
COS T d -> 


] |. 2 E s 
pz epee 1) n! 


“(iel<¥], 


DL 
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34 n 为 奇数 时 , 欧 拉 数 为 0, 当 ?为 零 或 偶数 时 ,es， 
部 是 正 整 数 , 且 个 位 数 交 错 出 现 1 和 5. 一 些 文献 以 


1 cox» E, T n 


ch x = nl 
XE Me, 于 是 当 n=4k t2 时 ,这 样 的 e@ SEU e, TH 
差 一 个 符号 .还 有 人 把 下 列 展开 式 中 的 数 e, FRAN EX 


BUR. 
2 ly 6m 
ec 2; n^ 
e, 5 e IBS FIXA 
2n 
£j,,7 (—1)" 2 (ooo 
k=0 


通常 记 E, = e» FF PR Dy KL. En 满足 递 推 式 


E,—1, Y (DICE 10. 


k=0 


此 外 ,有 
. (2n)! 27? 2 (—1»* 
EDU 24 RELA 
EE a Nl 
B, = Fin (om — ==| 3 > 1) Co 7 eee 


其 中 B, 是 伯 努 利 数 ( 参 见 本 卷 4 初 等 数论 ) 同 名 条 ). 
欧 拉 数 是 欧 拉 (Euler,L. ) F 1755 年 引进 的 . E, 到 
E MAU TF : 

E =l1, 

E,=5, 

E;,=61, 

E,=1 385, 

E,—50521, 

E,—2702765, 

E,—199360981, 

E,—19391512145, 

E,—2404879675441, 

Fo = 370 371 188 237 525. 

欧 拉 -麦克 劳 林 公式 (Euler-Maclaurin formula) 

有 关 定 积分 的 一 种 数值 计算 公式 . 指 下 述 公式 


| fade = [FT Pm iU Du 


ewe M EO: 


S Bs, (2r— 1) 
i 2; (2r ve 
i f2 (Um )m Bon 
(2m)! — ' 
其 中 B; aSr <m) 1B SEX CS LA 3S CH) SEX 
WAR) O<. SE vr. Y ER RIS] LA S CE 
"PM 
JE 9) KAW (tangent coefficients) 
ERRUER AP ROBUR RA 
EU eR x HY RE RB Jie TE OO 
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与 正切 函数 
— FN BL. 正切 级 数 ( 即 


unr- D Gay ss 
的 各 项 系数 中 的 了, PAB n IPIE VU RC T, 都 是 
正 整数 ,并 且 可 以 用 伯 努 利 数 有 (参见 本 卷 ( 初 等 数 
论 》 同 名 条 ?表示 为 


f dt — 


前 10 (IEW ABE : 
T,=1, 
qu 
T5518; 
112172; 
T;=7 936, 
T,—353792, 
7 22368256, 
T4—1903757312, 
T,— 209865342976, 
T,,—29088885112832. 
Am 2B (power series) fFYMBEBAKE 
A) Fe pL RC BY PRI CIC. HG Un 


> (x — a)" 


HRM, HF a 5a, EN 1,2,…) 是 常数 ,a, BRA 
ENA 个 系数 . 罕 级 数 的 收敛 域 是 以 4a 土 p 为 端点 


的 区 间 , 这 里 
p=1/limV la, 


称 为 该 级 数 的 收敛 半径 . 开 区 间 (a 一 p,a 十 Pp) 称 为 收 
敛 区 间 . 收敛 域 与 收敛 区 间 不 一 定 相 同 ,端点 a E p 
是 否 属 于 收敛 域 要 单独 判定 . 当 

A=lim ; la, | —0 
Ay, o= +o, rex px B] Jy C— 00, +00); 4 A— d 69 
By. o= 0, UC KBAR x —a. E p 为 正 实 
数 , 则 


"DL Via ©. 
E o | B, |. 


Ma. (7 — a)" 


He Ric] a A8 x ic 在 该 区 间 的 任 一 有 界 闭 
子 集 上 一 致 绝对 收敛 ,在 La 十 c,a 一 oj 外 发 散 . FER 
数 可 在 其 收敛 区 间 内 逐 项 微分 与 积分 任意 次 ,并 且 
每 次 得 到 的 级 数 的 收敛 半径 均 相 等 (但 在 区 间 端 点 
处 的 情况 可 能 各 异 ). 在 收敛 区 间 端 点 a 十 p( 或 4 一 
0 处 , 若 需 级 数 收敛 , 则 在 La,a 十 oj OX La — 9a 
上 该 震级 数 一 致 收敛 , 它 的 和 函数 在 at o (IX, a—p) 
处 连续 .由 此 可 见 , 具 有 正 的 (包括 十 ce) 收 敛 半径 的 
AF BOR AY Fil RC, AE Le oe DC E) E HEE ROT HY) 
(其 实 还 是 解析 的 ), 且 该 级 数 就 是 其 和 函数 的 泰勒 
展开 式 . 反之 ,对 于 在 点 a 任意 次 可 微 的 函数 , 若 其 
泰勒 公式 的 余 项 在 a 的 某 邻 域内 处 处 极限 为 0, 则 


此 函数 必 为 某 一 震级 数 ( 实 际 上 即 其 泰勒 级 数 ) 之 和 
函数 . 在 复 变 函数 论 中 ,震级 数理 论 更 加 丰富 ,可 反 
映 出 和 函数 一 些 更 为 深刻 的 本 质 属性 . 
I S& [X fa) (convergence interval) 
wc. 
it BK 4% (radius of convergence) XE Zik 
敛 区 间 长 度 的 一 半 ( 参 见 “ 宕 级 数 ”). FBS ERK 


31 — aq)” 
的 收敛 性 有 关 的 一 个 数 COS p+); |x—a | 
<p WY, RRR AMUN; 4lr—al oN. GRE 
ABL. o 的 存在 性 由 下 列 阿 贝尔 定理 (1826) 保 证 : 若 
FER 


EE T 


S apes 
M r=r 4a Bp. WORE r< l roa l WE 
r, 当 |z 一 4a| 委 ”时 ,该 级 数 一 致 绝对 收敛 . 柯 西 
(Cauchy, A.-L.) F 1821 年 提出 ,并 由 阿达 马 
(Hadamard, J. (-S. )) 于 1892 4E WE BH. o 是 收敛 半 
径 , 当 且 仅 当 

1 

CE 
lim la, | 
此 式 称 为 柯 西 - 阿 达 马 公式 , 它 同时 解决 了 2 的 存在 
性 与 计算 问题 ( 当 limV |a, | 等 于 0 或 +co 时 ,此 式 
中 的 o 应 分 别 理解 为 ce 或 0). 当 


lim 
co | An+) 


7 OM CA RR BR BY Et SEF 2. 

宕 级 数 的 运算 (operation of power series) X 
于 寡 级 数 的 运算 问题 ,可 进行 下 面 的 讨论 . 为 简单 起 
见 , 考 虑 形 如 


S 
HERR IW Lar". RAS FER BI 
SQ) => aa; (1) 
a ae, (2) 


它们 的 收敛 半径 分 别 是 oio; 其 运算 法 则 如 下 : 

1. JE. BRD (a, +6,) x" 称 为 级 数 (1) 与 (2) 
的 和 . 它 的 收敛 半径 p 宇 min {o p) 在 级 数 (1),(2) 
AY ZS SEW OR OE D Cla, Hb D 2" = Maz’ + b,x". 对 
AY AS EB D bme (M = 051525) KEM E 
xo 处 绝对 收敛 , 则 它们 的 和 
IBS 


也 在 Lo 处 绝对 收敛 , 且 等 于 


m=0 n=0 


2. 数 乘 . 对 cA, caia" = Ddica,x" WBC ED 
A o Mex E ES auc" 相同 . 
3. 乘法 . 称 级 数 


Senet = Y cab, + e + a,b.) T" 


为 级 数 (1) 与 (2) 的 积 . 在 (1),(2) 的 公共 收敛 域 上 ， 
csT" 二 SCr)T(X). 它 的 收敛 半径 ozzmmníie p). 
即使 Pi = 3530 也 可 以 更 大 . 例如 PE ao =b = 0,4, = 
Las 2 arl bh = 1/3 2H 10 aal); 
则 0177 057 1, Dene" = 2 "2" NUSRAT 2. FE 
级 数 的 加 ( 减 ) 法 与 乘法 满足 交换 、 结 合 、 分 配 律 , 所 
有 有 正 收 敛 半径 的 寡 级 数 的 集合 是 环 . 

4. RR: Da, I5. =) E bA pS 
0, 0,270, WEF d, 由 无 穷 方程 组 


n 
> bide = a, 
k=0 


惟一 地 确定 . 商 级 数 也 有 正 的 收敛 半径 . 
5. 反 演 . LE TR GRE 
6. 微分 .对 |z| 二 p1,8= 二 1,2,*…， 


(n -一 0,1,2,°**) 


S9? (x)— >) (a,.z")® 
n=k 


= Ge: 
AG ig HY BP RJ WS AE EGA o. 当 这 个 级 数 在 r 
一 土 0 处 收 伍 时 ,SS”( 士 ol) 也 存在 , 且 上 述 等 式 对 = 
=p 也 成 立 . 
f? 积分 ， Xf lri<p,, 


|s =| ( Der)de = 2 ae 


右 端 的 级 数 的 收敛 半径 仍 为 pi. 可 以 继续 积分 任意 
次 , 且 每 次 得 到 的 级 数 的 收敛 半径 仍 为 o. 

柯 西 -阿达 马公 式 (Cauchy-Hadamard formula) 
M 

Bay OU ZR $R BR 3E XE C Abel limit theorem) ped 

scan eee ea 它 断 言 :只 要 
寡 级 数 在 其 收敛 区 间 的 端点 收银 ,该 级 数 的 和 函数 
就 在 该 点 ( 单 侧 ) 连 续 . 它 说 明 ,震级 数 的 和 函数 在 该 
级 数 的 收敛 域 上 处 处 是 连续 的 (参见 “收敛 半径 ”). 

PRHA RA (inversion of a power series) 
Fe BB HY — Phi S3. BD LA — A R CHI] FER A eS UE 
JF 30 Hi A. BBE EL he pK A AY RE CRUS FF SC] ot 
程 . 设 


(n—k+l)a,x"™. 


y= f(r) = 
a,~0, Mil Fz pg Xx 


Ma — a)", Gy 
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x= f(y) = M6G-b5y, (2) 
其 中 
村 二 
2 
“一 eum ES |. a hs 
级 数 (2) 称 为 级 数 (1) 的 反 演 .一 般 地 ,对 任 一 实 解析 
函数 gp, 有 


Hf Q) = Doly — 8)", (3) 
Kp b,b 同上 ， 


dt n 
eu e| fO F |} emp. 
以 上 绪论 对 复 寡 级 数 也 成 立 . 反 演 问题 首先 由 拉 格 
Bj H CLagrange,J. -L. ) 1770 年 解决 5 二 0 的 特殊 
情况 时 提出 , 故 寡 级 数 (2),(3) 称 为 拉 格 朗 日 级 数 ， 
车 级 数 (3) 又 称 布 尔 曼 - 拉 格 朗 日 级 数 , 它 是 布尔 曼 
(Burmann, H. ) 1799 年 得 到 的 . FER RK AY c i86 B3 
先 由 牛顿 (Newton,I. ) 于 1660 年 形式 地 使 用 . 他 由 


对 数 级 数 反 演 得 到 指数 函数 的 级 数 展开 式 , 由 反正 、 


嘴 的 级 数 展开 式 反 演 得 到 正弦 函数 展开 式 . 

拉 格 朗 上 日 级 数 (Lagrange series) Wh“ RRA 
AY c ie”. 
布尔 曼 - 拉 格 朗 日 级 数 (Burmann-Lagrange se- 

JU FE BOR AY SCIRE. 
— 8 igi (uniform approximation) FARM 
的 基本 概念 之 一 . RM. dt 是 集合 
A ESE NRA. SJ: ASR. AMER s 盖 0, 存 
TE GES ,使 
sup ey So Ca) ae: 
则 称 f(x) 可 由 .多 PK) PRA — SOB VT. 

外 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 (Weierstrass approxi- 
mation theorem)  /& X ie S eR Ln] ASMA wit 
的 定理 . 指 下 列 两 个 结果 : l 

1. ENÉ P] KE E A 4 SESE PRR SE PCR 
多 项 式 序 列 的 一 致 极限 . 即 : 若 函数 f: Lab] >R 连 
续 , 则 存在 多 项 式 序 列 {( 忆 ,) ,使 它 在 La b] E 
RF fGO. RDA MER se 盖 0, 存 在 多 项 式 书 ， 
使 对 所 有 x€ La.b].,Alf(2)—P GO | <e, Jj BI Bl 
区 间 上 的 连续 函数 可 由 多 项 式 一 臻 逼近 . 

2. 以 2r 为 周期 的 连续 晒 数 可 由 形 如 

25 (a, cos x d- b,sin Ez) lar b C R,n € ND 
的 三 角 多 项 式 一 致 允 近 . 

第 一 个 定理 是 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,KK. 
T. W. ) 于 1885 年 建立 的 . 它 是 数学 分 析 中 著名 定 
理 之 一 . 它 已 由 斯 通 (Stone,M. H. ) 于 1935 年 推广 

084 


ries ) 


SUAR A — 3$ eH BU rit V8 KAA). 
伯 恩 斯 坦 多 项 式 (Bernstein polynomial) if 

近 连 续 函 数 的 一 系列 多 项 式 . 可 在 外 尔 斯 特 拉 斯 通 

近 定 理 的 构造 性 证 明 中 使 用 . Be ER C£: [0.1] R 

(或 C), 对 于 2EN+， 

B,(f,x)-2 B,Cf) 


— XS Cis paite Tos). 


B.(f ,7) 称 为 了 的 阶 伯 恩 斯 坦 多 项 式 . 它 的 次 数 
不 超过 x. 它 是 由 伯 恩 斯 坦 (Bepurrerin. C. H. ) 于 
1912 年 给 出 的 . 下 列 伯 恩 斯 坦 定 理 成 立 :车 f 在 [0， 
1j 上 连续 , 则 在 L0,1] 上 BAO- BAF f. 一 般 
地 , 若 导 数 PO (EN) 在 L0,1j 上 连续 , 则 在 L0,1j] 上 
B,C PBS k Br SES — BURMA LP. A Xo€ (0,1) 是 
f 的 第 一 类 间断 点 , 则 

Tog Ses eee) 

2 


(n— oo ). 


B,(f xy) 


伯 恩 斯 坦 多 项 式 有 多 种 推广 . 

ir SE (convergence in mean) ” 亦 称 均 方 收 
SX. 平均 平方 误差 趋 于 0 意义 下 的 收敛 . 对 于 区 间 
[a,b ] EB RT TR ER C S A e 


b 1/2 
[uen] 


RASS ¢ 的 平均 平方 距离 ,或 以 g 近似 代替 f 的 
HIFR, WA |fe | 2 Xt La, b] E RS n] TR eR 
f,(n21,2,:-035 Jat. | dm ,—0, Bl 2H NFO 


b 


| G6 — f.dz--0, 
Wi gkFez3uCAELa.o] EFI f£ iid y 
lim f, =f, 

(32 & ) n] fH PR 2C. E HA] R E PB) EB > A $1 E 
TS. 一 致 收敛 理念 平均 收敛 ,反之 不 然 . 平 
均 收 敛 与 逐 点 收敛 是 互 不 列 含 的 .关于 平均 收敛 的 
重要 性 , 泛 范 分 析 与 实 变 范 数论 中 有 详细 研究 . 

均 方 收敛 (convergence in mean) BJI^3E dul 
ei". 

平均 平方 距离 (square distance in mean) M, 
“EHA”. 

平均 逼近 (approximation in mean) 在 平均 收 
敛 意义 下 的 通 近 . 设 — EEEL, b] ERK K 
数 的 集合 , Sf: lab] >R, AMER s 盖 0, 存在 g € 
F ,使 


b 1/2 
Isel [o - e] ue. 


则 称 了 可 由 CPV) ea COP a Xr. 例如 ,可 积 函 数 
AY HERAF. 这 个 概念 可 以 以 明显 的 方式 


HE J” Bl) 2 7 PR BY. 

二 重 序列 (double sequence) 定义 在 NXN 上 
的 函数 . FLA (amn? soi BG TED AH A Las) 表示 . 随 着 
PE i EC Fe. PR Se BU Se PC) AN [8] a EUR — 


AAI — eH ISHS. 下面 考虑 二 
重 数 列 {a,,). BOER 620, TE TE EBA ON, EY 


mn>N Hf, |an a| <e rn a 是 常数 , 则 称 a 是 
lam } BJ AR BR o (ass AA, 1A 


mye OO 


„ =+ co(co) 


HAE XL. 通常 的 数列 的 一 些 性 质 可 以 对 二 
立 .二 重 数列 有 两 个 二 次 极限 


lim dima, 2) “Slim Clima, ). 
作为 函数 的 二 重 极限 5 次 极限 的 特例 ,二 重 序列 
的 这 两 个 二 次 极限 与 二 重 极限 


lim ann 


重 数列 建 


之 间 有 如 下 关系 : 若 


lim a,, 


m vk OO 


又 对 固定 的 m,， 


a 4a( 可 以 是 OO), 


lim amn 


Hoo 


FEARR), 


lim (li m A.) ay 


m— CO 


De wn 
lim d. 5, 
KF om 一 致 成 立 ( 即 对 任意 6770 f£ YE IE BRON, 
n>N Wt APA ERR m FA lan On| <E), H 
lim (li m a,,) Elim 5, 
存在 (有 限 ), 则 二 重 极限 


lim d 


My n— oo 


也 存在 且 等 于 

lim (li m cc 
当 对 固定 的 m yam XT F n Bee, AMT SIE RS n an XT 
Fm xÉTÉBI. BRR SAS IARI PRAT 
存在 , 则 另 两 个 也 存在 ,并 且 彼 此 相等 . 


= BHI (double range of number) J“ 
序列 ” 

二 重 晒 数列 (double range of function) J^ — 
重 序列 ”. 

二 重点 列 (double range of points)” 见 “二 重 序 


列 > 
Ib 2h HW (iterated series) 
为 级 数 的 级 数 . 即 表达 式 


Sl 379 , (1) 
m=1 n=] 


亦 称 累 级 数 . 各 项 均 


无 5 数 


EP (am) Xm die 通常 也 把 上 述 术 表达 式 记 为 


或 简单 地 记 为 E Dam 类似 地 ,级 数 E Dan 也 是 村 
RN. 对 和 车 级 数 , 可 以 用 普通 级 数 的 有 关 概 念 来 定义 
其 收敛 性 及 其 他 概念 . B xp OO SE gt m, 
RW Da, AAF bno HRZ DS, d SX. Du] Ry 
E Eam 收敛 ,其 和 为 Don 的 和 .车 DT laus | 收敛 ， 
则 称 E Eam 46 lic t. 从 一 个 到 级 数 收 敛 不 能 得 到 
由 同一 个 二 重 序列 导出 的 男 一 和 车 级 数 收 敛 ,即使 都 
收敛 也 不 一 定 彼 此 相等 . 例如 , 按 如 下 定义 amin 
=m+ 1 时 sAm = 1,m—n-41 时 Amn = — 1 X] m 
与 n,am = 0, Bl] AE Iz BA TERA FH 1 与 
—]. 当 Ann=z0(m nEN) AT, 


25 244m = Yar, (可 以 是 十 o. 


其 中 p 是 N 到 NXN 上 的 任意 一 一 对 应 . XX. GB 
BR LU. FES m. RB Da, 也 都 收敛 , 则 
之 之 am 收敛 , 且 


eps 
fe ot Ih] — EF 3) Ye eS A I A AE 
“二 重 级 数 ”. 
EZ [repeated series) BJ SCR". 
Z BAW (double series) 二 重 序列 的 形式 
Al. 设 {aw} 是 二 重 序 列 ,把 它 的 项 按 任 意 次 序 排列 
并 以 加 号 连结 得 到 的 表达 式 称 为 二 重 级 数 , 记 为 


> (1) 
这 里 msn 各 自 独立 地 取 正 整数 1 ,2,3,… 数 


称 为 (1) 的 部 分 和 . A 一 重 极限 
lim San = S CH BR), 


则 称 该 二 重 级 数 收 敛 ,S 为 它 的 和 , 记 为 


i. em > 
当 这 样 的 5 不 存在 时 ， 称 这 个 人 二 重 级 数 发 散 . A 


» Id 


m,n—1l 


收敛 , 则 称 (1) 绝 对 收敛 . 类 似 于 通常 的 级 数 ( 相 对 于 
二 重 级 数 ,通常 的 级 数 称 为 单 级 数 ), 可 定义 二 重 级 
数 的 条 件 收敛 性 . 单 级 数 的 一 些 基本 性 质 仍 为 二 重 
级 数 所 保持 . 例如 , 非 负 项 二 重 级 数 收敛 当 且 仅 当 其 
部 分 和 有 界 , 二 重 级 数 收 钱 的 必要 条 件 是 wm 一 0 
(m,n 六 00), 绝 对 收敛 的 二 重 级 数 必 收 敛 ( 参 见 “ 绝 
对 收敛 级 数 ”) 等 .对 二 重 函 数 项 级 数 , 也 可 如 函数 项 
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数 o0 本 


级 数 那样 引进 一 致 收敛 概念 ,并 得 到 相应 的 柯 西 准 
则 、M 判别 法 等 . 设 o IE BANG BING XNA 上 
的 一 一 对 应 , 则 对 二 重 级 数 (1), 可 以 得 到 级 数 


> A gu» 


p 称 为 二 重 序列 {a Bap Ji { Qoa» } j= 的 重 排 ,或 二 Se 
重 级 数 (1) 到 单 级 数 2 ago hJ EH. ARE 


pu IE 2; 2, Nam T 2, 2, la. IE Y lao 


之 一 nee 则 : 

1. 另 三 个 也 收敛 , 且 它 们 的 和 相等 ( 设 为 S). 

2. X Sam 与 XXe, HERAF S Lam 5 
Sam IKD. 

在 一 些 文献 中 ,上 述 结论 被 称 为 主要 重 排 定理 ， 
由 此 可 知 , 绝 对 收敛 的 二 重 级 数 的 两 个 要 级 数 也 绝 
对 收敛 ,有 同一 个 和 . 由 于 二 重 级 数 的 项 的 排列 次 序 
不 惟一 以 及 多 种 研究 目的 ,因此 ,还 有 多 种 定义 二 重 
级 数 的 部 分 和 的 方式 ,相应 地 也 就 有 了 不 同 的 定义 
二 重 级 数 的 和 与 收敛 性 的 方式 . 

主要 重 排 定理 (main rearrangement theorem) 
M ZER. 

二 重 级 数 的 希 尔 伯 特定 理 (Hilbert theorem on 
double series) X — BRAUN — I EH. 该 
定理 断言 : 若 级 数 


We SO , yu] — ei AE Be 
2, ae n 

收敛, 这 里 ,约定 当 m=n 时 ,相应 的 项 为 Q: 

Æ FF i) (multiple sequence) 二 重 序列 的 推 
广 . 即 定 义 在 NXNX…XN 上 的 元 函数 序列 . 4 n 
>2 时 , 称 为 (多 ) 重 序列 .n= 二 1 时 , 即 通 常 的 序列 也 
称 为 简单 序列 . 有关 多 重 数列 的 概念 ,性质 ,与 二 重 
数列 类 似 . 

简单 序列 (simple sequence) 见 “ 重 序列 ”. 

BAM (multiple series) E FE JJ EJ SARI. 由 
m JFJ) a, ,,…_ 构成 的 形 如 

2i any 


的 表达 式 称 为 m 重 级 数 ， 这 里 n,n ,nn A B 
立地 取 1,2,3,…, 参 见 “ 二 重 级 数 ”, 该 条 中 的 各 种 
部 分 和 容易 推广 到 m3 时 的 m 重 级 数 . 

—B FAH (double power series) JÉ ili 


p» Gui ra Cy-- b 


的 二 重 级 数 . 二 元 泰勒 级 数 是 二 重 军 级 数 的 重要 例 
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TOL FAIRC). BR ERRADOS E 
SR R AROF 11 09 MBE NBA BIE 
明 都 要 复杂 得 多 . Au, ZERRA E e D 
不 一 定 是 |z 一 a 二 p,|y 一 b61<r 这 样 的 形式 . 

无 穷 乘 积 (infinite product) 把 无 穷 序列 的 各 
项 用 乘 号 连结 得 到 的 表达 式 . 设 (u) 为 一 序列 ,wiu， 


zh 或 记 为 
Me ， (1) 
称 为 无 穷 乘 积 , 称 为 这 个 无 穷 乘积 的 第 ”个 因 
ee un 称 为 该 无 穷 乘 积 的 第 n 个 部 分 


H. 如 果 所 有 u, 记 0, 形 式 地 取 对 数 , 将 有 


Ile, = exp| > Ina, ; 

故 对 无 穷 乘积 的 研究 与 无 穷 级 数 密切 相关 . 下面 关 
于 无 穷 乘积 收敛 与 发 散 的 定义 就 是 为 了 与 无 穷 级 数 
的 相应 概念 协调 而 规定 的 . FERREA), Æ 

lim P. 
存在 (有 限 ), 则 当 PAO 2 ER 已 =0, 但 至 多 只 有 
有 限 个 ,为 0, 并 且 去 掉 这 些 因子 后 得 到 的 无 穷 乘 
积 ,其 部 分 积 序 列 有 非 零 极限 时 ,无 穷 乘积 (1) 称 为 
收 钙 的 ;否则 称 为 发 散 的 . 例如， 


Te" 
发 散 于 0. 一 些 文献 限定 zx 天 0, 就 不 会 出 现 上 面 后 
一 种 情况 . 4 CDW PB uu 


I" A 
并 称 PAK Fe BAA [8 对 无 穷 乘 积 , 有 下 列 柯 西 准 
则 :无穷 乘积 (1) 收 敛 , 当 且 仅 当 对 任意 60, FE 
IEEE N, E m2 n2 N Wf, lang ttm —1|<e. BB 
BS Fe FA C12 We Be tt] 

lim J 
通 篆 把 无 穷 乘 积 (1) 改 写成 

Ira +a,), (2) 
而 (2) 的 收敛 性 与 Su. 的 收敛 性 密切 相关 . 例如 om 


Ila + |a,|) 
n=1 


We XC, Wl) BK 7523 Fe A C20 £808] UK. xx 4AM Va, 
绝对 收敛 . 对 各 个 因子 为 函数 的 无 穷 乘 积 , 可 以 建立 
一 致 收敛 概念 及 有 关 命 题 . 例如 ,为 了 交换 极限 号 与 
无 穷 乘 积 记 号 ,有 下 列 结 AT ATA n. 

lim Ann = ACAR), 


HIER m lain} SM, <, XM, 收敛 , 则 
lim IIa + am = [a 4» 


一 1] 


第 一 个 用 到 无 穷 乘 积 的 人 可 能 是 韦 达 (Viete ,FE. ), 
他 于 1579 年 ( 另 一 说 1593 年 ) 发 现 了 下 列 结 果 


2 Saver JSaNe4V04V2 


T Z 2 2 
Ek f CEuler,L.)-F 1742 C— i 1748) 年 得 到 了 第 一 
批 用 无 穷 乘积 表示 的 函数 ,如 
sint = x |] | 1 

类 似 这 种 表示 在 复 变 函数 论 中 用 得 很 多 . 

部 分 积 (partial product) J“ ARR”. 

余 积 (remainder product) “无穷 乘积 的 一 部 
分 . 指 无 穷 乘积 去 掉 前 有 限 个 因子 的 结果 . 对 无 穷 乘 
积 I Fen D) 


]«- E IT«... 


称 为 它 的 余 积 . 车 所 有 Un 40, 则 TT ou, SETA AK 
当 它 的 余 积 收敛 . Æ Eu 收敛 , 则 


三 角 级 数 cies um series) 
AL TE 5% PR XC AY CIC. FG An 


dy sv l 
7 十 2, (a, cos nx + b,sin nx) 


的 级 数 , 其 中 ao A anb, n— 1,2, OE ERUNT, 
称 为 三 角 级 数 . 一 般 只 考虑 它 在 任 一 2r 长 的 区 间 
(例如 [一 rr) 或 10,2r)) 上 的 性 态 .因为 , 欧 拉 公式 
给 出 e 一 cost 十 isint, 所 以 ,三 角 级 数 也 可 写成 复数 
形式 , 即 


> (a,cosnx + 6,sinnz) = 
n=] 


HE a, 5, c, n=O KAR 0,60, Ca, —ib,)/2 Ce, 
与 c, dE 88 i 为 虚数 单位 )， 

三 角 级 数 是 研究 周期 图 数 和 周期 现象 (光电 以 
及 机 械 振 动 等 ) 的 有 力 工 具 . 18 世纪 的 许多 杰出 数 
学 家 ,如 欧 拉 (Euler,L. ) iA BAW 2K Cd’ Alembert, J. 
le R) FE ARB — * JE SERI (Bernoulli, Daniel I ) 
Al fi #8 BA H CLagrange,J.-L. ) 等 人 ,由 求解 弦 振 动 
问题 最 早 导 致 了 用 三 角 级 数 表示 吗 数 的 研究 ,得 到 
过 一 些 函 数 的 三 角 级 数 展开 式 , 但 是 对 许多 基本 问 
题 ( 如 怎样 的 函数 能 展开 ,展开 式 的 系数 如 何 确定 ) 
却 未 搞 清 ,甚至 涉及 一 些 数 学 分 析 的 基本 概念 (如 顶 
NC Sx SE». ESI 19 世纪 初 , 由 于 傅 里 时 (Fourier， 
J.-B. -J. ) 的 工作 才 开 始 有 重大 的 转折 . 函数 等 分 析 
学 的 基本 概念 也 是 这 时 开始 澄清 的 . 此 后 研究 的 三 
角 级 数 , 主 要 是 现在 所 谓 的 傅 里 叶 级 数 , 它 的 理论 和 
应 用 广泛 涉及 纯 数学 的 许多 分 支 及 自然 科学 和 工程 
技术 方面 的 许多 部 门 . 系统 研究 它 的 数学 分 支 是 调 
和 分 析 . 


各 项 为 余弦 


无 穷 级 数 


IE 3 83 AY KR Corthogonal system of functions) 
— Ze RRR AY PRR. A P= (a Gs pelar) EA 
[X fella, db] A ASE RE NC KA) BRL C] CPR A), BES 
9.《X) 在 La,bj 上 可 积 , 且 满足 


b b 
[a@entarde = 0 及 | (Gd v 0 


(n,m—1,;,2,**,nz&m) Mil 中 PRA Lab] E HY IE 26 PR 


WA. 如 果 还 有 
b 
| (9, Cr))'dx =] (n = 1,2,.…)， 


Wi] 更 称 为 规范 正 交 图 数 系 . 例如， 
E ,了 cos Tr, sin 了 xz, 了 cos < 
L sin fr, „Z cos zr, Tsin wee 

是 [一 ,四 上 的 规范 正 交 函数 系 , 当 /Z/=r 的 特殊 情形 

时 , 则 称 它 为 基本 三 角 函 数 系 . 以 正 交 系 为 基础 作出 


的 函数 项 级 数 , 即 形 如 
Ce. ED 


(其 中 C, 为 常数 ,zE [a,b]. {g(x)) 为 [a,6] 上 的 正 
ZAAR) » BY TEER. 例如 ,任何 三 角 级 数 


Gp a NC 
7 十 2; (a,cos nx + b,sin nx) 


都 是 [一 r,rj 上 的 正 交 级 数 , 正 交 函 数 系 线性 无 关 ， 
因此 ,在 一 定 条 件 下 ,常用 作 某 些 函 数 空间 的 基 . 

A 3E TE 32 ES EX HK Corthonormal system of func- 
tions) 见 “ 正 交 图 数 系 ”. 

基本 三 角 范 数 系 (basic trigonometric function 


system) W“ IE AE PRAEC RR". 

IE 35 WR Corthogonal series) Ji,“ IE X PR X 
ro 

fe BA Aye (Fourier series) 一 种 重要 的 三 角 


级 数 . x: P 了 在 区 间 [ 一 x,x] 上 可 积 ， 由 它 得 出 的 


4,1 | f(x) cosnadx (n=0,1,2.…), 


bl] fC)sinnzdz (一 1,2,3，…) 
mA S ee 而 以 它们 为 系数 的 三 角 级 数 
> + > (a, cosnz+6,sinnz) 
os Fm MLN SER f 5 R8 BU RAH KAA 


é 


pw? JN: 
flx) 一 一 2 Ye, cos zx + b,sinnz). 


车 令 = 去 | fado 41,420"), 


则 傅 里 叶 级 数 也 可 写成 复 的 形式 : 
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f(r)~ >) ee", 


其 中 称 为 三 的 复 的 傅 里 叶 系数 . 傅 里 叶 级 数 是 特 
跌 的 三 角 级 数 ,但 不 是 任意 三 角 级 数 都 能 成 为 某 个 
可 积 函 数 的 傅 里 叶 级 数 . 例如 ,级 数 


1 = 
7 十 2, (cosnzr-d-sinnr) 


就 不 是 傅 里 时 级 数 . 傅 里 叶 级 数 有 许多 优良 的 性 质 ， 
诸如 ,只 要 是 可 积 也 数 ,就 有 对 应 的 仁 里 叶 级 数 ; 连 
续 可 微 函 数 的 傅 里 时 级 数 必 定 逐 点 收敛 ;二 阶 连 续 
可 微 盟 数 的 傅 里 时 级 数 必 定 是 其 傅 里 叶 展 开 式 ( 即 
收敛 到 由 它 求 得 该 级 数 的 那个 函数 ); 每 个 傅 里 叶 级 
数 都 可 以 逐 项 积分 ; 传 里 叶 级 数 在 一 点 的 收敛 性 ,只 
与 图 数 的 局 部 性 态 有 关 ; 可 积 男 数 的 傅 里 叶 级 数 甚 
至 可 能 处 处 发 散 , 却 一 定 平均 收敛 ;在 所 有 同 阶 三 角 
多 项 式 中 , 傅 里 时 级 数 的 部 分 和 代替 相应 盟 数 的 均 
方 误差 最 小 . 兄 一 方面 , 傅 里 叶 级 数 本 吴 在 应 用 中 有 
明显 的 实际 意义 (比如 代表 振动 按 不 同 频 率 的 分 
解 ), 又 有 许多 理论 问题 值得 研究 . 这 些 都 是 使 它 理 
论 丰 晤 而 应 用 广泛 的 重要 原因 . 在 数学 的 历史 上 ，, 传 
里 叶 级 数理 论 的 发 展 , 对 一 些 新 的 数学 分 支 的 建立 
和 数学 分 析 基 本 概念 的 澄清 , 曾 起 过 重大 的 推动 作 
用 . 如 现在 通用 的 狄 利 克 雷 (Dirichlet,P. G. L. 2 W 
卫 数 定义 , 黎 曼 积分 的 定义 以 及 外 尔 斯 特 拉 斯 
(Weierstrass,K. CT. W. )) BS Ab ARIE BE m AS a] Gk RKI 
数 的 例子 都 是 在 有 关 传 里 叶 级 数 的 研究 中 作出 的 ; 
勒 贝 格 积分 理论 和 康 托 尔 的 集合 论 的 创立 更 是 与 傅 
的 发 展 分 不 开 的 .因此 ,在 傅 里 叶 级 数 

论 基 础 上 发 展 起 来 的 全 里 叶 分 析 ( 调 和 分 析 ) 成 为 
a 

傅 里 叶 系 数 (Fourier coefficients) 
级 数 ”. 

BEHR AR (Fourier expansion) £pR FH — 
角 级 数 表示 的 形式 . 即 一 个 函数 的 傅 里 叶 级 数 在 它 
收敛 于 此 函数 本 身 时 的 一 种 称呼 . 若 蚂 数 SC) B 18 
里 叶 级 数 


do 


DL “AR E nt 


了 十 2 (a, cos nx 3- b,sin nr) 


BAKE / CO. REA ROS SOSEER 
开 式 . 这 时 有 


f(a) =F + Dd) ,cosnz + b,sinnz). 
n=] 


根据 犹 利克 雷 判别 法 等 ,连续 且 分 段 可 微 函数 、 连 续 
的 分 段 单 调 聘 数 、 可 微 且 导 数 可 积 的 函数 等 都 有 仁 
里 时 展开 式 . 它 比 有 泰勒 展开 式 的 条 件 昱 得 多 . 这 是 
傅 里 叶 级 数理 论 有 重要 意义 和 广泛 应 用 的 原因 、. 
广义 傅 里 叶 级 数 (Cgeneralized Fourier series) 
Fe OK AY TE 36 ZEE. FF 1G, (xo) 2 FE lal La. b] ERIE 
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AE pK A » WUT FE La 6 ] EARR RA £x 
| feos Gods 


C, — 


Po MEME 
| (9, Cr))* dz, 


正 交 级 数 Sic, G(r) KA f XT IEAE AR GA OSA) 
义 傅 里 时 级 数 ,在 不 致 混淆 时 ,简称 傅 里 叶 级 数 . 由 
上 述 公 式 确定 的 c, 称 为 (广义 ) 傅 里 叶 系 数 . 例如 ， 
若 函 数 了 以 2: 为 周期 ,在 [一 上 四 上 可 积 , 则 对 


nn 
a=} f (r)cos qtd 
x (n0,1,2.**:2, 
. AT 
b=+| f Cx)sin zdr 
一 / 


a, cos ^ 


> at + b,sin 一 
就 是 人 


x . 
1,cos —2x,sin 


[* 


T0 nn AT 
1 ie a oe 村 


AO) X 8 Rn RB. ES FOOD — f x1) WU KSE 
LL] ENEI, FÆL rn] EAR, HSE ER 
T XER S, WE F 的 通常 傅 里 时 级 数 . 广义 
傅 里 叶 级 数 的 许多 性 质 和 收敛 判别 法 ,与 通 稼 傅 里 
叶 级 数 的 有 关 结 论 都 是 互相 对 应 的 . 

5 5 Ry BD 4L [8 3B (Riemann localization princi- 
ple) fie BR f Hi up 2 CB — TERE EHM. 该 原 


理 表述 为 : 行 f(z) 以 2012 IR TEL) Ea, 
$,GO— > 二 > pn 


ACOS ER + 6,sin ar 


x € R,lim S,(x) = S(r) 


当 且 仅 当 存在 cE (0,2) ,使 
lim a| sii S. Fe +1) +f (2-1) — 28 (x) )dt=0, 


xx #2 38 & (Riemann, (G. F. )B. ) 于 1853 年 证 明 的 . 
E WA eR EX. SO RES B HE RA f 
在 该 点 附近 的 性 质 有 关 ， 

贝 塞 尔 不 等 式 (Bessel inequality) ”关于 健 里 
叶 系 数 平方 和 的 估计 . 对 [一 i,ijJ 上 的 基本 三 角 晴 数 
系 


1 TI TT. nur . nur 
Pup yoo eee et P E 


及 f 的 健 里 叶 系 数 à, »b,, Jl ERB SRA 
E » (az FB |. Pede. 
这 个 不 等 式 是 贝 塞 尔 (Bessel,F. W.) F 1828 年 在 


证 明 帕 塞 瓦尔 等 式 时 得 到 的 . 


帕 塞 瓦尔 恒等式 (Parseval identity) ”表示 可 


积 函 数 与 其 傅 里 叶 系 数 之 间 关 系 的 恒等式 . 若 f(x) 
iE|—-,x]bEnffli.a,.5,(n-0,1,*:,05—0) 9g fF E] 
fi EB. rp Z8 C CART EA = ARAR H), Bt 
2 Dai +) = =| Fade 

称 为 帕 塞 瓦尔 ( 恒 ) 等 式 . 它 由 帆 塞 瓦尔 (Parseval， 
C. M.-A. ) F 1805 年 提出 但 未 证 明 . 对 于 黎 曼 可 积 
函数 情形 是 李 亚 普 诺 夫 (JIanynos,A. M. ) F 1896 年 
证 明 的 . 1906 年 , 勒 贝 格 (Lebesgue,H. L.) X} F $ 
Th 格 平方 可 积 函 数 给 出 证 明 . E g(x) 是 另 一 在 
[一 x,x] 上 可 积 的 函数 ,a,' sb, n20,1,2, 0 EE 
的 传 里 叶 系 数 , 则 用 上 述 恒等式 可 以 证 明 , 它 在 形式 
上 可 推广 成 (实质 上 与 前 式 等 价 ) 


| flag rdw = PIX 十 >，(asav +6,6,'). 


它 还 可 以 推广 到 正 交 函数 系 的 情形 ,但 应 补充 要 求 
该 正 交 系 完备 . 

健 里 叶 级 数 的 逐 项 积分 (term by term integra- 
tion for Fourier series) ”和 健 里 叶 级 数 的 一 种 运算 . 
可 积 周期 函数 的 伟 里 时 级 数 , 不 管 是 否 收敛 ,总 可 逐 
项 积分 , 且 所 得 到 的 级 数 一 致 收敛 . BEES 


fasc > (a, cosnx--b,sinnz), 
n=] 
则 对 LER, 
| fcd = | dt 十 D (a, cosnt+b,sinnt)dt, 


n=1¥ 0 


且 右 边 的 级 数 在 R 上 一 致 收敛 于 
| f (dt. 
特别 地 ,对 任意 ca,oER ,有 
[f= 多 G+ 二 2 


E (sin nb—sinna) — 2 (cos nb —cosna) |. 


傅 里 叶 级 数 的 逐 项 微分 (term by term differ- 
entiation for Fourier series) 傅 里 时 级 数 的 一 种 运 
算 . 寿 了 是 以 27 为 周期 的 连续 函数 且 除 有 限 个 点 外 
BY fk, X SE PRR P FEL — ao LE BY AR, Wu] P B548 Ho np 
级 数 可 由 了 的 傅 里 叶 级 数 逐 项 微分 得 到 , 即 大 


f > (a,cosnx+6,sinnz) » 
n=] 


ne 


则 下 p» (nb, cos nx —na,sin nx). 
E 三 分 段 可 微 , 则 逐 项 微分 后 的 级 数 收敛 , 且 
» (nb,cosnr — na,sinnz ) 


n=] 


= sf (a Fido aa 


Az 8 - Bh D FE 5| HE CRiemann-Lebesgue lemma) 


无 FF 级 数 

OS PR aR S45 | SH. 关于 傅 里 叶 系 数 的 一 个 定理 . 若 f 
在 [La b | E nf, Mij 

lim | fGosin Azdz = im ] f@ cos Ardx=0. 


[Al ++ 00d 5 


它 的 复数 形式 是 
lim | f(xr)e “dzr=0. 


a 
这 个 引 理 说 明 , 可 积 函 数 的 健 里 叶 系 数 极 限 为 0, 它 
给 出 一 个 三 角 级 数 成 为 健 里 叶 级 数 的 必要 条 件 . 这 
个 引 理 先 由 黎 曼 (Riemann (G. F. )B. RBA 
证 明 . JE oe pi H N jS Lebesgue, H. L. ) F 1903 年 对 
勒 贝 格 积分 证 明 . 

傅 里 叶 级 数 的 收敛 性 判别 法 (convergence tests 
for Fourier series) f&uE fg Hi n Zi iW Sx B sr 
件 . 下 面 仅 列 出 几 个 经 典 的 或 实用 的 判别 法 : 

1. 若 尔 当 判别 法 . A Sf Æl nrn] ENA KE 
2 函数 , 则 它 的 健 里 叶 级 数 逐 点 收敛 于 [f(x 十 0) 十 
f(z 一 0)]/2, 特 别 在 f 的 连续 点 x bl ST. Cr). 
db f 在 (一 n,n) 上 连续 , 则 它 的 健 里 叶 级 数 在 (一 x， 
7) 的 任何 闭 子 区 间 上 一 致 收敛 于 f. 这 个 判别 法 由 
若 尔 当 (Jordan,M. E. C. ) 1881 年 建立 . 它 的 特 
例 是 犹 利克 雷 判 别 法 : 若 S Elab] BEA ART 
极 大 或 极 小 值 , 且 至 多 有 有 限 个 间断 点 (有 时 合 称 为 
ARI sS 2 (40 MWE EE. 犹 利克 雷 判别 法 是 历 
史上 关于 健 里 叶 级 数 收 钱 性 的 第 一 个 判别 法 ,由 狄 
All 5 E (Dirichlet ,P.G. L. ) F 1829 年 证 明 . 

2. 迪 尼 判别 法 .者 ff 在 [一 x,xj] 上 可 积 , 又 x。 
€[—z.xl.eD0-—fGd 0a fiGo-0—28,S8 HE 
一 实数 , 且 存 在 cE (0,7) ,使 
| CE i; 

t 


We A S KRE RE xo MEUM OS. i 
论 是 由 迪 尼 (Dini,U. ) 于 1880 年 证 明 的 . 

傅 里 时 级 数 的 若 尔 当 判别 法 (Jordan tests for 
Fourier series)” 见 “ 健 里 叶 级 数 的 收敛 性 判别 法 ”. 

傅 里 叶 级 数 的 狭 利 克 雷 判别 法 (Dirichlet tests 
for Fourier series) ” 见 “ 健 里 叶 级 数 的 收敛 性 判别 
法 ”. 

1$ Ht £m Xx AY iB JE Al GE Dini tests for 
Fourier series) JL“ EB rp ZR AY uc RE FF BE”. 

RWB (divergent series) 指 不 收 钱 的 级 
数 .一 个 数 项 级 数 如 果 不 收敛 ,就 称 为 发 散 , 此 级 数 
称 为 发 散 级 数 .一 个 函数 项 级 数 如 果 在 (各 项 的 定义 
域内 ) 某 点 不 收敛 ,就 称 在 此 点 发 散 , 此 点 称 为 该 级 
数 的 发 散 点 . 总 之 ,发 散 是 收敛 的 否定 . 按照 通常 级 
BOUT NAR RR XE OL ,发散 级 数 是 没有 意义 的 . 然而 
为 了 实际 的 需要 ,可 以 确立 一 些 法 则 ,对 某 些 发 散 级 
数 求 它们 的 “和 ”, 或 者 说 某 个 发 散 级 数 在 特定 的 极 
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数 学 分 ^" 


REY BME TS RR AS 


"iB BH”). 

发 散 点 (divergent point) Wh“ RRR”. 

级 数 的 求 和 (summation of series) 赋予 其 些 
发 散 级 数 以 “和 ”的 法 则 . 按照 柯 西 的 定义 ,收敛 级 数 
以 其 部 分 和 的 极限 为 和 ,这 种 和 是 有 限 ( 项 的 ) 和 的 
直接 推广 ,可 称 为 柯 西 和 . 按照 这 种 定义 ,发 散 级 数 
是 没有 和 的 ,从 而 只 是 没有 实际 意义 的 数学 记号 而 
E. 然而 数学 的 发 展 表 明 ,完全 排斥 发 散 级 数 是 不 恰 
“SAY. 例如 ,函数 1/(1 二 zx2) 在 二 一 士 1 时 是 有 意义 
的 ,而 在 其 泰勒 展开 式 


Nc pue 
d co 1 却 得 到 发 散 级 数 
> 
这 说 明 它 应 该 是 有 “和 ”的 . 再 如 连续 函数 的 傅 里 时 


级 数 可 能 是 发 散 的 ,但 其 前 =” 个 部 分 和 的 算术 平均 
当 ”co 时 却 总 有 确定 极限 ,这 说 明 这 些 级 数 是 可 
以 有 ”和 ?的 .在 这 些 情 次 下, 人们 需要 也 可 以 对 某 些 
发 散 级 数 的 和 "作出 合理 的 解释 . 于 是 出 现 这 样 一 
些 法 则 ,用 它 可 以 确定 任意 级 数 有 和 或 者 没有 和 ,并 


在 前 一 种 情况 下 ,给 出 求 和 的 方法 ,这 种 法 则 就 称 为 


级 数 的 求 和 . 这 种 法 则 是 很 多 的 ,如 果 将 某 个 这 种 法 
WES AM 求 和 法 ,而 Xa, fk M 求 和 法 是 有 和 的 ,并 
可 求 出 和 为 S, 则 Xa, KA M 可 和 的 ,并 记 为 


Sa, 2 SC. 
n=l 


级 数 求 和 主要 是 针对 发 散 级 数 提出 来 的 . 每 一 种 求 
和 法 都 能 使 某 些 发 散 级 数 有 和 ,同时 又 希望 按照 它 ， 
所 有 的 收敛 级 数 都 是 可 和 的 ,并 且 所 求 出 的 和 与 其 
柯 西 和 相等 ,这 样 的 级 数 求 和 方法 就 称 为 正则 的 . 级 
数 的 正则 求 和 法 是 收敛 性 ( 柯 西 和 ) 概 念 的 直接 推 
广 , 在 调和 分 析 、 允 近 论 等 数学 学 科 中 有 很 多 应 用 . 
每 一 种 有 意义 的 级 数 求 和 法 表面 上 都 有 很 重 的 主观 
定义 色彩 ,但 在 数学 内 部 多 半 都 可 找到 它 的 深刻 青 
R. 像 阿 贝尔 求 和 法 , 源 于 关于 泰勒 级 数 的 阿 贝尔 极 
限定 理 ; 而 算术 平均 求 和 法 ,就 与 传 里 叶 级 数 部 分 和 
的 性 态 有 关 ， 


正则 求 和 法 (regular summation) “RAH 
求 和 ”. 
阿 贝 尔 求 积 (Abel summation ) 级 数 求 和 法 


之 一 . 对 级 数 Dia, I 


则 级 数 ja, 称 为 阿 贝 P LEN SAE B) Bay Ul 7g 
Al id A 
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Oo 


214 = S(A). 
贝尔 求 和 法 是 正则 的 ， 例如 ,级 数 


c D 
的 阿 贝 尔 和 为 1/2, 但 它 发 散 . 上 述 求 和 法 并 非 阿 贝 
^R (Abel, N. H. ) 提 出 ,但 由 于 它 与 震级 数 的 阿 贝 尔 
连续 性 定理 密切 相关 , 故 称 为 阿 贝尔 求 和 法 . 

算术 平均 求 和 (arithmetic mean summation) 

级 数 求 和 法 之 一 . 对 级 数 >a 设 S, =a Fa: +t 
ao 一 (Si 十 $ + +S) /n. F& 

limo, = S, 
则 称 之 a, 算术 平均 可 和 ,SS 称 为 算术 平均 和 , 记 为 

37 = S(C,1). 

算术 平均 求 和 法 是 正则 的 . 例如 ,发 散 级 数 


> 


有 算术 平均 和 1/2. 算术 平均 可 和 级 数 是 阿 贝 尔 可 
和 的 ,并 且 有 相同 的 和 ,反之 不 一 定 . 算术 平均 求 和 
法 是 切 萨 罗 (Cesaro,E. ) F 1890 年 引进 的 一 系列 
求 和 法 中 最 简单 的 一 种 . 


欧 拉 变 换 (Euler transformation) 利用 级 数 项 
的 差分 重组 级 数 的 方法 . 把 级 数 
$C D'a, a) 
变换 为 级 数 。 
Yr "ED Way (2) 


的 过 程 和 方法 称 为 欧 拉 变 换 ， 其 中 
Le es 1)'C'a,. 


4 gp CO AT, RCO E ELAS AE TEJA RU 
Xi BUB 4,270, H 


k 
A*a, — 5 (— 1) C] d us 
j=0 
KF k Hy, 
Tui Sy > SG 是 菜 个 常数 )， 


则 级 数 (1) 比 级 数 (2) 收 敛 得 快 . 当 级 数 (1) 发 散 时 ， 
级 数 (2) 仍 可 能 收敛 ,在 级 数 (2) 收 敛 于 5S 时 ,级 数 
CLERO Bx br RTI, E S 称 为 它 的 欧 拉 和 . 例如 ,级 
数 1 一 1 十 1 一 1 十 … 的 欧 拉 和 是 1/2. 

欧 拉 和 (Euler sum) WM RALE HMA”. 

线性 求 和 (linear summation) 具有 线性 性 的 
级 数 求 和 法 . AILEAK a, p 及 任意 级 数 Da, 与 
>b, A 


>; (aa, + Bb.) CM) 


=a) )a,(M) + 8)>)6,(M), 


则 求 和 法 M 称 为 线性 的 . 绝 大 多 数 求 和 法 是 线性 
的 . 阿 贝 尔 求 和 法 与 算术 平均 求 和 法 都 是 线性 的 . 

和 矩阵 求 和 (matrix summation) 借助 于 和 矩阵 求 
发 散 级 数 之 和 的 方法 . 设 了 表示 无 穷 矩 阵 (ae) Crk 
二 1,2,…),(5,) 这 1 是 级 数 之 a, 的 部 分 和 序列 , 令 


ü = an (1 —]1,2,:-). 
k=] 


iX] 8 n, 


A Co » AL 


lim "AE M 


则 级 数 之 a, 或 序列 {5， } 称 为 了 可 和 于 S. BERI CE 


n=k BY, a,,=1/n zen 时 , 取 au —0, f818 5| 
术 平 均 求 和 法 . 

特 普 利 茨 定理 (Toeplitz theorem) 关于 和 矩阵 
求 和 法 的 一 个 定理 . 设 无 穷 矩阵 T= Can) nr &—0, 
1,2,…) 满 足下 列 条 件 ( 特 普 利 茨 条 件 ): 

1. 对 有 = 二 0,1， 2,°%° slim am =0; 

2. lim > an =l; 

3; 存在 正 的 常数 M， 使 得 当 5 —0,1.2, ,都 有 

2 [an| <M. 


则 了 称 为 特 普 利 欧 矩 阵 , 亦 称 正则 求 和 法 矩阵 特 
普 利 茨 定理 断言 :由 矩阵 了 确定 的 求 和 法 为 正则 求 
和 法 的 充分 必要 条 件 是 7 了 为 特 普 利 区 矩阵 . 即 :者 
FEI So SAREE T= (am) 使 


g, = SaaS = 0514525») 


收敛, 则 SoS TEES 的 充分 必要 条 件 是 了 为 
TE athe A vx EME. 24 T A — f8 5B EE CR n 时 ay = 0) 
Bf, EGR ERA EDS IE SEC n 5 k=1,2,°",n, 
有 


An 之 0, x =], 


k=] 
lim an 一 0, 
n-> oo 


yi] limb, =b BY, 


特 普 利 蒋 定 理 是 特 普 利 蒋 (Toeplitz,O .)F 1911 年 


Xj = fA 4B EBA B. 


无 A 级 数 


ae te Fl] Se 46 BE (Toeplitz matrix) 
KEH”. 

渐 近 级 数 (Casymptotic series) ”其 部 分 和 在 某 
种 意义 下 逐渐 通 近 给 定 函 数 的 (发 散 ) 级 数 . 设 了 是 
实 函 数 , 夺 对 每 个 非 负 整数 ,有 


见 “ 特 普 利 


Jim [fa — [a ++ e E] o, 
其 中 a, 为 常数 , 则 级 数 
2 
称 为 f(x) 关于 序列 {x K A SRCBCL ER R PF 


有 关于 (z+ KERFA i 

f@~ M E 
例如 ,对 于 误差 函数 有 
„ (2n — DI 
H ry" 
3L 8E BRA — xg Me OT ST 
近 级 数 的 部 分 和 给 出 f(z) 的 近似 值 ,并 且 x 的 值 越 
大 近似 得 越 好 . 这 就 是 渐 近 这 个 名 称 的 来 源 . 对 渐 近 
级 数 , 可 以 如 对 收敛 级 数 一 样 地 加 ` 减 、 乘 、 除 及 逐 项 
积分 . 例如 ,者 


T ase 
f (x) 2, qu gc) 一 pee 
a yee 


又 分 别 当 了 和 广 连 续 时 ,有 
1 — Gs] 
| [40 — ao —]ae~ Dy Set 
= (n— l)a,- 


f'a 一 

m VT A XM) ER EM FEE IM SK (Poincaré, J. - 
H. ) 于 1886 年 引入 的 . 它 解决 了 自从 柯 西 (Cauchy， 
A.-L. ) 引 进 收 钱 与 发 散 级 数 概 念 以 后 , 几 十 年 中 一 
直 困 扰 着 包括 柯 西 在 内 的 数学 家 们 的 下 列 问题 :为 
什么 一 些 发 散 级 数 没 有 和 , 却 能 给 出 函数 的 很 好 近 
似 . 它 在 数学 .力学 .数值 计算 等 方面 都 有 许多 应 用 

ait RFF (asymptotic expansion) J“ Rr yr 
ZUR. 
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集合 论 (set theory) 基础 性 的 数学 分 支 . 研究 
一 般 集合 的 大 小 、 结 构 及 集合 之 间 的 关系 、 运 算 , 讨 
论 集 合 的 计数 、 排 序 的 方法 以 及 建立 各 种 无 穷 集 的 
理论 . 虽然 与 集合 理论 有 关 的 很 多 概念 是 早已 有 的 ， 
但 是 集合 论 的 正式 创立 却 是 起 因 于 对 无 穷 集 讨论 的 
数学 内 部 需要 . 
集合 的 思想 可 以 追溯 到 古 希 腊 的 原子 论 学 派 . 
他 们 把 直线 看 成 一 些 原子 的 排列 . 在 中 世纪 ,就 有 人 
注意 到 这 样 的 事实 :如 果 从 两 个 同心 圆 的 中 心 出 发 
作 射 线 , 那 么 这 些 射线 就 在 两 个 圆周 上 的 点 之 间 建 
立 了 一 一 对 应 ,然而 两 圆周 的 长 度 是 不 相等 的 . 16 
世纪 ,伽利略 (Galilei,G. ) 也 发 现 正 整 数 可 以 同 正 整 
数 的 平方 构成 一 一 对 应 . 当时 无 穷 集 合 的 这 一 性 质 
被 看 成 与 “整体 大 于 部 分 "这 一 公理 相悖 , 而 称 为 伽 
利 略 悖 论 . 19 th £O H, TE [8 HB. Ot (Fourier, J. -B. - 
J.) @& (Riemann, (G. F. )B. )、 狄 利克 雷 (Dirich- 
let,P.G.L. ) 的 工作 中 ,已 经 出 现 了 由 具有 某 些 共 
同性 质 的 点 或 图 数 构 成 的 集合 .但 是 他 们 都 没有 进 
一 步 发 展 自己 的 思想 . | 
19 世纪 初期 ,数学 界 对 数学 分 析 基 础 的 批判 运 
动 促 进 了 集合 论 的 诞生 . 1851 年 , 波 尔 查 诺 
(Bolzano, B. ) R# VEC CFTC). 肯定 了 实 无 穷 
的 存在 ,建立 了 集合 等 价 的 概念 ,还 注意 到 了 无 穷 集 
合 的 某 些 真 部 分 有 可 能 等 价 于 整体 的 情况 .但 是 为 
合 论 葛 定 科学 基础 并 做 出 决定 性 贡献 的 是 康 托 尔 
(Cantor,G.F.P.). 促使 他 建立 集合 论 的 直接 原因 
是 畏 数 的 三 角 级 数 表示 的 惟一 性 问题 . 1870 年 ,他 
应 朋友 海 涅 (Heine ,HH.E. ) 邀 请 开始 研究 这 个 问题 . 
他 在 1871 年 至 1872 年 的 论文 中 逐步 把 三 角 级 数 展 
开 的 惟一 性 条 件 推 广 到 允许 例外 值 成 为 无 穷 集 的 情 
Oh. 他 把 函数 间断 点 问题 的 研究 过 渡 到 对 点 集 本 身 
的 研究 ,明确 地 提出 了 点 集 、 点 集 的 导 集 、 导 集 的 导 
集 等 由 实数 构成 的 愈 来 愈 复杂 的 集合 . 1873 年 12 
月 7 日 , 康 托 尔 在 给 戴 德 金 (Dedekind,J. W. R. ) 的 
信 中 说 ,他 已 成 功 地 证 明了 实数 集 是 不 可 数 的 . 随 
后 ,他 的 论文 4 论 所 有 实 代数 数 Z 的 一 个 性 质 》 于 
1874 年 发 表 在 克 雷 尔 (Crelle,A.L.) 的 杂志 上 .在 
这 篇 论文 中 包括 了 康 托 尔 独 创 的 著名 的 对 角 线 方 
法 . 康 托 尔 在 1874 年 提出 集合 的 定义 :“ 一 个 集合 就 
是 我 们 的 直观 或 我 们 的 思想 上 那些 确定 的 、 能 区 分 
的 对 象 ( 它 们 称 为 集合 的 元 素 ) 汇 集 在 一 起 ,作为 一 
个 整体 来 考虑 的 结果 . ”这 里 用 汇集 来 定义 集合 实际 
上 是 同 义 语 反复 . 后 来 ,人 们 认识 到 集合 是 一 个 原始 
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的 概念 ,不 能 用 其 他 概念 来 定义 ,而 只 能 加 以 描述 或 
说 明 . 但 是 这 毕竟 标志 着 集合 首次 成 了 明确 独立 的 
数学 研究 对 象 ,集合 论 这 个 新 的 数学 学 科 从 此 诞生 . 
有 了 集合 概念 之 后 ,可 以 进一步 定义 集合 的 子 
集 、 帘 集 、 交 集 、 并 集 、 备 卡 儿 积 、 关 系 、 映 射 等 一 系列 
念 ,并 由 此 发 展 了 集合 的 各 种 理论 . 康 托 尔 的 男 一 
项 重要 工作 在 于 ,他 成 功 地 使 用 一 一 对 应 的 方法 来 
比较 无 穷 集合 的 大 小 . 揭示 了 无 穷 集 合 与 有 穷 集 合 
本 质 的 区 别 :部 分 可 以 等 价 于 全 体 . HB DC RE 
也 是 客观 上 的 实体 .从 1878 年 开始 ,他 把 势 ( 基 数 ) 
定义 为 等 势 集 合 的 共同 属性 ,并 用 兴 。 表示 自然 数 
集 的 势 , 用 c 表示 实数 集 的 势 , 并 提出 了 著名 的 连续 
统 假设 . 1883 年 ,他 证 明了 康 托 尔 定理 :任何 一 个 集 
BIST CBS IS. 这 揭示 了 无穷 "有 无 
穷 多 个 不 同 的 层次 .从 1883 年 起 , 康 托 尔 研究 有 序 
集 , 利 用 良 序 概念 建立 序数 理论 ,把 数学 归纳 法 推广 
为 更 一 般 的 超 限 归纳 法 . 1895 年 和 1897 年 ,在 康 托 
尔 发 表 的 题 为 《关于 超 穷 集合 论 的 基础 》 的 论文 中 ， 
给 出 了 超 限 基数 和 超 限 序 数 的 定义 ,引进 了 符号 ,并 
把 它们 按 序 型 的 大 小 排列 成 序列 ,定义 了 基数 和 序 
数 的 加 法 、 乘 法 及 乘 方 运算 ,讨论 了 各 自 的 算术 理 
论 , 即 集合 论 的 基数 理论 和 序数 理论 . 至 此 ,他 完成 
了 集合 论 的 基本 内 容 . 
康 托 尔 在 这 些 工作 中 处 理 了 数学 上 最 棘手 的 对 
象 一 一 无 穷 集 合 . 他 突破 经 验 与 直观 的 局 限 , 用 彻底 
的 理性 来 论证 ,得 出 的 结论 使 被 传统 观念 束缚 的 人 
吃惊 ,难以 接受 .因此 ,在 当时 就 遭 到 了 包括 高 斯 
(Gauss,C. F. ), BEANS (Poincaré, J. -H.) 以 及 他 的 
老师 克 罗 内 克 (Kronecker,L. ) 等 的 反对 . 当时 许多 
人 认为 "无穷 ?是 一 个 超 乎 人 的 能 力 所 能 认 识 的 世 
界 . 不 要 说 去 数 它 ,就 是 它 是 否 存在 也 难以 肯定 . 而 
康 托 尔 竞 然 “ 漫 无 边际 地 ”去 数 它 ,去 比较 它们 的 大 
A ee 然而 正当 集合 论 在 逆风 中 艰难 地 奋进 时 ,在 
合 论 内 部 接二连三 地 发 现 矛 盾 :1897 年 的 布 拉 利 
* ABR Tr TE 15,1899 年 的 康 托 尔 悖 论 以 及 1902 年 
的 罗素 悖 论 . 经 过 人 们 的 研究 ,发 现 产 生 悖 论 的 原因 
首先 在 于 集合 的 概念 过 于 一 般 , 把 无 论 “ 多 么 大 的 总 
体 ” 都 当做 集合 必 将 导致 种 种 矛盾 . 其 次 ,使 用 一 些 
含糊 的 自然 语言 从 而 导致 概念 不 确切 也 是 引起 矛盾 
的 原因 之 一 . 因此 ,必须 用 公理 化 方法 对 集合 的 概念 
予以 合理 的 限制 ,并 且 要 有 一 套 简 明 、 确 切 的 形式 语 
言 来 表达 这 些 公 理 . 这 样 , 悖 论 给 集合 论 , 特 别 是 给 
那些 欲 将 整个 数学 建立 在 集合 论 基 础 上 的 数学 家 带 


来 了 困难 ,这 些 困难 促进 了 数学 家 用 公理 化 方法 和 
数理 逻辑 工具 去 重建 集合 论 . 策 梅 洛 (Zermelo ,下 . 
FE.F.) 于 1908 年 给 出 了 第 一 个 公理 系统 ,经 米 里 马 
诺 夫 (Mirimanov D. ), #346 527K (Fraenkel, A. A.) 
补充 ,最 后 经 汉 。 诺 伊 曼 (von Neumann, J. ) 将 这 些 
公理 形式 化 ,得 到 现今 通用 的 策 梅 洛 -弗兰克 尔 公 理 
系统 ,简称 ZF 系统 . 从 它 可 以 导出 康 托 尔 集 合 论 里 
几乎 所 有 结果 , 且 可 排除 已 知 的 悖 论 . 在 数学 论证 
中 ,往往 还 要 添加 选择 公理 . 这 样 的 系统 简称 ZFC. 
另外 还 有 两 个 集合 论 公 理 系 统 :1925 年 至 1940 年 
形成 的 汉 ， 诺 伊 曼 -贝尔 奈 斯 - 哥 德 尔 系统 与 1955 
提出 的 凯 莱 - 莫 尔 斯 系统 . 目前 普遍 采用 的 是 ZFC 
系统 . 这 样 ,集合 论 的 发 展 经 历 了 两 个 较 明 显 的 阶 
段 . 人 们 一 般 将 主要 在 集合 论 公 理 出 现 以 前 ,由 康 托 
尔 等 数学 家 建立 的 集合 论 的 基本 理论 称 为 古典 集合 
论 ,或 康 托 尔 集合 论 ;而 对 于 现代 从 集合 论 公 理 出 
发 ,主要 研究 集合 论 的 基础 问题 的 有 关内 容 , 一 般 则 
称 为 公理 集合 论 . 又 由 于 一 本 名 为 《朴素 集合 论 兴 哈 
RAH Halmos, P.R ) 著 ) 的 介绍 集合 论 的 名 著 的 
影响 ,也 有 人 用 此 书 名 称呼 前 者 . 在 本 辞书 的 第 一 卷 
里 ,主要 涉及 前 一 部 分 内 容 , 关 于 后 者 可 参见 本 辞书 
第 四 卷 《4 公 理 集 合 论 ) 部 分 . 

20 世纪 以 来 ,集合 论 是 数学 中 最 活跃 .最 生机 
勃勃 的 领域 . 它 以 古典 集合 论 中 遗留 的 两 个 主要 问 
题 连续 统 假设 (CH)7 和 选择 公理 (AC) 作 为 自己 的 主 
要 研究 对 象 ,并 且 获 得 了 突破 性 的 进展 . 1940 年 , 哥 
f&/R (Gödel, K. ) 证 明了 选择 公理 (AC) 和 连续 统 假 
设 (CH) 相 对 于 ZF 系统 的 相 容 性 . 1963 年 ,科恩 
(Cohen,P. J. ) 用 他 发 明 的 力 迫 法 证 明了 选择 公理 
和 连续 统 假设 相对 于 ZF 系统 的 独立 性 . 上述 CH 
的 不 可 判定 性 意味 着 :可 以 同时 并 存 两 种 集合 论 
(CH 的 和 CH 不 成 立 的 ), 恰 如 欧 氏 几何 与 非 欧 几 
何 那样 . 这 是 由 于 形式 系统 方法 有 局 限 性 所 导致 的 . 

合 论 之 所 以 在 数学 中 占有 独特 的 地 位 ,是 由 
于 其 他 数学 分 支 对 于 它 的 相 容 性 , 它 的 基本 概念 已 
渗透 到 数学 的 所 有 领域 . 按 现代 数学 观点 ,数学 各 分 
支 的 研究 对 象 , 或 者 本 身 是 具有 某 些 特定 结构 的 集 
合 ,如 群 . 环 .拓扑 空间 ;或 者 是 可 以 通过 集合 来 定义 
的 东西 ,如 上 自然数 .实数 、 阴 数 .在 罗素 (Russell,B. 
A.W. ) 和 怀特 海 (Whitehead,A.N, ) 合 著 的 《数学 
原理 ;一 书 中 ,作者 从 逻辑 演算 出 发 ,再 加 上 集合 论 
的 选择 公理 和 无 穷 公理 , 便 把 当时 的 数学 严格 地 推 
导 了 出 来 .因此 ,从 这 个 意义 上 说 ,可 以 把 整个 数学 
看 做 是 集合 论 加 逻辑 . 若 不 计 逻 辑 , 则 数学 (不 计 范 
畴 论 ) 就 归结 于 集合 论 , 数 学 的 一 致 性 就 归结 于 集合 
论 的 一 致 性 . 现代 数学 的 所 有 分 支 几乎 都 按 集合 论 
的 观点 加 以 描述 和 改造 ,使 整个 数学 的 面貌 产生 了 
巨大 的 变化 . 历史 已 经 证 明了 希 尔 伯 特 (Hilbert， 
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D. ) 的 评价 集合 论 是 数学 思想 最 惊人 的 产物 ”， 
“任何 人 都 无 法 把 我 们 从 康 托 尔 所 创造 的 乐园 中 赶 
出 来 ” 而 罗素 的 话 最 能 反映 后 人 对 这 位 开拓 者 的 赞 
Tí “BRAC AR B) LL TE n] REIS TARE SRB 
大 的 工作 .” 

古典 集合 论 (classical set theory) 


ie" 


VE 


康 托 尔 集合 论 (Cantor set theory) D," 48 S 
YA» 
wE . 


朴素 集合 论 Cnaive set theory) 
集合 及 其 运算 


集合 (set) 简称 集 . 数学 中 最 基本 的 概念 之 
一 ,也 是 集合 论 的 主要 研究 对 象 . 集合 是 一 个 不 加 定 
义 的 原始 概念 . 康 托 尔 (Cantor,G.F.P. ) 认 为 “所 
谓 集合 ,是 一 些 对 象 的 汇集 . 这 些 对 象 是 人 们 的 直观 
或 思考 中 所 涉及 的 ,在 一 定 范围 内 是 明确 而 可 鉴别 
EA)”. 通俗 地 说 ,集合 是 将 一 些 对 象 放 在 一 起 作为 一 
个 整体 来 考虑 ,组 成 集合 的 对 象 称 为 这 个 集合 的 元 
素 或 简称 元 . 若 a 是 集合 4 的 元 素 , 则 称 a 属于 A. 
记 为 <cE4. 知 < 不 是 4 的 元 素 , 记 为 < 多 4( 也 可 用 
aE4 表 示 ). 当 某 一 集合 4 的 元 素 为 a,6,c,… 时 ， 
可 写作 {a,5,c,…}, PEG A 由 元 素 ( 对 象 )a,b,c， 
… 聚 合 而 成 .由 所 有 具有 某 一 性 质 P(z) 的 对 象 = 聚 
合 而 成 的 集合 ,通常 记 为 

(rig c2) (或 4z:PCzr) ))， 
这 种 确定 集合 的 方法 称 为 概括 性 原则 ,或 概括 公理 
模式 . 按 康 托 尔 的 观点 ,组 成 集合 的 元 素 可 以 是 任何 
直观 的 事物 ,也 可 以 是 任何 抽象 的 对 象 . 当然 集合 也 
可 以 作为 其 他 集合 的 元 素 . 集合 与 它 的 元 素 之 间 的 
关系 应 有 如 下 的 特点 : 

1. 一 个 集合 由 一 定 范围 内 的 元 素 组 成 ,完全 被 
这 些 元 素 所 确定 ( 即 集合 的 外 延性 ). 而 一 个 元 素 是 
否 属于 某 一 集合 是 确定 的 , 即 cE4 与 < 称 4 有 且 仅 
A 8 YE. 

2. 一 个 集合 中 的 不 同 元 素 是 可 区 别 的 ,是 彼此 
独立 的 单 体 . 

3. 集合 是 由 它 的 元 素 组 成 的 整体 ,有 别 于 它 的 
任何 元 素 . 即使 集合 4 只 有 一 个 元 素 a ,也 应 认为 

A= {a} Aa: 

4. 不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 儿 . 

由 于 康 托 尔 的 集合 概念 过 于 广泛 ,特别 是 性 质 
PCz) 的 含混 与 不 确切 ,在 集合 的 深入 研究 中 发 现 了 
一 些 悖 论 , 便 导致 了 公理 集合 论 的 产生 . 在 公理 集合 
论 中 ,对 集合 的 概念 作 了 一 些 限制 ,用 较 强 的 分 离 公 
理 蔡 换 了 概括 公理 . 这 样 , 一 些 可 用 概括 公理 确定 的 
“集合 "在 新 的 公理 系统 中 便 不 再 是 集合 ,改称 为 真 
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类 . 而 把 集合 与 真 类 统称 为 类 . 
# (set) WMS”. 
集合 的 元 素 (element of set) 见 “ 集 合 ” 


概括 性 原则 (comprehension principle) 
2» 7 


概括 公理 模式 (mode of comprehension axiom) 
URE”. 
类 (class) 集合 论 的 基本 概念 之 一 . 指 具 有 某 
一 性 质 P Cx) (或 条 件 ) 的 对 象 x 的 全 体 . 通常 可 表 
示 为 {zx|P(x)}), 即 可 用 概括 原则 确定 的 集体 . 从 数 
学 角度 出 发 ,类 可 分 为 两 种 :一 种 是 集合 ; 男 一 种 不 
是 集合 , 称 为 固有 类 或 真 类 . 集合 的 全 体 、 序 数 的 全 
体 等 都 是 固有 类 . 
固有 类 (proper class) 
B2€(proper class) 即 “ 固 有 类 ”. 
I& T (belonging) 合 论 的 基本 概念 之 一 . 反 
映 集合 与 其 元 素 之 间 的 关系 ,以 “E " 记 之 .a 是 集合 
A 的 元 素 记 为 aE A ,a 不 是 A 的 元 素 记 为 aK AC 
a€4). 记 号 “E” 由 佩 亚 诺 (Peano,G.) 引 入 , 它 是 
希腊 文 scr'( 是 ?的 第 一 个 字母 的 变形 . 
集合 的 相等 (equality of sets) 集合 间 的 等 同 
关系 . 两 集合 相等 , 当 且 仅 当 它们 含有 相同 的 元 素 . 
集合 4 与 集合 B 相等 , 记 为 4==B. A.B Wife 
相等 , 记 为 AZEB. 关于 集合 的 等 同 关 系 的 普遍 原则 
通常 称 为 集合 的 外 延性 原则 或 外 延 公理 . 它 可 以 用 
符号 表示 为 
A=B €» V x(x€ A |e x€ B). 
RBS WASKARA BRE TES fee PE. 
下 列 一 组 命题 是 等 价 的 : 
1. 两 集合 A 与 B 相等 . 
2. AGB, H BCA. 
3.A—B=2,H B—A=2@. 
4.A(\B=AUB=A. 
5. 对 任意 的 集合 C, 
Wn eo Ne c Bod cemut 
6. bsA= 64B. 
7. A Hj B 的 对 称 差 
ALB =A = B) U(B-A)= Ø. 
8. 对 任意 的 集合 C,ANC=BNC.A 
AN [C=BN LC. 
9. 对 任意 的 集合 C,4UC=BUC, 且 
AU (C=BU EC. 
Sh HE ZS FEE SR HE YR (Zermelo, E. F. F. ) 于 1908 
年 提出 的 . 
集合 的 表示 法 (representation method of a set) 
集合 的 表达 形式 . 即 给 出 一 个 集合 和 组 成 这 个 集合 
的 元 素 的 表示 方法 . 表示 集合 的 方法 有 三 种 : 
1. 列举 法 . 又 称 外 延 法 . 把 集合 的 元 素 一 一 列举 
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出 来 SEAS })” 内 ,并 用 逗号 “,” 把 它们 彼 
此 分 开 . 例如 ,小 于 10 的 素数 集合 4 可 表示 为 A 
二 42,3,5,7}. 又 如 3 的 自然 数 皮 所 组 成 的 集合 B 


可 表示 为 B= 二 {13,9,27,…,3”,…). 在 用 列举 法 表示 
一 个 无 限 集 或 元 素 很 多 的 集 的 时 候 和 常用 省 略 号 . 这 
时 ,要 注意 表示 的 明确 性 ,要 能 从 已 经 列举 的 元 素 中 
知道 被 省 略 的 元 素 是 什么 .在 用 列举 法 表示 集合 时 ， 
元 素 的 次 序 无 关 紧 要 ,但 不 允许 重复 . 

2. 描述 法 . 又 称 特征 性 质 法 或 内 涵 法 . 利用 概括 
原则 指出 确定 集合 元 素 的 特征 性 质 P(x), 从 而 给 出 
集合 的 方法 称 为 描述 法 . 具有 性 质 P(x) 的 所 有 元 素 
Zz 组 成 的 集合 4 记 为 4=(z|PGz)) 或 (4z:PCz) | 
其 中 己 (z) 表 示 集 合 中 元 素 的 特征 性 质 . 所 谓 集 合 元 
素 的 特征 性 质 是 指 : 集 合 的 每 个 元 素 的 共有 的 性 质 ， 
并 且 不 属于 这 个 集合 的 元 素 都 不 具有 这 个 性 质 . 

3. 图 示 法 . 如 维 思 图 法 . 

用 圆 .椭圆 .矩形 或 其 他 封闭 | 7 (40) 9 
曲线 围 成 的 区 域 表 示 和 集合 . 如 

图 所 示 , 和 抢 形 表示 全 集 ID. 

Kl FE] B DX d RMN ER A, Ce) 

B,C 等 .这 种 方法 严格 地 说 应 称 示意 法 ,有 一 定 的 
局 限 性 .但 它 的 直观 性 能 帮助 人 们 思考 . 

特殊 集合 的 习惯 表示 法 . 如 常 以 字母 N,Z,Q， 
R.C 分 别 表示 自然 数 集 、 整 数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 、 
复数 集 等 . 在 数学 的 各 个 分 支 中 ,也 有 用 约定 的 特殊 
符号 (或 特殊 图 形 ) 来 表示 特定 集合 的 . 

维 因 图 (Venn graph) 亦 称 文 氏 图 、 欧 拉 图 . 
集合 的 一 种 直观 表示 法 .用 一 个 圆 或 封闭 曲线 围 成 
的 平面 区 域 表示 一 个 集合 ,并 且 在 需要 时 把 集合 元 
素 写 在 区 域内 ,或 用 区 域内 的 点 表示 集合 元 素 . 这 样 
的 图 形 称 为 集合 的 维 恩 图 . 常用 矩形 表示 全 集 7. 用 
矩形 内 画 的 圆 或 封闭 曲线 表示 全 集 的 子 集 4 BY B. 
Tf B 的 补 集 C B 可 用 同时 在 矩形 内 部 封闭 曲线 
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图 2 
外 部 表示 (图 1). 利用 维 恩 图 可 以 直观 地 表示 两 集 
合 之 间 的 关系 :4= 妃 可 在 同一 封闭 曲线 内 记 上 4 
与 B( 图 1 并 不 表示 4 与 B 相等 的 关系 ). 图 2 表示 
A 5j B 相 离 ,图 3 表示 AHS BHA. Al 也 可 表示 
ASB BAR B 的 真子 集 .在 讨论 几 个 集合 之 间 的 
关系 时 ,需要 把 它们 画 在 同一 张 维 恩 图 上 . 这 时 再 用 
图 1 到 图 3 的 表示 方法 将 有 某 些 不 便 ,可 将 所 有 表 
示 集 合 的 圆 画 得 两 两 相交 ,并 且 使 所 有 的 圆 有 公共 
部 分 .图 4 中 画 出 了 有 三 个 集合 的 情况 . 为 使 其 仍 能 


表示 集合 间 的 关系 ,因此 规定 : 
1. 在 一 个 区 域内 画 上 水 平 影 线 表示 该 区 域 是 空 


CO), & 


图 3 图 4 

2. 在 一 个 区 域内 画 上 叉 (X) 表 示 该 区 域 不 空 ， 
但 需 没 有 横 线 “一 ”与 其 他 区 域 的 又 相连 .图 3 中 的 
又 表示 ANBAS. 

3. 几 个 区 域 中 至 少 有 一 个 不 空 时 ,把 这 几 个 区 
域 都 画 上 又 ,并 用 短线 “-” 相 连 ,形成 连锁 又 . 如 图 4 
XURCAUBO(1Cs£ e. 

4. 石 水平 影 线 盖 上 一 条 连锁 又 所 在 的 某 几 个 区 
域 , 而 不 是 每 个 区 域 , 则 认为 影 线 压倒 又 ,有 影 线 的 
区 域 仍 是 空 的 . 如 图 5 Ra CEB, BUONA 
+Ø, (BAC) -A= J$. 


的 . 
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域 , 或 盖 上 一 条 单一 叉 的 区 域 , 则 认为 图 形 表 示 的 条 
件 是 不 相 容 的 . 如 图 6 表示 条 件 

ACB,(A—B)U(BNNC—A)AG 

及 B(1C—A- C fé B.T87F J& H3. 

利用 圆 表 示 集 合 的 做 法 始 目 18 世纪 的 欧 拉 
(Euler, L. ). 这 里 的 表示 方法 是 对 欧 拉 方法 的 改进 ， 
它 是 19 世纪 维 恩 (Venn,J. ) 给 出 的 . 而 用 又 与 连锁 
叉 表示 "不 空 ” 的 办 法 是 麦克 诺顿 (McNaughton， 
R. ) 给 出 的 . 

文 氏 图 (Venn graph) 

欧 拉 图 (Euler graph) RIRE”. 

维 恩 图 解 (Venn diagram) 亦 称 欧 拉 图 解 . 集 
合 问题 的 一 种 解法 . 利用 维 恩 图 直观 地 解答 集合 问 
题 称 为 维 恩 图 解 . 维 因 图解 的 问题 有 下 列 类 型 . 

1. 验证 集合 公式 . 例如 ,验证 

AMN(B—C)=ANMB—ANMC 

时 , 作 维 恩 图 1 ,可见 等 式 两 端 所 表示 的 集合 都 是 图 
中 垂直 影 线 部 分 , 故 等 式 成 立 . 

2. 验证 集合 包含 关系 式 . 例如 ,验证 

A—CQC(CGA— B)U (Gi —C) 

时 , 作 维 恩 图 2, 可见 A— C 是 图 中 画 有 垂直 影 线 的 
部 分 ,而 (4 一 B)U(B 一 C) 是 图 中 画 有 水 平 影 线 的 


即 í 维 Al 图 » 


图 1 
部 分 , 它 包含 了 前 一 种 影 线 画 出 的 部 分 , 故 所 验证 的 
包含 关系 式 成 立 ， 


图 3 
3. 检查 集合 命题 的 真 假 . 例如 ,有 集合 命题 
ACBUC © A—BCC. 

则 可 发 现 ,4CBUC 5 A—BCC 可 用 同一 个 维 轧 

图 3 表示 , 故 命题 成 立 . 

4. 探讨 关于 集合 的 条 件 的 相 容 性 . 例如 ,有 一 组 

条 件 

A(\C4#@O,ANBASD,AS (BUC). 
人 们 要 考查 它们 是 否 相 容 . 作出 这 组 条 件 的 维 恩 图 
4 ,可见 这 组 条 件 是 矛盾 的 . 

5. 分 析 有 限 集 的 基数 . 例 
如 , 解 题 :70 个 学 生 参 加 体 
育 测 验 , 获 优秀 成 绩 情 况 如 
下 :短跑 31 人 ,跳高 跳远 29 
A KB 36 人 ,短跑 与 投掷 
12 人 ,三 项 均 优 秀 5 人 ,跳高 RS 
跳远 单项 优秀 7 人 ,投掷 单项 优秀 15 人 . 求 获 短跑 
单项 优秀 人 数 、 获 两 项 优秀 人 数 与 未 获 优秀 人 数 ”. 
作出 维 恩 图 5, 通 过 分 析 填 入 数字 ,可 知 获 短 跑 单 项 
优秀 11 人 , 获 两 项 优秀 者 24 人 ,未 获 优秀 的 8 A. 
KF A= { 获 短跑 优秀 者 }, B= { 获 跳 高 跳远 优秀 
者 },C 一 { 获 投掷 优秀 者 ). 

欧 拉 图 解 (Euler diagram) 即 “ 维 恩 图 解 ” 

子 集 (subset) 合 论 的 基本 概念 之 一 . 指 两 
个 具有 包含 关系 的 集合 中 的 被 包含 者 . 对 于 集合 4 
5 B, A A 中 的 每 个 元 素 都 是 B 的 元 素 , 则 称 4 是 
B 的 子 集 . 记 为 ACB XR B 二 4. 读 作 “4 ETB R 
“B 包含 A. A 是 B 的 子 集 可 用 符号 表述 为 

ACBSV alix€ A>xe€E B) 
或 
AOR Ge Ae BS. 
4 ACB,H AFB, A 中 的 元 素 都 在 B 中 ,而 B 
中 存在 不 属于 4 的 元 素 , 则 称 4 为 B 的 真子 集 , 同 
HR B 为 4 的 真 扩 集 . iA ASB R BRA. E 
“ABST B” 或 “B 真 包含 A”. AR B 的 真子 集 可 
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用 符号 表述 为 
AgBOACBAAZzB 
或 
AS&BoOoewvzxxrcA-—rcB) 
Ad y(y€ B— 1y€ A). 
4 不 是 B 的 子 集 记 为 AEB. HFS CE EX S dez HS 
集合 之 间 的 关系 统称 为 集合 的 包含 关系 . 
集合 的 包含 关系 有 下 列 性 质 : 
对 于 任意 集 A, ATA. 
对 于 集 4 与 B, 有 ASAUB,ANMmBESA. 
ACB 的 充分 必要 条 件 是 ANB=A. 
ACB 的 充分 必要 条 件 是 AUB=B. 
ACB 的 充分 必要 条 件 是 A-B=O. 
ACB 的 充分 必要 条 件 是 AN [ B— 2. 
W ASB, BEC, Wj ASC. 
若 AC B,C 为 任意 集 , 则 
4UCSBUC,4TICSEEBD 站 DC. 
.对 任何 集 A. OCACI. 
10. zr AGB, BZA, l| A=B. 
真子 集 (proper subset)  UL"-F £v". 
真 扩 集 (proper amplify set) 见 “ 子 集 ” 
集合 的 包含 关系 (inclusion relation of sets ) 
见 “ 子 集 ” 
空 集 (empty set) 合 论 的 一 个 重要 概念 . 没 
有 元 素 的 集合 称 为 空 集 . 记 为 性 (人 为 丹麦 文字 母 )， 
用 符号 可 表述 为 
A — £g OV «re EA) 
或 ASG SAS esa). 
空 集 有 下 列 性 质 : 
1. FEI A. OCA. 
2.6 ACO M A— 2. 
3. 对 全 集 T, 有 [多 二 TT 和 [ I=. 
4. 对 任何 集 4， 
AUS=A, AN ØJ =Ø, A- Ø=A. 
(universal set) JIRA. SP RELA 
有 集 、 个 体 域 或 论 域 . 集合 论 的 基本 概念 之 一 . EB 
含 所 讨论 的 问题 中 涉及 的 所 有 集合 .在 研究 某 一 特 
定理 论 时 ,人 们 关心 的 往往 不 是 一 切 可 能 的 集合 ,而 
仅仅 是 某 个 确定 的 集合 的 所 有 子 集合 . 当 事 先 给 
一 个 集合 了 ,并 且 约 定 只 限于 讨论 工 的 元 素 或 子 集 
时 ,人 们 就 把 了 上 称 为 该 理论 的 论 域 或 全 集 . 全 集 常 用 
字母 1,Q2,U 等 表示 . 取 A 作 全 集 可 用 符号 表述 为 4 
=I OV x(x € A). 
全 集 具 有 下 列 性 质 : 
l.(I—-9. [O=I. 
2.1—A— [ A,A— I Ø. 
3. 对 任何 集 A. AN [ A=O;AU [ 4=I. 
096 


CONDO ci c rn rn 


el 


4.2% A(1B— Q,AUB-I,W| A= ( B. 

5. X ERI A,ANI=A,AUI=I. 

iB A (universal set) 即 “ 人 全集” 

= HE (universal set) BEE”. 

万 有 集 (universal set) BJE”. 

单元 集 (singleton) ” 亦 称 单元 素 . 一 种 特殊 的 
集合 . 即 只 含有 一 个 元 素 的 集合 . 元 素 a 组 成 的 单元 
集 记 为 {a}. 单元 集 可 看 成 是 无 序 对 集合 的 特例 , 即 
A= la S’ A= dana) OV x(x€C A— r— a). 

单元 素 (singleton) 即 “ 单 元 集 ”. 

无 序 对 (Cunordered pair) 一 种 特殊 的 集合 . 即 
仅 含 两 个 元 素 的 集合 . 对 于 任意 的 两 个 对 象 ( 集 合 )u 
Bj v, RA luv) = ivu RARR u 与 v 的 无 序 对 . 
hF usv 是 任意 的 两 个 对 象 ,zx 5 v 既 可 以 相同 也 
可 以 不 同 . 34 u=v 时 , Qu v) A WIA Gu) 3X (v3 R 
合 {u} 或 {v} 称 为 单元 集 , 即 仅 含 有 一 个 元 素 的 集合 . 
单元 集 是 无 序 对 集合 的 一 种 特殊 情况 (参见 “单元 
集 ”). 

有 序 对 (ordered pair) — ZRERFF f. 一 种 特殊 的 
集合 . 即 以 一 种 确定 的 次 序 给 出 的 两 个 客体 的 集合 
称 为 序 偶 . 按 先 xz 后 y 的 顺序 给 出 客体 工 与 y 得 到 
的 序 偶 记 为 (x,y) 或 (x,y). PAPER Gc 30 5 Cu v B 
等 , 当 且 仅 当 x —uy-v. 在 集合 论 中 , 常 采 用 库 拉 
托 夫 斯 基 (Kuratowski,K. ) 的 做 法 FER 4 (x y? $E 
义 为 特殊 的 集合 {{z), {zx,y)). 这 个 定义 保持 和 突 
出 了 序 偶 的 本 质 特 征 : (x30 = (uv) PE BLU 
ZX 二 uw,y 王 v. 序 偶 中 的 两 个 元 素 的 次 序 不 能 调换 . 即 
yy 

PRB ordered pair) ” 即 “ 有 序 对 ”. 

n 元 有 序 组 (ordered n-tuples) 亦 称 n AA FP 
组 . 有 序 对 的 推广 . 按 一 定 顺序 给 出 的 nOD 
体 称 为 一 个 元 有 序 组 .依次 给 出 个 客体 tiaz, 
tn 得 到 的 n 元 有 序 组 记 为 (zi,Xxz，… tn) OX 
(Lis umido 其 中 Xi 常 称 为 有 序 组 的 第 1 分 量 ， 
元 数 不 同 的 两 个 有 序 组 不 等 . 两 个 n 元 有 序 组 《xi， 
Los’ oLa) E (yis yy) 相等 , 当 且 仅 当 对 每 一 个 
i€ {1,2,° 50} A x= y. n 元 有 序 组 可 以 用 序 偶 来 
定义 :对 于 nC€N.nc2, 

(Lis hes ymuda) = (Gor a9 Hu Hugs 

n H&A (ordered n-tuples)  Bl"» 704 FF 
组 ”. 

集 族 (family of sets) 一 种 特殊 的 集合 . VASE 
合 为 元 素 的 集合 称 为 集 族 .例如 , 集 4 KER CA) 
是 一 个 集 族 .2(2Z(4)) F(A C2 CAD REE. 
集 族 常用 花 体 字母 YY, BE 等 表示 . 取 4 为 标号 
集 ,4 到 集 族 -ef 的 一 一 对 应 ( 双 射 ) 为 fia A, , Ml 
集 族 ex 可 记 为 {4s|a€E A4}) 或 {4,),en. 当 4 为 线性 
eee .gy 


A, vn HERO SR AI. 

fE Jij (sequence of sets) MRJ”. 

i fe (power set) 一 种 集 族 . 设 S 是 任意 给 定 
的 集合 , 则 由 其 所 有 子 集 构成 的 集合 称 为 S WE 
合 , 简 称 寡 集 . WAS) PS). AUS)={A|AS 
S). FAM. we S= {a,b,c}, W 

2Z(S)={G ,a}, {6}, (c}, {ab}, 
(OC yD A 

REAR ARE NH: |ACS)|>|S|. 这 就 是 著名 
的 康 托 尔 定理 . CHAT US MLAS) |=2"'> |S]. 
其 中 |S| 和 | 多 (5)| 分 别 是 S 和 PORR. 

正则 集 (regular set) 合 论 的 一 个 重要 概 
念 . 它 是 为 避免 出 现 悖 论 的 奇特 集合 而 引进 的 . 集合 
工 是 正则 的 ,如 果 存 在 z 的 元 素 y, 使 得 x 和 y 没有 
公共 元 素 . 用 符号 表示 为 

过 是 正则 集 参 (了 y€x)o1r- 2). 

在 ZF 公理 系统 中 的 集合 要 求 满足 正则 公理 , 故 其 
中 的 集合 都 是 正则 集 . 非 正 则 集 称 为 奇异 集合 . 在 选 
择 公 理 下 ,可 以 证 明 :一 个 集合 为 奇异 的 , 当 且 仅 当 
在 该 集合 中 存在 有 各 降 链 . 满足 下 列 性 质 的 集合 x 
是 奇异 集合 而 不 是 正则 集 ; 

ieee: 

Ze y td 

Jom y Eo AGE T. 

ice que rr Nr re Nae x. 

D. e At Ci I E cr A Situ UE d 

ARES (singular set) WEMA”. 

f É (nested sets) ZR ERE sk SJ. 一 种 特殊 
的 集 族 . 若 集 族 .ez 中 任何 两 集 A 5j BA ACB 
A BOA), WRR 7 称 为 集 套 . 即 集 套 是 在 集合 的 
包含 关系 “ 忆 ” 下 的 一 个 全 序 的 集 族 . 递增 集 列 AC 
AC: ,递减 集 列 4 二 4 二 … 是 特殊 的 集 套 . Se 
的 任何 子 族 都 是 集 套 , 它 是 原 集 套 的 子 套 . 两 个 集 套 
的 交 是 集 套 . 一 个 集 套 中 各 集合 的 补 集 所 成 集 族 也 
ERE. 两 个 集 套 的 差 族 也 是 集 套 . 两 集 套 的 并 不 一 
定 是 集 套 . 当 集 族 多 的 子 族 - BREN, 7 UG 
为 £8 的 子 套 ,而 有 本 身 可 以 不 是 套 .在 -oz 是 Z2 
的 子 套 , 且 对 多 中 任何 套 ov 均 有 oy Dos s, MM 
L E BPH-TPRAE. 如 62 不 是 套 , 则 AH 
的 极 大 套 可 能 不 惟一 . 对 于 A 中 任何 集 B, 均 存在 
RRE oy VV BEL). 

E ft E jk (nested sets) 

T € (subfamily of nested sets) 

4% AE (maximal nested subsets) WEE”, 

集合 的 运算 (operations of sets) 集合 论 的 基 
本 概念 之 一 . 指 集合 的 交 、 并 、 差 \ 补 等 运算 的 统称 . 
是 由 已 知 集合 构造 新 集合 的 一 种 规则 . we 为 一 
个 集 族 ,映射 fÁioy — Y 为 集 族 的 一 元 运算 ,映射 


Bl“ =”, 
见 “ 集 套 ”. 
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fr DX A >A 为 集 族 的 二 元 运算 . 对 于 全 集 了 的 
REG 多 (了) 党 讨论 的 运算 有 : 

1. 补 运算 .是 映射 S: A> LA JE RESE 多 (了) 中 
的 每 个 集合 4 映射 为 它 的 补 集 [ A 二 {x|x€IAzx 
FA4}), 称 其 为 儿 (7) 的 一 元 运算 .集合 4 的 补 集 也 记 
为 4 或 一 4. 

2. 交 运 算 . 又 称 集 合 乘法 . 是 映射 

f:(A, B) —A[|B. 

3. 并 运算 . 又 称 集 合 加 法 . 是 映射 

f:§A,B)>AUB. 

4. 减 运 算 .是 映射 f:(A4,B) 一 A 一 B. 

5. 对 称 差 . 是 映射 Sf: (A,B)>AAB. 

6. 又 运算 . 是 映射 f:(A4,B) 一 4A@B. 

补 、 交 并 三 种 运算 是 基本 运算 ,其 余 运算 都 可 
以 用 它们 来 定义 : 

C=A-—BOV x(x#EC e rEAf L B); 

C=AAB SV x(r€C 

rE (Af) CBUC ANB))); 

C—AC9B SEV x(x€C 

erc€IUtfrsmfctAUBD. 

Bl A—B-—A[|6B; 

AAB=(Af) [ DUCT ANB); 
A®B=(AU L BNC C AUB). 
”集合 的 并 运算 (caculation of union of sets) 
见 “ 集 合 的 运算 ”. 

集合 的 交 运 算 (caculation of intersection of 
sets)” 见 “集合 的 运算 ”. 

并 集 (union of sets) PRAE. 集合 论 的 基本 
概念 之 一 . 指 两 个 (或 多 个 ) 集 合 经 并 运算 所 得 到 的 
集合 . 对 于 任意 两 个 集合 4 和 B, 由 属于 A 或 属于 
B 的 元 素 所 构成 的 集合 C, 称 为 4 与 B 的 并 集 . id 
H AUB A+B). 这 个 集合 还 可 以 用 符号 表述 为 

AUB= {r| E AV «rE B) 
或 
C=AUBSV aerreECCexrEC AV XE 了 B)， 
通常 ,从 两 个 集合 的 并 运算 不 难 推广 到 任何 有 限 个 
或 任意 无 限 个 集合 的 并 运算 . 设 .x 为 一 集合 族 ,把 
集合 {T1399 a(aE .x Ax€a))HfRAÀ o 所 含 的 元 素 
A 5 HJJESR iy SC» QU. 

集合 加 法 具有 下 列 性 质 : 

1. 交换 律 :AUB=BUA4. 

2. 结合 律 :CAUB)UC=AU BUC). 

3. SE: AUA=A. 

4. 名 为 并 运算 的 单位 元 :BUA=AU8B=A4. 

o. 并 对 交 的 分 配 律 : 

AUCGB(1)C) —-CAUBD(YCAUOCD, 
(BNOUA=(BUA) NCUA). 

6. 如 果 ACC, BEC, ABA AUBCC. 
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1. AUB= 名 的 充分 必要 条 件 是 A=B=O. 
8. 吸收 律 :4 门 B)UA4=4,(4UB)N 门 4=4. 
9. 更 一 般 形式 的 结合 律 : 

U Xw= Ul U Xa). 


(a,b) € M aCA bE 
这 里 A 是 集 族 {B.jses 的 标号 集 , B, 是 集 族 
(X, ies 的 标号 集 . 


10. 更 一 般 形式 的 并 对 交 的 分 配 律 : 
CA Xe) U CLL Ys) mU MACC U Y. 
和 和 集 (sum set) 即 “ 并 集 ” 
集合 的 加 法 (addition of sets) WHE”. 
交集 (intersection of sets) ZR EK fH 4&&. 集合 论 
的 基本 概念 之 一 . 指 两 个 (或 多 个 ) 集 合 经 交 运 算 所 
得 到 的 集合 . 对 于 任意 两 个 集合 4 与 BB, 由 既 属 于 
A 又 属于 B 的 元 素 所 组 成 的 集合 C, 称 为 4 与 B 的 
交集 (或 积 集 ). 记 为 A4 门 B. 还 可 以 用 符号 表述 为 
2 
或 
C—A(|)BeoewvxxcxcCercAMArcrSC B). 
通常 , 称 从 两 个 集合 4 与 B 求 出 其 交集 的 运算 为 集 
合 的 乘法 或 集合 的 交 运 算 , 从 两 个 集合 的 交 运 算 不 
难 推广 到 任何 有 限 个 或 任意 无 限 个 集合 的 交 运 算 . 
设 -x 为 一 非 空 集合 族 , 把 集合 (zlVYaE-er(CzE 
a)} 称 为 A 所 含 的 元 素 集 合 的 交集 . 记 为 站 -ez 
集合 的 交 运 算 具 有 下 列 性 质 ， 
1. 交换 律 :.A 门 B= 二 B 门 A. 
2. GEE: CAD BD 0C AT BNC). 
3. R88. AC] A— A. 
4. 交 对 并 的 分 配 律 : 
A CBA C= GA NTD UANC; 
(BUC) NA=(BM ADU (Cf) A). 
5. 全 集 了 为 交 运 算 的 单位 元 : 
Af\I=IN A=A. 
6. 如 果 ACCB, ACCC, ABA ACCB[)C. 
7. 4 门 B==1( 全 集 ) 的 充分 必要 条 件 是 
A=B=I,. 
8. 更 一 般 形 式 的 交 的 结合 律 : 
N X= (C Nab) 


i HA BERR {Baa I 5 R, Be ERK 
UC) se n, 的 标号 集 ， 
站 = 之 fa) XB 

9. 更 一 般 形式 的 交 对 并 的 分 配 律 : 

( UX.) N ( UY.) E E X, N Y.) 。 

只 集 (product set) 即 “ 交 集 ” | 
集合 的 乘法 (multiplication of sets) W^ Az 
集 ” 

不 相交 的 集合 (disjoint sets) 两 个 特殊 相关 
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的 集合 . 指 两 个 集合 没有 公共 元 素 . 对 于 两 个 集合 A 
与 B, MR ANB=Ø WAG B 不 相交 . 这 一 概 
念 可 以 推广 到 多 个 集合 的 情况 . 设 o. 是 一 集合 族 ， 
wR ANB= ONE A BES 成 立 , 则 称 Æ 
互 不 相交 的 集合 族 ( 两 两 不 相交 的 集 族 ). 

互 不 相交 的 集合 族 (family of mutually disjoint 

见 “ 不 相交 的 集合 ”. 

集合 的 广义 并 (generalized union of sets) 并 
概念 的 推广 . 设 A 是 标号 集 , 罗 为 集 族 ,f 是 4 到 
F 的 一 一 对 应 , 且 f:a—X..a€A. ARK SF 中 的 
集合 的 元 素 组 成 的 集合 C 称 为 族 中 集合 的 广义 并 
集 ( 人 简称 并 集 ), 记 为 


sets) 


U X.COJp tal ic AU). 
用 符号 表述 为 
U F = {yI XX CFA VEX) 


或 
C= U X, V xz(x€C e J ala€CAAzrEX,). 


UX.= e. 
集合 的 广义 并 具有 下 列 性 质 ， 


(UX) NB=U(X.NB) ; 
2. 知 用 了 工 记 全 集合 , DA 表示 4 的 补 集合 , 则 
= "ah b Xa. 
当 用 ATIS A 的 补 集 时 ,这 公式 可 写 为 
(Ux = xe 

: (aor = UX 
上 述 两 式 亦 称 为 德 ， 摩根 律 . 

德 。 摩根 律 (De Morgan laws) 
X 3f". 

集合 的 广义 交 (generalized intersection of sets) 
交 概 念 的 推广 . 设 4 是 标号 集 , 多 为 集 族 ,了 是 4 
到 F 的 一 一 对 应 , 且 /< 一 XzE4. 由 属于 族 多 
中 的 每 个 集合 的 元 素 组 成 的 集合 C 称 为 族 中 集合 
的 广义 交 . 记 为 


见 “ 集 合 的 广 


OLX. ilie NF. 
用 符号 表述 为 
N F —í(yIv XX E F > ye X)} 
或 
C= NXS V x(x€C — V alaC AANxEX,). 
(X. — 
集合 的 广义 交 具 有 人 性质 
(A Xa) UB= ARGS U 已 )…. 

集合 的 直 和 (direct sum of sets) 并 的 一 种 特 

殊 情况 , 即 在 满足 条 件 ANB= S FHRA ABZ 


Jf. 若 集合 4 与 集合 B 不 相交 , 且 有 4UB=C, 则 
Kk C 为 其 子 集 4 和 B 的 直 和 . 记 为 

C=A+B. 
可 用 符号 表述 为 
A+B=({t|((t@E AVE BAAN B=} 
BY 

C=A+B EV x €C 
< ((rE€ AVrE BAAN B=Q)). 

集合 的 直 和 的 概念 可 以 推广 到 一 般 的 情况 : 设 4 为 
标号 集 , UNS. Æ A 到 {X,} 的 一 一 对 应 , 且 
f:a—X,,a€ A. 如 果 a,65E€ A,a 关 5b 时 总 有 

X.f1X,— OS, 
则 称 广义 并 集 


为 集 族 {(X} 的 广义 直 和 . 记 为 
SIX. 
集合 的 直 和 具有 下 列 性 质 ， 
1. 交换 律 :4 十 B= 二 B 十 4. 
2. 结合 律 :4 十 B) 十 C= 二 A 十 (B 十 C). 
3. (A+B) NC=(ANC)+ BNC). 
4.@ A(1C — B(1C— Ø , Wu 
(AN B)+C=(A40)N (B+C). 


. (9X) [| sm 3*4 N C). 
acA aCA 
6 AUB=(4AN LB) 
+([4nmnB) 十 (4mB). 
人 
+ (C—-AUB)+ (AN B—-O)+ (ANC 
=B Bil CHAy +A 211 
广义 直 和 (generalized direct sum) “BAH 
BA”. 
集合 的 直 和 分 解 (direct sum decomposition of 
a set) 对 集合 的 一 种 刻画 . 将 一 个 集合 写成 若干 两 
两 不 相交 的 子 集 的 并 集 的 形式 , 则 称 其 为 该 集合 的 
直 和 分 解 . 其 每 个 子 集 称 为 该 集合 的 直 和 因子 . 例如 
A= U Anm Æ n fit An N A, = D) 
是 4 的 直 和 分 解 . 可 记 为 
Y A. 
由 4 的 直 和 分 解 所 得 的 S= {4; |m€M} ,车 对 任 一 
m€ M A AnA OM S ERA A 的 一 个 划分 . 
集合 的 直 和 因子 (direct sum factor of a set) 
见 “ 和 集合 的 直 和 分 解 ”. 


Ci 


~] 
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Æ f (difference set) 合 论 的 基本 概念 之 
一 . 两 个 集合 经 过 差 运 算 所 得 的 集合 . 对 于 任意 集合 
4 与 B, 由 属于 4 而 不 属于 五 的 元 素 组 成 的 集合 C 
称 为 4 与 B 的 差 集 . 记 为 4 一 B( 或 A4\B). 可 用 符 
号 表述 为 
A — B = llr EANGE) 
或 
C=A—-BEVrG@EeAA zx EB). 
从 两 个 已 知 集合 4 与 B 求 其 差 集 4 一 B 的 运算 , 称 
为 集合 的 减法 . 
集合 的 减法 具有 下 列 性 质 ， 
1. 对 于 任何 集 A,B, § A 一 4 二名 .,A— 9 —A, 
A—I-Q.Q-—A-dQg. 
2. A— BC AC (A— B)UB. 
3. CA- BDUB— A 的 充分 必要 条 件 是 BCA. 
4. 4 一 B= 二 名 的 充分 必要 条 件 是 ACB. 
5. AXE 22 n SP BE: AM (B—C)=ANB—ANIC. 
6. A-—B=Af) [ B. 
7. 对 任意 集 C. RER RIM An} meme A 
C— U An = [1 (C— And , 
C= [| A&— U (C — An). 
集合 的 减法 (subtraction of sets) "25 && ". 
TH Xt 4x E (relative complementary set) 亦 称 
相对 补 集 . 集合 论 的 基本 概念 之 一 . 若 BCA WB 
集 4 一 B 称 为 B 相对 于 4 的 补 集 或 余 集 . IW 
(4B. BP C,B=A—B. 
相对 余 集 具有 下 列 性 质 : 
1. bal 64B)=B. 
2. [CBEnmc)= C,BU C,C. 
3. Ca (BUC) = LABAN [ 4C. 
4. di ASB2C,W| A= C4BU CUC. 
TB XY *h BH (relative complementary set) 
对 余 集 ”. 
žh Æ (complementary set) 亦 称 绝对 余 集 . E 
合 论 的 基本 概念 之 一 . 全 集 了 与 集 4 的 差 集 了 一 4 
PA A BITE. 常 记 为 [ 4( 或 一 4,4. 可 用 符号 表 
IA: CA=(z|cElIAcEASRB= (ASV zr 
€ B x€IAx€A)0.A Bt ds ie 4 相对 于 全 
集 了 的 余 集 . 从 一 个 集 4 求 出 它 的 补 集 的 运算 , 称 
为 集合 的 补 运算 . 它 是 一 元 运算 . 
集合 的 补 运算 具有 下 列 性 质 .: 
1. 对 合 律 : C 6 ASA. 
2.AU C A=I, AN L A= Ø. 
3. CoS b=, 
4. A=B 的 充分 必要 条 件 是 [ A= C B. 
5. ACB 的 充分 必要 条 件 是 AC) [ B— 2. 
6. B= [ A 的 充分 必要 条 件 是 AC) B— OO. H. 
AUB-I. 


Bp “FA 
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7.98 > BRE: CCANB=CAUCB, 
CCAUB= FAN) CB. 
8. BBE:AUC C ANB)=AUB, 
AN CC AUB)=AfN\B. 
2 Xt # S (absolute complementary set) Bp 
"AME". 
集合 的 补 运算 (caculation of complementary of 
sets) 见 “ 补 集 ” 
fk & AY XT RRS (symmetrical difference of sets) 
亦 称 集合 的 不 可 兼并 . 集合 论 的 基本 概念 之 一 . 集合 
(A—B)UCB—A)RCAUB)— (CAMB) 
称 为 集合 4 与 集合 B 的 对 称 差 . 记 为 AAB. 可 用 符 
号 表述 为 
ALB ={z|\2zOCAUBAS EA l) B} 


或 
C=AAB 
eV x(x€C 9 (rEAVrEBArE ANMB)). 
集合 的 对 称 差 有 下 列 性 质 : 

1. AAB =(AN L BDUCEC ANB) 
=(AUB)()(C AU [ B) 
—(AUB)»—CGA[1B). 

2. AAANB— BAA. 

3. (AA B)AC=AACBAC). 

4. AA fd — A. 

5. AAAA-— Ø. 

6. A 人 B= [L AA [ B. 

7T. C(1CAAB) — (C(1) AD ACC) B). 

8. AAAB—AU B 的 充分 必要 条 件 是 

A(\ B= Ø. 

9. AUB=(AAB)U (ANB). 

10. A=B 的 充分 必要 条 件 是 AAB= Ø. 

11. A=B 的 充分 必要 条 件 是 对 任 一 集合 天 有 

ANAK = BAK. 
f & AY A A FE FH Cexclusive union of sets) BD 
“集合 的 对 称 差 ”. 


集合 的 叉 集 (cross of sets) 合 论 的 基本 概 
念 之 一 .集合 4 BW MRE AAB 的 补 集 称 为 4 
与 B ILE. 记 为 4@B. 可 用 符号 表述 为 
A B — (xITAABA ET}, 
或 
C=AQB © V x(x€C 9 rÉ AAB). 
集合 的 叉 集 具有 下 列 性 质 ， 
1.A69B =( L AUB NCAU L B) 
= [ AAB=AA DB 
=( L AQ L BU CANMB). 
2. AQB = L AQ D B. 
3. AQB = BQA. 
4. CAC9B)6C9C — AQ (BRC). 
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5. AGQA—I. 

6. AAB= [ AC9B— AC9 ( B. 

7. AC9 Ø= [ A. 

8. AQI — A. 

9. A=B 的 充分 必要 条 件 是 ACOB — I. 

#2 & AO t8 -K JL Fe TH (Cartesian product of sets) 
亦 称 集合 的 直 积 . 集合 论 的 基本 概念 之 一 . 指 一 种 特 
殊 的 集合 . 由 集合 4 的 元 素 a 与 集合 B 的 元 素 5 作 
成 的 所 有 序 偶 人 za ,2 组 成 的 集合 C 称 为 A 与 B BER 
卡 儿 乘积 或 4 与 B 直 积 , 记 为 AX 8B. 可 用 符号 表述 
为 

AXB={(a,6)|la€E ANbEB} 

或 

C=AXBOVzrrEC 

o J aJ b(ac€AAbDCBRAzr-(a,b))»). 

当 A-—(QmB-—IQOB.EAXB--(gO.IRES SE 
A 是 线性 序 集 , 集 族 {X.}.e4 与 4 间 有 一 一 对 应 f :a 
~X.aE4, 可 定义 族 中 各 集合 的 笛 卡 儿 积 集 

[[ X; = XK oe X Xa Ke X KK oe 


AFER Cx ttt xt ze) 的 集合 ,这 里 指标 
a,b,c 等 按 A 中 顺序 排列 , 且 对 每 个 acE4 WE 
Xs. 若 4 二 2, 二 11,2,…,n) 是 自然 数 截 段 , 则 XX 
X Xe XX,= (ate Ta) |c EX i EZ, Æ 
X,=X,==X,=X MEW icy X. 这 里 仍然 
规定 ,在 某 一 个 X= 二 名 时 ,第 卡 儿 积 … X XX…X 
XX XX.X… 二 2. 集 合 的 笛 卡 儿 积 不 满足 交换 
律 与 结合 律 . 即 一 般 地 有 AX BABXA,(AXB)X 
CAX (BXC) 关 AXBXC. 但 有 AXB~BX 有 A4， 
(AX BYXC~AX(BXC)~AXBXC. XB“ ~~” 
集合 的 对 等 关系 . AFR RIL 


中 的 一 个 元 素 《… ,zx,,… ,zx,,… ,Xx.，,…) 能 惟一 确定 
集合 4 到 集合 


的 满足 条 件 Sa) = ar € X 的 一 个 映射 ,因此 在 对 
等 的 意义 下 


I] x. 


可 认为 是 所 有 上 述 映射 的 集合 . 两 集合 ALB 的 笛 卡 
儿 积 、 交 与 并 有 下 列 关系 : 

1. (4(1B)x ANB)= (AXA)N CBX B). 

2. CAUB)X(AUB)Ə(AXA)U(BXB). 
一 般 地 ,有 

IT x. — (fif wR 人 了 的 定义 域 


WAN (Vac A)(fla) € X,)}. 
集合 的 直 积 (direct product of sets) 即 “ 集 合 


的 笛 卡 儿 乘 积 ” 
E S BJ3R (power of set) 合 论 的 基本 概念 
之 一 . 每 个 X, 都 是 同一 个 集合 X WA KILI 


[1 x. 


简 记 为 X^. 4 X RA IZEN X=. EX A 
都 不 是 空 集 时 ,因为 Gzay tt toe tts Lest) EX’ 
与 由 f(a) 二 xs(Y aC 4) 确定 的 映射 f:4 一 X 之 间 
的 对 应 是 一 一 的 ,所 以 X^ 5S A A 到 六 的 所 有 了 映射 
的 集合 等 势 . 特别 , 当 X 是 二 元 素 集 时 ,X SAW 
REFA. 当 A— ZO — (0,2, ni AY RE X^ IC 
A X. 

Xt fH (diagonal set) 一 种 特殊 的 集合 . AK 
儿 积 MXM WIFE (mm) |m EM) RRA M 的 对 角 
f.i A mk Aw 或 Ey. 

集合 代数 (set algebra) IRERE. 一 种 
特殊 的 集合 族 的 代数 . 如 果 集 族 -eg 的 元 素 对 于 指 
定 的 某 些 集合 运算 封闭 ,这 些 运 算 满 足 寿 干 公理 ,就 
称 集 族 o 关于 这 些 运算 在 指定 公理 体系 下 成 为 一 
个 集合 代数 , 例如 ,集合 环 、 集 合 域 等 都 是 集合 代数 . 
这 里 -ez 称 为 这 个 集合 代数 的 基础 集 ( 族 ), 这 些 运 
算 称 为 集合 代数 的 运算 . 

常见 的 集合 代数 如 下 : 

1. 对 于 集合 的 并 运算 封闭 的 集 族 -ez 作成 的 并 
代数 : (7, U). 

2. 对 于 集合 的 交 运 算 封闭 的 集 族 -x 作成 的 交 
代数 : 《xx N). 

3. 集合 环 ; A, NU). 

4. Bei. (,1.U,>. 

5. DA SE I NEE 7 GOD ON Bic 4 9 E X 
BPD, NU, D." CIS SER PIPER. 这 
种 集合 代数 是 一 种 布尔 代数 (参见 本 卷 4 布 尔 代数 》 
HH EK) “Fe Be RRL”). 

集合 代数 与 其 他 代数 不 同 之 点 是 : 

. 它 以 集 族 为 基础 集合 . 

2. 它 的 运算 是 集合 运算 . 

3. 它 的 公理 体系 就 是 在 集合 运算 的 基本 性 质 上 
添上 或 不 添上 若干 附加 要 求 . 

T fE 4K HW (power set algebra) 
数 ”. 

集合 代数 的 基础 集 ( 族 ) (basic sets of set alge- 
bra) 见 “ 集 合 代 数 ” 

集合 环 (ring of sets) 简称 集 环 . 一 种 常见 的 
集合 代数 . 若 -x 为 一 非 空 集 族 , 且 对 于 任意 AC 
A, BEX, IHE ANBE YY, AUBC YM wv 
在 集合 的 交 、 并 运算 下 成 一 集合 环 , 记 为 (x , 门 ， 
U). 其 中 -x 称 为 集合 环 的 基础 集 族 , 门 与 UU 是 集 
AZRA. U=, N, U ) 是 集合 环 的 条 件 可 以 


— 


即 “ 集 合 代 


用 符号 表述 为 V AV BCAC o A BC o — AC] B€ 
LC A AUBC x). 
集合 环 有 下 列 性 质 : 
1L. K=, N, U), AAt A € ox , Ml 
ÜA € o, (1A € ov. 


2. I 27; — C ;, N U 2 G— 1,2) RES REI, DU 
UNU =LA NZA N Uo ESTER M flan, 
WM, =( 8,1), UIG=1, DEEAH,. 4 e 2 
时 ER. 是 HC, NF RM U EW, 的 母 集 环 . 

3. 对 任何 集 族 ,存在 一 个 包含 它 的 最 小 集合 
YR V = (37, 门 ,UU), 使 -KC.xy. 这 只 要 取 .MY 中 
有 限 个 元 素 的 有 限 交 的 有 限 并 来 构成 -x 就 行 了 . 

EM (ring of sets) BSAH”. 

集合 环 的 基础 集 族 (basic sets of ring of sets) 
见 “ 集 合 环 ”. 

集合 域 (field of sets) 一 种 常见 的 集合 代数 . 
£i U= A, N. U EEH, H“ AECK; BE 
-2 ,B2OAW.B-—AC. , 则 称 该 集合 环 为 集合 域 . 
WAAL, N U.) HEZ HAERE 
运算 . 因为 当 4E .er ,BE-o ,4 条 B 时 ,不 要 求 

B—AE XZ. 
集合 的 域 有 下 列 性 质 : 

1. 集合 域 一 定 是 集合 环 . 

2. 对 于 任 一 非 空 集 族 . ,存在 一 个 包含 它 的 最 
小 域 . 只 要 求 出 包含 A 的 最 小 集合 环 WS CX, 
门 ,U), 考 虑 -x 中 的 每 一 递 降 集 列 MM: fy 


造 有 限 差 链 
M=(M— MD + (M; — MD 
“> (Mo MO d OM M). 
所 有 这 些 差 链 M 的 集合 设 为 Ao MCA NU, 
RAE A 的 最 小 域 . 


3. 在 集合 环 K=, N UF. E ALIPUT S, 
个 cx 中 的 元 素 的 交 都 在 -zx 中 , 则 所 有 cv 中 元 素 
作成 的 长 度 小 于 w 的 差 链 构成 一 个 域 . 进一步 ,大 
AA 中 任意 多 个 元 素 的 交 都 在 -x 中 , 则 由 -ez 中 元 
素 作 成 的 一 切 差 链 构 成 一 个 域 . 

4. p Co N U , ) 是 集合 域 , 则 名 € <x. 

集合 代数 的 对 偶 原 理 (duality principle of set 
algebra ) 合 论 的 一 个 重要 原理 . 它 是 表述 集合 
代数 (多 (了 ), 门 ,U,，[) 中 定理 成 对 出 现 的 一 个 原 
H. 在 集合 代数 (多 ( 了 ), 门 ,U, 6) 中 ,对 一 个 定理 
与 二 处 处 互 换 , 其 余 不 变 , 所 得 到 的 命题 称 为 原 合 题 
的 对 侦 命 题 , 它 仍然 是 该 代数 中 的 一 个 定理 . 对 偶 原 
理 来 源 于 布尔 代数 的 对 偶 原 理 ( 参 见 本 卷 《 布 尔 代 
数 》 中 的 “布尔 代数 的 对 侦 原 理 ”). 

集 列 的 上 极限 (superior limit of a set sequence) 
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集合 论 的 基本 概念 之 一 . 它 是 一 种 特殊 的 集合 . 设 
{Annen = (A Ass tt 4 为 一 集合 序列 ,由 属于 
集 列 中 无 限 多 个 集合 的 元 素 a 构成 的 集合 B, 称 为 
该 集 列 的 上 极限 . 记 为 lm A,, Bl B=lim A, = (a | 
V MENJ n€NGG7—mAaC€ A,)1. 

集 列 的 上 极限 有 下 列 性 质 : 

1. 常 集 列 A,4,…,A4A,… 的 上 极限 为 A. 

2. 单调 降 集 列 A, DA,D- DA, D> B ERES 


3. 单调 升 集 列 AC AC. 
4. RI CA, henh ER im A, — N CU Aj). 


9. 在 集 列 Ai, As tt ,A,，,… 中 加 进 或 删 掉 或 变 
更 有 限 项 时 ,上 极限 不 变 . 

6. *r Arrey Ape Fe FE RIM A, nen BJ — 
个 子 集 列 , 则 lim A;, Clim A,. 即 子 列 的 上 极限 含 于 
母 列 的 上 极限 . 

7. 集 列 的 上 极限 是 它 的 补 集 列 的 下 极限 的 补 
集 . 即 

lim A, = (dim ( A). 

€ X C A,)nen 的 每 一 项 是 集 列 LA, aeu B RE TH 
同 序 码 的 项 的 补 集 , 称 这 两 个 集 列 互补 ). 

8. 任何 一 个 集 列 的 上 极限 包含 它 的 下 极限 , 即 
lim A, lim A, (参见 “ 集 列 的 下 极限 ”). 

集 列 的 下 极限 (inferior limit of a set sequence) 

合 论 的 基本 概念 之 一 . 它 是 一 种 特殊 的 集合 . 设 

(A)sen 二 《41,42,… ,A,,…) 为 一 集合 序列 ,由 属于 
集 列 中 几乎 一 切 集合 ( 即 集 列 中 某 一 项 以 后 所 有 的 
集 ) 的 元 素 a 构成 的 集合 B, 称 为 该 集 列 的 下 极限 . 
记 为 lim A, B) B=lim A,= {ald mENY n€EN(n> 
m >aE€ A,)}. 

集 列 的 下 极限 有 下 列 性 质 : 

l dé ll AAs, As BJ PER DJ A. 

2. 单调 降 集 列 A,2 4,2 2A,2-- BB FCR 
sf. 

3. 在 集 列 A15, ttt A, ts 中 加 进 或 删 掉 或 变 
更 有 限 项 ,下 极限 不 变 . 

4. ET Ai Ai, EA , 4，… 是 集 列 UA, sen BI FJ), 
则 lim A,C-lim A; . 即 子 列 的 下 极限 包含 母 列 的 下 极 
限 . 

5. $3 LA, eu Lm A= U CN AD. 


6. 集 列 的 下 极限 是 它 的 补 集 列 的 上 极限 的 补 
集 , 即 
lim A,= [ dim ( A,). 
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集 列 { [6 4A,},en 的 每 一 项 是 集 列 (4,),en 的 具有 相同 
序 码 的 项 的 补 集 , 称 这 两 个 集 列 互 补 . 

7. 任何 一 个 集 列 的 下 极限 含 于 它 的 上 极限 , 即 

lim A, Clim A,. 

集 列 的 极限 (limit of a set sequence? 合 论 
的 基本 概念 之 一 . 它 是 一 种 特殊 的 集合 . 若 集 列 
(4,)en 的 上 极限 与 下 极限 相等 为 4, 则 称 4 是 它 的 
极限 , 记 为 lim A,. Bl A=lim A,. 有 极限 的 集 列 称 为 
收敛 集 列 . 

集 列 的 极限 有 下 列 性 质 : 

RI A,A4, A, WY, ERRA A. 

à. 单调 降 集 列 A DAD DA, KR E R 


RRX A Aw 

3. 单调 升 集 列 AASA EK 
极限 为 U Au. 

4. 集 列 {4,jes 有 极限 的 充分 必要 条 件 是 


CO 


AC UA) =U( AA). 


5. 在 收敛 集 列 中 添加 或 删 掉 或 变更 有 限 项 时 ， 
极限 不 变 . 

i sr E FI (convergent set sequence) 一 类 重 
要 的 集 列 . 有 极限 的 集 列 称 为 收敛 集 列 . 常 集 列 、 单 
调 升 集 列 、 单 调 降 集 列 都 是 收敛 集 列 . 下面 是 一 组 等 
价 命题 : 


1. RI LA, Je C F A. 


2. UCN A0 Ni UAL) =A. 

3. RF) An new AY FE TRI FF A. 

S HEB (bounds of a set family) 合 论 的 
基本 概念 之 一 . 集 族 的 上 界 . 下 界 的 统称 . 对 于 集 族 
—X , 若 存 在 一 个 集合 BME ACY A ACB, IM 
称 B 是 .x 的 一 个 上 界 .又 若 对 于 .ef 的 任何 上 界 C 
HA BCC MR B 是 o BEN ES: OX E98 9). 
iA B=sup d. 对 于 集 族 o ,各 存在 一 个 集合 B, 
对 任何 AC WA BCA, WEA BE HPP 
界 . 又 若 对 于 ox 的 任何 下 界 C HA CCB, MH B 
是 -ez 的 最 大 下 界 ( 或 下 确 界 ). A B=inf, 对 
集 族 AU), GE-TA ,全集 了 是 一 个 上 界 . R 
族 {4.}.ew 的 最 小 上 界 是 


BK BE 


$2 WRAY ES (upper bound of a set family) W 
“ 集 族 的 界 ”. 

集 族 的 下 界 (lower bound of a set family) J 
“ 集 族 的 界 ”. 

集 族 的 上 确 界 (supremum of a set family) Jl 


“ 集 族 的 界 ”. 

集 族 的 下 确 界 (infimum of a set family) J 
“ 集 族 的 界 ”. 

集合 格 (lattice of sets) 亦 称 集合 布尔 格 , 又 
称 集 合 布尔 代数 . 一 种 特殊 的 格 . 指 以 集合 为 元 素 的 
格 . Se RR AOD BRAHAM, Mt 
包含 于 关系 “ 己 ” 是 偏 序 的 ,成 为 有 序 集合 代数 = 
(PU). US 的 一 个 格 , 称 为 集合 格 . 其 他 以 了 
的 子 集 为 元 素 的 格 , 都 是 它 的 子 格 . 由 于 v 中 交 对 
并 的 分 配 律 与 并 对 交 的 分 配 律 都 成 立 , 所 以 , 允 还 
是 分 配 集合 格 . EA GO rA SERERE LU] SY 
又 是 集合 补 格 . 


集合 布尔 格 (Boolean lattice of sets) Bl" f 
格 ” | 

集合 布尔 代数 (Boolean algebra of sets) Bi 
“集合 布尔 格 ”. 


滤 子 (filter) 一 种 特殊 的 集合 族 . RS 是 非 空 
集合 ,S 上 的 滤 子 是 由 S 的 子 集 所 组 成 的 集 族 FZ. 
它 满足 下 列 条 件 : 

1LSEF AGEF, 

2.4 Xc BYES MI XNYEF. 

3.6 X€ 4 ,H XCYSCS WIVEF, 

令 A 是 S WIEBSPTR.Y =(XSS|XDA}, Ml 
多 是 SS 上 的 一 个 滤 子 ,并 称 它 为 S$ 上 的 由 4 生成 
的 主 滤 子 . 滤 子 概念 与 大 基数 理论 有 关 , 并 且 在 许多 
数学 分 支 中 扮演 着 重要 的 角色 . ug T EXE 34 (Car- 
tan,H. ) 于 1937 年 提出 的 . 

+F (principal filter)” 见 “ 滤 子 ”. 

理想 (ideal) 一 种 特殊 的 集 族 . 它 与 滤 子 相对 
偶 . 令 S 是 一 非 空 集 ,S 上 的 理想 .7 是 由 5 的 子 集 
所 组 成 的 集 族 . 它 满足 下 列 条 件 : 

1. JEF, H SEZ. 

2 E XC Z,H Y€.Z,W| XUYEZ. 

3. E YEZ, H. XEY, W XEY. 

S 上 的 理想 4 被 称 为 素 理想 ,如 果 对 每 个 XS 
S,RXEFRMS-XEZ., 

理想 概念 是 斯 通 (Stone,M. H. ) 于 1934 年 提 
th BS. 

EBA (prime ideal) W“ ". 


X 系 


关系 (relation) 常 指 二 元 关系 . 数学 的 基本 概 
念 之 一 . 任 一 序 偶 的 集合 R 称 为 一 个 二 元 关系 . R 
BE PRB Gn 0 HDi 29 Ge ER R Ry RRA 
x 5 oy AUB X R. 不 在 R 中 的 任 一 序 偶 (zx,y) 可 
iA WER MRM xRy OB WU RRA”). 例如 ,在 实 
数 中 关系 “一 ”可 记 为 


<= Ua wlry 是 实数 , 且 Zz < y}. 
任何 二 元 谓词 P(x,y) 可 以 确定 一 个 二 元 关系 . 即 
所 有 使 P Gc, 229 CES] FF 188 Pr 2H RB S C Gn y? | 
PG.) SL). 等 价 地 , 令 X 和 YY 是 任意 两 个 集合 ， 
BAR Xx Y 的 任何 子 集 R 称 为 X 到 Y 的 一 个 关系 . 
4 尺 为 二 元 关系 ,由 (zx,y)ER 确定 的 所 有 x 组 成 
的 集合 dom R( 或 DC(R)) 称 为 R 的 定义 域 (或 前 
d. Bl dom R— (x|3 320CGo y» € RO). fr we 
RR 的 所 有 >» 组 成 的 集合 ran R( 或 C(R)) 称 为 R 的 
值 域 (或 后 域 ), 即 ran R= 二 {y| (3 zx)((r,y) € RD). 
R 的 定义 域 和 值 域 之 并 称 为 R 的 变 域 . 记 为 
FLD(R)( 或 F(R)) 即 FLD(R)=dom R Uran R. 设 
RCXXY, 则 dom REX, H. ran RCY. 今 后 把 XX 
Y 的 两 个 平凡 子 集 XXXxY 和 好 分 别称 为 和 到 了 的 
全 关系 和 空 关 系 . 当 开 王 了 时, 关系 尺 是 XXX 的 
子 集 . 这 时 R 称 为 上 的 二 元 关系 .可 将 二 元 关系 
的 定义 推广 到 元 关系 : 设 ROX, XX, XK XX, 
W R 称 为 n 元 关系 (参见 本 卷 《4 形 式 逻 辑 中 的 “ 关 
系 ”). 

二 元 关系 (binary relation) WMX”. 

X X BE X El (domain of a relation) 
A”. 

关系 的 前 域 (domain of a relation) 见 “ 关 系 ”. 

”关系 的 值 域 (range of a relation) MRR”. 
关系 的 后 域 (converse domain of a relation) 
US KR”. 

关系 的 变 域 (field of a relation) W“KA”. 

n 元 关系 (n-ary relation) 二 元 关系 的 推广 ， 
(xi^ X25 23) — (Gm x52 » x3) WF B FF —2628. Gri, 
Tis °° 5 Ln) = (Grp apo ttt xui ER OB n 36 
zH. 任 一 有 序 n 元 组 的 集合 R 称 为 n 元 关系 . zin , 
Los" sL € R ill X19H29°** 5D, 称 为 有 关系 R. 等 价 
地 , 设 XXX 是 7 个 集合 , 直 积 X) XX; X 
X X, 的 任何 子 集 R 称 为 Xi Xov X, 上 的 关系 . 
特别 当 Xi =X: = =X, =X 时 , 则 R 称 为 X 上 的 
n 元 关系 . n 元 谓词 RCGa zt x2 HR XE — A n 元 
关系 R. BI R= (Ux xn? b Rx. 
立 ). 例 如 , 取 RC, yoz) H r Æ y Mz 的 最 大 公 因 
子 ” 就 决定 了 一 个 三 元 关系 R. 有 序 三 元 组 (3,6,63》 
ER, 而 (3,8,63) ER. 

有 序 三 元 组 (ordered triad) J^» TKR”. 

有 序 n 元 组 (ordered n-ary group) U^» 元 关 
A”. 

关系 的 运算 (computation of the relations) 特 
殊 集 合 间 的 映射 .集合 XX 与 Y 间 的 所 有 关系 组 成 的 
集合 是 XXY HRES 2=P(XXY). 一般 称 映射 
为 关系 的 二 元 运算 . 常见 的 关系 运算 有 : 


见 “ 关 
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1. 反 演 . f: ROR. 即 让 关系 R 的 反 关 系 R 与 R 
对 应 . 这 是 一 个 一 元 运算 . 
2. 并 运算 . 又 名 关系 的 加 法 . f:(R,G)>RUG. 
对 zEX,yEY,z(RUGC)y, 当 上 且 仅 当 zRy 或 zGy. 
3. AIS M. f.(R,G) RIG. XM z€ X, y € Y, 
r(R(|G)y.X4 BÍ. 14 z Ry H xGy. 
4. 减法. Fi(R,G)R—G. XE z€ Xy €Y ,a(R 
—G)y MB AX M xRy, H xGy. 
这 些 关 系 的 运算 实际 上 是 中 的 集合 的 运算 ， 
具有 集合 运算 的 各 种 规律 . 
5. 关系 的 复合 . 如 果 尺 是 XX 与 Y 间 的 关系 ,G 
是 Y 与 Z 间 的 关系 ,定义 XX 与 Z 间 的 关系 R。G. 
对 zEX,zEZ,z(R。GC)z, 当 有 上 且 仅 当 存 在 vy€Y, 使 
xRy, H yGz. 这 时 称 关 系 RR。G 是 RR 与 G 的 复合 
(或 合成 ,或 积 ). 关系 的 复合 具有 下 列 性 质 : 
D HAH: R ° G) °Q=R° (G: Q), 
QU KT. 
2) CR OR, 
3) 如 还 有 PCXXY,SCYXZ, 则 
R: (GUS) =R. -GUR:?S, 
(PLIR)G-—DP:GURSeG, 
R*(G(|S)—R*G[(|RsS, 
PR VG Pn. 
关系 的 一 元 运算 (univariate computation of a 
见 “ 关 系 的 运算 ”. 
关系 的 二 元 运算 (binary computation of rela- 
tions)” 见 “关系 的 运算 ”. 
复合 关系 (composite relation) 亦 称 合成 关 
系 , 又 称 关 系 的 相对 积 . 关系 的 一 种 运算 . 设 R 为 X 


relation) 


， 到 Y 的 关系 ,S 为 Y 到 Z 的 关系 , 则 R。S 称 为 R 


”和 的 复合 关系 .定义 如 下 : 
Re S=({(z,z)|rxEXAzEZAG y 
(WEY A rsp ERA (yz)ES}. 

(PUTES R, 是 弟兄 关系 R: 是 父子 关系 . 则 R,° R; 
是 叔 侄 关系 . R ° R 还 是 弟兄 关系 ,而 R: ° RII AE 
祖 孙 关系 . 由 定义 可 见 ,z 和 <z 有 R。S 关系, 当 且 
仅 当 有 一 个 y€EY, 将 zx 和 x 联系 起 来 .这 里 y 起 zz 
和 x 之 间 的 桥梁 和 连结 的 作用 (参见 “关系 的 运 
算 ”). 

合成 关系 (composite relation) 
AR”. 

X A W 48 XT FA (relative product of relations) 
即 “ 复 合 关 系 ”. 

关系 的 相 容 (consistence of a relation) 集合 
论 的 一 个 重要 概念 . 两 个 关系 有 可 能 同时 成 立 ,或 表 
示 关 系 的 两 个 集合 的 交 不 空 . AM KA ROXXY 
与 GCCX XY FErz, y) ER[1G, 则 称 R 与 G 是 相 
容 的 .反之 , 若 不 存在 (人 z,y)ERhnc, 即 对 任何 zE 
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X,yEY,zRy 与 xGy PERA, MRKA RIGA 
相 容 . 例如 ,直线 的 平行 关系 与 垂直 关系 是 不 相 容 
的 ,而 直线 的 相交 关系 与 垂直 关系 是 相 容 的 .从 集合 
运算 的 角度 看 ,关系 R 和 G HA. BI RIGA. 

不 相 容 关系 (incompatible relation) W“*KK 
的 相 容 ”. 

关系 的 图 象 (graph of a relation) 对 关系 的 刻 
m. 指 一 种 特殊 集合 . 设 R 为 以 集合 X SREY A 
变 域 的 关系 , 则 由 直 积 x Y 
X XY 中 满足 关系 xRy 
的 元 素 (x,y) 的 全 体 组 
成 的 集合 Ga Gs y? 
XRy}) 称 为 关系 R 的 图 
象 . 对 于 直 积 XXY 的 
任意 子 集 G, 以 G 为 图 
象 的 关系 RR 可 由 Ry 图 1 
S (x,y EG 惟一 确定 . 关系 的 图 象 常 可 以 直观 地 
表示 出 来 . 例如 ,实数 集 上 的 二 元 关系 R(x,y) 二 “x 
是 y 的 2 倍 ? 可 以 用 xy 平面 上 的 一 条 直线 表示 ;天 
系 GG,.y)—*"z E y! 的 2 售 大 ”可 以 用 xy 平面 上 
的 一 个 区 域 来 表示 . 两 个 有 限 集 之 间 的 关系 可 用 “入 
头 图 ”表示 . PIG. X= OS.) Y — (UE), 
关系 R(z,y)=“zx 以 y AEM" =( R.A, Os, 
肉 ), ( 鸡 , 草 ),( 羊 , 草 )} 可 用 图 1 表示 .图 中 箭头 总 
是 从 关系 的 前 域 引 向 后 域 ,并 且 当 zRy 时 才 用 箭头 
连结 x 与 y. 作 有 限 集 4 上 的 二 元 关系 RCAXA4 
的 箭头 图 时 ,可 以 只 画 出 集合 4, 并 且 当 a Ra, 时 从 
a, 引出 一 箭头 指向 à; MF a,Ra, WI —^ M a, 出 
发 指向 ai 的 弯曲 箭头 . 例如 ,集合 A=(2,3,6,73 E 
的 整除 关系 R= 工整 除 y 一 (4(2,2》，(3，3》，(6,6)， 
《7,7),(2,6),(3,6)} 可 用 图 2 表示 .集合 4 上 的 二 
元 关系 R 的 某 些 性 质 可 以 从 它 的 箭头 图 上 直观 地 
看 出 : 

I. R 是 自 反 的 , 当 且 仅 当 
A 的 每 个 元 素 都 有 一 个 从 它 
出 发 而 又 指向 它 本 喘 的 箭头 . 

2. R 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 
联系 4 的 两 个 不 同 元 素 的 箭 
头 都 是 双 辐 的 (双向 箭头 是 把 
两 个 箭头 画 在 一 起 的 结 末 )， 图 2 

3. R 是 传递 的 , 当 且 仅 当 有 从 a dB I8] 6 的 箭头 ， 
且 有 从 2 指向 c 的 箭头 时 ,就 有 从 a 指向 c 的 箭头 . 

4. 尺 是 逆 对 称 的 , 当 上 且 仅 当 图 中 没有 双向 箭头 . 
在 这 种 情况 ,可 以 有 也 可 以 没有 从 一 个 元 素 出 发 指 
向 自身 的 箭头 . 

5. R 是 连通 的 ,当日 仅 当 4 的 任何 两 个 不 同 元 
素 间 都 至 少 有 一 个 箭头 联系 . 


6. 尺 是 强 连 通 的 , 当 且 仅 当 4 的 任何 两 个 不 同 
元 素 都 至 少 有 一 个 箭头 联系 , 且 每 个 元 素 都 有 一 篇 
头 从 它 出 发 而 指向 目 身 . 

AX XB AIR (cross section of a relation) 对 关 
系 的 刻画 . 指 一 种 特殊 集合 . 对 于 二 元 关系 RCAX 
B, 当 a€ 4 时 ,集合 

{la,6) | GC BAaRb)j 

BAKA R 在 a 处 的 截 痕 . 有 时 也 把 集合 {61(5EB 
AaRb) RKA R E a 处 的 截 痕 . ARE, 24 0€ B.S 
A (lab) |E ANaRD) 5Slal(la€ AN aR) HRA 
关系 RR 在 5b 处 的 截 六 .对 于 n(n 宇 2) 元 关系 Ra, 
arst san) TA X A,X…X4,, 当 aE€Ah; 时 ,集合 
(aptata a4? laj€ A Ni AGA Ray, 
QI just" 44,2 ERA SR R 在 aj=a 时 的 截 
JR. 

RK (anti-relation) ” 亦 称 否定 关系 、 补 关 
系 . 与 一 已 知 关系 相关 的 一 种 关系 . 指 它 成 立时 , 原 
关系 必 不 成 立 的 那 种 关系 ,或 表示 一 个 关系 的 集合 
的 余 集 所 表示 的 那 种 关系 . 对 于 二 元 关系 REXX 
了 ,关系 R—-XXY —R 称 为 R 的 反 关 系 . 这 两 个 关 
系 有 下 列 联系 ( 式 中 D 和 C 分 别 表 示 关 系 的 定义 域 
和 值 域 ): 

1. DCR)UD(R)==X,D(R) 仆 D(CR) 不 一 定 是 
Ø. 

2. CC(R)UC(CR)==Y,C(R) 门 CC(R) 不 一 定 是 
Ø. 

3. M rEX,yEY Hl, rRy,SM BUM GR); 
rRy,M HX MGRy). 

例如 ,集合 包含 关系 “ 导 ” 的 反 关 系 是 不 含 于 关 
RE”. 

否定 关系 (negative relation) 即 “ 反 关系 ” 

补 关 系 (complement relation) 即 “ 反 关系 ” 

逆 关 系 (inverse relation) 一 种 特殊 的 关系 . 
对 于 两 个 事物 之 间 的 某 个 关系 ,颠倒 事物 的 位 置 以 
后 其 间 存 在 的 关系 . 利用 关系 RCXXY, 定 义 其 道 
关系 R "CYXX, 使 得 yR r, SAMS cRy RG 
R 有 如 下 联系 ( 式 中 D,C 和 下 分 别 表示 关系 的 定 
XS ERMER): 

1.D(R ')=C(R). 

2.COR *)=DCR). 

3. F(R ')=FCR). 

4.xEX,yEY 时 ,zRy 当 且 仅 当 yR Ix. 

5. (RTD TSR. 

如 有 另外 的 关系 GEL X XY , M 

6. (RUG) '=R''!'UG". 

7.(RNG)'=R'NG". 

8. CR—G) !-R' !—G'. 


9. CO! — (O77). 

10. Zr RCG, 则 R^ !cG''!. 

11. 全 关系 的 逆 是 全 关系 , 空 关 系 的 逆 是 空 关系 . 

恒 等 关 系 (identity relation)” 亦 称 同一 关系 . 
一 种 等 价 关 系 . 反映 任何 事物 与 其 自身 相同 的 关系 . 
集合 4 上 二 元 关系 R, 对 任何 a,6E€ A, 有 aRa, 是 在 
a 天 9 时 aRb(1 (aRb)). 记 为 I4. 用 符号 表示 :R 是 
A 上 的 恒 等 关系 售 VaVvVbla€ANMbEANazxb > 
aRa A^ 1(aRb)). Bl 24— ((a,a?)la€ A}. A ER 
AR XR iD E.E 也 是 AXA 的 对 角 集 {(a,a) |a 
€ A). 恒 等 关 系 反 映 一 个 事物 与 自身 相同 ,而 不 同 
于 其 他 任何 事物 . 例如, 数 的 相等 关系 、 和 矩阵 的 相等 
关系 、 数 域 上 多 项 式 的 相等 关系 都 是 恒 等 关 系 ,而 图 
形 的 等 积 关 系 、 三 角形 的 相似 关系 不 是 恒 等 关系 . 如 
ERA LWHSRA W E'=E;E° E=EUE= 
E(|E-—E;E—E 是 空 关系 ;E 的 矩阵 的 主 对 角 线 上 
全 是 1, 其余 元 素 全 是 0; 对 4 上 的 任何 关系 R， 

Re ESE |e R=R. 

同一 关系 (identity relation) 即 “ 恒 等 关系 ” 

自 反 关系 (reflexive relation) 一 种 特殊 的 关 
系 . 指 任 何事 物 与 其 目 身 之 间 都 具有 的 那 种 关系 . 集 
BA 上 的 二 元 关系 R, 对 于 任何 a€ AWA aRa. FH 
符号 表示 :R 是 A LW ARKR S Valat A> 
aRa).*4 R 是 A 上 的 自 反 关系 时 , 称 R 在 A LEA 
RA. KA 上 的 关系 R 有 目 反 性 .例如 ,整数 集 上 ， 
关系 R 二 {zx,y) |x 不 大 于 Vi BERN, MH C= 
{《z,y)|z 小 于 y} 不 是 自 反 的 . 当 A 上 的 二 元 关系 
R 是 自 反 关系 时 ,对 角 集 E= ilaa) |Y aE 4)) 
CR. R 的 矩阵 Ma 的 主 对 角 线 上 元 素 全 为 1. 

反 自 反 关 系 (anti-reflexive relation) 一 种 特 
殊 的 关系 . 指 任何 事物 与 其 自身 之 间 都 不 具有 的 那 
种 关系 .集合 4 上 的 二 元 关系 R, 对 任何 a€ 4, 均 
^ aRa(\(aRa)). 用 符号 表示 :R 是 A 上 的 反 自 反 
关系 OV ala€ A 一 一 (aRa)). 当 A 上 的 R 为 反 
自 反 关系 时 , 称 R 在 A 上 是 反 自 反 的 ,或 说 4 上 的 
关系 R 有 有 反 自 反 性 . 例如 ,整数 集 上 的 关系 R= 
Cs? [xz CF y} 是 反 自 反 的 ,又 如 和 人群 中 关系 G 
=((ry |r 是 yy 的 父亲 } 是 反 自 反 的 .一 个 关系 不 
能 既是 自 反 的 又 是 反 自 反 的 . 但 存在 既 不 是 自 反 的 
又 不 是 反目 反 的 关系 .如 A 二 {a,6) 上 的 二 元 关系 R 
— ((a,a).(a,D)). 34 A LWKARER ARH, 
A 的 矩阵 的 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 0. 

对 称 关 系 (symmetric relation) 一 种 特殊 的 关 
A. 指 与 自身 的 道 关 系 完 全 相同 的 那 种 关系 .集合 A 
上 的 二 元 关系 尺 , 对 任何 a,6E 4, 当 aRb WA Ra. 
用 符号 表示 :R EA 上 的 对 称 关 系 OV aV b(a€ A 
Nb€ANaRb—>bRa). 4A 上 的 RR 是 对 称 关系 时 ， 
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PRE A EERE, RPK 4 上 的 关系 R 有 对 称 
PE. Bt EPIRI (Gs) |x 5 y ENN 
— (Gy? [x 与 y 不 等 ;都 是 对 称 关 系 ;而 L= (2, 
y) |z 小 于 yy} 不 是 对 称 关 系 . 当 A 上 的 关系 REM 
称 的 时 , 它 的 补 关系 R 与 逆 关 系 R :都 是 对 称 的 , 且 
R—R'. 

反对 称 关 系 (antisymmetric relation) 亦 称 逆 
XT PRA A BO PRA SIRT KA. 一 种 特殊 的 
关系 . 指 那 种 关系 : 若 任 二 事物 同时 具有 它 和 它 的 首 
关系 , 则 这 二 事物 相同 .集合 A 上 的 二 元 关系 R, 对 
任何 aeE4, 当 acRo,oRa 时 ,有 < 一 0. 用 符号 表示 : 
R 是 A 上 的 反对 称 关 系 © V aV b(aC ANbCAA 
aRb \ bRa>a=b).R 是 A 上 的 反对 称 关系 时 , 称 R 
在 4 上 是 反对 称 的 ,或 称 4 上 的 关系 R 有 反对 称 
性 .例如 ,在 数 集 上 的 关系 Ro (Gs rKy AR 
集 族 上 的 关系 G={(X,Y) |XCY} 都 是 反对 称 的 . 
当 A 上 的 二 元 关系 R 有 有 反对 称 性 时 , 它 与 它 的 逆 关 
AW R(YR 是 恒 等 关 系 EF 二 (l(a,a)|YVa(la€ 
有 4)} 的 一 个 子 关 系 , 即 RAR SCE; RZ, RAR! 
CE 时 ,R 必 是 一 个 反对 称 关 系 . 

$ XJ AR X A (inverse symmetric relation) Bp 
“反对 称 关 系 ”. 

Sx] BR X (skew symmetric relation) 
对 称 关 系 ”. 

弱 反 对 称 关 系 (weak asymmetric relation) Bl 
“反对 称 关 系 ”. 

不 对 称 关 系 (asymmetric relation) 亦 称 强 反 
对 称 关 系 .一 种 特殊 的 关系 . 指 自 身 成 立时 ,其 逆 关 
系 必 不 成 立 的 那 种 关系 .集合 A 上 的 二 元 关系 R， 
对 任何 a,5E A, aRb Bt, A bRa(— (bRa)). FA 
号 表示 :R ÆA 上 的 不 对 称 关 系 © V aV bla€ AA 
bE ANaRb—1(b6Ra)). SA 上 的 RR 为 不 对 称 关系 
Nop REA LAM MUA 上 的 关系 R 有 不 对 
称 性 . 例如 ,人 和 群 中 关系 Ro (Gy? |x dE y 的 母亲 } 
是 不 对 称 的 . 不 是 对 称 关 系 的 关系 ,可 能 既 不 是 反对 
称 的 ,也 不 是 不 对 称 的 . 例如 ,4A==(1,2,3} 上 的 关系 
R={(1,2),(2,3),(3,2)} MEX. AREA 上 
的 反对 称 关 系 ,E 是 A 上 的 恒 等 关 系 , 则 R 一 E 就 是 
A 上 的 不 对 称 关 系 . A 上 的 不 对 称 关 系 R 的 矩阵 
Mi = [ri janx 中 ,所 有 ri 二 0, 且 对 任何 Oxcixlm,O0x 
jn, i Æj Wri; ° 

E iz Xt ERX K (strongly antisymmetric rela- 
tion)” 即 “不 对 称 关 系 ”. 

传递 关系 (transitive relation) 一 种 特殊 的 关 
系 . 指 由 甲乙 和 乙 、 肉 都 有 ,可 推 知 甲 , 肉 也 有 的 那 
种 关系 .集合 4 上 的 二 元 关系 怀 , 对 任何 a,6,cE€ A, 
当 aRb.bRc 时 ,有 aRc. 用 符号 表示 :R EA 上 的 传 
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KR € V aV bV c(aC ANbBC AAcC AAaRbA 
bRc—aRc).?4 A EI R 是 传递 关系 时 , 称 R 在 A 
上 是 传递 的 ,或 说 4 上 的 关系 R 有 传递 性 . 例如 , 实 
数 集中 的 小 于 关系 与 不 小 于 关系 都 是 传递 的 ;而 人 
群 中 的 同学 关系 是 不 传递 的 . 奋 尺 在 4 上 是 传递 
的 ; 则 R。RCR; 反 之 ;如 R。RCR, 则 R 在 A 上 是 
传递 的 . 一 个 反 自 反 的 传递 关系 是 不 对 称 的 . 一 个 反 
自 反 的 对 称 非 空 关系 不 是 传递 关系 . 

反 传 递 关系 (anti-transitive relation) 一 种 特 
Fk BUS AR. 指 由 甲乙 和 乙 、 丙 都 有 ,可 推 知 甲 、 丙 一 
定 没 有 的 那 种 关系 .集合 4 上 的 二 元 关系 R, 对 任 
fil a,b5,c€ A, %4 aRb,bRc 时 ,有 aRc(7 (aRc)). 用 
符号 表示 :R 是 A 上 的 反 传 递 关 系 今 VY aV bV c(a€ 
AAbCARAcCARAaRbAbRc— (aRc)). 当 A E 
的 R 是 反 传递 关系 时 , 称 R 在 A 上 是 反 传 递 的 ,或 
A 上 的 关系 RARER. 例如 ,在 人 群 中 关系 R 
一 {((z,y)|z 是 y 的 父亲 } 是 反 传 递 的 . 一 个 关系 不 
是 传递 关系 时 ,也 可 能 不 是 反 传 递 的 . 如 关系 C 
— (Gy? |x Æ y Hs) BARREN WER 
传递 的 . 

关系 的 自 反 闭 包 (reflexive closure of a rela- 
tion) 合 论 的 基本 概念 之 一 . 指 一 种 关系 . 对 集 
合 A 上 的 二 元 关系 RR, 厂 存在 男 一 关系 R' ,满足 : 

1. R' 是 目 反 的 ; 

2. R' DR; 

3. 对 于 任何 自 反 关系 R”, R"LDRA R'DR', 
则 R' 称 为 R 的 自 反 闭 包 . IA rR). 

R 的 自 反 闭 包 r(R) 具 有 下 列 性 质 : 

1. SAW4REARXAM.R=r(R). 

2. 对 任何 R， 

r(R)=RUECE= {(a;,a) |a€ A)). 

3.7(R) 是 包含 R 的 最 小 的 自 反 关系 . 

关系 的 对 称 闭 包 (symmetric closure of a rela- 
tion) 合 论 的 基本 概念 之 一 . TPP RAR. IR 
是 集合 A 上 的 二 元 关系 ÉSTE TE T) — A R' , 满足: 

1. R' 是 对 称 的 ; 

2. R' DR; 

3. 对 任何 对 称 关系 R",R"DR WF R"SR', 
W R' 称 为 R 的 对 称 闭 包 . 记 为 SCR). 

R 的 对 称 闭 包 具有 下 列 性 质 : 

1. 4 R 是 对 称 关 系 时 ,R==S(R). 

2. 对 任何 R,S(R) 一 RUR BH. SC(R) 惟 一 . 

3. 对 任何 R,rS(R)==r(S(R)) 二 RUEUR '， 
这 里 xrS(R) 称 为 RR 的 自 反 对 称 闭 包 . 

4.5CR, UR) =S(R,) USCR,) 

=R,UR,UR,'UR;". 
Sti) — 5S CR) 


6. SCRINS(=S(RAGUSCRITVG D. 

关系 的 传递 闭 包 (人 (transitive closure of a rela- 
tion ) 合 论 的 基本 概念 之 一 . 指 一 种 关系 . 对 集 
合 4 上 的 二 元 关系 R, 如 果 存 在 男 一 关系 R' ,满足 : 

1. R' 传 递 ; 

2.R'2R; 

3. 对 任何 传递 关系 R”,R” 二 R WE R'SR', 
则 R' 称 为 R 的 传递 闭 包 . 记 为 :(R). 

R 的 传递 闭 包 :(R) 具 有 下 列 性 质 . 

1.4 R 是 传递 关系 时 ,R=z(R). 
.对 任何 R,ECR) 二 RUR?U…UR”"U…, 这 里 
R?=R° R,R’"=R" | o R,n=2,3,4,.. 


3. 对 任何 Rert(R) -rG (QD) -EU CUR) ,这 


里 AORA R 的 自 反 传递 闭 包 . 

4.t(R) 是 包含 R 的 最 小 的 传递 关系 . 

X3 BB E FEB AG (reflexive transitive clo- 
见 “ 关 系 的 传递 闭 包 ”. 

空 关 系 (empty relation) ”一 种 特殊 关系 . GK 
系 集 4X 中 的 子 集 儿 . 非 空 集合 中 的 空 关系 是 反 
自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ,但 不 是 自 反 的 ; 
空 集合 中 的 空 关系 则 是 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的、 
反对 称 的 和 传递 的 . 非 空 集合 的 空 关系 的 矩阵 各 元 
素 都 是 0( 参 见 “关系 ”). 

FH Z (universal relation) 亦 称 全 关系 . 一 
种 特殊 关系 . 指 4 与 B 上 的 全 关系 R=AXB. 基数 
大 于 1 的 集合 上 的 全 域 关 系 是 自 反 的 、 对称 的 和 传 
递 的 ,但 不 是 反 自 反 的 和 反对 称 的 . 全 域 关 系 的 矩阵 
中 所 有 元 素 都 是 1( 人 参见 “关系 ”)， 

全 关系 (total relation) 即 “ 全 域 关系 ”. 

连通 关系 (connected relation) ” 亦 称 弱 连 通关 
系 、 严 格 可 比 关 系 .一 种 特殊 的 关系 . 指 任意 两 个 不 
同 的 事物 之 间 ,与 其 反 关 系 总 有 一 个 成 立 的 那 种 关 
系 .集合 4 上 的 二 元 关系 R, 对 任何 a,6€ A,a 关 6 
有 aRb XX bRa. 用 符号 表示 :R EA 上 的 连通 关系 
EY aV b(aC ANbC ANas£Eb--aRbN bRa). O4 R 
是 4 上 的 连通 关系 时 , 称 R 在 A4 上 是 连通 的 ,或 称 
A 上 的 关系 R 有 连通 性 . 例如 ,实数 集 上 的 小 于 关 
R “二 "是 连通 的 “ 委 "也 是 连通 的 .4 上 关系 RR 是 
连通 的 , 当 且 仅 当 它 把 4 中 任何 两 个 不 相同 的 元 素 
都 联系 起 来 . 如 R 的 矩阵 为 Mac (xi);, 则 对 任何 i, 
JEA ise jg BE ru r PELAAN dE 1I R 是 连通 
的 , 则 R77 是 连通 的 , 且 RUR 的 矩阵 主 对 角 线 以 
外 的 元 素 全 为 lS RG 是 连通 的 , 则 RUG HEE 
通 的 . 

弱 连 通关 系 (weakly connected relation) — H[ 
“连通 关系 ”. 

严格 可 比 关 系 (strict comparable relation) 即 


DO 


sure of the relation) 


“连通 关系 ”. 

强 连 通关 系 (strong connected relation) 一 种 
特殊 的 关系 . 指 任意 两 个 事物 之 间 与 其 反 关 系 总 有 
一 个 成 立 的 那 种 关系 .集合 4 上 的 二 元 关系 R, 对 
{Efe} a,b € A.A aRb xX bRa. 用 符号 表示 :R 是 4 上 
f 8 E XE OV aCA) b€ A) CaRb V bRa). 
MA EX RERAMA, i R E A EIRE 
通 , 或 称 4 上 关系 R 有 强 连通 性 . 例如 实数 集 上 关 
系 “ 委 ”是 强 连 通 的 ,而 “一 ”不 是 强 连 通 的 .4 上 的 强 
HAKR- EEA; A R 强 连 通 , 则 R 也 强 
ŽA, H RUR SAXA. 

相 容 关系 (compatible relation) 一 种 重要 的 
二 元 关系 . 指 集合 4 上 具有 自 反 性 与 对 称 性 的 二 元 
KR. AREA 上 的 相 容 e 
关系 4SCCA,S 内 任何 两 元 à 
素 有 关系 RR, 而 4 一 $ ALE a ui. ^w 
何 元 素 至 少 与 S 内 某 一 个 
元 素 没 有 关系 尺 , 则 称 $ 是 | 
A 关于 R 的 一 个 极 大 相 容 cy 
25. S 的 子 集 都 称 为 相 容 
类 . 用 符号 表示 :S BAK 
COR 的 极 大 相 容 类 SY aV b(a€ S AbES>aRb) 作 
V cd bcEA—SAbES—>cR6). A 的 任何 一 个 元 素 
组 成 的 单元 集 都 是 一 个 相 容 类 . 任何 两 个 元 素 a,b 
只 要 aRb ,就 组 成 相 容 类 (a 0). — REOS. [Ef] a 个 元 
素 , 只 要 在 关系 图 中 每 两 个 元 素 都 有 双向 箭头 相连 ， 
就 组 成 一 个 相 容 类 . 极 大 相 容 类 是 4 的 具有 这 个 性 
质 的 最 大 子 集 . 4 的 极 大 相 容 类 可 以 不 只 一 个 ,如 上 
Al. 图 所 示 的 5 元 素 集 4= (aocy,d,e} 有 极 大 相 容 
类 {a,b,c,d} 和 {a,d,e} C WA d$ BALE AZ 
条 ). 

极 大 相 容 类 (maximal compatible class) 见 
“ 相 容 关系 ”. 

相 容 类 (compatible class) MARRA”. 

等 价 关 系 (equivalent relation) 一 种 重要 的 二 
TRA. HRA A 上 自 反 的 、 对 称 的 与 传递 的 二 元 
关系 . 例如 , 数 的 相等 关系 、 三 角形 的 相似 关系 与 全 
等 关系 、 集 合 的 对 等 关系 等 都 是 相应 集合 ( 族 ) 上 的 
等 价 关 系 .集合 A 上 等 价 关 系 R 所 应 满足 的 三 个 条 
件 是 独立 的 . 例如 A= {1,2,3} 时 ,关系 Ri 二 {(1， 
1 X272)3 C303 02:2 4693229 1158 koala H 
有 反 性 、 对 称 性 ,而 无 传递 性 . RA R= (0515, (2, 
2),《3,3,),《1,2)} 有 自 有 反 性 传递 性 ,而 无 对 称 性 . 
XR —10,3»5,(,2»,02,2»), (3, D A NE PRIE, 
传递 性 ,而 无 自 反 性 . 把 集合 4 RAAT PLI JB 
交 的 非 空子 集合 的 并 , 则 这 些 子 集合 组 成 的 集 族 
{Am} sc PRA A 的 一 个 划分 .定义 A 上 一 个 二 元 关 


系 R: 当 且 仅 当 a,6 属于 同一 个 An 时 ,caR2. 尺 就 是 
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A 上 的 一 个 等 价 关系 . 这 时 
R = U A, X An. 


反之 ,利用 4 上 的 等 价 关 系 可 给 出 4 的 一 个 划分 ， 
HE aRb 时 ,把 za 与 2 归 人 同一 个 子 集 .4 上 不 同 
的 等 价 关 系 给 出 4 的 不 同 划分 .于 是 4 上 的 等 价 关 
系 的 集合 与 4 的 划分 的 集合 是 对 等 的 . 如果 RG 
都 是 A 上 的 非 空 等 价 关 系 , 则 R RAG 是 等 价 关 
系 ;R,R 一 G 不 一 定 是 等 价 关 系 . 

等 价 类 (equivalent class) ”由 等 价 关 系 诱导 出 
的 特殊 子 集 . 设 R 是 集合 4A 上 的 等 价 关 系 , 则 4 中 
的 某 个 元 素 xr 关于 R 的 等 价 类 是 由 A 中 的 那些 使 
XRy 成 立 的 所 有 元 素 y 组 成 的 子 集 . WALZ jr. 即 
Lrlei(yly€ AA zRy). 利用 集合 A 上 的 等 价 关 系 
R, 可 将 A 分 解 为 等 价 类 .所 有 这 些 等 价 类 组 成 的 集 
族 {[Lzxjx} 是 A 关于 RR 的 划分 .集合 4 关于 等 价 关 
f R 的 等 价 类 有 下 列 性 质 . 

1. 对 每 个 a€ 4, 有 惟一 的 等 价 类 [a de ,使 

aC [a lp. 

2. [a] — [b] 当 且 仅 当 aR6, 即 两 个 等 价 元 素 
属于 同一 等 价 类 ,同一 等 价 类 中 元 素 彼 此 等 价 . 

3. 4 akb, Bil La le) [6 ]a — OBA [a] S ff 28 
相交 . 

4. A 的 所 有 不 同等 价 类 作成 的 集 系 设 为 
(CLA, ]n) nem JU] A AAMAR 

A= LA. 


mE M 


dA 上 有 两 个 等 价 关系 R,G, 则 RncG 是 一 等 价 关 

Oe La lenc=LaleN La Je. 

6. La le-1=[a Je. 

7. REG 时 ,对 任何 a€E A. La Jae La Jc. 

B Æ (quotient set) 合 论 的 基本 概念 之 一 . 
指 由 集合 和 该 集合 上 的 等 价 关系 导出 的 集合 . 设 民 
是 集合 S 上 的 等 价 关 系 , 则 由 所 有 R 确定 的 等 价 类 
[xja 组 成 的 集合 称 为 S 关于 R 的 商 集 . IW S/R. 
Bl S/R 二 (LxjxlxES). 非 空 集合 S 关于 它 上 面 的 
任何 等 价 关 系 R 的 商 集 具有 下 列 特点 : 

LSR EO: 

2.# AES/R, 则 AAD. 

3.4 A,BES/R,A#B, wW ANB= Ø. 

4. B S/R— UA, se M] S — E An 

利用 选择 公理 ,在 S/R 的 每 个 元 素 A, 中 取出 
一 个 元 素 an € Ans RA SM A, 的 代表 ,而 
(amn}nem 称 为 商 集 的 代表 集 . 集 S 对 它 上 面 的 不 同 
的 等 价 关 系 R 和 G 有 不 同 的 商 集 , 且 满 足 : 

S/RS RT, 

2. S/E={ {a} jes: KBE 是 恒 等 关系 . 
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3. S/(SXS)={S}, 这 里 SXS dé UR RS. 
4, 225 S/R— {An}memso/G= GB, d aeu s DU] 


S 
G = Ul. a Diod cS 


且 =. oy 
其 中 某 些 项 可 能 是 空 集 . 

等 价 类 的 代表 (representatives of equivalent 
class) WRR”. 

Ej 5 BJ 4C 3 SR (set of representatives of quo- 
tient set) ILAE”. 

& BJ XI 4^Y (partition of a set) 一 种 特殊 运 

算 . 即将 一 个 集合 表示 为 奉 干 个 非 空 互 不 相交 的 子 
集 之 并 . 集合 4 与 集 族 MSA nema AA PER: 

1.V m(mE MA, CANA, AØ); 

2.V mV n (mE MAnCM A mn 

>A, MA =O); 

3: U An As 
则 称 集 族 v 是 集合 4 的 一 个 划分 . 集 4 的 划分 
-3 二 {Awn)wnexm 可 以 确定 A 上 的 一 个 等 价 关 系 RR 
要 定义 :a,b 属于 同一 个 An 时 ,aRb;a,b 属于 不 同 
的 A, 时 ,aR6. 反 之 ,如 果 R 是 A 上 的 等 价 关 系 ,对 
a E€ 4, 作 和 集合 [ajx, 使 得 6€ [a Jade (OC AA aRDD, 
则 由 所 有 不 同 的 La ja 组 成 的 集合 是 4 的 一 个 划分 ， 
即 为 A 关于 A 上 的 等 价 关 系 R 的 商 集 A/R. 划分 
是 一 个 有 用 的 概念 . 例如 ,可 将 人 类 按 性 别 划分 成 男 
人 和 女人 ,也 可 以 按 年 龄 来 划分 、 按 职业 来 划分 等 . 

有 限 集 的 划分 数 (partition numbers of finite 
sets) ”对 有 限 集 的 划分 的 一 种 刻画 . 即 元 素 为 有 限 
个 的 集合 所 可 能 有 的 划分 的 总 数 . 把 元 集合 的 元 
素 分 成 寿 干 两 两 不 相交 的 非 空 子 集 , 称 为 对 这 元 
集 的 划分 .2 元 集 的 两 个 划分 相同 , 当 且 仅 当 它们 有 
相同 的 组 数 并 且 一 个 划分 的 组 也 是 另 一 个 划分 的 
组 . n 元 集 的 所 有 不 同 划 分 的 个 数 称 为 n 元 集 的 划 
分 数 . 记 为 D,. E n TRB SA RISA) 
则 称 其 为 这 元 集 的 & 组 划分 .nn 元 集 的 所 有 不 同 & 
2A 4: R9 1 Bid Di D, — Did Di t + Dy. 

关于 划分 有 下 列 计算 公式 : 

14D. = 1 


一 ) 


R 
S (Ay 门 B,). 


p Di—Ci-in(a-1 (n>>1). 
n—2 i l 
qu tee 05 
i=] t=1 
=+ n(n—1)(n—2)(3n—5) (n>2). 
4. D?=2""'—1 (n>1). 
5. D =D! +k D; A<k<n). 


k—1 
6. Di = LL» 0 D'OG-D' G«ksn. 
* 1m 


7.D,= > so (— DICK — 2. 
n “| 个 元 素 的 划 分 数 与 n 个 元 素 的 组 合 数 、 排 列 
数 有 下 面 的 关系 : 
1. PiD,+PiD24 ++ +P: Di =k" 
(k=1,2,." 57). 
2.C,Di +Ci(2! DD Cio! Di) =k" 
(k=1,2,. ,n). 
W 三 角 数 (W-block data of triangulation) — 
种 重要 的 形 数 . 由 n 元 集 的 组 划分 数 排列 成 的 一 
个 三 角形 数 表 称 为 W 三 角 数 表 . 该 数 表 如 下 : 


此 数 表 可 不 断 延 续 下 去 . 数 表 的 第 ” 行 是 ”个 元 素 
的 集合 的 组 划分 数 Dis DD». 例如 ,第 5 行 第 
3 个 数字 25 为 Di ,表示 把 5 个 不 同 元 素 分 成 三 组 有 
25 种 划分 法 . 该 数 表 有 下 列 特 点 : 

1. 三 角 数 表 “ 两 腰 ?” 上 的 数 全 为 1. 

2. 不 在 两 腰 上 的 每 个 数 过 可 由 它 的 “两 肩 " 上 
的 两 数 按 下 述 法 则 计算 得 到 ;zx 二 xz 左肩 上 的 数 十 z 
在 行 中 的 序数 Xz 右 肩 上 的 数 . 例如 ,第 6 行 第 3 个 
数 90 为 15 十 3X 25. 

3. Bn FT PRS HAE 个 元 素 的 划分 数 Dn. 
例如 ,由 第 4 行 可 得 D,=14-7+64+1=15. 

ZAE S k A Æ (Hok, W. ) 首 先 发 现 , 故 以 
霍 克 的 名 字 的 第 一 个 字母 W fne. 

集合 的 覆盖 (covering of a set) 合 论 的 基本 
概念 之 一 . 指 一 族 集合 ,它们 的 并 包含 某 一 集合 . 集 
合 4 BT oy — A. meme AE ARTE: 

1. V min € M) A, AØ; 

2. U An DAs 


WS ov 称 为 集合 ABB. 或 者 说 , 右 把 集合 4 
分 成 右 干 个 称 为 分 块 的 非 空 子 集 , 使 得 4 中 每 个 元 
素 至 少 属于 一 个 分 块 ,那么 这 些 分 块 的 全 体 构成 的 
集合 为 4 的 覆盖 . 显然 4 的 划分 也 是 4 的 覆盖 ,但 
逆 命 题 不 成 立 . 覆盖 概念 与 相 容 关系 有 密切 联系 : 

1. BERG A 的 覆盖 A= {Annem H EHE 
的 关系 

R= U An x Ax 


是 相 容 关系 . 


2. 给 定 A 上 的 相 容 关 系 尺 ,可 以 作成 不 同 的 相 


容 类 的 集合 ,它们 组 成 4 的 覆盖 . 
等 价 关系 的 强 弱 (strong and weak between e- 


quivalent relations) 对 等 价 关 系 的 一 种 刻画 . 指 两 
个 等 价 关 系 作 为 关系 命题 的 包含 性 质 . 集合 4 上 两 
SERRA R 与 G, 在 RCG 时 , 称 R 比 G 强 ,G 比 
R 弱 . IN Xt a. DEAF aRb,; 则 aGb, 且 具有 下 列 
性 质 : 
1. 对 任何 a€ As La ]eC[a Je. 
2. R 关于 集 [c]e 的 限制 Ri ( 简 记 为 Rc) 是 
Lals 上 的 一 个 等 价 关 系 , 且 
Lalor, = {La]rla € La]c?}, 
[a]. = 2, [a]. 


a€ [4]; 
3. 设 A/R={An}memsA/G= 
门 G, 故 
(Am? meM = iig — A/R [1G 
"n Bl A Pp€MxP- 
DH e o N B).P€ P| 


R.rp a] 8E n. "1 A 上 的 等 价 关 系 R 强 于 《 C 时 ， 
它 加 细 了 G 对 A 的 划分 . 

最 强 的 等 价 关 系 是 恒 等 关 系 五 ;最 弱 的 等 价 关 
系 是 全 域 关系 AXA. 

x] AY (correspondence) 合 论 的 基本 概念 之 
一 . 如 果 和 集合 GERA X 与 了 的 直 积 的 子 集 CSX 
XY, 则 三 元 组 D—OGY.GO Ns X 到 集合 Y 
的 对 应 .X 称 为 对 应 本 的 始 集 (或 前 域 ),Y BRA T 
的 终 集 (或 后 域 ),G 是 本 的 图 象 . AX, Y 为 变 域 的 
RA RAER X BY 的 对 应 的 图 象 , 这 个 对 应 是 
二 (X,Y,R); 反 之 ,由 对 应 古 的 图 象 R 可 以 确定 
始 集 X 与 终 集 了 上 的 一 个 关系 . 对 于 对 应 了 = (XXX， 
Y,G), 集 合 (z|zEXA3 y(y€YAG,.y) € GHEON 
D 的 定义 域 . WADE dom (012; RE (y |y € Y 
A3 x(x€ X A Gc y2€ GRA DP WÉR. id y 
RW). 对 于 xE€X Ma S »yCcYA.»€G) 
WA GGOsk (xe) E r MM BIJZUXE BU AE GS LER x 
KO XT MF Cr). MF ve Y BBA izclrExA (az, 
y)EG} 记 为 G GR D YG). £5 y 对 应 的 元 素 
的 集合 . MERG ORT 5 y 对 应 .从 上 述 定 义 可 
以 看 出 ,对 应 与 关系 没有 本 质 上 的 差别 . 故 对 应 这 一 
概念 在 现代 集合 论 中 已 很 少 使 用 .有 的 文献 上 把 它 
看 成 是 多 值 图 数 的 同义词 . 

始 集 (initial set) HXT”. 

终 集 (final set) 网“ 对 应 ”. 

对 应 的 定义 域 (domain of definition of corre- 


{B,} sep» 因 R=R 


spondence) J“ xP hy”. 

对 应 的 值 域 (range of correspondence) “Xt 
m". 

X xj AY (inverse correspondence) 4-6 85 3i 


本 概念 之 一 . 苦 卫 =(X,Y,G) 是 和 到 YY 的 对 应 ,G-: 
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a 元 关系 G Bui KAM Y 到 X 的 对 应 (Y,X， 
GORA D Bx McA T. 
Xm PPE wT ID 有 下 列 联系 : 
1. DUI) «RGQ" D, RMSD). 


2. (TT 7) !- T. 

3.X| LEX, x Tr 5G) M, x KUM 
应 于 G(x). 

4. 对 yEY,y Kr IMF GO), H yk Tr 
HG 'QGOXX N. 


&b Xf Rz (complemented correspondence) 集合 
论 的 基本 概念 之 一 . 是 与 反 关系 意义 相同 的 概念 . 如 
iR D—OX,Y,.GCOd X S] Y 的 对 应 ,G 是 对 应 的 图 
象 ,关系 G 二 XY 一 G 是 G 的 反 关 系 , 则 对 应 〈X， 
Y,C)7 称 为 了 的 补 对 应 wA T. 

D5DP8 rm: 

1.DMUD =X 

2.RQDOURG»D-—Y 

3. X} z€ X, JEY, RP 5 y 对 应 
cM DT ARS y 对 应 . 

对 应 的 运算 人 (operation of correspondences) 
关系 运算 的 推广 . 即 由 若干 个 对 应 形成 新 的 对 应 的 
R) 是 由 其 中 的 关系 R 所 决定 的 . 因此 ,可 用 关系 的 
运算 来 定义 对 应 的 运算 . 

对 应 的 运算 法 则 如 下 : 

1. 对 应 的 反 演 :PP 一 下 . 即 让 对 应 = (X.Y, 
ROBUR XI P=(X.Y RSE M. 这 是 定义 在 
人) 上 的 一 个 一 元 运算 . 

ü D —OGY.GO.D;—OGY,G WA Æ X. 
2. 并 运算 或 称 对 应 的 加 法 : 
Py) CY 6, 
3. 交 运 算 或 称 对 应 的 乘法 : 
FENE = AYG 6 
. 对 应 的 减法 :TT 一 == (X,Y ,G1 一 G2). 
es 5r 的 复合 
MAA DT, e P,=(X,Z,G,° G). 对 应 的 复合 有 下 
列 as 


SAMS 


) 结合 律 : (D, e I) r3=F,° Me D. 

2 (D,D n.r. 

Xj NE HS R3 (inversion of correspondence) W, 
“对 应 的 运算 ”. 

对 应 的 加 法 (addition of correspondences) W 

“对 应 的 运算 ”. 

对 应 的 乘法 (multiplication of correspondences) 
多“ 对 应 的 运算 ”. 

Xj AY AIM E (subtraction of correspondences ) 
见 “ 对 应 的 运算 ”. 

对 应 的 复合 (composion of correspondences) 
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见 “ 对 应 的 运算 ”. 

多 一 对 应 (many-one correspondence) ” 亦 称 单 
值 对 应 .一 种 重要 的 对 应 . BY) — 3c eK. 对 于 对 应 
=(X,Y.G) EX D(T) 中 的 任何 x,G(z) 都 是 
单元 集 , 即 x 依 古 对 应 的 元 素 只 有 一 个 , 则 称 对 应 
(X,7,G) 为 卫 的 多 一 对 应 . 当 D(T)= 二 XX 时 ,多 一 对 
MT 就 是 X 到 Y 的 一 个 映射 . 因此 映射 是 定义 域 为 
全 集 的 多 一 对 应 . 


单 值 对 应 (one-valued correspondence) 即 “ 多 
一 对 应 ”. 
一 多 对 应 (one-many correspondence) IRERE 


值 对 应 .一 种 重要 的 对 应 . 指 逆 对 应 是 多 一 的 对 应 . 
对 于 对 应 厂 二 (X,Y,G) 的 值 域 RT) 中 的 任何 元 素 
y, 集 G 1'(y) 为 单元 集 , 即 依 本 对 应 于 y 的 元 素 只 
有 一 个 , 则 称 对 应 4(X,Y,G) 为 卫 的 一 多 对 应 . 

多 值 对 应 (multiple-valued correspondence) 
即 “一 多 对 应 ” 

多 多 对 应 (many-many correspondence) 一 般 
的 对 应 . 有 时 也 特 指 不 是 空 对 应 ,一 多 对 应 与 多 一 
应 的 对 应 . 在 多 多 对 应 (X,Y,G) 中 ,至 少 存在 一 
EX,G(z) 的 基数 宇 2, 也 至 少 存在 一 个 hears 
基数 之 2. 

一 一 对 应 (one-one correspondence) 一 种 重 
要 的 对 应 . 指 它 和 它 的 逆 对 应 都 是 多 一 的 对 应 . 对 应 
二 (X,Y,G) 是 多 一 对 应 ,而 它 的 道 对 应 人 == (Y, 
XG ') 也 是 多 一 对 应 , 则 称 对 应 (X,Y,G) 为 一 一 对 
应 .一 一 对 应 厂 = (X,Y,G) 具 有 下 列 性 质 : 

1]. 如 zxzEX, 当 xED(T) 时 ,G(z) 为 单元 集 ; 当 
cD, G) =Ø. 

2.8] yEY, 4 yERUDN.G O KAANE; 
M yR, G O =Ø. 

3. Xf xi € DID0.GG0 =G) MEADE 
条 件 是 zi 一 zz 

4. XE yy ERT), G Cy) =G GB 76A 
必要 条 件 是 yi ys 

5. # Do —OXY,G o, P, OXSY.GoO SB —— 
A WAP TAHT, ID. eE 
一 对 应 ,而 D UP, 不 一 定 是 一 一 对 应 ,但 CC UG) 
(z) 与 (CUGC:) :(y) 至 多 是 二 元 集合 . 

6. 若 了 三 (和 YY,G) 是 一 一 对 应 , 则 对 zEDCP)， 
yvERCDA: Pe T) C) = {x}, GO s: 
={y},BICG° GU) Cr) = ix. (G e Gy = ty}. 

设 T=(X,Y,G), 当 D(C(T)=X,R(T)EY 时 ,T 
是 一 一 对 应 与 荆 是 单 射 ( 一 一 映射 ) 的 概念 等 价 . 当 
DC 一 XRD 一 了 时 , 卫 是 一 一 对 应 与 一 是 双 射 
的 概念 等 价 . 习惯 上 说 的 一 一 对 应 指 满 单 射 ( 双 射 )， 
与 这 里 关于 一 一 对 应 的 一 般 性 定义 稍 有 差别 . 

XJ M BS BR BJ (restriction of correspondence?) 


一 种 特殊 的 对 应 . 指 缩小 一 个 对 应 的 始 集 和 终 集 后 
所 得 到 的 对 应 . 设 厂 = (X,Y,R) 是 对 应 ,ACX,BC 
Y, 关 系 RR 关于 4 与 B 的 限制 为 R|as, 对 应 (4,B， 
R| RAT RFA 与 B 的 限制 , 记 为 厂 |4s. WD 
PKA | awh) EXT ORT TK. 对 应 关于 指定 的 4 与 
B 的 限制 是 惟一 存在 的 ,但 对 应 的 延 拓 可 能 是 多 种 
多 样 的 . 

延 拓 对 应 (extension correspondence) 
应 的 限制 ”. 

对 应 的 图 象 (graph of correspondence) 关于 
对 应 的 一 种 刻画 . 指 确定 对 应 的 关系 的 图 象 . 

Xj Mz BJ && JN (cross section of correspondence) 
关于 对 应 的 一 种 刻画 . 对 应 P= CA. B. RO AY BOR 3 
是 确定 它 的 二 元 关系 R WBE. 

关系 的 包含 (inclusion of relation) 对 关系 的 
一 种 刻画 . 即 关 系 作 为 集合 时 的 包含 . 设 R,G 是 两 
KA, A RCXXY,GCXXY,RCG, 则 称 关 系 
G 包含 关系 R. 记 为 RCG KR GDR. 34 REG 时 , 称 
R 是 G 的 子 关 系 ,G 是 R 的 母 关 系 . 当 R 是 G 的 子 
关系 时 ,对 任何 zEX,yEY, 如 xzRy, 则 cGy. WX 
称 关 系 C 是 关系 R 的 推广 .例如 ,平面 直线 的 垂直 
关系 是 相交 关系 的 子 关 系 . 由 于 关系 是 有 序 对 的 集 
合 , 故 关系 的 包含 实际 上 是 特殊 集合 之 间 的 包含 . 

子 关 系 (subrelation) M XAKER”. 

BRX X (generating relation) W“ AKKE 

关系 的 推广 (generalization of a relation) Jt 
“关系 的 包含 ” 

关系 的 限制 (restriction of a relation) 一 种 特 
殊 的 关系 . 它 是 与 对 应 的 限制 相对 应 的 一 个 概念 . 设 
REE X 到 集 Y 的 关系 , 即 REXXY,ACX,BC 
Y, 令 G 二 RN (4XB)CAXBCXXY, 则 G 是 4 到 
B 上 的 关系 . 称 为 关系 R X A 5B B 的 限制 (或 缩 
INO ie Ras. 而 R 称 为 R|as 的 延 拓 (或 扩张 ). 当 
GG, €AXB,xRy Bb. xRlisy—xRy;34(r,y)€A 
xB BY XR | apyy AYR | any 不 成 立 . = X=Y,A=B 
时 ,X 上 的 二 元 关系 R 关于 4 的 限制 记 为 Ria. R 
关于 4 与 B 的 限制 R14s 是 惟一 存在 的 ;但 Rias 的 
延 拓 R 可 能 是 各 种 各 样 的 . 例如 ,自然 数 集 的 小 于 
关系 是 有 理 数 集 的 小 于 关系 的 限制 ,而 有 理 数 集 的 
小 于 关系 、 实 数 集 的 小 于 关系 都 是 自然 数 集 的 小 于 
关系 的 延 拓 . 

关系 的 延 拓 (extension of a relation) 
的 限制 ”. 

关系 的 扩张 (extension of a relation) 
的 限制 

关系 的 矩阵 (matrix of a relation) 


见 “对 


见 关系 


RRR 


对 关系 的 


一 种 刻画 . 即 对 于 两 个 集合 之 间 的 某 个 关系 ,能 清楚 


地 表明 此 二 集合 的 任意 元 素 是 否 有 此 关系 的 数字 和 矩 
E. 将 集合 4 与 B 良 序 化 :A4== (asas ,B= ib, 
boo}. BA 对 应 的 序数 为 4,B 对 应 的 序数 为 x. 如 
关系 RCAXB, 可 用 0 与 1 两 个 数码 作成 一 个 有 限 
或 无 限 的 矩形 表 Mx 二 (rij) ans HEAR LE wRb 时 ,第 i 
行 第 j 列 处 的 元 素 六 二 1, 在 a;Rb; 时 ,第 : 行 第 7 列 
处 的 元 素 r0. A A An UB PRAE (A— DB Am 
元 有 限 集 (y 二 mm), 此 数 表 是 普通 的 nXm B0. 1 4E 
阵 , 称 为 关系 R 的 和 矩阵. 当 A sk B 是 无 限 集 时 , 数 表 
《rij)ww 为 一 方 或 两 方 无 限 延伸 的 “开口 ” 数 表 , 称 为 关 
系 R 的 开口 矩阵 . 普通 和 矩阵 与 开口 矩阵 统称 为 关系 
RW. 给 出 一 个 关系 就 可 以 写 出 它 的 矩阵 ; 反 
之 ,给 出 一 个 0,1 和 矩阵 就 可 以 确定 一 个 关系 . 

关系 与 它 的 矩阵 有 下 列 联系 : 

1. 4,B 上 的 关系 相同 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 
和 矩阵 , 即 对 应 位 置 上 元 素 相 等 的 矩阵 . 

2. BRA RCAXB,R 的 矩阵 为 Mga— Ud age 
则 a; € D(CR) 的 充分 必要 条 件 是 Mr 的 第 i 行 至 少 有 
一 个 1;6;E RC(R) 的 充分 必要 条 件 是 Mr 的 第 7 列 至 
少 有 一 个 本 

3. 若 关 系 R.GCCAX B,R,G WERSI Mr 
= Giu Me™ Cgil: 

1) RUG HAE REA Mxyc Gn; Du FEP 

mi; = max(r;,gi;). 
2) RAG B AB E Oy Mrne = Rij) aye 其 中 
Ki — TE 

3) IRR R 的 矩阵 为 Mg — Guo XX BY r= 
1 dh o5, 0424 6.0 Bl aro s 

4) R—G 的 矩阵 为 Ma c— Manz (rij * gii 

4. KAA BRE C= (1 9C29°°? } ,序数 为 7, 关 系 
RCAXB 的 矩阵 为 Me=CipaysKRGCLBXCH 
矩阵 为 Me= (gis) wm，, 则 关系 R*G BY AB EE Jy Ma.c= 
(Xi)w， 其 中 

Tij= MAX {ria ? gj) ^maxiragijragzjstt - 

5. 设 4 为 良 序 集 A= (avais) ER A, Xi 
44 上 的 二 元 关系 ,上 列 绪论 仍然 成 立 . 

行进 一 步 设 RSE4Xa4 的 和 矩阵 为 Me= (Cris 
则 关系 与 它 的 矩阵 还 有 下 列 联系 : 

1. 关系 尺 是 自 反 的 , 当 且 仅 当 对 所 有 的 1€ A, 
有 ri;—l. 

2KRRAERARHW ES HDCESONE BS B IE 
A, ri—0. 

3. 关系 REMAN, SAMS rum ro — I i, 
jE4 成 立 , 这 时 Mr 是 对 称 和 矩阵 . 

4. 关系 R 是 不 对 称 的 , 当 且 仅 当 yx; 二 0 对 一 
UJ i, jEA RL. 

5. 关 系 民 是 反对 称 的 , 当 且 仅 当 一 一 六 一 1 时 ， 
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i=j. 

6. 关系 R 是 传递 的 , 当 且 仅 当 rij=7 jel 时 ,有 
rie. 

7. 关系 R 是 反 传递 的 , 当 且 仅 当 x 二 rn 二 1 时， 
有 ri 二 0. 

8. 关系 RR 是 连通 的 , 04 H. DU AS 时， 
max {rsr =l, 即 在 对 称 的 位 置 上 至 少 有 一 个 T 

RAR 是 强 连 通 的 , 当 且 仅 当 对 任何 jE 
A,B max {rj ri) — 1. B TEE TRI PST Du E E 28 7b 
有 一 个 1, 并 且 主 对 角 线 上 全 是 1. 强 连 通 是 连通 的 
一 种 特殊 情况 . 

开口 矩阵 (open entrance matrix) 
B Ee". 


见 关系 的 


PROT 


映射 (mapping) 亦 称 函 数 . 数学 的 基本 概念 
之 一 . 也 是 一 种 特殊 的 关系 . 设 G 是 从 XX 到 Y 的 关 
RG 的 定义 域 D(G) 为 XX, 且 对 任何 xEX MAL 
一 的 y€Y WE G, y), MP G 为 从 和 到 Y 的 映 
BT. 即 关系 C 为 映射 时 ,应 满足 下 列 两 个 条 件 : 

1. rE X) (34 » € YO (xGy). 

2. (V x€ X)(V y €YOOV zc YOCCzZGy A xGz) 
> y=2). 这 个 被 x-€EX 所 惟一 确定 的 yEY, 通 常 表 
不 为 y=f r) rEX). f GO: 

DU fUDGY. 

2) G(r, f (DRAE X). 

3) J zEY,Glz,z)>z=f(x). 


关系 GEHE S dei Bi f:X>Y RX Y. f 
与 GI8NXSy—fGX€XI»BL UM Gn, y) 
成 立 . 可 取 变 域 X 中 的 不 同 元 素 为 值 的 变 元 称 为 自 
变 元 或 自 变 量 . 同样 可 取 变 域 了 中 的 不 同 元 素 为 值 
的 变 元 称 为 因 变 元 或 因 变 量 . 始 集 X 称 为 映射 了 的 
Mik. iW DAMN dom CD. KE Y 称 为 映射 的 
prd i CCS) RM codom(f). Y 中 与 和 中 的 元 素 
有 关系 G 的 元 素 的 组 合 {y|I] crEXAyvy=fME 
7 了 )) 称 为 映射 的 值 域 , 记 为 RC 有 或 ran CD. 4 y= 
SOM. y RA r RR, x KA y 的 原 象 .y 的 所 
有 原 象 所 成 之 集 用 广 :(y) 表 示 . 对 于 4SX, 所 有 4 
中 元 素 的 象 的 集合 1{y|13 zCzE4Ay=z)EY)) 
或 {FGz)|zE4)}) 称 为 4 的 象 . 记 为 FCA). HF BC 
Y, 所 有 B 中 元 素 的 原 象 的 集合 {zlzEXA3 yE 
Bh y=f(x)) RA B 的 原 象 . 记 为 1'(B). 显然 
f(A= U fz) , 


J B= US '&). 
y€ B 


函数 Cfunction) Bf “PRAY”. 
Bl 4 T (independent variable) 
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M, gk s". 


W jt (dependent variable) — DL" pi BT". 

元 素 的 象 (image of an element) W RSI”. 

JU 3E HJ R&R (inverse image of an element) W 
“BRAT”. | 

集合 的 象 (image of a set) I “HRA”. 

集合 的 原 象 (inverse image of a set ) 
ay”. 

映射 的 A 表示 (4 representation of a mapping) 
映射 的 一 种 表示 方法 . dx f:A>B 是 映射 , 当 a€ 4 
时 , a 一 f(a). 将 该 映射 表达 为 (Ax)(f (zx)) 的 形式 ， 
RAB f 的 4 表示 法 . (4x) 称 为 抽象 算 子 ,具有 与 
EV. xz 类 似 的 逻辑 作用 , 它 提 供 了 一 种 把 变 
项 约束 起 来 的 方法 .在 (4z)(CFGz)) 中 , 变 项 z 的 两 
次 出 现 都 是 约束 的 , SORE x 的 一 个 式 子 . HR 
射 说 成 了 是 不 清楚 的 ,而 说 成 “映射 f(x)” 是 一 种 逻 
辑 那 理 . 因为 f(z) 表示 函数 值 ,而 不 是 映射 f 本身. 
把 A 表示 法 说 成 映射 “(Xr)(f(zx))” 既 清楚 表达 了 
映射 ,又 避免 了 逻辑 悖 理 . TERRE AX) (f(x)) 中 ,将 
变 项 z 的 变 域 4 中 的 某 个 a 代 人 工时 ,所 得 到 的 结 
果 就 是 映射 在 c= a 时 的 值 f(a). BIA Ar) G^ 十 2) 
(2) =2°+2=6, Ar) Ca’? +y)(2)=44+ y. An) Ca? + 
0O/2,1) —fCGO/2,10)—3. TEE Ar) CA) SG, 
yIAAry flay) JE A E PIT AE JU BJ BEES s rfr] 
前 者 是 从 z 的 变 域 到 (AMy) , CF Ge 300 BJ AE LE] RC] 

9:x > {AGC 22], 

Lo (Ay)(f (xo,y)). 

映射 的 定义 域 (domain of a mapping) W “pk 
射 与 上 映射 有 关 的 一 个 概念 . 在 映射 fF: A> BP, 
4 一 好 时 ,了 是 空 映 射 , 代 表 一 个 零 元 运算 . 奋 AT 
OW BAS. 4A XXY 中 的 一 个 子 集 G, 且 对 
于 任何 (x,y), 《zx,z)EG, 总 有 y= 二 z 成 立时 ,G 就 决 
定 一 个 映射 y= Co) ERY SE RDC B FX 
定义 : 
piss o y€Y,.G,320€Gj. 

映射 的 陪 域 (codomain of a mapping) J“ 
BT". 与 映射 有 关 的 一 个 概念 .在 映射 £2 A> BP, n4 
A=ONM, BAWHOS.4 AAOH,BAO.RCY) 
= f (A) codom( f). 

映射 的 值 域 (range of a mapping) JU “RRA”. 
与 映射 有 关 的 一 个 概念 . 映射 的 值 域 有 下 列 性 质 : 

1.R(f)=f (A)CB. 

2.4 AAS MRNAS, HIAlLS|IRG|.% 
里 |4 | 表示 A 的 基数 . 

单 射 (injection)” 亦 称 一 一 映射 .一 种 重要 的 
映射 . 与 一 一 对 应 , 单 叶 函数 同 义 的 概念 . 映射 f :4 
—B XHEP] a bE A,aAb 均 有 f(a) 关 f(b), 即 对 于 
f 的 值 域 中 的 任 一 元 素 5,|1f O00 | 二 1. 单 射 不 必 是 


见 “ 映 


满 射 . 

单 射 有 下 列 性 质 : 

1. f: A> B 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 6 
CB,f (0d Sa ATE. 

2.4; f: AB, gi B—C 均 是 单 射 , 则 gee f:A 
—C 是 单 射 . 

3. 若 f:A>B,g:B>C 是 映射 ,g。f:4 一 C 是 
单 射 , 则 f:A>B E Ajj, H. £ | roo: f£ CA) C 是 单 
Bj. 

4. 单 射 有 左 逆 映 射 . 对 单 射 FA B 可 以 定义 
映射 fr: B>A 使 fi o f 是 集合 4 的 恒 等 映 射 . 
这 只 要 对 B 一 (4) 中 的 每 一 个 元 素 指 定 4 中 一 个 
元 素 与 之 对 应 ,对 f(A4) 中 任 一 元 素 56, 指 定 fC) 
与 之 对 应 . 当 单 射 不 是 满 射 时 ,这 样 的 左 道 映射 不 只 
= 

5.4 S:A>B 是 单 射 , 则 : 

D 对 ATA, f (f(A41))=Ai. 

2) 对 BIEB, fS Gy =B, 1 FCA) SB, Re 
别 当 BLS SCA AT, FCF 71 CBDO = B,. 

3) 对 AITA, A; ZTA, A 

FA NADI=SLAIN FCA)» 
fCA,— Az) = fCAD — f CAD). 

6. 对 任何 映射 f: 4 一 已 ,可 定义 单 射 g:A— A 
XB, ff gCa) — (a, f (a5). 

7. fi A— B 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 两 
个 映射 9:C— A,d:C—A ,在 FEY 时 ,f°。 gf Jg. 

——AREt (one-one mapping) 即 “ 单 射 ”. 

满 射 (surjection〉 亦 称 到 上 映射 . 一 种 重要 的 
映射 . 指 陪 域 与 预定 集合 相等 的 映射 . 当 ACA) =B 
时 的 映射 f ;A 一 B. 

满 射 有 下 列 性 质 : 

1. f:A>B 是 满 射 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 

bEB,f (50x. 

2. Æ f:A>B,g:B>C 均 为 满 射 , 则 ge f:A 
—C 也 是 满 射 . 

3. 对 映射 £:A>B.g:B>-C, É go f:iA—C 是 
满 射 , 则 ¢: BoC 是 满 射 ,并 且 f(A4)Cg (CO). 

4. Wa Ay a RY. 对 满 射 f: A 一 B 可 以 定义 
映射 S B>A, IE So Sf 是 集合 B 上 的 恒 等 映 
射 . 这 只 要 对 任何 5EB, 在 B 的 全 原 象 中 指定 一 个 
元 素 a 为 fL (O0. 当 满 射 f 不 是 单 射 时 ,这 样 的 右 
逆 映 射 不 只 一 个 . 

5. 在 映射 f:A>B 下 ,f:4 一 f(4) 是 满 射 . 

6. Ai f:A>B 是 满 射 , 则 对 任何 BC B, 
SU B) ]=B,. X Sf AR ARE BiS ,使 

JI (BSB 
7.f:A>B 是 满 射 的 充分 必要 条 件 : 对 任意 两 


BR 射 


个 映射 9: B>C,.¢:B>C, 3 epp FAY? f. 

到 上 了 映射 (onto mapping) BIW 8]. 

双 射 (bijection) 亦 称 满 单 射 、 一 一 对 应 、 到 上 
的 一 一 映射 等 .一 种 重要 的 映射 . 指 同时 是 满 射 和 单 
射 的 映射 . 

WH f:4 一 B A PIM: 

1. € f:4 一 B,g:B 一 C HERH. M ge f:A 
—C 是 双 射 . 

Ze tt fiA-B,giB-C 均 是 映射 ,g °f:;A>C 
是 双 射 , 则 f:4 一 B BH ‚g: DC AE. 

3.348] f;4 一 B 有 惟一 右 逆 映 射 fo 与 惟一 左 
逆 映 射 S EHS = Sfr ,对 任何 a€ 4,bEB,fr 
"fea cf O) =o: Wl fr f= ere 
二 Jp, 这 里 I4 5 Is 分别 是 集 4 与 集 B 的 恒 等 映射 . 
双 射 的 左 递 映 射 与 右 逆 映射 相同 ,并 简称 它 的 逆 映 
射 fo. 

4. 映射 f:A—>B 是 双 射 的 充分 必要 条 件 是 它 存 
TE x BST. 

BH (bijection) BI XX 8] ". 

集合 的 上 映射 象 (mapping image of a set) 集合 
论 的 一 个 概念 . 指 一 个 特定 的 集合 . 将 映射 限制 在 某 
一 子 集 上 时 ,该 映射 的 陪 域 . 给 定 映 射 f:4 一 B. 设 
AITA, #4 {b/BE BA3 a(a€ A >b= fla) HH 
集合 A, 在 映射 f 下 的 全 象 集 . 简称 4, 的 象 , 记 为 
F(A). 34 A, 为 单元 集 {a} 时 , 直 记 f(41) 为 fla). 


集合 的 映射 象 有 下 列 性 质 : 
1. ATA, M] A AS BY TE BE RF 
FIADAS. 


2. i ATATA, Wil f CAD CF CA). 
3. Æ ACC A, AZA, Mi 
F(A, UA) — fCAOU fA,). 
— NR Æ (A ie C P CAD , Dt 
I. UA) —LU fo. 
‘EM ICM 
4. y A,\CA,A,CA, M] 
FA, TD ADF CAD) £CA2. 
— f Hb CAL e CEP CA) , M] 
FN AD € n SCA). 
ICM ic M 
5. # ATA, AZA, M] 
JASA A =S Ap: 
Eae, F(DCf) — A)OSRCOGO — fA). 
集合 的 全 象 集 (universal image set of a set) 
见 “ 集 合 的 映射 象 ” 
集合 的 映射 逆 象 (mapping inverse image of a 
set) 集合 论 的 一 个 概念 . 指 一 个 特定 的 集合 . 对 于 
A—B 的 映射 ,B 的 子 集 元 素 的 原 象 集合 . 给 定 映射 
f: A—>B. B BSB, RG lala€ ANd &(5€ B6 
二 f(a)}) 称 为 集合 B, 在 映射 三 下 的 全 逆 象 ,或 全 原 
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象 ,简称 逆 象 . 记 为 f (BO. Bi 为 单元 集 (6) 时 ， 
Hid f BDA f 200.3328 f£. '(Boup WES 58. 

集合 的 映射 逆 象 有 下 列 性 质 . 

1.4 ASA MM ASADA. 

2. 若 BCSB, 则 f(f°'(B1))CB. 

3. Æ B,CB,CB,W £^ (B) cf CB). 

4 A Bi CBB, CB yl 

J (B: 0B) =f" '(B,) UF OG»). 
— AE, A Bib iewS P CD) , M 
gy M Bi) = (B,). 
5.4; B&B, B,C B , Ni 
f'GuQ[]B,-—fBO[y'o». 
— EH AB tieuS PCB) , t 
PCY BD) = (VFB. 
6. & BiCCB , B,CCB , WM 
f (B,—BD—-f (Bo—f (Gy). 
特别 地 ， 

f~'(codom(f) — B,) = DOO — f7'(B,). 

E & BJ wt & (universal inverse image of a 
set ) 见 “ 集 合 的 映射 象 ”. 

WAAR At (inverse mapping) 亦 称 反 函数 . 一 种 
重要 的 映射 . 是 与 逆 关 系 意义 相同 的 概念 . 对 于 双 射 
f:4A 一 B, 使 f(a) 对 应 于 a 的 映射 g:B 一 4A, 称 为 了 
的 道上 映射 . dn f o. 

双 射 的 逆 映 射 惟一 存在 , 且 有 下 列 性 质 .: 

1.4 fiA— B EMH BSA HER UR 
射 , 则 fol > f=Is,f°f —lIs. 

2. AT FRA f: A 一 B, 存 在 映射 g:B 一 4A, 使 
f° g=ls,g° f=I,,M g=f'. 

3. f EH MWS D 1 — f. 

4. 4i fiA-—B.giB—C 都 是 双 射 , 则 go f 是 
WH, H Cg e D !-f lg. 

EXE Gnverse function) B[ ^39: pie y". 

(AAR BI (constant mapping) JP PKR Fy PR RM. 
一 种 特殊 的 映射 . 指 陪 域 为 单元 集 的 映射 . 映射 f: 
4 一 已 若 对 于 任何 a€ A WA flad=bb6# BPR 
一 个 固定 元 素 , 则 称 f 为 4 到 B 的 一 个 常 值 映射 . 

"dE (constant function) ” 即 “ 常 值 映 射 ”. 

TE SERE St (identity mapping) 亦 称 恒 等 图 数 . 
一 种 重要 的 映射 .对 任何 元 素 , 象 与 原 象 相 同 的 映 
射 . 对 于 映射 SAE DE IM A 和 值 域 互相 等 ,并 
对 所 有 的 a€ AWA flad=a 时, 则 称 A ASR 
射 . 常 记 为 I, 或 1dA ,ea 等 . 

恒 等 映 射 有 下 列 性 质 : 

1. 对 映射 f:A>BsIne fHfeola=f. 

2. 对 映射 /:A>B, 若 存在 映射 g:4>B, 使 得 

g° f=Ia,f ° g=l1s,， 
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则 是 一 一 对 应 , 且 g= 广 '. 

3. 对 任何 集 4 ,都 存在 惟一 的 恒 等 映射 Ds, 

4. 恒 等 映 射 D4 ERY. ATA — Ta. 

te $ paw identity function) 即 “ 恒 等 映射 ” 

PRA RRA (embedding mapping) 简称 能 人 . Zh 
称 包 含 映 射 .一 种 特殊 的 映射 . 当 集 ACB 时 ,对 任 
fi] aE A, 有 f(a)==a 的 映射 f;A 一 B. 记 为 emAB. 
M A=B 时 ,emAB 就 是 恒 等 映 射 id4. 

kA (embedding) ABET BY fal fr. 

包含 映射 (inclusion mapping) — B[ "ix A BR 
射 ” 

Rk St AY BR il (restriction of a mapping) 亦 称 
映射 的 收缩 、 部 分 映射 .一 种 特殊 的 映射 . 是 与 对 应 
的 限制 .关系 的 限制 同 义 的 概念 . 给 定 集合 ALA 
和 映射 S: AB, g: A> B, AMER a€ A, WA 
f(a) 二 g(a), 则 了 称 为 g 关于 集合 A 的 限制 映射 . 
iu gla s Bf Tae cB 称 为 f 的 延 拓 映射 或 映射 
的 扩张 .任何 映射 回 其 定义 域 的 非 空子 集 的 限制 映 
射 是 惟一 存在 的 . 而 一 个 映射 向 其 定义 域 的 母 集 的 
延 拓 映射 则 可 用 多 种 方式 给 出 多 种 结果 . 给 定 三 :4 
>B,ACA, 当 a€ A, Bof la =f la); acA 
— A, Hf, f |a (a) 无 意义 .映射 的 限制 是 关系 的 限制 
的 特殊 情况 . 

映射 的 收缩 Ccontraction of a mapping) 即 
“映射 的 限制 . ” 

$E RR Bt (extension mapping?) 
qm". 

映射 的 扩张 (extension of a mapping) 
射 的 限制 ”. 

自然 映射 (natural mapping) ” 亦 称 正规 映射 、 
典型 映射 .一 种 重要 的 映射 . ix R 是 集合 A 上 的 等 
th KR. ERIT g:A 一 A/R 对 当 a€ A 有 g(a)= 
Lale H] e YR A 关于 等 价 关 系 R 的 自然 映射 . 记 
为 Hg. 自然 映射 MR 把 A 的 元 素 a 映射 成 它 的 等 价 
类 [aja, 即 nala) 二 Lajx. 自然 映射 是 满 射 .反之 , 设 
f:A—>B 是 满 射 , 则 

> 


bEB 


是 4 的 直 和 分 解 . MSD beak ANA. AA 
此 划分 定义 的 等 价 关 系 为 R, 则 当 f(a)==6 时 ,La jx 
二 7'(6b). 于 是 了 可 分 解 为 一 个 自然 映射 与 一 个 双 
射 的 积 ;:f 二 g。nr, 这 里 g:f (5. 

正规 上 映射 (normal mapping) EN“ B SABRE”. 

典型 映射 (canonical mapping) 即 “ 自 然 映 
ay”. 

直 积 映射 (direct product mapping) 一 种 特殊 
的 映射 . 即 由 若干 个 映射 导出 的 ,定义 在 它们 的 定义 
域 的 直 积 上 的 映射 . 设 f;: 4; 一 Bi(i 二 1,2) 是 映射 . 


见 “ 映 射 的 限 


见 “ 映 


定义 映射 g: A, X A, >B, XB: {Elaia EA X A; 
时 ,g (<a, a) XfiCaD falaz)? sg 称 为 映射 fi 与 
f; 的 直 积 映射 . 记 为 g= SX So. — AH Sit Am 
Br} ncw 为 映射 族 , 可 定义 映射 


g: [| 4a > [|B,, 
mEM mEM 
= 
(ds 98 sd ds) € IlA. 
mcM 
时 ， 


g (C8, 9888 santt pst?) 
= (eee TAC) .ttt dua) .ttt X CN y sn 
8 称 为 {fm}mnem 的 直 积 映射 . 记 为 


Be | zm 


mEM 


复合 映射 (composite mapping) ” 亦 称 映射 的 
合成 .映射 的 积 或 复合 函数 . 一 种 重要 的 上 映射. 对 于 
映射 f:A>B AM g:B—C.H Gla) —g(fla)) PRE 
的 映射 o: 4 一 C 称 为 f 与 g 的 复合 映射 ,或 1 与 g 
的 映射 积 . 记 为 =g e SOE“ 跟随 f”). 

映射 的 复合 有 下 列 性 质 ， 

1. 映射 f:A>B,g:C>D 可 复合 为 映射 & ° f: 
A 一 DD 的 充分 必要 条 件 是 f CA) ECC. 这 里 减弱 了 害 
义 中 B=C 这 个 条 件 . 

2. 映射 积 满足 结合 律 . 设 映射 

fi:4 > B, f::B >C, f;:C >D, 
W C a fa) < J= f: 3 (f; ° fi). E fis fas fs 分 
别 满足 可 复合 的 条 件 . 
3. 设 f:A>B,g:B>C, ATCA, CEC, $ 
g ° f(A) = gCFCADD, 
(peg) tee ey Oe OX 

Rk St 894 M (composition of mappings) Bp 

“复合 映射 ” 


上 映射 的 积 (product of mappings) B“ S I 
Ej". 

f & t X (composite function?) BJ ^ aR 
s. 

投影 映射 (projection mapping) 一 种 特殊 映 


BT. 指 由 直 积 集 到 它 的 因子 集 上 的 映射 . 定义 域 为 4 
XB, 陪 域 为 4 的 映射 9:4 XB 一 A, 若 对 任何 (a,6) 
有 €Ga b») 7a, MEK oH AXB 的 第 一 投影 映射 . 
记 为 Pri, 即 9 一 Pri. 同样 可 定义 AXB 的 第 二 投影 
映射 Pr.=AXB->B,Pr,((a,b)=b. 第 一 .第 二 投 
影 映 射 统称 为 投影 映射 . 对 于 笛 卡 儿 积 


[| A., 
mcM 
亦 可 定义 投影 映射 
ioe H [| 4. DS Ags 
mcM 


当 
( sans sAm’ sapat) € [| A. 
me M 
Ay, 
Pr, C+ 3045 *** 40, 55 yy 9 ).) = 
Bl) FA BR THR Sm: A> Br} memes KE SBR ST 
f:A—> [I5.. 


使 得 当 zaE4 时 , 知 廊 Ca) = bna Il] 
fla) = Goo bis bas bss). 

FHA: f,=Pr, ° f Gn€ M). 

第 一 投影 上 映射 (first projection mapping) J) 
“投影 映射 ” 

第 二 投影 映射 (second projection mapping) 
见 “ 投 影 映射 ” 

映射 与 关系 相 容 (consistency between a map- 
ping and a relation) 与 映射 及 关系 有 关 的 一 种 概 
D. 即 任 二 目 变 元 有 某 一 关系 , 则 相应 因 变 元 也 有 该 
关系 . 设 R 是 集 4 上 的 二 元 关系 ,上 是 4 到 4 的 映 
射 , 藻 对 于 一 切 a. be A, 4 aRbW.A f(a)Rf(2)， 
则 称 4 上 的 关系 SBR f 相 容 , 或 称 了 是 依 R 
相 容 的 . 如 果 REA EWS KA. RG f :4 一 A 
5j R 相 容 的 充分 必要 条 件 是 存在 惟一 的 映射 7. 
A/R>A/R, H (alo —LfG) Je. 

相 容 映射 (consistent mapping) 一 种 特殊 映 
射 . 指 在 定义 域 的 公共 部 分 上 定义 相同 的 两 个 映射 . 
XT THIS] Be a BR: Ai > Bs fo: A, > BG 


fh lana, 7 2l a na: 


BN a€ A, NA, AT. fila) = f: Ca) Wü fk fi 5 " 是 相 
容 的 两 个 映射 . XT FBR TK Sint Am>Bhmems Ae PF 
的 任何 两 个 映射 都 相 容 , 则 称 为 相 容 映射 族 . 设 
{fmn:An 阅 Bneu 是 相 容 族 ,可 以 定义 映射 

Q: U As. — B, 
使 得 对 任何 a€ An 时 ,g(a) 一 f(a),p 称 为 映射 族 


(jnew 的 组 合 映射 , 记 为 
ee 

相 容 映 射 族 有 惟一 的 组 合 映射 , 它 是 族 中 各 映射 向 
U A, 

上 的 延 拓 . 


相 容 映射 族 (family of consistent mappings?) 
见 “ 相 容 映 射 ”. 

BR St We AY 28 & AR Sf (combinatorial mapping of 
见 “ 相 容 映 射 ” 

运算 (operation) 映射 在 某 些 场合 下 的 另 一 种 
称呼 . 设 AjsAzs* ,A,, B 为 集合 ,映射 f:AiX AX 
… XA, 一 B 称 为 定义 在 Al, Az. A, ERLE F B 
BJ n uus Wh. 简称 元 运算 . M fA (arai sa) =b 
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family of mappings) 


时 , 称 b W Q1s255*** 30, 按 运算 了 计算 的 结果 ， 在 这 
里 映射 符号 f 就 是 运算 符号 . 当 ”一 0, 约 定 


了 是 0 元 运算 三 (1 好) 一 下 , 它 表 示 在 集合 妃 内 取 一 
个 元 素 ; 当 n= 二 1 时 ,f:A1 习 B 称 为 一 元 运算 ; 当 n= 
2 时 ,f:AlX AB 称 为 二 元 运算 . 按 习 惯 ,二 元 运 
算 在 各 种 特殊 情况 下 采用 特别 的 运算 符号 ,如 十 ， 
一 ,X ,说 ,x ，。, 人 入 等 ,并 且 把 运算 符号 放 在 被 运算 
的 两 元 素 之 间 . 当 A, = A, = =A, = B=A 时 , 则 
把 f PARA A EH n 元 运算 . A 上 的 二 元 运算 亦 
称 为 集合 4 的 合成 . 

集合 的 一 元 运算 (unary operation of a set) 
见 “ 运 算 ”. 

集合 的 二 元 运算 (binary operation of sets) 
见 “ 运 算 ”. 

集合 的 nn 元 运算 (nr-ary operation of sets) Jl 
“运算 ”. 

集合 的 合成 (composition of sets)” 见 “运算 ”. 

由 集合 4 到 集合 B 的 运算 (operation from set 
A to set B) 一 种 特殊 映射 . 指 由 AXB 到 B 的 映 
W. 否 把 运算 看 成 三 元 关系 , 且 图 和 象 r 满足 条 件 : 

1. 若 (a,6)EAXB, 则 有 cEB, 使 (a,6b,c) Er; 

2.5 (a, b,c)€ r, Ca, b.c 2€ e, NM cc; 
则 满足 上 述 条 件 的 x-E P(AX BxB) 称 为 确定 了 4 
对 于 B 的 运算 结构 . 4 的 元 素 称 为 B 上 的 算 子 ,也 
称 4 为 B 的 算 子 区 , 称 B 为 4 的 集合 .另外 ,如 以 
B 为 主 ,A 对 B 的 运算 也 称 为 外 部 合成 . 相应 地 , 通 
常 的 合成 称 为 内 部 合成 . 当 对 算 子 区 4 确定 合成 * 
时 ,通常 要 求 下 列 条 件 . 令 

* ;AXA>A,* :AXB>B, 
则 对 任何 a. DE A.cC Bl 
(a*b)*c—a*(b*c). 
再 者 ,车 对 4 确定 合成 人 :BX BB, MX EM ac 
A,b,cEB, 要 求 
(a * bD)/AACa * c) —a * (fc). 

映射 AX BB RA AM B 的 左 运算 ,而 映射 BX 
A>BRAAXM B 的 右 运 算 . 

集合 的 运算 结构 (operation structure of a set) 
见 “ 由 集合 4 到 集合 B 的 运算 ”. 

集合 的 算 子 区 (operator domain of a set) M 
“由 集合 4 到 集合 B 的 运算 ”. 

集合 的 外 部 合成 (external composition of a 
set) ” 见 “ 由 集合 4 到 集合 B 的 运算 ”. 

集合 的 内 部 合成 (internal composition of a 
set) 见 “ 由 集合 4 到 集合 B 的 运算 ”. 

集合 的 左 运算 (left operation of a set) 
集合 A 到 集合 B 的 运算 ”. 
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见 “ 由 


集合 的 右 运 算 (right operation of a set) M 
“由 集合 4 到 集合 B 的 运算 ” 

反 运 算 (anti-operation) ”一 种 特殊 的 运算 . 对 
于 任意 二 元 素 ,颠倒 其 位 置 , 再 按 原来 的 二 元 运算 确 
定 结果 的 新 运算 . 对 于 二 元 运算 * : AXBoCF 
a xb 二 c, 则 使 6 xa=c 的 二 元 运算 * :BX A 一 C fy 
为 * 的 反 运 算 . 显然 ,* =x. 

逆 运 算 (inverse operation) 一 种 特殊 的 运算 . 
为 男 一 元 素 到 运算 结果 的 映射 时 的 道上 映射 . 如 果 运 
A *:AXB-C 是 满 射 , 旦 对 任何 aE4,cEC 有 惟 
— KJ bE B, fË a xb=c, Max, 'c=b 的 运算 ri: 
AXC—>B 称 为 * 的 左 道 运算 . MAMIE bEB,c 
EC, 有 惟一 的 a€ A fE ax b—c fi c ba W 
BA *.uCXB-—ABSRCN* 的 右 逆 运算 .运算 x* 的 
左 逆 运 算 用 于 解 形 如 a * c=b 的 方程 ,其 解 为 x 二 a 
* Lb; 右 逆 运算 用 于 解 形 如 y x5 二 c 的 方程 ,其 解 
为 y 一 cx 二 0. 

数学 结构 (mathematical structure) ZRER A 
结构 ,简称 结构 . 现代 数学 的 一 个 基本 概念 . 各 种 数 
学 对 象 的 统称 . 它 是 对 于 各 种 数学 对 象 , 例 如 ,有 序 
集 、 线 性 空间 、 群 . 环 、 拓 扑 空间 、 流 形 等 ,用 集合 和 关 
系 的 语言 给 出 的 统一 形式 . 结构 由 若干 集合 ,定义 在 
集合 上 或 集合 间 的 一 些 关 系 , 以 及 一 组 作为 条 件 的 
公理 组 成 . 随 着 数学 的 发 展 ,不 断 出 现 许多 新 的 数学 
分 支 , 这 些 分 支 有 其 各 自 的 研究 对 象 ,独特 的 方法 ， 
独自 的 语言 . 男 一 方面 ,数学 不 同 领域 的 方法 和 思想 
的 互相 渗透 ,建立 了 现代 数学 的 共同 逻辑 基础 (数理 
逻辑 )、 共 同 的 基本 概念 (集合 ) 和 共同 的 方法 (公理 
化 方法 ). 法 国 布尔 巴 基 学 派 采用 全 局 观点 ,着 重 分 
析 各 个 数学 分 支 之 间 的 结构 差异 和 内 在 联系 ,他 们 
认为 数学 的 基本 结构 有 三 种 , 称 为 母 结 构 : 

1. 代数 结构 . 由 集合 及 其 上 的 运算 组 成 ,如 群 、 
环 \ 域 .线性 空间 等 . 

2. 序 结构 . 由 集合 及 其 上 的 序 关 系 组 成 ,如 偏 序 
E ZFR RFR. 

3. 拓扑 结构 . 由 集合 及 其 上 的 拓扑 组 成 ,如 拓扑 
空间 、 度 量 空间 、 紧 致 集 、 列 紧 空 间 等 . 

通过 以 上 三 种 母 结 构 的 变化 ,复合 、 交 叉 形成 各 


种 数学 分 文 . 

关系 结构 (relation structures) Hl “Mea 
i. 

母 结构 (generating structures) JL “RF 


结构 的 同 态 (Chomomorphism of structures) 
结构 之 间 的 相似 关系 . 对 于 4 与 B 为 基本 集合 的 两 
个 结构 = CAs Ro Ry sR ‘HBR , 
Rz RI ), 其 中 R; 5 Rk; 是 相互 对 应 的 k; 元 关 


系 . BERS f:A>B ME disd2» ttd, CAs, 
关系 R; (a, 525 a, 0 ME 4AM Ri Cf (a, 
Flay) setts fC DD BIE (6 — 1, 2, 052), WK S Æ 
Ai 到 和 ,的 同 态 映 射 . 当地 是 满 射 时 , 称 为 同 态 满 
射 ,上 且 称 和 与 V. 同 态 . 两 个 同 态 的 结构 之 间 有 共 
VE BI, 24 CARO S GS RO RIS ESI R 5; R' 4 
别 是 4 与 8B 上 的 二 元 关系 , 同 态 满 射 是 了, 则 : 

1.R 在 A4 上 自 反 时 ,R* 在 B 上 是 自 反 的 . 

2. RÆ A. EXE ER" TE B. 上 是 连通 的 . 

3.R 在 A4 上 强 连通 时 ,R’ 在 B 上 是 强 连 通 的 . 


E AS BR At Chomomorphic mapping) 见 “ 结 构 
的 同 态 ”. 
同 态 满 射 (homomorphic surjection) Jl“ 


的 同 态 ”. 

结构 的 同 构 (isomorphism of structures) 结 
构 之 间 的 等 价 关系 . 对 于 以 A 5 B 为 基本 集合 的 两 
个 关系 结构 

WH, = LA, R Raste, Ra) 

与 WU, = (B,Rt R? e, Ri), 
其 中 R 与 Ri 是 相互 对 应 的 ;元 关系 . 奉 存 在 一 一 
对 应 f: A>B XHEP] aa) sa, CA, KR Ri(ai， 
azs" ak) 成 立 ， M HX M R? (f Ga, f (a2, TT E 
f Ca, 0) ) sr G — 1,2. 20 WEK S E K 5 SH, IA 
的 同 构 上 映射 , 且 称 关系 结构 V7. 与 U 同 构 . 

[3 34 AR ST Cisomorphism mapping) 见 “ 结 构 的 
[5] #4)”. 


有 序 集 和 序 结构 


拟 序 关系 (quasi-ordering relation) 亦 称 伪 序 
关系 或 前 序 关 系 . 一 种 重要 的 二 元 关系 . 指 集合 A 
上 的 自 反 的 与 传递 的 二 元 关系 RA 称 为 拟 序 集 . 即 
关系 R(CAX4) 是 拟 序 关 系 祝 Ta 和 RAR。RCOR. 

拟 序 关系 有 下 列 特点 : 

1. WA E,CR,A 4a. DER (cyER 时 ， 
(a.c) ER. 

2. R 的 矩阵 (x;;); 主 对 角 线 上 的 元 素 全 是 1, 且 
ET rg Te] 时 ral. 

3. 的 箭头 图 上 ,每 个 
元 素 有 一 个 从 自己 出 发 又 Fa 
fom SOM. HER. CR | Nd 
到 2 的 箭头 ,2 到 < 的 箭头 
时 ,就 有 <a 到 < 的 箭头 . 如 | / 
右面 的 关系 箭头 图 表示 的 C) v 
ER 4 二 {a,b,c,d,e} 上 的 
一 个 拟 序 . 

拟 序 关系 的 逆 关 系 一 定 是 拟 序 的 ,反对 称 的 拟 


有 序 集 和 序 结 构 


序 关 系 是 偏 序 关系 . 但 拟 序 关系 可 以 不 是 偏 序 关系 ， 
例如 ,图 中 表示 的 拟 序 就 不 是 偏 序 , EM 
d Rc ,但 c 关 d. 

伪 序 关系 (pseudo-ordering relation) 
KR”. 

前 序 关 系 (preorder relation) 即 “ 拟 序 关 系 ” 

拟 序 集 (quasi-ordering set) DL," TI FE SE A". 

偏 序 关系 (partially ordered relation) 亦 称 序 
XR 88 ARDT IRR RRR A. 一 种 重要 的 二 元 关系 ， 
指 集合 4 有 自 反 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 的 二 元 关系 
R, A 称 为 偏 序 集 . 偏 序 关系 常用 记号 三 表示 ( 仍 读 
作 小 于 或 等 于 ). asco 意 即 aRb. 偏 序 关 系 可 用 符号 
表示 为 :R 是 A BMBIEXEXOICRAR*RCRA 
RNR 'CT,. 

WiFRR(CAX AA REPE 

1. 对 角 集 E,C fm -—E. 

2. «CBAR B Cri. 的 主 对 角 线 上 的 元 素 全 是 1 
MiG ri * re=0. N=1. 

3. SANWAR EE AUN ARAMA CHAM 
指向 自己 .如 有 箭头 从 a dB I3] OM 6 d TS] CORA RU 
KM a 指向 c. 任何 两 点 间 无 双 箭 头 . 

偏 序 关系 的 逆 关 系 之 一 定 是 偏 序 关系 , 偏 序 关 
系 一 定 是 拟 序 关系 . 1880 年 ,皮尔 斯 (Peirce,C. S. ) 
首先 系统 地 讨论 了 偏 序 关系 . 而 关于 偏 序 的 术语 是 
由 豪 斯 多 夫 (Hausdorff,F. ) 于 1914 年 引进 的 . 

序 关 系 (ordering relation)” 即 “ 偏 序 关 系 ”. 

弱 偏 序 关 系 (weakly partially ordered relation) 
BN fib FF RAT. 

3E Fg * FH (partially ordered relation) 
FRA”. 

FE FE iy PR 2& A (strictly partially ordered rela- 
tion) 一 种 重要 的 偏 序 关 系 . 指 集合 A 上 的 反 自 反 
的 、 传 递 的 和 非 对 称 的 二 元 关系 R, A 称 为 严格 偏 序 
集 . 严格 偏 序 关系 常 记 以 特殊 的 记号 二 .4a<b 意 即 
aRb. 例如 ,整数 集 上 的 小 于 关系 、 大 于 关系 ;集合 的 
真 含 于 关系 都 是 严格 偏 序 的 . 

严格 偏 序 关 系 二 (SAX 4) 有 下 列 特 点 : 

1,.Ei(\<=2,(< <), Hla bE 
AT, (6b,a) gc. 

ds < BJ AB FE Mea= (rij) 的 主 对 角 线 上 全 是 零 . 
XHEP isjory * ri 二 0, 且 rj; 二 rj 二 1 时 ,ri 二 1. 

3. 二 的 箭头 图 上 每 一 个 点 都 没有 从 自己 出 发 指 
向 自身 的 箭头 ,不 同 两 点 间 没 有 双向 箭头 , 且 若 有 从 
a [E] b AA b m c RRMA MA am c 的 箭头 . 

E fe Pe Œ (strictly partially ordered set) Ji 
“严格 偏 序 关系 ” 

全 序 关 系 (totally ordered relation) 亦 称 有 序 
关系 、 线 性 序 关系 . 一 种 重要 的 二 元 关系 . 指 集合 A 
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即 “ 拟 序 


BD "fa 


上 的 连通 的 偏 序 关系 R. 即 4A 上 的 全 序 关 系 R 具有 
自 反 性 、 反 对 称 性 、 传 递 性 和 连通 性 . 定义 了 全 序 关 
系 的 集 称 为 全 序 集 或 线性 序 集 . 例如 ,整数 集 上 的 
“不 大 于 关系 ”就 是 全 序 的 . 

A 的 全 序 关 系 R 具 有 下 列 特 点 : 

lyEACR RRERRITR CE; 

RUR '=AXA. 

2. R 的 矩阵 Mg (rij), 中 ,对 任何 isru =l; X 
isj i Æj fory tri =1, H ro=ra=l 时 ;rn=1. 

3. R 的 稍 涉 图 中 ,每 一 点 有 一 个 从 自身 出 发 指 
向 目 己 的 箭头 ;每 两 点 有 箭头 连结 ,无 双向 箭头 ;每 
三 点 间 的 三 个 箭头 首尾 相 接 . 

4. 4 中 元 素 可 排 成 一 行 , 当 aRb AY sa 排 在 b 的 
左边 .例如 aRb,bRe 成 立时 ,可 排 成 …a…6…c… 省 
略 号 中 有 或 没有 4 中 其 他 元 素 . 

有 序 关 系 (ordered relation) 即 “ 全 序 关 系 ”. 

线性 序 关 系 (linearly ordered relation) 即 “ 全 
FRR”. 

PFE (totally ordered set) 
HFR”. 

线性 序 集 (linear ordered set) JL“@RKAR”. 

严格 全 序 关 系 (strictly totally ordered rela- 
tion) 永 称 严格 线性 序 关 系 ` 严格 有 序 关 系 . 一 种 
重要 的 全 序 关 系 . 指 集合 4 上 的 不 对 称 的 、 传 递 的 、 
弱 连 通 的 二 元 关系 R.A 称 为 严格 全 序 集 . 例如 , 整 
数 集 上 的 小 于 关系 二 就 是 一 个 严格 全 序 的 . 

A 上 的 严格 全 序 关 系 R 有 下 列 特点 : 

1. R ° RER, RAR =Ø, 

RUR '=AXA—E. 

2. R WERE Me — (Cry) 中 ,对 任何 i,j,i 关 j 时 ， 
rid rg71.r;—0.35r;-—r,-—1HB[,ra4—1. 

3. 4 中 元 素 可 以 排 成 一 行 . 当 aRb 时 ,a HER 
左边 . 例如 a Rb.bRc 成 立时 ,可 排 成 …a…6…c… ,省 
略 号 中 有 或 没有 4 中 其 他 元 素 . 

严格 线性 序 关系 (strictly linearly ordered rela- 
tion)” 即 “严格 全 序 关 系 ”. 

严格 有 序 关 系 (strictly ordered relation) Bp 
“严格 全 序 关 系 ”. 

严格 全 序 集 (Cstrictly totally ordered set) Ji, 
“严格 全 序 关 系 ”. 

弱 序 关系 (weak-ordering relation) 
指 集合 4 中 的 目 反 的 、 传 递 的 、 
连通 的 二 元 关系 R 弱 序 关 系 R 
对 任何 a,5E A, aRb 或 bRa. 
A 称 为 弱 序 集 . 全 序 是 一 种 弱 
FF. 95 FF P AE BOSE RBS, DU] a 


见 “ 全 序 关 系 ” 和 


DR ER 85 DL 
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是 全 序 . 如 右面 的 箭头 图 表示 集合 A= (abc) EW 
关系 R ESS, PIRSA X dE AFF. 因为 有 aRc, 
cRa ,但 afc. 弱 序 集 虽 然 是 强 连 通 的 ,但 一 般 不 能 
排 成 一 行 . 

88 iit 3 (relation of weak preference) Bp 
“ 弱 序 关系 ”. 

弱 序 集 (weak-ordering set) 见 “ 弱 序 关 系 ” 

强 优 选 关 系 (relation of strong preference) 
一 种 重要 的 二 元 关系 . 绊 序 关系 的 逆 补 关系 . WR A 
上 二 元 关系 入 是 4 上 的 弱 优 选 关 系 , 则 KARR 
BUR XE QU =G 称 为 强 优 选 关 系 . 对 a,b€ A,aGb 
的 充分 必要 条 件 是 一 (6Qc).G 的 直观 意义 是 “并 非 
b 在 4 之 先 ”, 即 “a 在 2 之 先 ” 故 C 有 强 优选 关系 之 
名 .4 上 强 优 选 关系 G 有 下 列 性 质 (G 为 强 优 选 关 
系 C 的 补 关系 ): 

1.G 是 不 对 称 的 , 即 对 任 
何 a,5E A, Æ aGb, Wi] bGa. 

2. G 是 传递 的 , 即 对 任何 
ar,b,c€ A, Æ aGb, bGc , Nili 
aGc. : "T 

G 不 一 定 是 连通 的 , 例 ^ 
如 , 当 A= {a,b,c}, Asie 
关系 Q@ 的 箭头 图 如 “ 弱 序 关 系 ” 中 的 图 , 则 强 优 选 关 
&G-Q !' 以 右 图 为 箭头 图 .aGe 与 cGa 均 不 成 立 . 

优选 关系 (relation of preference) — 88 ffo xe X 
系 与 强 优 选 关 系 的 统称 . 集合 4 上 的 弱 优 选 关 系 R 
是 4 上 的 弱 序 , 它 有 目 反 性 与 传递 性 . 而 强 优选 关 
系 C 是 尺 的 逆 关 系 的 补 关 系 尺 ,具有 不 对 称 性 与 
传递 性 . A 上 的 无 差别 关系 了 与 强 优选 关系 C 可 用 
下 列 三 个 公理 定义 : | 

1. Xf a€ A,afla. 

2. X} a,b,c,d € A, Æ aGb A bIc A cGd , W) aGd. 

3. 对 任何 a bE ATE EE PF PI OR AR LM MV: 

aGb, bGa, alb. 
而 弱 优 选 关 系 RE UNG. 

无 差别 关系 (indifference relation) 一 种 二 元 
关系 . 指 集合 A 上 的 弱 优 选 关 系 Q 与 它 的 逆 关 系 
Q 'Bjac. A 上 的 无 差别 关系 记 为 工 对 任何 asb E 
A,alb 成 立 , 当 且 仅 当 aQb H bQa. alb 的 直观 意义 
是 “a 在 5 之 先 , 且 5 在 a 之 先 ” 故 TT 有 无 差别 关系 
之 名 . 无 差别 关系 具有 下 列 性 质 (G 是 强 优 选 关 系 G 
BT ORA: 

1. 自 反 性 :对 任何 a € A.ala. 

2. 对 称 性 :对 任何 a,6E€ 4, 若 a15, 则 bla. 

3. 传递 性 :对 任何 a,6,cE4, 若 a16,blc, 则 
alc. 


4. 对 任何 a,5E4, 若 alb. Ml) aGb H. bGa. 


a 
. 


5. MAE a.b,c€ A, alb, H bGc, Wl aGc. 

6. XE a.b,c€ A. alb, H. cGa , M| cGo. 

7. 对 任何 a,b6,c,dA€E A, Ej aGb H bIc H. cGad, 
则 aGd. 

FF XB be B (comparison of ordering rela- 
tions) 序 关 系 的 一 种 分 类 . 即将 集 4 上 的 各 种 序 
的 不 同 内 涵 进 行 比 较 , 现 列表 对 比 于 下 : 


传 DEIENE : 
! x X : l 
$ xig SE NE 
性 | 性 | 性 | 性 | 性 | 性 | 性 


关系 [vi | | | | | | 
mn vv 
meee ivivivi | | |l 
[P&mexE[v [| ivi | jv. 
am [vvv et 
rasal] | vv [= 
mex [v1 vlv|- 
各 类 不 同 的 有 序 集 的 比较 可 概括 如 下 : 
UE FER) S UST SE } Se GUT SR) S UE SEO s 
(EFR ETR) E MTE) SERER); 
(RETE) Se UI FS RU RO Se EER). 
AFF Æ (ordered set) 一 种 特殊 的 集合 . HM 
定 了 序 关 系 的 集合 ,或 说 具有 序 关 系 的 集合 . 有 序 集 
按 其 所 具有 的 不 同 序 关系 而 又 有 不 同 的 名 称 , 例 如 
拟 序 集 、 偏 序 集 、 全 序 集 等 . 通常 将 未 指明 序 关 系 的 
有 序 集 理解 为 偏 序 集 . 由 一 个 有 序 集 4 和 其 序 关 系 
R 组 成 的 序 结构 记 为 (A,R). 这 个 (4,R) 也 常用 来 
表示 有 序 集 . 

Fe 4 #4 (ordering structure) 一 种 特殊 的 结 
FJ. 即 由 集合 及 在 其 上 规定 的 序 关 系 组 成 的 数学 结 
构 ( 参 见 “ 数 学 结构 "和 “有 序 集 ”). 

序 关系 的 对 偶 原 理 (duality principle of order- 
ing relations) ” 序 结构 中 两 个 命题 的 一 种 对 偶 关 
R.A R 为 集合 A 上 的 序 关 系 , 则 R 的 逆 关 系 R™ 
也 是 A 上 的 序 关 系 . R ER : 称 为 互相 对 偶 的 序 关 
系 ,而 (4A,R) 与 (4,R“) 称 为 互相 对 偶 的 序 结构 . 关 
于 序 的 概念 、 条 件 RS AO RAE BOSE ES , Du] 
所 得 到 的 概念 .条 件 、 命 题 等 称 为 原来 的 对 偶 . 若 用 
P “表示 命 题 已 的 对 偶 命 题 ,P 在 ‘A,R) 中 真 ,当日 
DU P' £C AR 中 真 .因此 , 若 一 个 命题 是 关于 
某 类 序 结构 的 定理 ( 即 对 这 类 序 结构 均 成 立 的 命 
题 ), 则 它 的 对 偶 命 题 也 是 该 类 序 结构 中 的 定理 . 这 
一 事实 称 为 关于 序 的 对 偶 原理 . 

5 TR» (8 BJ Fe BH (ordering relation of mutu- 
al duality) 见 “ 序 关系 的 对 偶 原 理 ” 


有 序 集 积 序 结 构 


互相 对 偶 的 序 结构 (ordering structure of mu- 
tual duality) JL“ FRR AW MRR”. 

有 序 集 中 的 可 比较 元 素 (comparable elements 
of an ordered set) 有 序 集中 保持 特定 关系 的 两 个 
元 素 . 指 集合 中 的 两 个 元 素 , 当 它们 或 它们 的 位 置 颠 
倒 后 有 茶 一 序 关 系 . 在 序 结构 (4A,R) 中 , 当 a,b€A4 
时 ,如 果 aRb 或 bRa 成 立 , 则 称 a 与 2 是 集 4 中 的 
可 比较 元 素 . WR aRb 与 5Ra 均 不 成 立 , 则 称 a 与 5 
是 不 可 比较 元 素 . 当 R 是 自 反 关系 时 ,A 中 每 个 元 
素 与 自身 可 比较 ; 当 R 是 反 自 反 关 系 时 ,A 中 每 个 
元 素 与 自身 不 可 比较 ; 强 连通 的 线性 序 集 中 ,任何 两 
个 元 素 都 可 比较 ; 弱 连 通 的 线性 序 集中 ,任何 两 个 不 
同 元 素 都 可 比较 . 在 偏 序 结构 (4A,R) 中 , 偏 序 关系 OR 
是 严格 偏 序 关 系 雪 与 恒 同 关系 一 的 并 ,可 记 为 和 甩 , 并 
Hl ab zX a-—b RRE aRb. ab 亦 可 写成 5 之 a, 即 用 
二 的 逆 关 系 之 取代 它 .于 是 对 于 两 个 可 比较 元 素 ,a 
<b,a=b,a>b 三 式 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 这 称 
为 可 比较 元 素 间 的 三 歧 性 或 三 分 性 . 如 果 偏 序 不 是 
全 序 , 那 么 A 中 一 定 存在 不 可 比较 元 素 . 即 至 少 存 
在 “与 dyc<dsc=d,c>d 均 不 成 立 . 拟 序 结构 (4， 
R) 中 的 可 比较 元 素 间 不 一 定 具 有 三 歧 性 , 因 即 使 a， 
bE A,aF~b, th n] HE aRb 与 Ra 同时 成 立 . 这 时 
bR a 与 4aR-'b 也 同时 成 立 .严格 偏 序 结构 (A,R) 
中 ,R 是 反 自 反 的 , 即 对 aE€ A, 有 aRa(™ (aRa)),a 
5j a 不 可 比较 .两 个 可 比较 元 素 一 定 是 不 同 元 素 . 如 
a 与 5 可 比较 ,aRb 也 可 记 为 VR a. W 

G=RUE,, 
E44 是 A 上 和 恒 等 关 系 , 则 
(A,G) = (A,R U Ea) 
FET di FF GS. BY ERR AY E EE RR T. 

有 序 集 中 的 三 野性 (trichotomy of an ordered 
set)” 见 “有 序 集中 的 可 比较 元 素 ”. 

偏 序 结构 (partially ordered structure) 一 种 
特殊 的 结构 . 是 集合 与 其 上 的 一 个 偏 序 的 全 称 . 指 二 
元 关系 R ER A 上 的 一 个 偶 序 关系 的 序 结构 (4， 
R). 有 时 也 把 偏 序 结构 (4,R) 称 为 偏 序 集 . 偏 序 结 
构 是 各 种 序 结构 最 基本 和 最 重要 的 一 种 ,在 它 的 基 
础 上 可 以 定义 出 全 序 、. 良 序 、 格 .布尔 代数 等 重要 的 

ta F Æ (partially ordered set) 
和 “ 偏 序 结构 ” 

偏 序 集 的 哈 塞 图 (Hasse diagram of a partially 
ordered set) 刻画 偏 序 关 系 的 一 种 示意 图 . 即 有 限 
E 4 的 偏 序 结构 ‘4A,R) 的 直观 图 示 . 图 中 用 小 圆 图 
表示 集合 4 的 元 素 .在 4a,5E€ A,aRb 时 ,从 a 有 一 条 
连续 上 升 的 不 必 笔 直 的 线段 或 折线 到 达 5. 下 面 各 
图 都 可 以 看 成 集合 的 哈 塞 图 . 设 尺 是 集合 4 的 偏 序 
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见 “ 偏 序 关 系 ” 


关系 , 则 在 偏 序 结构 (4 ,R) 的 哈 塞 图 中 : 
l.aRb, B (X4 a 到 2 有 一 条 或 几 条 严格 上 
升 的 线段 或 折线 连结 .a 与 5 间 无 线 连结 ,或 哩 有 折 


Q 

pU sou RR S 
OPS ds t 
图 ] 图 2 图 3 图 4 


线 连结 但 在 上 下 起 伏 的 时 候 ,aRe H bRa. 如 图 1 中 
aRb,bRa,fRc.cRf 等 (R 为 R 的 补 关系 ). 

2. 无 水 平 的 线段 . 

3.4 R 是 全 序 时 , 哈 塞 图 可 画 成 一 个 上 升 的 链 


图 5 图 6 图 7 


4. 同一 个 集合 , 当 偏 序 关系 不 同时 ,有 不 同 的 哈 
ZKR. 例如 , 当 A 二 {2,3,4,6,8} 时 ,关系 R= 二 “x 不 
大 于 y”,G 一 “x 整除 y” 时 ,R 与 G 的 哈 塞 图 分 别 为 
图 5 与 图 6. 

5. 集合 4 的 两 个 哈 塞 图 相同 , 当 且 仅 当 通过 变 
形 可 以 把 一 个 变 成 另 一 个 ,但 是 必须 不 改变 图 的 连 
结 并 保持 线段 的 上 升 方向 . 例如 ,图 6、 图 7 是 同一 
哈 塞 图 . 

6. 把 一 个 关系 的 哈 塞 图 上 下 反 转 ,得 到 它 的 道 
关系 的 哈 塞 图 .但 左右 翻转 还 是 原 关 系 的 哈 塞 图 . 

哈 塞 (Hasse,H. ) 是 第 一 个 使 用 这 种 通俗 的 图 
来 表示 偏 序 . 

极 小 元 (minimal element) ” 偏 序 集 中 的 一 种 
特殊 元 素 . 指 偏 序 集中 没有 与 它 可 比较 的 更 小 的 元 
X. 设 4,R) 是 偏 序 集 , BSSA,bEB, 若 不 存在 XE 
B, 使 得 rRb B rÆb, Mj b 称 为 (B,R) 的 极 小 元 . 对 
给 定 的 (8,R) 可 以 有 一 个 或 多 个 极 小 元 ,也 可 以 没 
有 极 小 元 . 车 a 与 5 是 4B,R) 的 两 个 不 同 的 极 小 元 ， 
则 一 (aR65) 目 一 GRa). 当 BB 为 有 限 集 时 ,(B,R) 一 
定 有 极 小 元 . 

极 大 元 (maximal element) 偏 序 集中 的 一 种 
特殊 元 素 . 指 偏 序 集中 没有 比 它 更 大 的 可 比较 的 元 
素 . 设 (4,R) 是 偏 序 集 , BCASLCB NAE cE 
B, 使 得 5Rz H rÆb, WRK b 为 (B,R) 的 极 大 元 . 对 
给 定 的 (4B,R) 可 以 有 一 个 或 多 个 极 大 元 ,也 可 以 没 
ARAI. É a 与 5 是 (B,R) 的 两 个 不 同 的 极 大 元 ， 
i] 1 (aRb) A Ra). 当 B 为 有 限 集 时 ,(B,R) 一 
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定 有 极 大 元 . 

最 小 元 (least element) 一 种 特殊 元 素 . 指 偏 
序 集 的 子 集中 小 于 或 等 于 一 切 元 素 的 元 素 . 令 《4， 
R) 是 偏 序 集 ,B 己 4,5€E€B, 如 果 对 每 一 个 zEB 都 
有 bRz WWE 6 是 (4B,R) 的 最 小 元 . 对 给 定 的 (B,R) 
不 一 定 有 最 小 元 ,者 有 最 小 元 , 则 是 惟一 的 . CA RD 
的 最 小 元 称 为 零 元 素 , 记 为 0. (8B8,R) 的 最 小 元 是 
(B,R ') 的 最 大 元 ;反之 亦 真 . 最 小 元 是 惟一 的 极 小 
Jo: 

最 大 元 (greatest element) 一 种 特殊 元 素 . 指 
偏 序 集 的 子 集中 不 小 于 一 切 元 素 的 元 素 . + (AR) 
是 偏 序 集 , BOA SEB AMHR rO BRA 
IRo, WFK b d CB, RO WRK TC. XT EH CB, RO AS 
一 定 有 最 大 元 ,者 有 最 大 元 , 则 是 惟一 的 . CA RO BJ 
最 大 元 称 为 单位 元 , 记 为 1. (B83,R) 的 最 大 元 是 (B， 
Ro) 的 最 小 元 ;反之 亦 真 . 最 大 元 是 惟一 的 极 大 元 . 

R F (well-ordered set) 一 种 重要 的 序 集 . 
指 每 个 非 空子 集 都 有 最 小 元 的 线性 序 集 . 令 所 是 集 
合 4 的 线性 序 ( 或 偏 序 ) 4: 4 的 每 个 非 空子 集 都 有 
一 最 小 元 , 则 称 结 构 (4,<) 是 良 序 集 . 良 序 集 的 序 
关系 称 为 良 序 . 设 二 是 普通 的 小 于 关系 , 则 CN, 到 ) 
是 良 序 集 ; (Z ,二 ) 不 是 良 序 集 . 

良 序 (well-ordered)” 见 “ 良 序 集 ”. 

上 界 Cupper bound) 与 偏 序 集 有 关 的 一 个 特 
殊 元 素 . 指 偏 序 集中 大 于 或 等 于 它 的 子 集中 一 切 元 
RIOR. WAR) e IP E BTA, a € A. ENT BI 
4 x€ B SS Ra, WW a HA B 在 偏 序 集 (A4,R) 中 
的 上 界 , 简 称 BEES. ub&CD.Zradé& BW 
上 界 , 对 于 BBE LF c BBA aRe Wa 称 为 五 
的 上 确 界 (或 最 小 上 界 ), 记 为 supe(B). 对 一 个 BC 
4, 它 的 上 界 可 能 不 存在 ,或 可 能 不 止 一 个 .例如 , 令 
A—(1,2,3), R—((a.b)la BRO). 当 取 Bl 二 {2,3} 
时 ,Bi 没有 上 界 . 当 B= (NA E 1.2.3.0 1 
是 B: 的 上 确 界 .对 BOA. AE a 
确 界 存在 , 则 是 惟一 的 . 一 个 子 f 
集 B 有 上 界 时 它 未 必 有 上 确 ? | 
界 , 有 上 确 界 也 不 一 定 在 子 集 
BZ. 例如 ,右面 哈 塞 图 表示 d 
的 以 A=(lasbscesdse} HERE 
的 一 个 偏 序 集 . 子 集 B= {bcd} Ula bA«.ac 
{b,c,d). 子 集 {e,f) 的 上 界 与 上 确 界 都 是 Sf. FR 
codo RER ATEMA. 

EMR (supremum) Jl“ E RE". 

TĦ (ower bound) 与 偏 序 集 有 关 的 一 个 特 
殊 元 素 . 指 偏 序 集中 小 于 或 等 于 它 的 子 集中 一 切 元 
素 的 元 素 . 令 (4,R) 是 偏 序 集 , BOA. EA. AM HT 
有 xEB 都 有 aRz, 则 a RAN B 在 偏 序 集 (4,R) 中 


Qe 


的 下 界 , 简 称 B 的 下 界 , 记 为 Lbra(B). LMA ak B 
的 下 界 , 对 于 B 的 任何 下 界 c, 都 有 cRa, 则 a RA B 
的 下 确 界 ( 或 最 大 下 界 ), 记 为 infa(B). 对 一 个 BC 
4, 它 的 下 界 可 能 不 存在 ,或 可 能 不 止 一 个 . 例如 , 令 
A= {2,3,6},R=((a,b)|a 整除 5}, 当 取 Bl 二 {2,3) 
时 , 没有 下 界 , 当 取 Bs, 二 16} 时 ,Bs 以 2,3,6 为 下 
R.A 6 是 B; 的 下 确 界 .对 BOCA, HATAR, N 
是 惟一 的 . 一 个 子 集 BRD i e 
有 下 确 界 ,有 下 确 界 也 未 必 

在 子 集中 ,例如 ,右面 哈 塞 图 a 

表示 A—(asbcd.e.f) d f 
基本 集 的 一 个 偏 序 结构 , 子 

4& (a,b, c) BS FRONS did € lasb.cii TEJ) K) 
FRY RRRION SJ fete. J). F#lab,es HF 
界 . 


TAR (infimum) WFR”. 
前 元 (predecessor) 与 偏 序 集 有 关 的 一 种 特殊 


JER. 即 对 于 偏 序 集中 的 一 个 元 素 ,一 切 小 于 或 等 于 
它 的 其 他 元 素 . 设 (4,R) 为 偏 序 结构 , 帮 bE Asa 
Ab,aRb, WRK a 是 6 的 前 元 ,6 是 a 的 继 元 (或 后 
元 ). A 中 的 元 素 不 一 定 有 前 元 或 继 元 . 如 果 有 ,也 可 
能 是 一 个 或 多 个 .例如 , 取 关 系 R= 二 ((a,6) 1a 小 于 
或 等 于 65), 当 和 A= {1,2,3) 时 ,结构 (4,R) 中 1 无 前 
元 ,2 5 3 都 是 它 的 继 元 ;3 无 继 元 ,但 1 与 2 都 是 它 
的 前 元 ;2 有 惟一 的 前 元 1 与 惟一 的 继 元 3. 
见 “ 前 元 
直接 前 元 (immediate predecessor) 一 种 特殊 
相关 的 元 素 . 它 是 偏 序 集中 某 元 素 的 前 元 ,并 且 该 元 
素 的 一 切 其 他 前 元 也 是 它 的 前 元 . UC CA ROS ROT 
集 . Xi a,b € A,a 关 6b,aRb, 并 且 对 于 任何 cE€ A. 24 
aRc H. cRb B UH a=c xX c b 
=b, Vil a 称 为 6 的 直接 前 
JL +b 称 为 a 的 直接 继 元 . 
如 果 a 的 直接 继 元 存在 且 
惟一 ,可 记 为 at 或 S(a).“Q 〇 
A 中 元 素 不 一 定 有 直接 前 元 ( 继 元 )， 也 可 能 有 一 A 
或 多 个 .在 右面 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集中 ,ea 有 三 个 直 
接 前 元 ,它们 互 不 能 比较 ;a 又 有 两 个 直接 继 元 .2 有 
元 ,而 e,f 都 以 a 为 直接 继 元 .h 以 g 为 直接 继 元 .A 
中 元 素 也 可 能 有 前 元 ( 继 元 ) 而 无 直接 前 元 (直接 继 
元 ). 例如 , 当 A 为 实数 集 ,R 为 小 于 关系 时 ,4 中 任 
何 一 个 元 素 都 无 直接 前 元 与 直接 继 元 . 


直接 继 元 (immediate successor?) 


继 元 (successor ) 


见 “ 直 接 前 
ee 

R Bib (R-presegment) 哈 塞 图 中 的 一 种 由 某 
JU XX Wa xe B 5 Br. RAR) AW RO ac Asa 与 


a 的 所 有 前 元 的 集合 BRA a 决定 的 R 前 节 , 记 


有 序 集 和 序 结 构 


34 PS(a), BI PS(a) — (b]|bC AAbRa). Ti a TECA, 
RU) REA R 前 节 称 为 a ÆA, R) PRE R 
r8. E CA. RO B n 3E 1 


图 中 ,从 a 出发, 同 下 
伸 的 各 连续 折线 上 的 ^ 
各 节点 元 率 构 成 a 确 
cM RH. 例如, 右 。 


面 哈 塞 图 中 1 确定 的 。 
eh 

8),4 确定 的 R 前 节 } ,6 确定 的 R 前 节 为 (6 
7,8} 59 a. EO 

R ET (R-sucsegment) W“R ijs ". 

R Ài EE (R-presection) 哈 塞 图 中 的 一 种 由 某 
元 素 确定 的 节 段 . CARO ERP R.A BS4, 且 
对 任何 a€ 4A, 存在 6€B, 使 ] 
aRb, RA ac B, WIEK B 是 一 
个 R 前 段 . B 是 R 前 段 时 ,B ^ 3 
中 每 个 元 素 的 前 元 都 在 B 5 eh 
中 . 例如 ,在 右面 哈 塞 图 所 示 ~ s 
的 偏 序 集中 , {6,7}, (6,7,8, an 
9),(3,4,6, 7) SME R 前 7 
Et .1 (67,8), (1,3, 4,6, 7) dE R WER. CA. R 
BS R Bii EE ERA CARO IS R 后 段 . 

RE C(R-sucsection). DL" R Bii Ez". 

R $£(R-chain) 偏 序 集中 的 全 序 子 集 . 设 (4， 
R) 是 偏 序 集 ,集合 4 关于 R 的 任何 全 序 子 集 B 都 
称 为 4 的 一 个 R 链 .对 R 链 B, 如 果 任 意 添 和 人 4 一 
B 中 的 某 个 元 素 都 不 再 是 R 链 ,B 就 称 为 极 大 R 
HE. E B ÆRE, B 是 4 的 全 序 子 集 . 当 A4 是 全 


序 集 时 ,4 就 是 惟一 的 极 大 R Oa 
bk. 在 偏 序 集 的 哈 塞 图 中 ,任何 ; Pi 
一 条 连续 上 升 的 折线 所 串 连 的 St 
各 点 或 其 部 分 都 构成 尺 链 . 单 CX 


独 一 个 元 素 也 是 R 链 , HAN. A 


面 哈 塞 图 中 有 下 列 尺 链 : 
tara Or er ea 
Bsa} sicsOss(dsb}sicra}s 


人 

其 中 后 三 个 还 都 是 极 大 R 链 . 有 限 偏 序 集 4 R R 
中 元 素 的 个 数 称 为 R 链 的 长 度 . 大 (4,R) 中 的 最 长 
ERKEK ”那么 4 中 元 素 能 划分 成 条 不 相交 
的 反 链 . 前 例 中 链 最 长 为 3,4 "PARU 3 条 不 相交 的 
E 8 lase), le di (b). 

极 大 R $ECmaximal R-chain) W,"R $”. 

R 链 的 长 度 (length of R-chain) Jl“R $”. 

R R$ (R-anti chain) 一 种 特殊 的 链 , 设 (4， 
RETE, BOA, BC 2.b€B,aAb 时 有 aRb 


H bRa, WR BOA REH. ER RE BS AERA 
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A 中 一 元 素 都 不 再 是 R 反 链 , 则 称 B 为 一 个 极 大 R 
反 链 . 4 的 单元 素 子 集 既 是 R EMER R.A 4 
是 全 序 集 , 则 A 的 R 反 链 
只 能 是 A 的 单元 素 子 集 ， T 
EAR EIR CA FO E 4 as 
为 有 限 集 , 则 它 的 反 链 都 
EARR. 元 素 个 数 最 多 。 / 
的 反 链 称 为 最 大 反 链 . A 
(4,R) 的 最 大 反 链 中 有 个 元 素 , 则 4 中 的 元 素 可 
以 划分 为 n 条 不 相交 的 链 . 上 面 哈 塞 图 表示 的 结构 
中 ,最 大 反 链 为 (g,c,b), 有 3 个 元 素 . A 能 划分 为 3 
条 不 相交 的 链 {f,g),{d,c),(e,b,a). 当然 也 可 有 男 
外 的 划分 法 . 
极 大 R 反 链 (maximal R-anti chain) W“R R 
最 大 反 链 (maximal anti-chain)” 见 “R REE”. 
伪 树 (pseudo-tree) ”由 链 组 成 的 一 种 集合 .在 


Wi FF ES CA RO P PL EE O P 
何 aEA, 所 有 满足 bRa do 
的 4 中 元 素 5 的 集合 B 


都 是 R 链 , 则 称 (4A,R) 为 
一 棵 伪 树 ,而 集合 BR | T. 

为 树枝 . 全 序 集 是 一 棵 伪 œ 

树 , 并 且 它 的 枝 琶 合 在 一 图 1 

起 . 偏 序 结构 (4,R) 成 为 伪 树 时 ,其 哈 塞 图 在 直观 上 
像 一 棵 或 多 棵 分 离开 的 树 , 只 有 向 上 的 分 又 ,而 无 向 
下 的 分 又 ,并 且 无 闭合 的 枝 . 如 图 1 表示 的 结构 是 伪 


Sa d, 
A I 


图 3 
树 ,而 图 2. 图 3 表示 的 结构 不 是 伪 树 . 当 (4,R OE 
ARTET, A, RREA BAR. 

树枝 (branch)〉 — W, “yy”. 

倒 伪 树 (inverse pseudo-tree) Jl “fh”. 

极 小 条 件 (minimal condition) 与 有 序 集 相关 
的 一 个 概念 . 当 有 序 集 X 的 任意 非 空 子 集 都 具有 极 
小 元 时 , 称 X 满足 极 小 条 件 . 

极 大 条 件 (maximal condition) 与 有 序 集 相关 
的 一 个 概念 . 当 有 序 集 X 的 任意 非 空 子 集 都 具有 极 
大 元 时 , 称 X 满足 极 大 条 件 . 极 小 条 件 与 极 大 条 件 
是 对 侦 概 念 . 

偏 序 结构 的 表示 (representation of a partially 
偏 序 结构 与 某 一 集 族 之 间 的 同 


ordered structure) 
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构 映 射 . 任何 一 个 偏 序 结构 2 — (ALR) BTE TE— 
个 集 族 o CCP CAO ERK 5 Co, C [RT AJ. 这 个 
同 构 映 射 f£ PRA V4 的 一 个 表示 .事实 上 , 取 -ez 为 
A 中 每 个 元 素 的 前 节 PS (a) 的 集合 , 令 

f iA ,a>PS(a). 


1 {1,2,3,4,5} 
: 3 0245] (3,4,5) 
A fä T 
s O7 (5}0(7} 
图 1 结构 (A,R) 图 2 结构 (-s ,三 ， 


了 就 是 一 个 同 构 ( 它 是 双 射 并 且 a Ro 时 ). 例如 , 哈 塞 
图 1 表示 的 偏 序 结构 的 同 构象 是 哈 塞 图 2 表示 的 偏 
序 结构 . 

有 向 集 (directed set) 一 种 有 序 集 . 指 任 意 有 
限 子 集 都 是 上 方 有 界 的 有 序 集 . 

+ H Cofina) 一 种 有 序 集 . 指 有 序 集 与 它 
的 一 个 子 集 有 共同 的 最 大 元 . E B 为 有 序 集 4 的 子 
集 , 硅 对 A 的 所 有 元 素 4a, 存 在 一 个 元 素 bE B, 使 得 
b 之 a[ 用 符号 表示 (VY aC ACAgBV (d 5€ BUS 
a)))) |, Wee B 在 4 中 是 共 尾 的 .这 时 B tLe A 
集 . B 在 A 中 共 尾 与 4 一 8B 在 A 中 不 同 尾 是 等 价 
的 . 

fe) BA (residual) 一 种 有 序 集 . 指 有 序 集 与 其 
某 特殊 子 集 间 的 关系 . 设 B 为 有 序 集 4 的 子 集 , 厂 
对 于 A 的 某 个 元 素 4a, 有 {45b1b 之 a} 生 B, 则 称 B 在 4 
中 是 同 尾 的 . 这 时 B 在 A 中 也 是 共 尾 的 .B 在 4 中 
共 尾 与 A— B 在 A 中 不 同 尾 是 等 价 的 . 

T aJ? (unbounded partially ordered set) 
一 种 特殊 的 偏 序 集 . 指 没有 最 大 元 和 最 小 元 的 偏 序 
集 . 整数 集 在 通常 的 大 小 关系 下 是 无 界 的 . 

完备 全 序 集 (complete totally ordered set) — 
种 特殊 的 全 序 集 . 指 没 有 间 际 的 全 序 集 . ECP <<) 
是 稠密 全 序 集 . 若 每 个 非 空 有 上 界 的 子 集 SSP, A 
有 上 确 界 , 即 sups EP, WC, ORA CEM. 这 时 
AL WA CP. TE AT [8] B. 对 每 个 稠密 的 无 端点 
H3 4 FF AR CP <<) ,存在 完备 的 全 序 集 (C,<) ME: 

I; PEE. ) 

2.4 p,q€ P, WM pq 4 BICIS px. 

3.P Æ C 中 稠密 . 

4. C 没有 端点 . 

完备 全 序 集 (C,<) 在 同 构 的 意义 上 是 惟一 的 . 
因此 ,把 (C, 到 ) 称 为 (P, 一 ) 的 完备 化 . 

全 序 集 的 完备 化 (completion of totally ordered 
set)” 见 “完备 全 序 集 ”. 


RJ 4 & FF & (separable totally ordered set) 
一 种 重要 的 全 序 集 . 指 有 一 个 可 数 稠密 子 集 的 全 序 
4E. 因为 有 理 数 集 是 实数 集 的 可 数 稠密 子 集 , 所 以 实 
数 集 是 可 分 的 . 

可 数 链条 件 (countable chain condition) 与 全 
序 集 相关 的 一 个 概念 . 若 稠密 全 序 集 已 中 每 一 个 不 
相交 的 开 区 间 的 集合 最 多 可 数 , 则 称 P 满足 可 数 链 
条 件 , 简 记 为 C.C.C. 每 个 可 分 全 序 集 满足 可 数 链 
条 件 ( 参 见 本 卷 《布尔 代数 ) 同 名 条 ). 

苏 斯 林 问 题 (Suslin problem) 有 关 在 一 定 条 
件 下 一 个 集合 与 实数 连续 统 是 否 同 构 的 著名 问题 . 
BEE 了 是 稠密 的 、 无 界 的 、 完 备 的 全 序 集 , 且 有 可 
数 子 集 在 已 中 处 处 稠密 ,那么 P 必 与 实数 集 同 构 ， 
也 是 一 个 连续 统 . 如 果 在 关于 P 的 这 些 条 件 中 将 条 
件 “ 有 可 数 子 集 在 P 中 处 处 稠密 ” 换 为 “ 含 于 PP 中 的 
不 交 开 区 间 至 多 可 数 ”, 其余 不 变 , 问 PP 还 与 实数 集 
同 构 吗 ?这 就 是 苏 斯 林 问 题 . 换 上 的 条 件 定 名 为 可 数 
链条 件 . 苏 斯 林 问 题 可 直接 表述 为 :如 果 PP 是 完备 
的 、 稠 密 的 全 序 集 , 并 满足 可 数 链 条 件 ,P 与 实数 集 
同 构 吗 ? 虽然 实数 集 本 喘 是 完备 的 .稠密 的 、 满 足 可 
数 链条 件 的 全 序 集 , 但 苏 斯 林 问 题 在 ZFC 系统 中 是 
不 可 判定 的 . 

苏 斯 林 问 题 是 苏 斯 林 (Cycrmk,M. S. ) F 1920 
年 提出 的 . 假定 对 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 命题 称 

苏 斯 林 假 设 (Suslin hypothesis) 
题 ”. 

稳定 集 (stationary sets) 一 种 特殊 的 集合 . 如 
REG SSK 对 K 的 任何 闭 无 界 子 集 C ABA SIC 
AQ MES 在 天 中 稳定 . 每 个 闭 无 界 集 是 稳定 的 ， 
HHE S 是 稳定 的 ,SCTCK, 则 了 也 是 稳定 的 . 存 
在 不 含 闭 无 界 子 集 的 稳定 集 . 

集合 的 间隙 (gap of a set) ”类似 于 有 理 数 的 分 
QAR Re ARENT. ROP, ORS 
A BEAM CA, BRE: 

1A 和 B 是 PP 的 非 空 不 相交 的 子 集 , 且 

AUB=P; 

2.4% a€ A, HEEB, Wj ab, 

3. 4 没有 最 大 元 ,日 B 没有 最 小 元 ， 
MPA, BDA P 的 间 际 .车 二 为 数 的 大 小 关系 , 则 
P=R 时 无 间隙 ,P= 二 Q 时 有 间隙 . 

有 界 集 (bounded set) 一 种 特殊 的 集合 . 设 S 
是 全 序 集 PP 的 非 空子 集 . 它 的 上 界 和 下 界 称 为 S 的 
界 . 若 它 具有 上 界 和 下 界 , 则 称 S ARA BJ. E S fX 
有 上 界 ( 下 界 ), 则 S 称 为 上 有 界 ( 下 有 界 ) 的 ， 

稠密 (dense) 有 关 偏 序 集 的 重要 概念 . ERM 
序 集 的 一 种 性 质 . 设 (4, 科 ) 是 偏 序 集 , 且 对 任意 a. 
E4,a<20, 都 存在 cE4, 使 得 as<c<2, 则 称 偏 序 集 


见 “ 苏 斯 林 问 
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(4, 和 受 ) 为 自身 稠密 的 . 若 DEC4, 且 对 任何 a,pE4， 
4a 魏 0, 存在 cEDD, 使 得 aco. WK DEA PR 
ak. 例如 , 设 R 是 实数 集 , 科 是 通常 的 “小 于 等 于 " 关 
A NR.) EP. OR Z 是 整数 集 , 则 (Z <) 
不 是 稠密 的 . 若 Q 是 有 理 数 集 , 则 Q 在 R 中 稠密 . E 
E2; (Cantor,G. F. P. ) 证 明了 :任何 两 个 稠密 、 无 界 
的 可 数 全 序 集 都 是 同 构 的 ， 

自身 稠密 偏 序 集 (own dense partially ordered 
set) Ji“ Bae”. 

集合 的 分 市 (cut of a set) 关于 有 序 集 的 一 个 
重要 概念 . 即将 有 序 集 分 解 成 两 个 特殊 子 集 之 并 . 如 
果 集 合 的 序 偶 (4,B) 满 足 条 件 : 

LAA BP 的 非 空 不 相交 子 集 ,日 

AUB=P; 

2.4% a€ A. HEEB, Mj a—b, 
称 这 样 的 (4,B) 为 P 的 一 个 分 割 . 4 没有 最 大 元 的 
分 割 称 为 戴 德 金 分 割 . 
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序数 (ordinal number) 合 论 的 基本 概念 之 
一 ,是 日 常 使 用 的 第 一 、 第 二 …… 表 示 次 序 的 数 的 推 
广 .序数 概念 是 建立 在 良 序 集 概念 之 上 的 .序数 原来 
4E REFER (Cantor,G. F. P. ) 定 义 为 良 序 集 的 序 型 ， 
而 良 序 集 A 的 序 型 4 ,作为 从 4 的 结构 属性 抽象 出 
来 的 结果 ,是 所 有 与 集 A 同 构 的 一 切 良 序 集 的 共同 
特征 , 即 A 二 {B81B 二 4}). 这 一 定义 从 形式 上 看 简单 


明了 ,但 可 惜 这 样 的 4 不 是 ZFC 系统 中 的 集合 . F 


实 上 {B81|B 二 4} 是 一 个 真 类 . 

1923 年 和 1928 年 , 汉 。 诺 伊 曼 (von Neu- 
mann,J. ) 为 了 克服 上 述 定 义 的 缺陷 ,把 序数 定义 为 
满足 下 述 条 件 的 良 序 集 :对 于 一 切 和 E a, S(E) —€. 
MHS) = (BE al BCMA BRE a PHS EM 
的 初始 段 . 例如 ,在 集合 9= (10,1,…,8} 中 任 取 一 元 
R x. BS C2 (00,1, x—1) ,所 以 9 是 一 序数 . 集 
A 称 为 归纳 集 ,如果 : 

1. Ø € A. 

2. HZ aC A, MA a =al (aj € A. 

A 的 一 切 归 纳 子 集 之 交 N 是 自然 数 集 . 它 是 最 小 的 

归纳 集 .N 是 良 序 的 , 且 对 任何 zEN 都 有 
S(n)—(0,1,*:,(n—1)j—nm, 

所 以 N 是 序数 , 记 为 w. 自然 数 集 N 的 每 个 元 素 ”都 

是 序数 , 称 为 有 限 序数 . 其 他 序数 称 为 超 穷 序数 . w 

是 最 小 的 超 穷 序数 . 

1937 年 , 鲁 宾 孙 (Robinson ,R. M. ) 给 出 序数 的 
另 一 等 价 定 义 : 良 序 集 (c,E > 是 一 个 序数 , 若 (e,Ey》 
是 传递 集 , 即 只 要 zEaw 且 yEz 就 有 yEu. 

序数 也 可 用 递归 的 方法 来 定义 : 
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1. O 是 序数 ， 

2. Æ a 是 序数 , 则 a 二 aU {a} 是 序数 . 

3. E S 是 序数 的 集合 , 则 US 是 序数 . 

4. 任 一 序数 都 由 上 述 1 一 3 得 到 . 

后 三 种 定义 没有 康 托 尔 原 定义 的 缺点 .序数 有 
三 种 ,第 一 种 是 0; 第 二 种 是 后 继 序数 — aU {a}; 
其 他 序数 属 第 三 种 , 称 为 极限 序数 . 对 任何 良 序 集 
4, 有 和 且 仪 有 一 个 序数 a 使 4 与 a 同 构 ,此 时 a 称 为 
A 的 序数 ,用 A=a 表示. 

任何 两 个 具有 相同 序数 的 良 序 集 必 定 序 同 构 ， 
因此 ,序数 是 同 构 的 良 序 集 的 共同 特征 . 这 正 是 康 托 
尔 序数 概念 的 实质 . 对 任何 序数 a 和 BE X a B, 
SAMS ac B. 

序数 有 下 列 性 质 : 设 o. 和 7 是 序数 . 

l. zr a<, B<, 则 ax. 
„a <P 和 Ba ARE TAY Bae. 
a 3X a- (8 9X Ba Z— JW ML. 
每 个 非 空 的 序数 集合 有 一 个 关于 二 的 最 小 
元 ,因此 每 个 序数 集 都 可 用 关系 二 将 它 良 序 化 . 

5. 每 个 序数 集合 和 ,都 存在 序数 a, EF ag X. 

有 限 序 数 (finite ordinal number) Jl“ FRR”. 

超 穷 序数 (transfinite ordinal number) J“ Fr 
«c. 

传递 集 (transitive set) 一 种 特殊 的 集合 . A 
由 >yEz 和 xzE4 可 得 yE4, 则 称 4 为 传递 集 . 下 
列 命题 是 等 价 的 : 

1. 4 是 传递 的 . 

2. Zi x € A.M xc A. 

3. UAC A. 

4. AgPCAD , EF PAE A PEE. 

ft 385 S AY) c TB) BAY P] T AE BLA C. LES 
数 都 是 传递 集 . 因为 


e Ww N 


n—1(0,1,.,:.,n—1); 
当 mEn 时， 
m= {0 ,mmO—1})C{0,1,.… ,nC—1}. 
集合 的 后 继 (successor of a set) 集合 的 一 种 


一 元 运算 . 集 A 的 后 继 是 集合 S(4)= 二 4U14). 这 
HS 亦 称 为 后 继 运 算 . 2X Jo 2E PR. d n] A A' SX AT 
来 表示 A 的 后 继 . 

Ia 4K iB & (successor operation) 
继 ”. 

Je 4K A 9 (successor function) 
gae. 

ja ak FB (successor ordinal number) 一 类 特 
殊 的 序数 . 如 果 序 数 a 是 某 个 序数 的 后 继 , 则 称 a 为 
后 继 序数 , 即 存在 序数 8, 使 得 a= SC — 8U(B;. 
JE 0 且 非 后 继 的 序数 称 为 极限 序数 . 非 0 的 自然 数 
都 是 后 继 序 数 . 例如 : 
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UL “和 集合 的 后 


见 “ 集 合 的 后 


1=0U {0}=S (0); 
2=1U (1}=5(1); 
同样 ,w 十 1,w 十 2,… 也 是 后 继 序 数 .但 0, w,w 等 则 
不 是 后 继 序 数 . 
极限 序数 (limit ordinal number) 一 类 特殊 的 
序数 . 指 不 为 0 且 不 是 后 继 序数 的 序数 . 一切 序 数 被 
分 成 三 类 : 
1. AG 0 这 个 序数 . 
2. 后 继 序 数 . 
3. 极限 序数 . 
w= (0,1,2,"° 
顺序 列 出 如 下 : 
Us T4275, 1**5 
wO,wtl,wt+2s, 
e 9 oua o ee 


qe? w=w',wtilyer 


;是 最 小 的 极限 序数 .序数 可 按 


DO。 4 
十 中 

"E . 2, .0) t, Qi ,*** Q0", 

TM E APR NE 

we a ow M 


Oo. — w+] eee es ese e 
w * Ww CO o, 9 peee g o 》 sw 


E ww. 2,w0 3,00 ,0 等 都 是 极限 序数 (参见 
“序数 ”和 “后 继 序 数 ”). 

良 序 集 的 序 型 (order type of a well-ordered 
set) 一 类 特殊 的 序数 . 即 与 良 序 集 同 构 的 序数 . 给 
定 良 序 集 (4, 忆 ,存在 惟一 的 序数 a, (Ela, Ea) 
H(A, <) A AE ES ay | ay Eaa 
Ey ER a 上 的 从 属 关系 . 该 序数 a 就 被 称 为 良 序 
4E CA, < BI FF I. 317g a —otpCA, <). FREE P 
AR — dk A AE HE OE OB RA, ACB, 
<) Pal = Ai Ole ee 

1. (A,<) BGB, <) E+. 

2. (A, «O BAB, <) 889 — T0 $8 Ec E. 

3. (B, <) 5A, OWT Ex [R] AJ. 

基本 定理 为 比较 良 序 集 提供 了 一 种 方法 . 在 情 
况 1 Bp ERCA, <) AB, 08 FB [SEIS] FE 2. 在 情况 
2 vp PRA, OA EB, 7M NI FE RI. 在 情况 3 中 ， 
FER CAM EB, ORK. 

#98 E (initial segment) 亦 称 初始 节 . ARE 
序 集 的 重要 概念 . 即 全 序 集 的 前 市 . RL, EE 
FR. L 的 具有 下 列 性 质 的 真子 集 S 称 为 工 的 初始 
段 :对 于 每 个 a€5, 所 有 z<a PES 的 元 素 . 

48475 initial segment) ” 即 “ 初 始 段 ”. 

超 限 归纳 法 (transfinite induction) IRRE A 
归纳 法 . 数学 归纳 法 的 推广 . 它 是 用 超 限 归纳 原理 证 
明 命 题 的 方法 . 超 限 归纳 原理 有 下 列 等 价 的 形式 : 

1. & PGz) 是 一 种 性 质 , 符 已 (8) 对 所 有 Pa R 
WAS PCa) KI. WM Pl(a) 对 一 切 序数 a 都 成 立 . 即 


V a(CCVY B<a) PCB))—P(Ca)—V aP(a). 

2.4 PCz) 是 一 种 性 质 , 乔 : 

D PO; 

2) 对 一 切 序 数 a, P CO MTA Pratl) Mwy; 

3) 对 任何 极限 序数 40, PORNA pa 
成 立时 ,有 PCa) REE NUI P CoOSE— PR a 成 立 ， 
Bp 

P(O) AV aCPCa) P (a D) AV allim aAV f 
<alP(B)—>P la))—>V aP (a). 

3. E JRF, SKAAT, W E=X 
CES X 称 为 归纳 子 集 , 若 对 任何 <cEX, 只 要 初始 段 
X,—i8€ X|B«a) &E WA CCE). 4X HARK 
集 N 时 , 超 限 归纳 法 就 成 为 数学 归纳 法 .表述 为 :看 
ECN, WE: 

DICE; 

2) 对 任何 zEN, 若 由 一 切 小 于 的 目 然 数 RC 
E,W HE n€ E,W] E—N. 

E 23 Ud £A iE (transfinite induction) 
IH 2815". 

超 限 递归 定理 (transfinite recursive theorem) 
递归 定理 的 推广 .该 定理 断言 :对 任意 函数 下 :7 一 
V EE TE — RY PRU XC G:ord 一 V ,使 得 对 任意 a€ord 
A Gla) =F(G|.) ,这 里 V 表示 一 切 集合 构成 的 类 ， 
G|. 表示 函数 G 在 a 上 的 限制 . 当 在 上 述 定理 限于 
A5 IE PRG ico V. 这 一 特殊 情形 时 ,定理 就 变 成 平 
常 的 递归 定理 . 超 限 递归 定理 是 冯 ，。 诺 颁 曼 (von 
Neumann,J. ) F 1923 年 提出 的 . 该 定理 的 意义 是 ， 
由 已 给 的 函数 五 ,以 集合 {GC(B8)|B 二 a) 为 的 自 变 
量 , 所 确定 的 函数 值 作为 被 定义 函数 G 在 a 上 的 
值 ,所 定义 出 的 函数 G 是 惟一 确定 的 . 这 种 定义 郴 
数 的 方法 不 同 于 一 般 的 定义 方法 . 因为 在 定义 G(a) 
时 要 用 到 已 给 的 下 ,而 且 要 用 到 各 个 G(B8),p<<a. 

序数 加 法 (addition of ordinals) 序数 的 一 种 
运算 . 对 任意 序数 a,b Y, A: 

1. a-F- 0— a. 

2.a4d- B* — (a-- B»*. 

3. a - Y —sup(ia-- B18« Y], 4 Y 是 极限 序数 
AY. 

序数 加 法 不 满足 交换 律 , 如 Lt w= ww =a 
.序数 加 法 有 下 列 性 质 :对 任意 序数 BY 有 : 

luo CO Ca 

2.4 十 B=a 十 YSB=7. 

3.a+ pa Ye BY. 

4. a B-—a-- YxzB-rY. 

5. a4-*« B--Y-a« B. 

序数 乘法 (multiplication of ordinals) 
一 种 运算 . 对 任意 序数 aP VA: 

l.a* 0=0. 


即 “ 超 限 


十 


— 


序数 的 


ar 


效 


2.a * f^ —(a* 

3.a* Y—supia* 
时 . 

序数 乘法 有 下 列 性 质 : 对 任意 序数 BY: 

l.a* (P )—(a* B)°Y, 

api aes Gd ay. 

3.a* Ba * YeSCBg«Y A af). 

4.a* p—a*Y«(f—YAa7E0). 

5. a«f-»a * YSP. Y. 

6.a* Y« p * Y>a <P. 
Fe aS RIE I US FE AC HR EE, HIG, 3 * w= eo e 3. 

FF 3357; X (exponentiation of ordinals) 序数 
的 一 种 运算 . 对 任意 序数 a BY: 

10:25] 

2. a^ * 1 — af «a, 

3. a” =sup {af | BY) “4 Y 是 极限 序数 时 . 
例如 : 

l.8—8,8'—8- B, P—B*8* BS. 

2. B"—supi£" |n<w)}. 
Fr Bll He 1° = 1, 2°=0, 3° =w, n° =w (MEL nE 
o») ,c"—supí«" |n<w} >w. 

应 该 指出 的 是 ,序数 算术 实质 上 不 同 于 基数 算 
A. ALGO, 2° =o, Ff H. wr 都 是 可 数 序数 ,而 2% 
一 Ni 是 不 可 数 的 . 

序数 的 方 守 有 下 列 性 质 :对 任意 序数 a, BY, 
有 : 

1.4 7 gv wt. 

2. (a?! =a”. [B Cap)! =a’ - BP" 一 般 不 成 立 . 

对 数 定理 (logarithm theorem) — 3ÉJBi 8 RRA 
的 一 种 推广 . 若 序 数 a p 满足 a 40 和 871. | fe TE 
惟一 一 组 序数 ”8 与 2, 使 得 :一 (08 * 0) +0,0<0 
<B E ec. 

除法 定理 (division theorem) 普通 带 余 除法 
的 一 种 推广 .对 任意 序数 A 6 天 0, 存 在 惟一 一 对 
序数 8 与 7, 使 得 a 一 (3，B) 十 7Y, 且 7<6.8 称 为 a 
被 6 除 后 的 商 ,7 称 为 余数 . 

减法 定理 (subtraction theorem) 普通 减法 的 
推广 . 对 任意 序数 BEP c 委 68, 则 存在 惟一 的 序数 
0, 使 得 at= B. 这 个 6 称 为 B 5 a WR. 

序数 的 无 界 子 集 (unbounded subset of ordin- 
als) 序数 的 一 种 特殊 子 集 . 设 a 是 序数 , 子 集 AC 
a, 帮 对 于 任何 序数 BE 有 A, 都 存在 序数 YEA. HE p= 
Y, FAUA=4, NUK A 在 a 内 是 无 界 的 ,或 称 A 是 
a 的 无 界 子 集 . 例如 , 偶 目 然 数 集 是 w 内 的 无 界 子 
集 . 若 4 是 序数 a 内 的 无 界 子 集 , 则 supA =a. 

共 尾 子 集 (cofinal subset) 序数 的 一 种 重要 子 
集 . 若 4 是 序数 a 的 子 集 , 且 supA=a, Nl] A 称 为 在 
a 中 共 尾 的 子 集 . ER Sf: Cao TE o 中 共 尾 , 则 值 
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pos. 
BIB«Y. 24 Y NAR BR Fr 3 


域 ran DEE a PHENTR. a 的 任何 共 尾 子 
集 A 的 标号 集 为 pb,H A= (aj Lice» W A f (4)=a 
XE SC HAY PRK f: Ba 是 在 a 中共 尾 的 范 数 . 

共 尾 的 序数 序列 (cofinal ordinal sequences) 
一 类 特殊 的 序数 数列 . 设 a. 8 都 是 极限 序数 ,a 二 0， 
X HN SW BFF a) aly AAE ord AA 
BW E 

lim a; Emu 
则 它们 称 为 在 a 内 共 尾 .或 称 为 共 尾 于 o. 例如 ,所 
有 严格 递增 的 自然 数 无 穷 序 列 (w 序 列 ) 都 共 尾 于 
e. 特别 ， in* buen» in? uen: (2n! + 3n— 1) nen ABE E 
于 w. 对 于 任意 大 于 0 的 极限 序数 a,a 内 共 尾 的 8 
序列 是 存在 的 ,如 ,(A1A<aw} 便 是 . 另 一 方面 ,并 非 对 
任何 序数 8 都 一 定 存在 序数 的 指标 族 (a14 二 8) 能 
以 a 为 极限 .一 个 在 a 内 共 尾 的 8 序列 (a)4<g 是 以 B 
为 定义 域 ,a 为 障 域 , 且 
U ran C xs =a 

H3 FE F6 pRB. 

共 属 函数 (cofinal function) 一 类 特殊 的 序数 
的 晒 数 . 设 了 是 序数 和 8 到 we 的 函数 , 知 / 的 值 域 在 a 
AER, BB Uran =a, WR f E a ASE. ARTE 
a Py FE FE B 3 SB Fs CES P] (uua & fA=a,, Nl f 
是 a A ASE R R. | 

H BE Ccofinality) 亦 称 共 尾 性 . 对 极限 序数 
的 一 种 刻画 . 设 a 是 极限 序数 ,使 a 是 长 度 为 0 的 递 
增 序数 序列 的 极限 的 最 小 的 序数 9 称 为 a PRE E 
度 , 记 为 cf(a). 即 cfa 二 min(0| 存 在 递增 9 序列 (as: 
<0), Flim a= a). 非 极限 序数 的 共 尾 度 定义 为 

ef (0) =0,¢efa" =1. 

fail an , cf Cow) — v cf C") = vw, cf Co) — v. 

序数 的 共 尾 度 有 下 列 性 质 : 

1. 对 任何 极限 序数 a, 共 尾 度 cf (a) ER PR JF 
数 , 并 且 cf (a) a, SE S LV] a 是 基数 . 

2. cf(cf(a)) 二 cf(a), 且 cf CO dé REL. 

3. 对 极限 基数 兴 。, 有 cf CSS D = cf Ca). 

4. i a 是 极限 序数 ,a2» 0 , Wil, 

1) 34 AGa, supA—a 时 ,4 的 序 型 

otp CA) > cf(a). 

2) Lm Bo p xg BLU a A 的 

不 降 7 序 列 , 并 且 lim f= a, Mef) — cf Ca), 


5. 对 任何 无 穷 基 数 a, A aam. 

共 尾 性 (cofinality) 即 “ 共 尾 度 ” 

字典 顺序 (lexicographic ordering) 有 序 符 号 
串 的 一 种 排序 方法 . 若 4 和 召 是 全 序 集 , 则 对 AXB 
定义 (垂直 ) 字 — 典 顺序 为 : (a1 b) (as b) 6 9X E ai 
<a, 或 者 a1 二 a; 并 且 5 bh. 容易 看 出 关系 “天 ”是 
AXB 上 的 全 序 关 系 . 类 似 地 , (水 平 ) 字 典 顺 序 可 定 
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SOA + (ay 902) Cb b; ORF bib, RE 6, =, 并 
Haa; ERREX, KEES BEB n FARR 
Ay A2, yA, 的 笛 卡 儿 积 Av MX XA Js 例 
如 ,对 目 然 数 N,NXN 的 字典 顺序 是 (0,0),(0,1)， 
(0,2),，…,(1,0),(1,1),(1,2),，…, 由 于 这 样 的 排列 
与 英语 字典 中 先 按 第 一 个 字母 排序 ,再 按 第 二 个 字 
母 排 序 一 样 , 故 称 为 字典 顺序 . 

典型 良 序 (canonical well-ordering) 一 种 特殊 
的 良 序 关 系 . 者 wp 是 序数 ,定义 (人 ap) 二 (9) 
om @ max (ae,f)-« max (7,0), RF max (a, B) 
=max(7,6) A Ca?) ,或 者 max (Ca, 8) — max (7.0) 
H (a Y;8« 6). 2E f&" —" fé ord X ord E BS B FF A 
A ,该 关系 被 称 为 典型 良 序 关系 . HEN RJY. 

典型 良 序 关系 (canonical well-ordered relation) 
见 “ 典 型 良 序 ”. 

a 序列 (a-sequence) 一 类 特殊 的 序列 . 指 以 序 
XX a AE SCY PRB. BI a 序列 是 dom (22 =a B eR 
数 z. 习 惯 上 将 a FE PII x dU Gees KP rmx) 
BRA x 的 第 6 项 ,a 称 为 这 个 序列 的 长 度 . 4a 为 有 
限 序数 时 ,a 序列 称 为 有 限 序列 ; 34 o 为 无 限 序数 
时 ,a 序列 称 为 超 限 序列 . 

序列 的 长 度 Clength of a sequence) 
JJ". 

A BR FFI) (finite sequence) 见 “a FRA”. 

超 限 序列 (transfinite sequence) JL“a FE sj". 

初始 序数 (initial ordinals number) 一 类 重要 
的 序数 . 若 序数 a 不 与 任何 序数 8 过 a 等 势 , 则 a 称 
为 初始 序数 . 初始 序数 被 定义 为 基数 .0,1,2,…,n， 
… ,等 都 是 初始 序数 .而 w 十 1,w 十 n,w。2 等 则 不 
是 初始 序数 . 

第 一 类 序数 (ordinal number of the first class) 
一 类 序数 , 指 有 限 序数 . 即 满 足 a 二 wo 的 序数 a. 

第 二 类 序数 (ordinal number of the second 
class) 一 类 序数 . 指 满足 只 和 sc< Ni 的 序数 a. 

序数 列 的 极限 (imit of a sequence of ordinals) 
一 种 特殊 的 序数 . 指 由 序数 的 超 限 序 列 所 确定 的 序 
数 . 设 a 是 极限 序数 ,(p8e)e* 是 序数 的 “序列 , 若 存 
在 序数 p, 使 对 每 个 序数 0B 存在 序数 Ea, SF 
BC A EEEa BUR NAPR, WER 8 是 (Bs)ec。 
的 极限 . 记 为 


Ua Fe 


Bem lim Be. 
£i (Pe) eca 368 my “序列 , 则 它 的 极限 一 定 存在 , 且 
有 
m pi UP 
正规 函数 (normal function) 一 类 重要 的 序数 
PRA. He ACord, EPA S: A> A 是 严格 递增 的 且 
对 4 内 的 每 个 极限 序数 a, 都 有 


f(a) =lim J 6504 

则 f ERA IESU PS. 1907 4E. HE tp fe (Veblen,O) & 
现下 列 不 动 点 定理 :对 每 个 正规 范 数 f;:ord->ord 及 
每 个 序数 a,f 有 不 动 点 7 之 a. BITE SEES] FE 2C ER BUR. 
任意 大 的 不 动 点 . 

不 动 点 (fixed point) PRAY (eR BOE MAY 
特殊 的 点 . 给 定 集合 4 和 映射 f/:A—A.X* aCA.E 
fla) 二 a, 则 称 a 为 f 的 一 个 不 动 点 . 


E A 


等 势 集 (equipotent sets) ” 亦 称 对 等 集 、 等 基数 
集 . 具有 一 种 特殊 关系 的 集合 . AERA 4 BR 
合 B 上 的 一 一 对 应 ( 双 射 ), 则 A 5; B FR SES CRX, 
对 等 ), 记 为 4 一 已 或 14|=| 瑟 |. 等 势 是 所 有 集合 作 
成 的 类 上 的 一 个 等 价 关 系 . 商 类 Y/ 一 是 所 有 基数 作 
成 的 类 , 一 一 对 应 或 对 等 是 康 托 尔 (Cantor,G. 下 . 
P. ) 用 来 比较 集合 大 小 的 基本 方法 . 使 用 该 方法 才 
能 比较 无 穷 集 合 的 大 小 . 是 康 托 尔 对 集合 论 的 最 重 
要 贡献 之 一 . 1&0 H5BBED SE: O0. WT 
限 集 对 等 , 当 且 仅 当 它们 的 元 素 个 数 相 同 .与 自然 数 
集 对 等 的 集合 称 为 无 限 可 数 集 . 整数 集 、 有 理 数 集 、 
代数 数 集 、((a,p)|a,2 是 整数 ),{ 《ail,as,*… ,a,) lais 
4; »*** à, 是 整数 } 等 都 是 无 限 可 数 集 . 任何 无 限 集合 
都 包括 一 个 与 自然 数 集 对 等 的 真子 集 . 

对 等 集 (equipotent sets) Bl “Swe”, 

等 基数 集 (equipotent sets) BERAE”, 

基数 (cardinal number) JR ER 39. 集合 论 的 基 
本 概念 之 一 . 是 集合 中 所 含 元 素 个 数 的 一 种 表征 ,是 
日 常用 以 表示 事物 多 少 的 数 ( 即 自然 数 ) 的 概念 的 推 
广 和 发 展 . 

基数 概念 是 由 康 托 尔 (Cantor,G. FF.P. ) 首 先 提 
出 的 .他 认为 集合 4 的 基数 是 一 切 与 4 有 等 势 关系 
的 集 都 具有 的 共同 特征 ,是 对 4 的 元 素 进 行 属 性 及 
次 序 双 重 抽象 之 后 的 结果 ,所 以 用 4 表示 (现在 较 
多 用 |4| 表 示 ). FRB (Frege, (F. L.)G.) 与 罗素 
(Russell, B. A. W. ) 分 别 在 1884 年 与 1902 年 把 A 
定义 为 所 有 与 4 等 势 的 集合 所 成 之 集 , 即 A (B 
B 一 4)} .这 个 定义 昌 然 形式 上 简单 明了 ,而 且 满 足 康 
托 尔 的 原意 .但 是 一 般 地 说 不 能 再 认为 (B|1B~A) 
是 集合 (而 是 一 个 真 类 ). 因为 由 (B18~A} 是 一 个 
集合 可 以 推出 悖 论 . 1928 46,75 * WFE (von Neu- 
mann,J.) 建议 用 一 个 特殊 的 与 A 等 势 的 集 , 即 所 
有 与 A 等 势 的 序数 中 最 小 的 一 个 作为 4 的 基数 . 严 
T& xE XUI P E a 是 一 序数 ,对 于 任何 序数 B E a 
B. Wi] asc B. 这 样 的 序数 a 称 为 初始 序数 或 基数 . 根 
据 选 择 公理 ,可 以 证 明 对 于 任何 集合 4, 使 4~a 的 


基 数 


基数 a 是 惟一 存在 的 . 这 个 a 称 为 集合 4 的 基数 . 记 
为 4 或 |41. 冯 ，… 诺 伊 曼 的 定义 与 弗 雷 格 和 罗素 定 
MA DC E T E AS Ze RET SPR LB IB AMEN 
A 的 基数 ,而 是 取 {B1B~4}) 中 的 一 个 特殊 元 素 , 即 
(1B1B~A} 中 的 一 个 ( 它 是 具有 良好 性 质 的 集合 ) 作 
为 4 的 基数 . 这 样 就 避免 了 原 有 定义 中 引入 真 类 这 
一 逻辑 困难 . 根据 等 价 类 中 的 元 素 与 等 价 类 之 间 的 
确定 关系 ,又 保留 了 康 托 尔 的 原意 .因此 ,在 现代 公 
理 集合 论 中 普遍 采用 这 一 定义 .两 个 集合 4 与 B 具 
有 相同 基数 , 当 且 仅 当 4 一 8. 所 有 基数 组 成 的 类 记 
为 card. 每 个 自然 数 都 是 初始 序数 .所 以 自然 数 都 是 
基数 . 以 自然 数 为 基数 的 集合 称 为 有 限 集 ,否则 称 为 
无 限 集 .无穷 集合 的 基数 用 硕 伯 来 字母 闪 表 示 , 读 作 
阿 列 夫 (Aleph). 把 基数 类 card 中 的 所 有 基数 从 小 
到 大 排 成 良 序 为 0615252885 No Ni Brt Nas 
Na AEN, 是 自然 数 集合 的 基数 . 当 a 是 极限 
序数 时 , Na = w= sup (ws|B<a}; 4a 不 是 极限 序 
数 时 , 3S。 是 一 个 后 继 基 数 . 在 广义 连续 统 假 设 下 ， 
人 

1. 对 任何 基数 a, 存 在 基数 8, 使 得 <P. 

2. Æ XScard, M) sup(6X) 是 一 基数 . 

3. 对 任何 两 个 基数 BP, RR a<P,a=P,a 
> BAB AMA -ARAZ , 称 为 基数 的 三 履 性 . 

4. BAR | AISEIBI.IBISCIAI. WII AI |B. 

5. 对 任何 集合 A. BA | ACA) | = 2'", Xm 
22(4) 是 4 WHE. 

势 (potency)” 即 “基数 ”. 

基数 的 三 歧 性 (trichotomy for cardinals) J 
“基数 ” 

fk & HJ 8 (potency of a set) 
i. 即 集合 的 基数 . 

ARES (inite set) ” 亦 称 有 穷 集合 .一 类 特 
殊 的 集合 . BRAS SREP ARR n={0.1,2.0 m 
一 1} 等 势 , 则 称 S 是 有 穷 集 合 ,这 时 定义 3= 13| 
=n. 并 称 S A n 个 元 素 . 一 个 集合 寿 不 是 有 穷 的 ， 
则 称 为 无 穷 集 合 . 有 穷 集合 的 本 质 特征 是 :不 与 其 任 
何 真 子 集 等 势 . 

有 穷 集合 (finite set) 即 “ 有限 集合 ” 

3 ER Æ% (finite cardinal number) 一 类 常见 
的 基数 . 指 有 限 集 的 基数 . 由 于 有 限 集 S HERS 
= |S|=n, BAAR 0,1,2,…,n,… 都 是 有 限 基 数 . 

无 限 集合 (infinite se) 亦 称 无 穷 集 合 . 一 类 
特殊 的 集合 . 它 有 下 面 几 种 定义 : 

1. 不 是 有 限 集 的 集合 . 

2. 可 与 其 真子 集 对 等 的 集合 . 

3. 既 不 是 空 集 ,又 不 与 M, ={1,2, sn} n EN 
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对 集合 的 一 种 刻 


对 等 的 集合 . 

势 最 小 的 无 限 集 为 可 数 集 , 即 与 自然 数 集 N 对 
等 的 无 限 集 . 可 以 证 明 : 

1. 无 限 集 必 含 有 可 数 子 集 . 

2. 无 限 集 减 去 一 有 限 子 集 仍 为 无 限 集 . 

3. 任 一 无 限 集 与 一 可 数 集 之 并 与 该 无 限 集 间 存 
在 双 射 (参见 “有 限 集合 ”). 

无 穷 集合 (infinite set) BEREE”. 

D 有 限 集 (D-finite set) 一 种 有 限 集 . ETE 
在 集合 4 到 自己 的 真子 集 上 的 双 射 , 则 4 称 为 DD 
有 限 集 . 任何 有 限 集 都 是 忆 有 限 集 . 利用 选择 公理 
(AC), 可 推出 任何 D 有限 集 都 是 有 限 集 . 但 不 用 选 
择 公理 时 ,不 能 证 明 有 限 集 是 有 限 集 . 对 于 DD 有 

LAA BAD ARE. MWMAUBSAXBRE 
D 有限 集 . 

2. D 有 限 集 的 元 素 组 成 的 有 限 一 一 序列 的 集合 
是 D 有 限 的 (一 一 序列 指 一 个 元 素 在 序列 中 只 能 出 
现 一 次 的 序列 ). 

3. D 有 限 集 的 不 相交 D 有 限 族 的 并 集 是 DD 有 
限 的 . 

为 外 ,如 果 不 用 选择 公理 不 能 证 明 下 列 集合 是 
D 有 限 的 :D 有 限 集 的 投影 ;D ARAN HE; DA 


限 集 的 有 限 子 集 的 族 ;D 有 限 集 的 D 有 限 族 的 并 集 


等 .D 有 限 的 概念 是 戴 德 金 (Dedekind,J. W. R. ) 首 
先 引 入 的 ， 

万 无 限 集 (D-infinite set) 一 种 无 限 集 . GE 
在 集合 4 到 自己 的 真子 集 的 双 射 , 则 称 ADI 
限 集 . 任何 一 个 集合 不 是 DD 有限 集 就 是 DD 无 限 集 . 
例如 自然 数 集 是 DD 无限 集 . |AlLS SR WRA AE 
DD 无 限 的 .一 个 集合 是 D 2GER 89. 24 HC TES — 
^r up COS FE. A dé D TIRE MACACA)) 
E D ERK. 没有 选择 公理 时 ,无 限 与 DD 无限 两 个 
概念 不 等 价 . 即 存在 无 限 集 ,但 它 不 是 万 无 限 集 . 

超 限 基数 (transfinite cardinal number) 亦 称 
无 限 基 数 . 一 类 和 常见 的 基数 . 指 与 有 限 基 数 相对 的 一 
类 基数 . 可 数 基数 ,不 可 数 基数 统称 超 限 基数 . 超 限 
基数 又 称 为 阿 列 夫 ( 兴 ). 将 所 有 超 限 基 数 从 小 到 大 
排列 出 来 ,得 到 正则 超 限 基数 序列 : 只。 BV Bos 
roe Nus EN cians Sas Satie ,是 一 个 无 限 上 升 的 
良 序 链 . 3x HÉ N, =o 是 可 数 基数 ,也 是 最 小 的 超 限 
基数 . 当 a 二 0 时 , 3。 都 是 不 可 数 基数 ， 

超 限 基数 有 下 列 性 质 : 

1. 对 任何 基数 a, 都 存在 比 它 更 大 的 基数 5, 即 

b>a. 
2.4% X € card, Ml] sup(X) 是 一 个 基数 . 
3. 超 限 基数 等 才 定 理 : 对 任何 序数 a, 
Ni= Rat $5,— Ras BIH Vz. 
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4. 对 任何 序数 与 B, 

Sot N= 558, * We=max (Qa, 535). 

5. 对 任何 序数 a 与 B. 24 a] p SD — 2^5. 

6. 对 任何 序数 a, S804 27. 

无 限 基 数 Ginfinite cardinal number) 
基数 ” 

x DB dr SE REGE NÉ (radical theorem of transfi- 
nite cardinal numbers) 见 “ 超 限 基 数 ”. 

B zij K Caleph) 合 论 的 一 个 特定 符号 . 表示 
无 穷 基 数 的 一 个 希 伯 来 文字 母 兴 , 读 为 阿 列 夫 
(aleph). 所 以 习惯 上 把 阿 列 夫 作为 无 穷 基数 的 代 名 
词 . 只 可 以 看 成 一 个 定义 域 为 序数 类 ord , 陪 域 为 无 
2j FE BE AY WL HT 2S ew BL: SS: ord > card —N, 55. 
=N COO E P 9L ARTE: 

1. SCO) — $5, — o, o E EL TA BOR I] HC 

2. 对 任何 aC card, 

SS Cah )— CRC) TCS — 5872; 
3. Æ B EMBRAER, J 
Se = N) = sup(&.|(@ € ord A a< 85), 
FER a E a WRAP ST 是 兴 。 的 后继 基数 . 

类 了 苞 数 兴 确 定 了 无 穷 基数 的 正则 序列 . 每 一 个 
TA FEUD NE ESE PP Rae 3S。 是 后 继 基 数 的 充分 
必要 条 件 是 a 是 后 继 序 数 ; 兴 。 是 极限 基数 的 充分 必 
要 条 件 是 a 是 极限 序数 . ATEN. 看 成 基数 为 
So 的 所 有 序数 中 之 最 小 者 时 , 兴 。 就 是 一 个 序数 . 
它 的 型 用 ws 表示 . 因此 ， 5, 在 序列 535, Sis PH 
位 置 , 正 是 Wa 在 型 序列 Wo sW) ,中 的 位 置 ,该 型 序 
列 是 序数 序列 的 子 序列 . 

超 限 基数 的 正则 序列 (regular sequence of 
transfinite cardinal numbers) 一 种 特殊 的 序列 . 
将 所 有 超 限 基 数 从 小 到 大 排 成 一 良 序 序列 ; So, 
5315 Bae ttt Bes Metis 称 为 超 限 
基数 的 正则 序列 . 此 序列 与 序数 序列 0,1,2，…w,ow 
十 1,…,Q,Q 十 1,… 有 下 列 关系 : 

1. 兴 o 一 wo 一 w, 即 兴 。 是 自然 数 集 的 序数 . 

a SS a4) = 0,44 = B, B[ Sati ce 5S. 的 后 继 基 
数 . 

3. zr a 是 极限 序数 , 则 ,二 w= sup (es | B — 
a) ,即兴 。 是 极限 基数 

可 数 集 (Ccountable set) 亦 称 可 列 集 . 一 种 特 
殊 的 无 限 集合 . 即 最 小 的 无 限 集 .与 自然 数 集 N 等 
势 的 集合 称 为 无 限 可 数 集 , 简 称 可 数 集 . 设 4 是 可 
数 集 ,N 到 A 的 双 射 为 FINA AS nN AT. fC) = 
a,€ 4. 于 是 集合 4 可 表示 为 序列 的 形式 

A = (ay,a,,*,a,,*7) 一 《Ci lien. 
反之 , 4 可 表示 成 序列 的 形式 , 则 A 必 为 可 数 . A 
的 序列 形式 称 为 4 的 一 种 数 法 . 故 A 可 数 的 充分 必 


即 “ 超 限 


要 条 件 为 存在 4 的 一 种 数 法 .可 数 集 的 基数 记 为 
No, 是 最 小 的 超 限 基 数 , 也 是 最 小 的 超 限 序数 . 

1. 任何 无 限 集 包 含 一 个 可 数 真 子 集 . 

2. 至 多 可 数 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 集 . 

3. 可 数 集 的 子 集 是 至 多 可 数 的 . 

4. 有 限 个 可 数 集 的 笛 卡 儿 乘 积 是 可 数 集 . 

5. 可 数 集 的 所 有 有 限 子 集 的 族 是 可 数 族 . 

6. 可 数 集 的 任何 无 限 子 集 是 可 数 集 . 

常见 的 可 数 集 如 自然 数 集 .奇数 集 .偶数 集 、 质 
数 集 、 平 方 数 集 、n 次 方 数 集 、 整 数 集 、 有 理 数 集 、 有 
理 系 数 多 项 式 集 \、 代 数 数 集 、 平 面 上 的 有 理 点 集 、n 
维 空间 的 有 理 点 集 等 . 

可 列 集 (countable set) “nl AH”. 

无 限 可 数 集 (Cinfinite countable sets) 
集 ” 

数 法 (enumeration)” 见 “可 数 集 ”. 

可 数 基 数 (Ccountable cardinal number) 一 种 
无 穷 基数 . 指 可 数 集 的 基数 即 自然 数 集合 — (1,2, 
ny SI AE iO D SS... No 是 一 个 最 小 的 超 限 基 
数 . 自然 数 集合 w 本 身 是 一 序数 ,并 且 是 初始 序数 . 
因此 按 基数 的 定义 ,w 就 是 自然 数 集 的 基数 , 即 SS, 
=o. 由 于 w 是 最 小 的 无 穷 序 数 , 故 记 为 wo. FAR 
数 集 等 势 的 集合 很 多 ,例如 整数 集 Z、 有 理 数 集 QQ、 
平面 上 或 空间 中 的 有 理 点 集 等 ,所 以 

|Z|= [|Q|= N.= w. 

至 多 可 数 集 (at most countable set) 一 类 特 
殊 的 集合 . 有 限 集 与 可 数 集 的 统称 . 有 时 称 有 限 集 为 
有 限 可 数 集 , 可 数 集 为 无 限 可 数 集 . 至 多 可 数 集 的 子 
集 是 至 多 可 数 的 .至 多 可 数 个 至 多 可 数 集 的 并 集 是 
至 多 可 数 的 .在 任意 无 限 集中 添 人 至 多 可 数 个 元 素 
后 其 基数 不 变 . 

不 可 数 集 (Cuncountable set) 一 种 无 限 集 合 . 
不 能 与 自然 数 集 对 等 的 无 限 集 统 称 为 不 可 数 集 . 
1873 年 12 H 7 H , ER TEZR (Cantor, G. F. P. ) 写 信 
告诉 戴 德 金 (Dedekind,J. W. R. ), 他 成 功 地 证 明了 
实数 集 的 不 可 数 性 . 1874 4E , HE CH 91 Bh) ZR KE 
发 表 的 论文 4 论 所 有 实 代 数 数 的 一 个 性 质 》 中 包含 该 
定理 与 证 明 该 定理 的 对 角 线 方法 . 数学 史上 第 一 次 
认识 到 不 可 数 集 的 存在 .可 以 举 出 一 些 不 可 数 集 的 
例子 :整数 无 穷 序 列 的 集合 、 任 意 实 数 区 间 [a,b ]Ca 
<0) 上 的 实数 集合 .无理 数 集合 .超越 数 集合 等 . 

不 可 数 基 数 Cuncountable cardinal number) 
一 种 无 穷 基 数 . 不 可 数 集 的 基数 统称 为 不 可 数 基 数 . 
一 个 无 穷 集合 ,如 果 不 与 目 然 数 集 等 势 , 它 就 具有 不 
可 数 基数 . 例如 实数 集 R 的 基数 \R A CR) RS 
基数 都 是 不 可 数 基数 .不 可 数 基 数 有 无 穷 多 个 等 级 . 
因为 根据 著名 的 康 托 尔 定理 :对 任何 基数 aa <2", 


见 “ 可 数 


故 可 得 
bs, «c 299 «c 22 e us 
连续 统 基数 (cardinal number of the continuum) 
亦 称 连续 统 的 势 ,一 个 特殊 的 不 可 数 基 数 . 即 实 直线 
的 基数 称 为 连续 统 基数 . 记 为 从 或 c. 实 直线 的 基数 
是 20, B 5S = 27v. 在 连续 统 假 设 下 2% 是 第 一 个 大 
F So 的 基数 , 记 为 No N ny e 55 —c 都 表示 
连续 统 的 基数 . 在 连续 统 假设 下 ,连续 统 基数 也 是 不 
可 数 基 数 中 最 小 的 一 个 . 
连续 统 基数 具有 下 列 性 质 ， 
1. nt 27» = HoH 280 == 29» -E 29» — 27» (n EN). 
2.n * 29« $d, $ 270—229 e 230 
—29»(n€ N,n2»0). 
3. (2%0)" = (290) o = no = bho 
—2*«*(n€ N,n2»1). 
连续 统 与 连续 统 基 数 在 概念 上 是 有 区 别 的 , 连 
续 统 的 基数 是 2%, 但 具有 2 基数 的 集合 不 一 定 是 
实 直线 . 具有 连续 统 基数 的 集合 很 多 ,例如 : 
1l. n 维 空间 中 所 有 点 的 集合 . 
2. 所 有 复数 的 集合 . 
3. 所 有 自然 数 的 无 穷 序列 的 集合 . 
4. 所 有 实数 的 无 穷 序 列 的 集合 . 
5.R 一 4,R 是 实数 集 ,4 是 R 的 任 一 可 数 子 集 . 
6. 所 有 无 理 数 的 集合 . 
7. 所 有 自然 数 的 无 穷 子 集 的 集合 . 
8. 所 有 N 到 NN 的 双 射 的 集合 . 
9. B R SIR 的 连续 另 数 的 集合 . 
10. 所 有 实数 的 开 集 的 集合 . 
连续 统 的 势 (potency of the continuum) BẸ 
“连续 统 基数 ”. 
基数 加 法 (addition of cardinal numbers) B 
然 数 加 法 的 超 穷 推广 . 定义 在 基数 类 上 的 二 元 运算 
f:card?^—card # XER HJ (e, A? Ecard:, 有 f(x,4) 
= [«extoryUAx {1} | WS RA ET MKS, 
flx,) 称 为 «与 4 的 和 , 记 为 «十 A. 若 4,B 为 集合 ， 
[4|=«,1B|=4,4NB= 名 , 则 «十 4 二 |4| 十 1B1 
=|AUB|. 
基数 加 法 有 下 列 性 质 , 对 任意 基数 Asus 
l. «十 0 二 x. 
2. K 十 /一 1 十 K， 
3. 《Kk 十 A) 十 二 Kk 十 (4 十 1). 
4. € * AFH) Sr o à+ ee gp. 
o. 大 基数 «与 4 中 至 少 有 一 个 是 无 穷 基 数 , 则 
e+ A=max(«,A) ;基数 的 加 法 可 推广 到 任意 一 个 基 
BUE EX. (e, JE AE w 作成 的 集合 ,定义 


2.12. = | U os x i&mj|. 


mEM 
亦 可 定义 为 
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Die U ASTU 


这 里 集 族 (4 aeath 的 元 两 两 不 相交 ， 且 对 任何 m 
EM 有 |A, = 

6. ET RAPA ACR A HL An} mem {Bi} mews 

车 对 所 有 m€ M, 有 |A,|== 1B,|， 则 
IU Awl =| U Bal. 
mcM mEM 

7. Mt BID m Ae, & VN 

2c 一 人 。 

8. 车 1 是 无 穷 基数 ， 对 每 个 m<A, Ke, > 05 W 

> = ÀA*supk, 

当 ASsupj< Ki 时 ， 

Xir = sup;-K;. 

TE H SHE FE (multiplication of cardinal numbers) 
自然 数 乘 法 的 超 穷 推 广 . 定义 在 基数 类 上 的 二 元 运 
算 f;card: 一 card, 若 对 任意 的 (x, A) € card’, 有 
f(x,4) 二 |xX4|, 则 了 称 为 基数 乘法 运算 . Oe) 
称 为 «与 4 的 积 , 记 为 x<* AR 4,B 为 集合 ,|4| 
=kx,|B|=4, 则 wx。4==14xXxBl|. 

基数 乘法 运算 具有 下 列 性 质 ,对 任意 基数 LA. 
k e O0O=O0.K*° 1=K. 

Ke A=A*K 

ee Ar w=(Ke Aen 

.& * (A+ po —k* Àd-k * p. 

5 k 5j APELA — P EC EIC D] e A 
— max (x, A) ERX B3 2 n] ELSE] SLE — PS ER 


e w Bo 一 


集 上 去 . i las) cew 是 由 基数 Qin 组 成 的 集合 ,定义 
ll Qn = | X Qn a 
m€M mcM 
式 中 
X a, 
mc M 


表示 请 基数 ww TE IJ SEG AT ILE JL TR EE fay m € 
M, RE A, WER | A, | S5 an. 

6. AT SET (Anm? mem CB 
A An l= B. ,出 
IE "" 
7. AX EUR B mA, —&.| M|— p. M 

In za. 

8. 若 M= I0 RAM CUIR REC A ZIM), 


mem BS TA mEM 


则 
e= TUI e): 
mcM RES mE 8, 
9. F ASN AN pu! WM A uA tu 
10. 和 若 对 所 有 m € M ,&,,222 , Ml 
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Dm = Lle 
11. 若 1 是 无 穷 基 数 , {rn inca de IIS EB E 28 3 
数 序列 , 则 
]] &. 9 (sup,cue D. 
特别 地 ,有 
IE = ba So, 
Ils, — T 
ll BS = wa 


d 3r FEF (exponentiation of cardinals) 自然 
13€ 7r ER 2; EJ (Al =n, |B| =. RAS 
A^ —(f| fi B ATIS AES | AT | PRO e AKT. iC 
为 ^. 基数 乘 方 有 下 列 性 质 , 对 任意 基数 x,4,p: 


1. èT“ = e a K“, — RE Hh, 
A 2; 
m — mee 
Lis K 
2. (e * A)" — r" * A, — A He 
II€ ID 
€ M m€M 


SÉ KA, e" xA. 

XP OA. e^ xxn. 

.Kk 二 1;1 二 1 ;知之 0, 则 0*—0. 

.对 于 正则 基数 Hace = D lalh 特 


别 地 , 当 « 是 后 继 基数 时 ,Ne = She 。 兴 。 ,此 即 
KM BRAK. 
8. 若是 极限 基数 ,4 之 cf (x), 则 


s] c{(«) 


aI Dm Ci 4H w 


一 (lim a 
9. 取 is 为 固定 基数 : 
1) 若 ac B, Mj SS De 2*7. 
2) 若 存在 Y oi S SN SS T = BPs, 
3) 38 a7 B, EDGE BUR. Ya H N< Na MM: 
O 38. 是 正则 基数 或 cf RIS Rs 时 ,有 
N= M, 
加 UP cfORO sis, HA E Ne,. 
由 此 ,对 任何 5 B. Slo BU (Hu 270 RS, 或 
M CU OU CAE cf CSS CSS Mo Sr RO Yo). 
10. 在 广义 连续 统 假设 成 立时 : 
SJ (如 535 < cf), 
SIS ps CH cf C53.) < Be xL 582. 
Serr GIS. SC Bp). 
初等 基数 (elementary cardinal number) 三 种 
特殊 基数 的 统称 . 可 数 集 4 的 基数 兴 。, 可 数 集 4 的 
FER 0 CA) AN ER 20 = SUR ACA CADO B] JE 


数 2* 统 称 初等 基数 . 这 三 个 基数 中 兴 。 是 自然 数 集 
的 基数 ,2”。 为 连续 统 基数 ,而 2 是 实数 集 上 的 一 切 
实 函 数 的 集合 的 基数 ,它们 的 关系 是 兴 o 二 2 一 并 
<2”. 有 限 基数 与 初等 基数 的 运算 有 下 列 结果 : 


] jeje 
nT So =n N= N= Rot Wo 
= No y Wo= No. 


3. (FD) 9e =n =n +N =n N= WN" 
mix ns PES PESE 
=S+R=Re NFN. 
4. (FD, = SF = $8 —27, 
基数 的 大 小 关系 (magnitude relation of cardi- 
nal numbers) 上 自然数 的 大 小 关系 的 推广 . 对 于 任何 
两 个 集合 AS BARTER £f:A>B, WR 4 的 基 
数 小 于 或 等 于 B 的 基数 , 记 为 |4| 科 | 如 |( 或 card(4) 
<card (B), A< B). 当 14j 委 | 如 | 且 |41 天 | , Bl 
4,B 不 等 势 时 , 记 为 |4| 二 181. 基数 的 小 于 或 等 于 
关系 是 所 有 基数 构成 的 真 类 card 上 的 良 序 关 系 . 有 
自 反 性 、 反 对 称 性 、 传 递 性 .连通 性 . 把 所 有 基数 从 小 
到 大 排 成 一 列 , 并 用 序数 编号 ,得 到 基数 的 正则 序 
列 , 它 是 一 个 严格 升 链 :0,1,2，…7m Boe Sis 
ee, Nas am" 其中， 5, 的 下 标 为 序数 as 55, H3 
序 型 为 ww, So= o 是 自然 数 集 的 序 型 . 

基数 的 大 小 关系 有 下 列 性 质 : 

1. 对 于 任何 有 限 基 数 n SARER, A n< 

2. 对 于 任何 两 基数 a 5j B. aC B. aC B. H 

ax. 
3. 对 于 任意 两 基数 a 与 Bra Bra Ba B — 
式 有 和 且 只 有 一 个 成 立 ( 三 卜 性 ). 

4. Xf a, YE carda <f, PSYC a KLB, BY 
或 a p, B<), WM ax. 

5. 若 对 m€ M ,8 a, « Bm » Vl] 


Dudas bis 


mc M mEM 


Ilo. ILIA. 


mcM mEM 


X as es 


mEM mEM 


(最 后 一 式 是 著名 的 柯 尼 钴 定理》 
6. £r @,8,Y%Ecard,a<f, Wil] a’ <P’. 
7. 38 OC Asp , Wl) a^a". 
8. Zr FE BT (an) new 中 没有 最 大 的 基数 , 则 对 任 
fil mE M 8 
om 2, s = Uns 


me M 


FF A 
supía,) = eat 


mEM mEM 


基 数 


康 托 尔 定 理 (Cantor theorem) 合 论 中 最 重 
要 的 定理 之 一 . 该 定理 断言 :任何 集合 的 基数 小 于 它 
AY FES AER. 对 任何 集合 4, 有 |41| 近 | 到 (4) | 
(X | A | «2^0. RHE 7K (Cantor, G. F. P. 2 YE 1873 
年 讨论 基数 的 理论 时 提出 ,无 穷 基 数 可 以 有 无 限 多 
的 等 级 . 1892 年 , 康 托 尔 证 明了 对 任何 集合 4, 有 
|A|A|ACA)| 22". FETE AA SE A R , BE FE ME 
用 了 他 创造 的 对 角 线 方法 . 

康 托 尔 - 伯 恩施 坦 定 理 (Cantor-Bernstein theo- 
rm) 关于 两 集合 等 势 的 定理 . 该 定理 断言 : 若 两 
集合 中 的 每 一 个 与 男 一 个 的 子 集 等 势 , 则 该 两 集合 
本 身 等 势 . 该 定理 有 下 列 等 价 的 表述 形式 ， 

1. 给 定 集 合 A 5S BEAT IB|IIBI«IAI, 
则 |4|==1B1. 

2. 给 定 集 合 ASB ATERI f:A4 一 B 与 单 
射 g:B 一 4A, 则 A—BCA 5 B 等 势 ). 

康 托 尔 - 伯 恩 施 坦 定理 亦 称 康 托 尔 - 施 罗 德 - 伯 思 
施 坦 定理 . 康 托 尔 (Cantor,G.F.P. ) 于 1895 年 建立 
基数 理论 时 ,已 经 猜 到 该 定理 . 并 在 1896 年 的 一 个 
摘要 中 宣布 了 这 个 定理 .于 1897 年 给 出 它 的 证 明 . 
但 在 证 明 中 使 用 了 一 个 与 选择 公理 等 价 的 原理 . 他 
的 证 明 在 1898 年 出 版 . 直到 1911 年 才 发 表 了 一 个 
更 正 后 的 证 明 . 这 个 定理 的 第 一 个 完全 满意 的 证 明 
Ei 4E I 6 3H (Bernstein. F. ) 给 出 ,并 于 1898 年 刊 在 
波 莱 尔 (Borel, CF. -E. -J. 2É. ) 的 书 中 . 

基数 不 等 式 (inequajlities of cardinal numbers) 
一 类 不 等 式 . 是 关于 基数 的 不 等 式 . 常见 的 基数 不 等 
式 有 : 

1. 对 任何 基数 e e 2". 

2. 对 任何 无 穷 后 继 基数 兴 。 A 

as < 2 e SS ekle 

3. XT FE TRE BR ERK SS Arch RIG. 

4. 对 任何 无 穷 基数 a, 有 aa. 

DeO Sa 

6. cf 5S4) > Wg. 

R He 38-40) JE. 35 4E. ER. (CZermelo-Kónig theorem) 
比较 基数 和 与 基数 积 的 大 小 的 一 个 基本 不 等 式 . 该 
定理 断言 : 若 对 每 个 mE M, 基 数 e, 与 满足 «一 
Àm » DU] 


JE # (König, D. ) F 1905 年 最 先 发 现 了 这 个 定 
理 . 1908 年 , 策 梅 洛 (Zermelo,E.F.F. ) 又 独立 地 得 
到 了 这 一 结果 . 定理 中 当 每 个 Km = l s 4 一 2， |M | =g 
时 ,得 a 二 2". 故 该 定理 是 康 托 尔 定理 的 推广 .也 可 以 
证 明 该 定理 与 选择 公理 等 价 . 

连续 统 假设 (continuum hypothesis) 关于 基 
数 大 小 的 猜测 . 指 连 续 统 的 基数 的 假设 .通常 用 汽 。 
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表示 自然 数 集 的 基数 ,用 c 表示 实数 集合 (连续 统 ) 
的 基数 . REFEZR (Cantor,G. F. P. DUEB] T Sy <c, Fh 
猜测 实数 集 与 它 的 每 个 不 可 数 子 集 等 势 .. 即 不 存在 
基数 AL IE SS Ac. 这 一 猜测 被 后 人 称 为 连续 统 
假设 , 记 为 CH. 由 于 2% =c, SF = 8%, ERR 
可 等 价 地 表示 为 29» =). BD c BS. 的 后 继 基 数 . 
在 数学 研究 的 许多 领域 中 ,CH 是 不 可 缺少 的 . 例 
如 ,在 讨论 实数 子 集 的 测度 性 质 和 拓扑 性 质 时 ,其 中 
的 一 个 基本 问题 “与 R 不 等 势 的 子 集 是 否 测度 为 
零 ? 是 否 属于 第 一 范畴 ? ”在 没有 CH 的 情况 下 ,不 能 
回答 .实际 上 CH 等 价 于 下 述 命题 K 和 工 的 合 取 : 

K;&j ^4 XCR,|X|«29, X 是 第 一 范畴 集 ; 

了 :存在 一 LCR.|L| —2?«, B. L $058 — ZG Ab 83] 
密集 的 交 是 至 多 可 数 的 . 

CH 也 等 价 于 下 述 命题 MASHER: 

M :基数 比 2% 小 的 实数 子 集 测 度 为 零 ; 

S: FE SER, |S|=25, H S 和 测度 为 零 的 集 
合 的 交 是 至 多 可 数 的 . 

此 外 ,以 下 每 一 命题 都 等 价 于 CH: 

Pi:; 实 平面 可 以 分 成 两 个 集合 了,Y. X 和 每 一 
水 平 线 只 有 可 数 交 ,Y 和 每 一 垂直 线 只 有 可 数 交 ; 

PP,: 实 平面 是 可 数 多 条 曲线 的 并 . 

关于 实数 集 上 的 实 函 数论 ,在 假定 了 CH 的 前 
提 下 就 有 : 

Ci: 存 在 一 个 从 R BIR 的 函数 f, 它 在 任 一 不 可 
BH) PCR 上 都 不 连续 ; 

C2: 存 在 一 个 f:R 一 R 和 一 个 PCR,|P|=2%， 
了 在 PP 上 连续 .但 在 PP 的 任 一 可 数 子 集 上 了 都 不 一 
致 连续 . 

连续 统 问 题 是 1878 年 康 托 尔 提 出 的 ,在 希 尔 伯 
特 (Hilbert,D. ) 于 1900 年 提出 的 23 个 数学 问题 中 
位 居 第 一 . 包括 希 尔 伯 特 在 内 的 许多 数学 家 都 曾 致 
力 于 这 一 著名 问题 的 研究 ,长 时 间 内 无 进展 . 直到 
1938 年 , 哥 德 尔 (G6del,K. ) 证 明了 CH 相对 于 ZFC 
系统 是 相 容 的 . BIA ZFC 是 协调 的 , 则 在 ZFC 中 推 
不 出 一 CH. 1963 年 ,科恩 (Cohen P. J. ) 证 明了 CH 
相对 于 ZFC 系统 是 独立 的 . BA ZFC 系统 是 协调 
的 , 则 在 ZFC 系统 中 CH 是 不 可 证 的 . 综 上 所 述 即 
得 :在 ZFC 系统 中 CH 是 不 可 判定 的 . 哥 德 尔 和 科 
恩 的 成 果 被 誉 为 20 世纪 数学 基础 研究 中 的 两 个 重 
大 成 就 .由 于 ZFC 系统 无 法 决定 连续 统 问 题 , 甚 至 
附加 直观 上 可 靠 的 大 基数 公理 (例如 可 测 基数 存在 
公理 ) 仍 然 无 法 推出 CH. 因此 包括 哥 德 尔 在 内 的 一 
些 数学 家 认为 CH 不 可 信 , 想 用 一 条 新 的 公理 取代 
CH, 这 方面 由 马丁 (Martin,D. A. ) 等 人 在 1970 年 
提出 的 马丁 公理 是 最 佳 选择 . 目前 尚 在 进一步 研究 
rh. 连续 统 问 题 至 今 尚未 得 到 解决 . 
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广义 连续 统 假 设 (generalized continuum hy- 
pothesis) 连续 统 假设 的 推广 . 康 托 尔 (Cantor ,G. 
F. P. ) 继 1878 年 提出 连续 统 假设 后 ,在 1883 年 进 
一 步 猜 测 2° — $3,. 1908 年 , 豪 斯 多 夫 (Hausdorff， 
F. ) 在 此 基础 上 提出 下 述 更 一 般 的 猜测 :对 每 个 序 
数 a, 有 2 一。 数学 上 把 “断言 这 一 猜测 正确 ” 
称 为 广义 连续 统 假设 . 记 为 GCH. 在 GCH 假设 下 可 
以 将 基数 的 寡 运 算 人 和 傈 化 如 下 : 

XP (Ws < CEOS): 
She 一 I. (cf(W,) SC tS, XL 5), 
Serr (Ne = Na). 

1938 年 , 哥 德 尔 (G6del,K. ) 证 明了 GCH 相对 
T ZFC 系统 的 相 容 性 , 即 在 ZFC 中 推 不 出 GCH. 
1963 Æ , FÆ (Cohen, P. J. ) 证 明了 GCH 相对 于 
ZFC 系统 的 独立 性 , 即 从 ZFC 中 推 不 出 GCH. 至 
此 ,GCH 与 ZFC 的 关系 的 研究 告 一 段落 .但 GCH 
问题 的 研究 并 未 结束 , 尚 在 继续 深入 (参见 “连续 统 
假设 ”). 

基数 的 分 类 (classification of cardinal num- 
bers) 对 基数 可 作 如 下 分 类 : 

有 穷 基数 0,1 2， ns 
可 数 基数 从 o= 
GREK SS (都 是 正则 基数 ) 
HREM CER) Ra) 

BAN HY ik S 
GR) AN WY A EAR Ro 
(Ha> 2 AS Na) 

Je sk SEW (successor cardinal number) 一 种 
不 可 数 基 数 . 在 超 限 基数 正则 序列 SS BBs PPELE 
Sar opie As Ra PAS. Aa E SPESE 
Ni 的 前 行 基数 . 一 个 基数 兴 。 与 它 的 后 继 基 数 
No 是 紧 相 邻 的 两 个 基数 . 即 不 存在 基数 兴 p, 使 并 。 
二 33s 过 ot 成 立 . 每 一 基数 都 有 后 继 基 数 , 但 极限 
基数 与 兴 , 没有 前 行 基数 .在 广义 连续 统 假设 下 , 3。 
的 后 继 基数 兴 。 :一 28". 

前 行 基 数 (Cpredecessor cardinal number) JW, 
“后 继 基 数 ”. 

极限 基数 (limit cardinal number) 一 种 不 可 
数 基 数 . 即 与 后 继 基 数 相 对 的 一 类 基数 . 在 超 限 基数 
正则 序列 55, , as ttt S8, n A a PR o 是 极限 序 
BX U SS. AKA AR BR ERK. 每 一 个 超 限 基数 都 是 极限 
FF. p o> 0 是 一 极限 序数 , 则 闪 . EPR Re | BK 
a) B AR BR. 

of th BR Æ HY strong limit cardinal number) 
一 种 特殊 的 极限 基数 . 如 果 无 穷 基 数 兴 。 对 所 有 B< 
a P 22< 兴 。 则 称 兴 .为 强 极 限 基数 . 强 极限 基 
数 是 极限 基数 . AW. WES. HS, DU] 2772 t8. 
但 不 是 每 个 极限 基数 都 是 强 极限 基数 :如 果 2” 大 


in 
N.G2O | 不 可 数 基 


数 从 <(o>0) 


极限 基数 从 。 
(a 为 极限 序数 ) | ERES. 
(cf( 8a) = Ra) 


FS. USS. KE PR SE (BR FE a ROR HE HX. 可 
是 ,在 连续 统 假设 下 ,极限 基数 与 强 极限 基数 没有 区 
5l. 

强 极限 基数 有 下 列 性 质 : 

1. 若 < 是 强 极 限 基 数 , 则 对 任何 A ove XN 


2. 若 < 是 强 极限 基数 , 则 2^ — e. 

3. Zi K 是 正则 的 强 极限 基数 , 则 kK“ 二 Kk, 这 里 
«~*=lime", 

4. 若 < 是 奇异 的 强 极限 基数 , 则 2^ —x. A 


Ko = c0 . 


352A (singular cardinal number) 一 种 无 
穷 基 数 . 无 穷 基 数 可 按 共 尾 度 的 性 质 分 成 两 大 类 : 正 
则 基数 和 奇异 基数 . 若 cf CO <w WEEKS. 
称 为 奇异 的 ; 若 cf(ws) 王 ws, 则 兴 。 称 为 正则 的 . 即 对 
无 穷 基数 “, 各 存在 递增 的 超 穷 序列 (|v<2 ,其 中 
a, 是 序数 且 a 过 ,该 序列 的 长 度 9 是 小 于 «的 极限 
序数 ,使 得 

“一 1im dis 
则 « 称 为 奇异 基数 . 不 是 奇异 的 无 穷 基 数 称 为 正则 
基数 . 所 有 后 继 基数 都 是 正则 基数 ,奇异 基数 都 是 极 
限 基数 ,例如 : SS, Bara NS。 等 都 是 奇异 基数 . 存在 
任意 大 的 奇异 基数 ,如 兴 。+w | 
正则 基数 (regular cardinal number) 
FER”. 

88 As RJ iA Æ A (weakly inaccessible cardinal 
number) 一 种 正则 基数 . 既是 极限 基数 又 是 正则 
基数 的 不 可 数 基数 . SS. 为 弱 不 可 达 基 数 , 则 
CR I= S.A a 是 极限 序数 .因为 cf CSS as Na 
Sa, fA SS, — a. 可 见 兴 。 是 非常 大 的 .由 定义 还 可 
看 出 ,不 可 达 基 数 « 不 可 能 由 比 它 小 的 基数 通过 基 
数 的 加 法 、 乘 法 、 乘 舞 和 取 极 限 等 运算 得 到 . Se 
X (Hausdorff, F. ) 在 1908 年 提出 了 弱 不 可 达 基 数 
的 概念 . 现 已 知道 弱 不 可 达 基 数 的 存在 性 在 ZFC 系 
统 中 是 不 可 证 的 . 

of AN RT 3A Æ BW (strongly inaccessible cardinal 
number) 一 种 正则 基数 . 简称 不 可 达 基 数 . 既是 正 
则 的 又 是 强 极限 的 无 穷 基数 . 即 如 果 正 则 基数 « 满足 
K> So, AME Ae 有 2 过 x,w 就 是 一 个 强 不 可 
达 基 数 . 强 不 可 达 基 数 一 定 是 弱 不 可 达 的 .在 广义 连 
续 统 假设 成 立时 ,每 个 弱 不 可 达 基 数 也 是 强 不 可 达 
AY). 这 时 这 两 个 概念 是 相同 的 . 在 ZFC 系统 中 不 能 证 
明 不 可 达 基 数 的 存在 性 . 称 这 种 基数 为 不 可 达 的 原因 
是 它 不 可 能 从 比 它 小 的 基数 出 发 ,使 用 通常 的 集合 论 
运算 得 到 . 

可 测 基数 (measurable cardinal number) 一 种 
大 基数 . 令 « 是 不 可 数 基数 ,S 上 的 滤 子 F 是 «完全 


见 “ 奇 异 


公 m 5 td 


的 , 当 对 每 个 基数 AL AM TA AH XEF, 
WW N ec XE F. PA FY BER < 被 称 为 可 测 基数 ， 
如 果 在 “上 存在 一 个 非 主 < 完 全 的 超 泪 子 . 

可 测 基数 有 下 列 性 质 : 

1. 每 个 可 测 基 数 都 是 强 不 可 达 的 . 

且 每 个 结 点 有 小 于 «个 后 继 , 则 了 有 一 长 度 为 «的 
分 文 ( 树 性 质 ). 

3. Æ « 是 可 测 基数 , 则 [xjJ? 的 每 个 划分 有 一 个 
基数 为 < 的 齐 次 集 ( 划 分 性 质 ). 

弱 紧 基数 (weakly compact cardinal number) 
一 种 大 基数 ,特殊 的 强 不 可 达 基 数 .一 个 基数 « 被 称 
为 弱 紧 的 ,如 果 « 是 强 不 可 达 的 并 且 满 足 树 性 质 或 
划分 性 质 ( 参 见 “ 可 测 基数 ”). 从 定义 可 见 , 弱 紧 性 纶 
于 可 测 性 但 强 于 不 可 达 性 . 

Xt HB (compact cardinal number)” 亦 称 强 紧 
基数 .一 种 大 基数 .一 个 不 可 数 正则 基数 «是 紧 的 ， 
如 果 对 任何 集合 SS 上 的 每 一 个 «完全 的 滤 子 都 
扩充 成 S$ 上 的 «完全 的 超 滤 . 每 个 紧 基 数 « 都 是 可 
测 的 .但 反之 不 然 , 即 不 是 每 个 可 测 基 数 必须 是 紧 
B. B ES dé Cum T n] Uu AE EA. 

98 X Se (strongly compact cardinal number) 
即 “ 紧 基 数 ”. 

哈 托 格 斯 数 (Hartogs number) 一 种 与 子 集 有 
关 的 最 小 序数 . 不 与 集合 4 的 任何 子 集 等 势 的 最 小 
序数 A CAD RON SR 4 的 哈 托 格 斯 数 . 即 CA) bs 
足 条 件 |a| 才 |4| 的 最 小 序数 a. 对 任何 AACA EE 
初始 序数 , 故 它 是 基数 . 此 定义 由 哈 托 格 斯 (Har- 
togs ,F. M. ) 给 出 . 
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概括 原则 (principle of comprehension) ”集合 
论 的 一 项 重要 原则 . 集合 论 创 始 人 康 托 尔 (Cantor， 
G. F. P. ) 提 出 的 确定 集合 的 基本 原则 :对 于 任何 性 
质 已 ,都 存在 一 个 集合 4, 它 恰好 由 具有 性 质 P 的 
Hr ZUR HX. BP A= {x1P(zx)}). 康 托 尔 提出 的 这 
一 确定 集合 的 原则 失 之 过 宽 ( 例 如 ,由 它 允 许 xz 是 
自己 的 元 素 这 个 性 质 出 发 ,会 导出 一 些 悖 论 ( 如 著名 
的 罗素 悖 论 ), 而 被 认为 是 不 正确 的 .分离 公理 弥补 
了 概括 原则 的 缺点 (参见 “分 离 公理 ”) ,把 集合 限制 
为 由 已 给 集合 与 已 给 性 质 共 同 确定 的 对 象 . 例如 , 它 
不 允许 一 切 集合 的 集合 存在 . 用 概括 原则 确定 的 对 
象 称 为 类 . 任何 性 质 P 都 确定 一 个 类 C= (xl 
P(rz)}). 类 可 以 是 集合 ,可 以 不 是 集合 .不 是 集合 的 
类 称 为 真 类 . 例如 ,完全 类 V={x|zx=x} 就 是 真 类 ， 
而 空 类 名 二 (xzx 隆 x+} 就 是 集合 : 空 集 名 .对 于 类 仍 
可 如 下 定义 包含 关系 与 各 种 运算 
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l.ordCCord DEV x(x€ordC>xrE€ordD). 

2.ordC (fjord D— (x|x€ordC A xz € ord D). 

3. ord CUord D— (x| x € ordC V x€ ord Dj. 

4. ordC —ord D= (x|x€ordC A x& ord D). 

5. UordC— (z]3 S(SCordCA x€ $5j. 

{Fit (paradox) 集合 论 的 一 类 自 相 矛盾 的 命 
题 , 即 如 果 承 认 这 个 命题 成 立 ,就 可 推出 它 的 否定 成 
立 . 反 之 ,如 果 承 认 这 个 命题 的 否定 成 立 , 又 可 推出 
这 个 命题 自身 成 立 . 1900 年 前 后 ,在 集合 论 中 发 现 
了 三 个 著名 的 悖 论 :1897 4EBS TR DIR] - TRI S TE 
论 ,1899 ^E B REFER TEE Al 1902 年 的 罗素 悖 论 . 这 
些 悖 论 ,特别 是 罗素 悖 论 , 明 确 无 误 地 表明 集合 论 中 
存在 矛盾 . 按照 一 般 人 的 观点 ,数学 被 认为 是 绝对 精 
确 不 含 矛 盾 的 科学 , 它 的 基础 是 绝对 可 靠 的 . 但 是 作 
为 数学 基础 的 集合 论 中 出 现 了 像 罗 素 悖 论 这 样 无 法 
回避 的 矛盾 ,在 当时 的 数学 界 与 逻辑 学 界 引 起 了 极 
大 震动 ,触发 了 数学 的 第 三 次 危机 . 1908 年 ,罗素 
(Russell, B. A. W. ) 的 类 型 论 和 策 梅 洛 (Zermelo, 
E.F.F. ) 的 公理 集合 论 都 是 为 了 排除 悖 论 而 提出 
的 . 经 过 20 世纪 前 30 年 的 努力 ,终于 将 康 托 尔 集合 
论 建 立 在 一 个 科学 的 .严谨 的 理论 基础 之 上 ,成 为 公 
理 集合 论 . 可 以 说 ,古典 集合 论 中 的 导论 的 发 现 与 排 
ER ,对 集合 论 的 完善 与 发 展 , 从 而 对 整个 数学 的 发 展 
都 具有 重大 的 意义 (参见 本 卷 《4 形 式 逻 辑 中 的 “性 
论 ”). 

AHF. R TF e Burali-Forti paradox) 
IR PR RKP REE. FERGIE EBJSS— T HE. 
设 W 为 一 切 序 数组 成 的 集合 , 即 W — (0,2, 0, 
…}. 可 以 看 出 W 按 自 然 数 大 小 顺序 成 一 良 序 集 , 故 
HW 中 有 一 序数 Q 必 比 W 中 任 一 序数 都 大 .但 由 
定义 知 ,Q 也 出 现在 W 中 ,从 而 将 有 0 二 Q. 而 这 是 
矛盾 的 . 1897 年 3 月 28 日 在 意大利 巴 洛 摩 数学 会 
上 , 布 拉 利 。 福 尔 蒂 (Burali-Forti,C. ) 宣 读 了 一 篇 
论文 ,提出 了 上 述 悖 论 , 揭 开 了 数学 基础 第 三 次 危机 
的 序幕 . 

Be A Pe A TS it (paradox of greatest ordered 
number) 即 “ 布 拉 利 。 福 尔 带 悖 论 ” 

RR FER EE i£ (Cantor paradox) 合 论 的 一 个 
He Hit. RFE (Cantor,G. F. P. ) 于 1899 年 发 现 
的 集合 论 悖 论 . 设 S 是 一 切 集合 组 成 的 集合 . 考虑 S 
的 势 5. 因为 任何 集合 都 是 S 的 子 集 , 故 不 存在 其 势 
大 于 的 集合 .但 由 康 托 尔 定理 可 知 ,S HE 
儿 (S) 的 势 儿 (5S) 大 于 5S. 这 就 得 到 矛盾 . 

S Fit (Russell paradox) 合 论 中 最 著名 
的 那 论 . 罗素 (Russell,B. A. W. ) 于 1902 FARM. 设 
R—íi(rir€z).BD R 为 一 切 不 属于 自 壬 的 集合 所 组 
成 的 集合 . 在 经 典 集合 论 中 这 样 的 R 是 合法 的 . XR 
在 问 :R ERREF RÆERER, A R 的 定义 推出 RE 
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/ RÆ RKR, 由 R 的 定义 推出 RER. 无 论 如何 , 都 
是 矛盾 的 . 罗素 悖 论 如 此 简单 明了 ,用 的 概念 如 此 基 
本 ,这 就 排除 了 它 是 由 于 引入 概 念 不 当 或 推理 错误 
的 可 能 性 . 集合 论 本 身 含 有 矛盾 的 事实 已 无 容 置 辩 
了 .因此 ,引发 了 数学 史上 的 又 一 次 危机 , 即 第 三 次 
数学 危机 ,这 一 危机 促使 公理 集合 论 的 诞生 ， 

外 延 公理 (axiom of extensionality) WS 
的 相等 ”. 

并 集 公 理 (axiom of union) 合 论 的 一 条 重 
要 公理 . 由 策 梅 洛 (Zermelo,E. F. F. ) 于 1908 年 提 
出 . 该 公理 断言 :对 任何 集合 X, 存 在 X 的 所 有 元 素 
的 并 集 Y 王 U X. 这 条 公理 可 以 形式 化 为 : 

VAI YY eee Yer zee x NU) 
利用 这 条 公理 可 以 定义 集合 的 并 运算 .例如 ,XUY 
=U{X,Y}, XUYUZ= (XUY)UZ. {a,b,c} = 
{a,b} Ut{c) 等 .也 可 以 定义 集合 的 包含 关系 : 

A SY} HY. 

由 于 XSEXUY,YSXUY, 所 以 ,从 并 集 公 理 可 以 
得 出 包含 公理 :对 任意 两 集 和 与 了 ,人 存在 同时 以 入 ， 
Y 为 子 集 的 集合 . 

包含 公理 (axiom of inclusion) 
Jm". 

T fI (axiom of power set) 合 论 的 一 
条 重要 公理 . p XS (Zermelo, E. F. F. ) 于 1908 
年 首先 提出 . 该 公理 断言 :对 任何 集合 ,存在 它 的 
MA TRA MHRA ERY — 92 OX. 这 条 公理 可 
以 形式 化 为 YY 和 YY uCuE€YeV vWveurve 
X)). 如 果 把 Y v(vC uv€ XA ux, RA u 
是 X 的 子 集 ,公理 又 可 形式 化 为 :VY X3 YY ulu€Y 
euc X). 从 和 究 集 公理 得 ,XEZ(X)H 16Z2ODC 
X). 并 可 以 定义 集合 论 中 一 系列 重要 的 概念 . 例如 ， 
集合 的 笛 卡 儿 积 .二 元 关系 、 二 元 关系 的 定义 域 、. 值 
域 . 域 .n 元 关系 、 对 应 、 映 射 、 映 射 的 限制 .映射 的 扩 
张 . 运 算 、 集 上 等 价 关 系 等 . 因为 这 些 概 念 都 有 一 个 
根本 的 出 发 点 :对 任何 二 集合 了 与 Y,XXYCS 
B(A(XUY)) BU xxv 是 集合 . 

空 集 公理 (axiom of empty set) 合 论 的 一 
条 重要 公理 . 由 策 梅 洛 (Zermelo,E. F. F. ) 于 1908 
年 提出 . 该 公理 断言 :存在 一 个 没有 元 素 的 集合 . 这 
条 公理 可 形式 化 为 

jJXVu1(€x) 

这 条 公理 肯定 了 不 含 元 素 的 集合 是 存在 的 . 由 外 延 
公理 还 可 推出 : 空 集 只 有 一 个 .用 名表 示 ( 儿 为 丹麦 
文字 母 ,发 音 为 0). 利用 分 离 公理 ,可 以 断言 空 类 名 
= {u užu) NEA. WE ZF 系统 中 空 集 公 理 可 以 
B pu. 


Jc 23 4 FÉ (axiom of infinity) 


JL, "3E SR 


亦 称 无 限 公理 . 


合 论 的 一 条 重要 公理 .由 策 梅 洛 (Zermelo ,下 .下 . 
F. ) 于 1908 年 首先 提出 . 该 公理 是 断言 :存在 无 穷 
集合 . 对 策 梅 洛 这 一 公理 的 形式 化 有 各 种 不 同 的 方 
法 ,较为 成 功 的 有 : 

1.3 XG u(u€ XOA(Q(V u€ X) 

(d v(v€ XAuCvA 1(v—u)). 

2. 存在 一 个 递归 集 S:j SCOCSA(Q(OV XES) 
[XUIX) € S D. 递归 集 是 无 限 集 ;反之 ,利用 替换 
公理 模式 可 从 无 限 集 的 存在 性 推出 递归 集 的 存在 

另外 ,1925 年 , 塔 尔 斯 基 (Tarski,A. ) 定 义 了 了 
无 限 的 概念 :如 果 存 在 X CAP COND EUR CK C 
素 , 则 称 N 是 了 无 限 集 . 他 证 明了 一 个 集合 无 限 , 当 
且 仅 当 它 是 工 无 限 的 .因此 无 穷 公理 也 可 表述 为 : 
FETARE. 

无 限 公 理 (infinite axiom) ” 即 “ 无 穷 公理 ”. 

替换 公理 (axiom of replacement) 亦 称 置换 
公理 . 集合 论 的 一 条 重要 公理 . 蔡 换 公理 由 弗 伦 克 尔 
(Fraenkel, A. A. ) 于 1922 年 首先 提出 .该 公理 断 
言 : 对 任何 集合 论 公 式 A(u,v) 有 

V ud vY wCACu v) A ACu w)—v—1)— 

V X3 YV vw Ye (J u€ XDACG ,v)). 

这 条 公理 指出 ,对 于 任何 集合 X 与 任何 公式 AG, 
vo) 确定 的 映射 f ,映射 的 象 /4(X) 是 一 个 确定 的 集 
合 . 由 于 公式 A(u,v) 有 无 穷 多 个 ,每 个 具体 的 公式 
都 确定 一 条 公理 ,因此 , 弗 伦 克 尔 的 公理 实质 上 是 一 
个 公理 模式 . 它 包 含 了 无 穷 多 条 公理 . 替换 公理 的 引 
人 ,解决 了 某 些 ZF 集合 论 其 他 公理 不 能 解决 的 问 
题 . 有 了 这 条 公理 ,可 以 推 得 某 种 非常 大 的 特殊 集 
合 . 但 是 如 果 去 掉 无 穷 公理 ,由 替换 公理 推 不 出 无 穷 
集 的 存在 性 .在 ZF 中 , 子 集 公 理 与 空 集 公理 可 直接 
由 替换 公理 推出 . 由 蔡 换 公理 与 事 集 公理 可 导出 配 
对 公理 . 

替换 公理 有 下 列 各 种 等 价 形式 : 

1. 若 下 是 一 个 映射 , 则 对 任何 集合 AFCA 
一 个 集合 . 

2. 若是 一 个 映射 , 且 定 义 域 dom CF SE 
则 值 域 ran(F ) 也 是 集合 . 

3. 若 下 是 一 个 映射 , 则 Y A3 FIAs), Fili 
的 Pi,Ps, ,PP, 是 参 变 元 ， 

4. 对 任何 集合 论 公 式 eG y Po Pcr POS 
Vd yV eG Fishes PP Nv PHP; 
e P2—y—z)0-N XA YV y(y€Yo(d4xc€x) 
qr ys Pis Posts P2. 

置换 公理 (axiom of replacement) RI“ HA 
RR". | 
蔡 换 公理 模式 (axiom schema of replacement) 


A Sm 5 € id 


U PRAH”. 
配对 公理 (axiom of pairing) 亦 称 无 序 对 公 
H. 集合 论 的 一 条 重要 公理 .由 策 梅 洛 (Zermelo E. 
F.F.) F 1908 年 提出 .该 公理 断言 :对 任意 集合 a 
与 6, 存在 只 含 a 与 6 的 集合 {a,6). 这 条 公理 可 形式 
化 为 
VaVblAc u(u€ceu-aNu-b). 
{a,b} PRA asb 的 无 序 对 . 利用 无 序 对 的 概念 ,可 定 
义 单元 集 的 概念 : (a) — {a,a}, 有 序 对 的 概念 (a,5) 
={{a},{a.b6}} JIE n FADS. 
无 序 对 公理 (axiom of pairing) 
H”. 
无 序 对 Cunordered pair) 见 “ 配 对 公理 ” 
分 离 公 理 (axiom of separation) ” 亦 称 分 离 公 
理 模式 、. 子 集 公 理子 集 公理 模式 .集合 论 的 一 条 重 
要 公理 . h A y (Zermelo, E. F.F.) F 1908 年 提 
出 . 该 公理 断言 :如 果 gp 是 带 参 变 元 PP 的 性 质 , 则 对 
任何 集合 X 和 了 ,都 存在 集合 Y= {ulu€ X Ngu, 
P) CRA X HAER 9 的 元 素 . 这 条 公理 可 形 
式 化 为 
VXVPIYVulu EYou €E XA gu,P)). 
其 中 ,P 亦 可 以 是 参 变 元 组 P= Pi Past Pa). 如 
RERA HM glu, P,P. PORWŽ KX A, Fil FH 
交 的 定义 可 将 公理 写成 下 面 的 形式 
VX AYO) X=yY ). 
它 的 意义 是 类 与 任何 集合 的 交 是 集合 . 由 集合 组 成 
的 非 空 类 o WAC) Y 是 集合 等 . 分 离 公 理 的 另 一 
推论 是 全 类 x 是 真 类 ,否则 (zjzEY Az 和 多 zz) 就 会 
是 集合 . 由 于 公式 V(x ,已 ) 有 无 穷 多 个 ,对 于 每 个 具 
体 的 pku,P) 都 将 得 到 一 条 公理 , 故 分 离 公 理 实质 上 
是 一 个 公理 模式 , 它 包 含 了 无 穷 多 条 公理 . 策 梅 洛 的 
这 条 公理 形象 地 刻画 了 从 已 给 集合 按 一 定 的 限制 
《性质 ) 可 分 离 出 它 的 子 集 这 一 性 质 . 策 梅 洛 用 分 离 
公理 代替 弗 伦 克 尔 (Fraenkel,A.A. ) 的 替换 公理 后 
得 到 的 公理 体系 称 为 策 梅 洛 集合 论 . 它 比 ZF 弱 . Bil 
如 在 ZF 中 能 证 明 集 (e. 52 (92, 2 C2 (222 , 2 BJ 
存在 性 ,而 在 策 梅 洛 集合 论 中 却 不 能 ,这 里 w AA 
子 集 公理 (axiom of subset) 即 “ 分 离 人 公理” 
策 梅 洛 集合 论 (Zermelo set theory) 见 “ 分 离 
公理 ” 
正则 公理 (axiom of regularity) 亦 称 基础 公 
XB. 限制 公 理 . 集合 论 的 一 条 重要 公理 . 任何 非 空 集 
合 都 有 各 极 小 元 素 . 这 个 公理 形式 化 为 :V XOU 
S>GYEXYNX=Ø) RY XCXASD-GY 
€ X)(V Z(ZEY>ZEX))). 该 公理 断言 :任何 集 
合 在 关系 GE 下 是 良 基 的 ,不 存在 无 限 递 降 链 x. 22 
DTi 3… 也 就 不 会 有 Teu 与 循环 died tace 
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BD Bic 对 公 


Exo. 实质 上 此 公理 是 对 集合 概念 的 一 种 限制 :有 性 
质 x€Ez 的 集合 是 不 存在 的 . 该 公理 的 另 一 表述 方 
法 是 :对 任何 集合 论 公 式 ga), A 
Jj x9) ZGXZOA 713 yX 3) A yEZ)). 

这 种 表述 下 的 正则 公理 实际 上 是 正则 公理 模式 . 此 
AHE * iB E (von Neumann J. ) 于 1925 年 提 
出 的 . 

基础 公理 (axiom of foundation) 
理 ”. 

限制 公理 (axiom of restriction) — B" 1E Dll] 
理 ”. | 

初等 集 公 理 (axiom of elementary sets) 集合 
论 的 一 条 公理 . 策 梅 洛 (Zermelo, E. F. F.) F 1908 
年 提出 集合 论 公 理 体系 时 ,其 中 有 一 公理 称 为 初等 
集 公 理 . 该 公理 断言 :存在 空 集 , 它 不 含 任何 元 素 ; 如 
AR a 是 一 个 集合 , 则 存在 集 {a}, 它 仅 含 a 为 元 素 . 如 
AR a.b 是 两 个 集合 , 则 存在 集 {a,6), 它 含有 且 只 含 
A a 与 6b. 初等 集 公理 的 内 容 , 在 后 来 的 ZF 系统 中 
有 的 被 保留 ,有 的 被 删 去 . 

存在 性 公理 (axiom of existence) 合 论 的 一 
条 重要 公理 . 该 公理 断言 :至 少 存在 一 个 集合 . 要 讨 
论 集合 ,自然 首先 要 假定 集合 存在 . 该 公理 在 后 来 的 
ZF 系统 中 被 删 去 ,因为 在 ZF 系统 中 的 无 穷 公 理 就 
是 存在 性 公理 . 

选择 函数 (choice function) 合 论 的 一 个 特 
殊 函 数 . 设 -x 一 (4,})nem 是 由 非 空 集合 组 成 的 非 空 
集 族 , 行 映 射 


Bp ^ 1E Wy Zs 


fio U An 
mE M 


对 任何 mE M 有 FAnn) € An WER f£ ERKA 上 
的 一 个 选择 函数 . 选择 函数 的 存在 ,肯定 了 在 族 o 
中 的 每 一 个 集合 内 能 一 次 性 地 选 出 一 个 元 素 并 组 成 
集合 的 可 能 性 . 这 种 可 能 性 在 一 些 特殊 情况 下 是 明 
显 的 . 例如 ,每 一 个 集 A, 都 是 单元 集 时 ,或 -x 是 有 
限 个 集合 组 成 的 集 时 ,或 每 一 个 An 是 有 限 实数 集 
时 .但 在 一 般 情况 下 ,这 种 可 能 性 并 不 能 认为 是 无 疑 
的 . 例如 ,利用 第 二 科恩 模型 可 以 证 明 在 ZF 系统 
中 ,甚至 可 数 族 ov 中 每 个 集合 只 有 两 个 元 素 时 , 选 

代表 集 (set of representatives) 给 定 集 合 的 
一 个 特殊 子 集 . 该 子 集 由 该 集合 的 一 个 划分 所 决定 . 
给 定 集 合 XCA 和 4 的 划分 S. 若 对 每 个 CES, 存 
TET AEC. HE XNC={a} WRX HARI S 
的 代表 集 . 利用 代表 集 , 可 等 价 地 将 选择 公理 叙述 
为 :每 个 划分 都 有 一 个 代表 集 . 

选择 公理 (axiom of choice) 简称 AC. 集合 论 
的 一 条 重要 公理 . hiki (Zermelo, E. F. F.) F 
1904 年 证 明和 良 序 定理 首先 清楚 地 陈述 出 来 . 该 公理 
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断言 :对 任何 由 两 两 不 相交 的 非 空 集 组 成 的 集 族 ,都 
存在 一 个 选择 集 , 它 与 族 中 每 个 集合 恰 有 一 个 公共 
JU XX. 粗略 地 说 ,选择 公理 表明 ;给 定 任意 个 非 空 集 
合 , 可 以 同时 从 每 个 集合 中 取出 一 个 元 素 . 这 公理 常 
用 AC 表示 . 它 可 形式 化 为 

V X[(V 4 € X) (usE () AN u,vEX) 

(uzEv-—xu(lv-—g»]—(G Yo((V «€X) 

[OY flus OA wzEYNu)lw=z))]}. 
习惯 上 把 AC 叙述 为 更 一 般 的 形式 :在 任何 由 非 空 
集合 组 成 的 集 族 o — (an mem ERA — 1 XS RE PRL 

fi —> U An» 


fi IHE mE M.A fCAn)E An. 

19 世纪 ,人 们 在 数学 论证 中 经 常 使 用 选择 公 
理 , 但 尚未 深入 人 研究 它 的 不 同 表现 形式 和 推论 . 例 
如 , 佩 亚 诺 (Peano,G. ) 于 1890 年 证 明 常 微分 方程 
解 的 存在 性 定理 时 ,第 一 次 陈述 了 选择 公理 并 对 它 
提出 怀疑 . 9 2E CLevi, B. ) 于 1902 年 证 明 非 空 集合 
的 集 族 多 的 并 集 的 基数 不 小 于 多 的 基数 时 ,也 注 
意 到 需要 选择 公理 ,但 他 并 未 明确 地 表述 出 来 . 康 托 
尔 (Cantor,G.F.P. ) 在 人 研究 序数 理论 时 提出 ,是 否 
每 一 集合 都 可 良 序 的 问题 . 1904 年 , 策 梅 洛 第 一 次 
用 现代 术语 严格 地 陈述 了 选择 公理 ,并 用 它 证 明了 
著名 的 良 序 定理 . 康 托 尔 最 早 使 用 选择 公理 的 等 价 
形式 , 即 关 于 集合 基数 的 三 歧 性 原则 :对 于 任何 集合 
Si 和 ,9，， 

E. Si Soh 50. 

三 式 中 有 且 仅 有 一 个 成 立 . 1906 4E, BR (Russell, 
B. A. W. ) 给 出 了 选择 公理 的 形式 语言 表示 式 . 1935 
年 , 佐 恩 (Zorn,M. A. ) 用 选择 公理 证 明了 第 一 极 大 
Jg 38. 现今 被 称 为 佐 恩 引 理 .泰和 希 米 勒 
(Teichmüller, O.) 于 1939 年 和 图 基 (Tukey, J. 
W. ) 于 1940 年 先后 提出 了 第 二 极 大 原理 . 现 称 为 图 
基 引 理 . 这 两 条 引 理 都 同 选择 公理 等 价 . 人 们 在 对 选 
择 公 理 的 深入 讨论 中 不 断 发 现 了 上 百 个 与 AC 等 价 
的 数学 命题 . 

选择 公理 在 数学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 没有 它 , 数 
学 中 的 许多 基本 知识 都 无 法 获得 . 例如 ,党 微分 方程 
解 的 存在 定理 ,连续 了 消 数 的 定义 . 利用 选择 公理 可 以 
HE BH ,连续 函数 的 eg 型 与 序列 型 两 种 定义 是 等 价 
的 ;没有 选择 公理 ,它们 是 不 等 价 的 . 利用 力 迫 法 可 
以 证 明 存 在 着 选择 公理 不 成 立 的 模型 . 在 其 中 有 卫 
BX 上 和 实数 ze 使 得 了 在 xo 点 在 e-6 型 意义 下 是 不 
连续 的 ,而 在 序列 型 意义 下 是 连续 的 . 但 是 另 一 方 
面 , 由 选择 公理 也 可 以 导出 许多 直观 上 不 易 被 接受 
的 奇怪 结果 . 如 豪 斯 多 夫 分 球面 定理 与 巴 拿 赫 - 塔 尔 
斯 基 分 球 定理 . 1924 4E, E Si (Banach, S. ) 与 塔 尔 
斯 基 (CTarski,A. ) 使 用 选择 公理 揭示 了 对 球体 的 分 


解 与 组 合 的 悖 论 :把 一 个 球 切 成 有 穷 个 片断 ,然后 重 
新 组 合 ,可 得 到 与 原 球 有 相同 尺寸 的 两 个 球 . 其 次 ， 
根据 选择 公理 ,实数 集 是 可 良 序 的 ,但 至 今 人 们 没有 
找到 它 的 良 序 . 综 上 所 述 ,选择 公理 就 成 为 数学 基础 
中 最 重要 的 问题 之 一 .历史 上 对 是 否 承 认 选 择 公理 
一 直 有 两 种 不 同意 见 . 1939 年 , 哥 德 尔 (G6del,K. ) 
证 明了 选择 公理 与 ZF 公理 系统 相 容 ,1963 年 ,科恩 
(Cohen,P. J. ?证 明了 选择 公理 相对 于 ZF 公理 系统 
独立 . 

1964 年 , 迈 切 尔 斯 基 (Mycielski,J. ) 发 表 论 文 
《决定 性 公理 》, 并 在 此 前 提 下 证 明了 许多 有 趣 的 结 
Fe. 例如 :实数 的 不 空 集合 的 每 一 可 数 集 族 都 有 一 
个 选择 函数 ; 书 实 数 的 每 一 集合 都 是 勒 贝 格 可 测 的 . 
对 于 选择 公理 成 立 , 但 对 于 @ 选 择 公 理 不 成 立 . A 
为 在 选择 公理 下 ,可 作出 勒 贝 格 不 可 测 集 合 . 不 难看 
出 ,也 是 选择 公理 的 一 种 较 弱 形式 ,而 已 的 否定 式 是 
选择 公理 的 一 种 较 强 形式 . 因此 ,有 可 能 选择 公理 的 
一 般 形式 不 成 立 ,而 它 的 某 些 较 弱 形式 是 成 立 的 . VI 
尔 奈 斯 (Bernays,P.)、 塔 尔 斯 基 、 库 拉 托 夫 斯 基 
(Kuratowski, K. )、 菜 维 (Clevy，P.)、 哈 尔 佩 恩 
(Halpern,J. D. ) fü t 5g (Jech, T. J. SA 2& Bt Hh DE 
究 了 选择 公理 的 较 弱 形式 . 

选择 公理 的 较 弱 形式 有 : 

1. 次 序 原则 ( 简 记 为 OP). 每 一 
化 . 

2. 对 n 个 元 素 集合 族 的 选择 (Cn). 对 任 一 具有 
n 个 元 素 的 集合 的 族 ( 即 着 zE5S, 则 |z|==n) 都 有 一 
ve FF PRK f. 

3. 对 有 穷 集 合 族 的 选择 (ACF). 对 于 有 穷 集合 
的 族 ( 即 若 ce S.D x 有 穷 ) 都 有 一 选择 明 数 f. 

4. 序 扩充 原则 (OEP). 任 一 集合 S 的 每 个 偏 序 
都 能 扩充 为 S 的 全 序 . 

5. 挑选 原则 (SP). 对 每 一 集合 族 SC 至少 有 两 个 
元 素 ) 都 存在 一 国 数 f ,使 对 每 个 xES 都 有 SOF 
名 , 且 f(z) 是 xz 的 真子 集 . 

6. ACW. 对 于 任 一 良 序 集合 ,选择 公理 成 立 . 

7. 素 理想 定理 (PIT). 每 一 布尔 代数 都 有 一 素 

ER 1 一 7 都 是 AC 的 推论 .但 1 一 7 中 的 任何 
一 个 都 推 不 出 AC. 目前 ,大 多 数 数学 家 倾向 于 接受 
选择 公理 ,但 对 它 的 研究 尚 在 继续 中 . 

选择 公理 的 等 价 命 题 (equivalent proposition 
of axiom of choice) 合 论 的 一 系列 重要 命题 . 它 
们 都 与 选择 公理 等 价 . 选择 公理 常 被 叙述 为 下 面 几 
种 形式 : 

1. 由 两 两 不 相交 的 非 空 集合 组 成 的 族 恒 存在 一 
ea , 它 与 族 中 每 一 集合 恰 有 一 、 

一 由 非 空 集合 组 成 的 族 eo = (A mem BB 


集合 都 能 全 序 


a E 与 fit 


存在 一 个 选择 函数 
fio 一 U Ans 
使 得 对 每 个 mE M, 有 SCA, € An. 

3. 每 一 划分 都 有 一 个 代表 集合 . 

已 知 与 选择 公理 等 价 的 命题 有 上 百 个 , 现 列举 
一 此 

4. 集 4 到 集 B 的 满 射 F.A B H EA BEAR 
射 g: BA, tk f ° 8 一 7p， 

5. 良 序 定理 :任何 非 空 集 合 都 存在 良 序 . 

6. 佐 因 引 理 :如 果 非 空 偏 序 集 S 的 任何 全 序 子 
SMES 中 有 上 界 , 则 S 必 有 极 大 元 素 . 由 于 全 序 
子 集 均 有 上 界 的 偏 序 集 又 称 为 归纳 序 集 ,此 引 理 又 
可 叙述 为 : 非 空 归纳 序 集 至 少 有 一 个 极 大 元 素 . 

7. 图 基 引 理 ; 在 存在 有 限 特 征 条 件 C 的 集合 X 
的 所 有 满足 条 件 C 的 子 集中 ,至 少 有 一 个 关于 条 件 
CHCRATH. 所谓 C 是 X 的 有 限 特 征 条 件 , 是 
指 X BITE 4 满足 条 件 C, 当 且 仅 当 4 的 所 有 有 限 
子 集 满 足 条 件 C. 

8. 对 任何 非 空 偏 序 集 , 若 其 每 一 良 序 子 集 上 方 
有 界 , 则 它 至 少 有 一 个 极 大 元 素 . 

9. 任何 偏 序 集 都 有 一 良 序 子 集 W, 它 没有 不 属 
于 W 的 上 界 . 

10. 设 C 是 从 集合 XX 到 集合 Y 的 映射 的 图 象 的 
有 限 特征 条 件 , 则 在 满足 C 的 映射 中 ,至 少 有 一 个 
映射 ,其 定义 域 为 竺 极 大 元 素 ( 通 常 把 6 一 10 这 五 个 
命题 统称 为 佐 恩 引 理 . "E MET SD dE B IER (Zorn, M 
A. ) 首 先 提出 的 ,应 用 也 比较 方便 ). 

11. 直 积 定理 ( 亦 称 集合 乘积 定理 ) :若干 非 空 集 
合 的 直 积 非 空 

12. 多 个 选取 公理 ， 对 非 空 集合 作成 的 族 x = 

An} mem > FFE BRAT 
fre > U Ans 
XB MEM, SAK An 的 有 限 非 空子 集 . 

13. 豪 斯 多 夫 定 理 : 偏 序 集 的 任何 链 都 包含 在 一 
个 极 大 链 中 . 

14. 反 链 原理 :每 个 偏 序 集 必 有 极 大 反 链 . 

15. 全 序 集 可 和 良 序 定理 :每 个 全 序 集 可 和 良 序 化 . 


16. Ba FE Se a) REA n] Be es SO 
集合 可 良 序 化 . 

17. 极 大 不 交 子 类 存在 性 定理 :任意 类 都 含有 互 
不 相交 的 集合 作成 的 极 大 子 类 . 


18. 投射 原理 :存在 真 类 到 非 空 集合 的 满 射 . 
19. 内 射 定理 :存在 非 空 集 到 真 类 的 单 射 . 
20. 基数 的 可 比较 性 :任何 两 个 基数 c 和 8 是 可 
比较 的 . 
21. 对 任何 无 穷 基 数 aa’ =a. 
选择 公理 有 着 十 分 广泛 的 应 用 ,借助 于 它 与 它 
637 


的 等 价 命题 可 以 推出 集合 论 中 许多 重要 的 结论 . 数 
学 其 他 分 支 中 的 许多 重要 结论 都 需 用 选择 公理 才能 
推出 . 

集合 乘积 定理 (product theorem of sets) W 
“选择 公理 的 等 价 命 题 ” 

RJ AY E PE IB (countable axiom of choices) 
集合 论 的 一 条 公理 . C AE Xe DEUS HY — REEL 98 BE 
式 , 该 公理 断言 :每 一 个 由 非 空 集合 组 成 的 可 数 集 族 
-eg 一 (4,)enw 有 一 选择 图 数 

J: £ 一 UA, 


MET nEN, A f(A,)E€4,. 由 此 公理 可 推出 可 数 
个 可 数 集 的 并 集 可 数 ,实数 集 不 是 可 数 个 可 数 集 的 
并 集 , 每 个 无 穷 集 有 可 数 子 集 等 . 但 不 能 推出 实数 集 
可 良 序 化 . 1942 年 ,贝尔 奈 斯 (Bernays,P. ) 证 明了 
可 数 选 择 公 理 比 相关 选择 原理 弱 . 

相关 选择 原理 (DC) (principle of correlation 
choices (DC ) ) 合 论 的 一 条 公理 . 它 是 比 选择 公 
理 弱 的 命题 .由 贝尔 奈 斯 (Bernays,P. ) 于 1942 年 提 
出 . 该 原理 断言 : 若 尺 是 非 空 集 合 4 上 的 二 元 关系 ， 
并 且 对 任何 aE4, 存 在 6E4, 使 Ra, 则 存在 A 中 
的 序列 Agos Ais 2» *** » Un, …, 使 得 对 任何 nEN, 有 
an+1Ras. 从 相关 选择 原理 可 推出 可 数 选择 公理 . 因 
此 , 它 比 可 数 选择 公理 强 , 又 在 ZF 内 DC 可 由 AC 
推出 , 故 DC 比 AC 弱 . 

衷 斯 多 夫 极 大 集 套 原理 (Hausdorft principle of 
maximal nested sets ) 合 论 的 一 条 重要 命题 . JE 
空 集 族 ov 的 任何 非 空子 族 A 都 存在 -x 中 的 极 大 
集 套 By ,使 FB, 3X — th KAR SRR 
大 集 套 原理 . 含 多 的 极 大 集 套 可 以 不 惟一 ,除非 Z 
本 号 是 极 大 套 . 

选择 集合 (choice set) 与 选择 咕 数 相 联系 的 
一 个 特定 的 集合 . 对 于 由 两 两 不 相交 的 非 空 集合 组 
成 的 族 A= {Annem AR S 满足 : 

l. SS U Ans 

2. X^" mEM, A SOLA, 为 单元 素 集 ; 
则 称 S 为 族 x 的 一 个 选择 集合 . 

族 的 选择 集合 的 存在 性 与 选择 函数 的 存在 性 是 
等 价 的 . 

集合 的 有 限 特 征 条 件 (condition of finite char- 
acter of a set) ” 亦 称 集合 的 有 限 特征 性 质 . 对 集合 
的 一 种 刻画 . 设 C 是 关于 集合 的 一 个 条 件 , 若 集合 
A 满足 条 件 C 的 充分 必要 条 件 是 A 的 每 个 有 限 子 
集 都 满足 条 件 C, 则 称 C 是 集 的 有 限 特 征 条 件 . 例 
如 ,在 线性 空间 中 ,线性 无 关 是 一 个 有 限 特 征 条 件 ， 
因为 一 个 向 量 组 线性 无 关 当 且 仪 当 它 的 任何 有 限 子 
组 线性 无 关 . 偏 序 集 的 升 链 是 一 个 有 限 特 征 条 件 , 因 
AX 是 一 个 升 链 当 且 仅 当 它 的 有 限 子 集 在 同一 序 
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关系 下 都 是 升 链 . 而 良 序 性 不 是 有 限 特征 条 件 , 例 
如 ,实数 集 在 大 小 顺序 下 不 是 良 序 的 ,但 它 的 任何 有 
限 子 集 在 同一 种 顺序 下 都 是 良 序 的 . 图 基 引 理 指出 : 
E C 是 关于 集合 的 有 限 特征 条 件 , 则 集合 4 的 所 有 
满足 C 的 子 集中 ,至 少 有 一 个 关于 条 件 C HERAK 
元 素 . 使 用 这 个 引 理 于 线性 空间 站 , 取 C 为 线性 无 
关 , 可 推出 V 中 必 有 极 大 线性 无 关子 集 构成 V 的 
基 . 这 证 明了 线性 空间 基 的 存在 性 . 

集合 的 有 限 特征 性 质 (finite character property 
of set) 即 “ 集 合 的 有 限 特征 条 件 ” 

映射 的 有 限 特 征 条 件 (condition of finite char- 
acter of a mapping) 对 映射 的 一 种 刻画 . 映射 的 图 
象 是 集合 .因此 ,映射 满足 有 限 特征 条 件 指 它 的 图 象 
满足 有 限 特 征 条 件 . 例如 , 单 射 是 映射 有 限 特 征 条 
件 . 因为 RC AX B 是 单 射 的 图 象 的 充分 必要 条 件 
ER 的 任何 有 限 子 集 Ro( 它 是 RR 向 A 的 有 限 子 集 
的 限制 映射 ) 是 单 射 . 利用 图 基 引 理 , 存 在 A 到 B 的 
极 大 单 射 ,这 个 单 射 以 了 CB) AE X3. 

良 序 原理 (weli-ordering principle) 集合 论 的 
一 条 重要 命题 . 它 是 康 托 尔 (Cantor,G.F.P. ) 于 
1883 年 研究 序 集 , 建 立 序数 理论 时 揭示 的 . 该 原理 
是 ;每 个 集合 都 可 编 成 良 序 集 . 1904 年 , 策 梅 洛 
(Zermelo,E. F. F. ) 利 用 选择 公理 证 明了 恨 序 原理 ， 
良 序 原理 便 以 定理 形式 出 现在 公理 集合 论 中 . 由 于 
良 序 定理 与 选择 公理 等 价 , 故 选择 公理 的 各 种 等 价 
命题 也 与 良 序 定理 等 价 . 下 面 是 用 AC 对 展 序 原理 
的 一 个 证 明 : 设 AAD. Sf 是 (A) 上 的 一 个 选择 隐 
Eau = f(A) a = fCkA— {ao})saz: — f CA — UT 
ai ),，… 假 设 对 所 有 小 于 o 的 序数 v 已 定义 了 a, 令 
as = f (A— {ay lu<o}), Ml A 被 编 成 BR Ags) 502» 
…,a，… 这 个 证 明 使 用 了 序数 理论 . 

良 基 关系 (well-founded relation) 集合 上 的 
一 种 重要 关系 . CE RIEA (Zermelo, E. F. F.) T 
1935 年 提出 的 . Vb R 是 集合 A 上 的 一 个 关系 . 行 4 
的 任何 非 空 子 集 B 都 有 R 极 小 元 , 则 称 R 是 4 的 
展 基 关 系 . 4 是 关于 RW RE Q 
集 , 记 为 wf CA. A 上 的 任何 OL cer 
恨 序 关系 都 是 4 上 的 良 基 天 O 
系 .但 4 上 的 良 基 关 系 不 一 定 
是 4 上 的 良 序 关 系 . 如 果 4 对 
FRA R 不 但 是 良 基 的 ,而 且 O O 
是 全 序 的 ,那么 4 是 良 序 集 . 良 基 伪 树 
例如 ,自然 数 集 代 ,2,…} 对 小 于 关系 既是 良 序 的 也 
是 良 基 的 . 如 果 有 限 偏 序 集 的 哈 塞 图 是 有 分 义 的 伪 
树 《 如 图 ), 则 它 是 良 基 的 但 不 是 良 序 的 . 在 民 基 集 
wfe(4) 中 ,不 存在 无 穷 的 单调 递 降序 列 

(as dnew:@oR a R 'a;R a, R '*- 


若 定义 良 基 集 到 序数 集 内 一 个 映射 fe: A>ord, ,使 
得 当 aE4 时 ， 
Fr(ad)=sup{ fr(b)+1|(E€ ANbRa)}; 
H fr 的 值 域 是 一 个 序数 , 则 fr Æ A F| ord 内 的 一 
个 确定 单调 增 映射 . fa 的 值 域 称 为 R 的 长 度 , 即 
length(R) = sup{fe(a) + 1la € A}. 
例 图 中 R 的 长 度 为 6. 

R f (well-founded set) MW REKA”. 

良 基 归纳 原理 (principle of well-founded in- 
duction) 超 穷 归纳 原理 的 推广 .依据 恨 基 集 的 归 
纳 性 质 的 原理 . 归纳 性 质 指 :在 良 基 集 whe (AP 
BCA, 对 任何 a€ A, {b| ESE4AORa)1 SB 时， 
A a€ B,W| B—A. B 3E UH ZA Ig PR YR IP iix RE 
A 上 的 良 基 关 系 ,p 是 一 个 性 质 ,如 果 : 

1. A 中 每 一 个 R 极 小 元 素 有 性 质 o 

2. Xf aE A, %4 bEA,bRa,b WAHE ON .a 有 
EE 2, 则 A 中 每 个 元 素 有 性 质 o. 

归纳 序 集 (inductive ordered set) 合 论 的 一 
种 特殊 的 偏 序 集 . 全 序 子 集 均 有 上 界 的 偏 序 集 . 根据 
优 恩 引 理 ,任何 非 空 归纳 序 集 都 有 极 大 元 素 . 此 结论 
与 选择 公理 等 价 . 

佐 恩 引 理 (Zorn lemma) 亦 称 第 一 极 大 原理 . 

合 论 的 一 条 重要 引 理 . 它 由 佐 恩 (Zorn,M. A. ) 于 
1935 年 用 选择 公理 给 以 证 明 . 该 引 理 断言 :如 果 非 
空 偏 序 集 S 的 任何 子 链 在 S 中 有 上 界 , 则 S BOA 
一 个 极 大 元 素 . 优 因 引 理 与 选择 公理 等 价 ,但 它 比 选 
择 公 理 使 用 方便 . 它 不 仅 是 近世 代数 中 的 有 力 工 具 ， 
而 且 已 应 用 到 其 他 许多 数学 分 支 中 .通常 人 们 也 把 
由 优 恩 指出 的 另外 4 个 与 第 一 极 大 原理 等 价 的 命题 
PAK SI SE. 它们 是 : 

1. 知 偏 序 集 S. 的 任何 恨 序 子 集 均 有 上 界 , 则 S 
至 少 有 一 个 极 大 元 . 

2. WFR S DEA RIFT Rw CRAD T 
自己 的 上 界 . 

3. 图 基 引 理 . 

4. C 是 一 个 关于 映射 的 有 限 特 征 条 件 , 则 在 
满足 C 的 映射 中 ,有 一 个 映射 的 定义 域 是 导 极 大 
JL. 

第 一 极 大 原理 (first maximal principle) Ep 
"AS ET. 

E] 5) 32 (Tukey lemma) 亦 称 第 二 极 大 原 
理 . 集合 论 的 一 条 重要 引 理 . 它 与 选择 公理 等 价 ,由 
RÆ (Tukey, J. W.) F 1940 年 独立 提出 .该 引 理 断 
言 : 若 C 是 关于 集合 的 有 限 特征 条 件 , 则 集 X 中 所 
有 满足 条 件 C 的 子 集中 ,至 少 有 一 个 满足 条 件 C 的 
CERK IL. 

第 二 极 大 原理 (second maximal principle) 即 
NE LIE: A 


公 理 与 悖 论 


可 构造 性 公理 (axiom of constructibility) 集 
合 论 的 一 条 重要 公理 . 该 公理 断言 :所 有 集合 都 是 可 
构造 的 . 哥 德 尔 (G6del,K. ) 为 了 证 明 连 续 统 假设 与 
ZFC 是 相 容 的 ,在 1939 年 第 一 次 构造 出 集合 论 的 
一 个 非 平 凡 的 模型 , 称 为 可 构造 模型 . 在 该 模型 中 连 
续 统 假设 , 即 270 = $8, 成 立 . 在 构造 模型 时 , 哥 德 尔 
从 无 穷 公理 出 发 ,用 超 穷 递归 方法 逐步 定义 出 一 些 
集合 . 这 些 集合 称 为 可 构造 集 . 最 后 以 所 有 可 构造 集 
所 组 成 的 集 族 作 为 该 模型 的 集合 . 

可 构造 模型 (constructibility model) 
造 性 公理 ”. 

可 构造 集 (constructibility set) 
公理 ” 

决定 性 公理 (determinstic axiom) 合 论 的 
一 条 重要 公理 . 在 现代 描述 集合 论 中 无 穷 对 策 具有 
重要 的 作用 . 考虑 二 人 对 策 : 设 M= 《0,1,*…,m 一 
1} BRA 1 和 了 I 轮流 在 M 中 选取 nn 个 数 ,得 到 结 
果 序 列 , 设 为 (p1,91,p2,92，"… ,pr，4r), 称 为 一 个 结 
局 .一 个 结局 的 集合 S 被 事先 给 出 并 且 为 和 工 知 
JB. RR A bip og ESM) I RE; BW C, 
Pesto ES Wl) I RK. FHM RICA Gs. HB 
二 人 参赛 的 智力 游戏 ,如 下 棋 , 都 能 在 适当 地 选择 
Mn WS 后 ,以 这 一 抽象 的 形式 被 数学 地 表示 . 1 
的 一 种 必 胜 策略 是 指 一 规则 ;在 I 的 每 一 步 ,该 规则 
可 以 根据 双方 在 此 以 前 的 取 法 告诉 I 这 一 步 该 怎样 
取 , 最 终 使 1 获胜 .类 似 地 ,可 定义 工 的 必 胜 策 略 . 在 
n 是 有 穷 的 情况 下 ,容易 证 明 T R UD ARTS — 
胜 的 策略 ,也 就 是 说 对 策 是 决定 的 .但 在 n 是 无 穷 
时 ,对 策 是 否 是 决定 的 就 不 再 是 明显 的 事实 .决定 性 
公理 是 :对 于 每 个 结局 集 S ,Cs 是 决定 的 . 这 里 

SHC pisqis Pisqosttts Pasos | prs gr Ew). 

力 迫 法 (forcing method) 一 种 构造 公理 系统 
模型 的 方法 . 它 由 科恩 (Cohen,P.J. ) 于 1963 年 为 
证 明 连 续 统 假设 相对 于 ZF 系统 的 独立 性 而 提出 . 

对 角 线 方法 (diagonal method) 一 种 重要 的 
反 证 法 . 为 康 托 尔 (Cantor,G. F. P. ) 于 1874 年 所 创 
造 , 它 第 一 次 用 来 证 明 实 数 集 是 不 可 数 的 . 为 了 证 明 
R 是 不 可 数 的 ,只 要 证 明 [L0,1JSR A nC BAG 
证 法 , 设 L0,1j 可 数 , 则 可 设 [0,1j]= {airas sans 
e. 由 于 a,€E10,1j, 故 可 用 无 穷 十 进 制 小 数 表示 ， 


JL" ap TJ 
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并 将 这 些 数 依 次 列 出 : 
ay —O. dy 412 Q1a*** Aint” 
az= Q. azı Azz A23°** Ast 


az =Q. 431 a32 à33*** Azn**” 


a, =Q. Qn) An? Qn3°°° Qnn°*® 
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现在 定义 一 数 b= 0. b, b, 6b,… ,其 中 
agj-Fl (a4;«9), 
mm » (a,,— 9). 
WW PR bE [0,1]. [B &x£a; i 1.2, n t KPH 
与 [0,1] 可 数 相 矛 盾 . 即 证 明了 [0,1j 不 可 数 , 从 而 R 
不 可 数 . 这 种 用 完全 直观 的 无 穷 阶 方 阵 的 对 角 线 构 
造 出 一 个 不 包含 在 某 个 集合 的 元 素 , 也 就 是 在 特定 
的 系统 中 构造 一 个 自我 否定 . 正 是 在 这 一 方法 精神 
实质 的 指导 下 ,对 角 线 方法 得 到 了 脱离 直观 的 发 挥 
和 推广 . 康 托 尔 用 对 角 线 方法 证 明了 他 著名 的 定理 : 
对 任意 集合 A.|IPCO| AI. RE HARTER 
复 地 出 现在 递归 函数 论 、 计 算 机 科学 中 ,还 出 现在 哥 
德尔 (G6del,K. ) 的 第 一 不 完全 性 定理 的 证 明和 塔 
尔 斯 基 (Tarski, A. ) 关 于 真理 的 论证 中 . 汤姆 森 
(Thomson, W. (L. K.)) 在 《 论 一 些 悖 论 ) 一 文中 对 
对 角 线 方法 进行 了 更 一 般 的 抽象 表示 : 设 S 是 一 集 
AP 是 一 个 二 元 谓词 ,对 每 个 6E€5 定义 一 个 一 元 
谓词 
P,(a)OP(Ga,b) (V a,bES), 
则 对 角 线 引 理 即 为 : 设 书 为 二 元 谓词 ,定义 一 个 一 
元 谓词 Q 为 
Qla) OG 1P(a,a) WaeS), 
则 QCa) 与 所 有 的 Pola) 不 同 ,V &€ S. 可 以 看 出 对 角 
线 证 法 的 关键 在 于 构成 一 个 自我 否定 的 例外 . 作为 
前 提 的 外 部 关系 :Ps(la) SPa DREF. mHE 
二 元 关系 变 为 否定 的 内 部 的 一 元 关系 (1P(b,6)) 
RPK TIE AY. tH A PS. FER SE "P 2E UC F8 UR 
而 是 在 作为 外 部 关系 的 理论 形式 逻辑 推理 中 出 现 了 
内 部 的 自我 否定 PC(b,6) 售 了 1P(b,6). 汤姆 森 指 出 : 
罗素 悖 论 、 格 瑞 林 悖 论 和 里 夏 尔 悖 论 都 是 建立 在 康 
托 尔 对 角 线 方法 之 上 . 现代 一 些 逻 辑 学 家 几乎 把 所 
有 逻辑 悖 论 ( 集 合 论 的 和 语义 学 的 ) 都 称 为 对 角 线 悖 
论 . 包括 著名 的 哥 德 尔 不 完全 性 定理 . 
xT H £& te it (diagonal antinomy) 
Ark. 
集合 论 公 理 系 统 (axiom systems for set theory) 
合 论 的 一 组 特定 的 公理 系统 .在 集合 论 公 理 系 统 
中 ,集合 是 一 个 不 加 定义 的 原始 概念 .集合 和 属于 关 
AWC ”是 通过 公理 来 刻画 的 . 虽然 每 条 公理 都 不 是 
普 助 于 直观 而 是 借助 于 严谨 的 形式 语言 加 以 刻画 
的 ,然而 公理 的 背景 都 是 很 深刻 和 直观 的 . 它们 来 源 
于 康 托 尔 (Cantor,G.F.P. ) 的 集合 论 , 是 从 经 典 集 
合 论 中 整理 和 抽象 出 来 的 基本 原则 . 每 一 公理 都 刻 
画集 合 的 某 一 基本 性 质 . 把 某 些 公理 放 在 一 起 组 成 
刻画 集合 特征 的 在 干 基本 原则 ,就 称 为 集合 论 的 一 
个 公理 系统 . 公理 系统 的 选择 不 是 惟一 的 ,但 是 应 该 
遵循 一 些 基本 原则 . 如 系统 的 相 容 性 (协调 性 )、 完 备 
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性 以 及 独立 性 等 要 求 . 1908 年 出 现 两 个 著名 的 公理 
系统 ,这 就 是 策 梅 洛 (Zermelo,E. FF.F. ) 的 公理 系统 
和 罗素 (Russell,B. A. W. ) 的 类 型 论 . 前 者 经 斯 科 伦 
(Skolem, A. T. ). 36 f& 502K (Fraenkel, A. A. 2 RS zt 
进 与 补充 ,成 为 最 易于 理解 .影响 最 广 的 一 个 系统 . 
AE ERO ZF ABE. 1925 4E,18 * WE Bt $9 (von Neu- 
mann,J].) 又 提出 一 个 系统 ,后 经 贝尔 奈 斯 
(Bernays,P. )、 哥 德尔 (G6del ,K. ) 修 改 形成 GB 系 
统 ( 亦 称 NGB 系统 ). 除 上 述 两 个 著名 的 系统 外 ,还 
有 奎 因 系统 、 王 浩 系统 、 阿 克 曼 系统 、 莫 利和 斯 科 特 
系统 . 

建立 众多 集合 论 公 理 系 统 的 背景 是 在 康 托 尔 集 
合 论 中 包含 着 深刻 的 .丰富 的 .新 的 概念 和 方法 . TE 
论 的 发 现 促使 人 们 借助 于 公理 化 方法 ,以 期 排除 集 
合 论 中 已 知 的 悖 论 , 并 系统 地 整理 康 托 尔 的 理论 和 
方法 . 评价 集合 论 公 理 系统 的 科学 标准 是 : 

1. 能 够 描述 康 托 尔 理论 的 丰富 内 容 , 尽 可 能 多 
地 建立 康 托 尔 理论 中 已 有 的 定理 . 

2. 能够 避免 已 经 发 现 的 悖 论 ， 

3. 便于 解决 集合 论 中 尚未 解决 的 问题 ,主要 是 
连续 统 假设 和 选择 公理 . 

4. 系统 的 协调 性 、 独 立 性 、 完 备 性 以 及 是 否 便 于 
理解 和 表达 等 . 

ZF 系统 (ZF system) 简称 ZF. 集合 论 的 重要 
公理 系统 之 一 . ETE 1908 年 首先 由 策 梅 洛 (Zerme- 
lo, E. F. F. ) 提 出 ,后 经 斯 科 伦 (Skolem,A.TT. 2. # 
伦 克 尔 (Fraenkel,A. A. ) 的 改进 与 补充 而 建立 的 一 
个 公理 系统 ,是 康 托 尔 (Cantor,G. F. P. ) 集 合 论 方 
法 的 形式 化 处 理 . 该 系统 称 为 ZF AS. 它 的 原始 概 
念 是 集合 和 属于 关系 . 这 一 系统 包括 下 列 九 条 公理 ， 

1. 外 延 公 理 . 

2. 空 集 公 理 . 

3. 配对 公理 ， 

4. 并 集 公理 . 

5. FRAM. 

6. 无 穷 公理 . 

TTE STE. 

8. FPR TH. 

9. 正则 公理 . 

在 ZF 系统 中 添加 选择 公理 而 得 到 的 系统 称 为 
ZFC 系统 . 这 个 系统 是 数学 中 使 用 最 广泛 的 系统 . 
关于 ZFC 系统 的 独立 性 问题 . ZFC 系统 不 是 独立 
的 . 例如 ,1 一 6 和 8 一 9 可 以 推出 7, 故 7 是 多 余 的 ， 
删 去 7 并 不 影响 该 系统 .但 由 于 7 是 策 梅 洛 首 先 提 
出 的 , 且 有 历史 意义 ,并 且 运 用 方便 .形式 简洁 ,因此 
予以 保留 . 

关于 ZFC 系统 的 完备 性 问题 . NOE (Peano, 
G. ) 算 术 的 公理 都 是 ZFC 系统 的 定理 . 因此 ,由 哥 


德尔 (G6del,K. ) 不 完备 性 定理 可 知 ZFC 系统 是 不 
完备 的 . 

关于 ZFC 系统 的 协调 性 问题 . 根据 哥 德 尔 第 二 
不 完备 性 定理 ,ZF 系统 的 协调 性 只 能 在 比 它 更 强 的 
系统 中 证 明 . 可 以 在 ZFC 系统 加 大 基数 公理 的 公理 
系统 中 证 明 ZFC 系统 是 协调 的 . 

ZFC 系统 (ZFC system) 见 “ZF 系统 ”. 

GB 系统 (GB system) 合 论 的 重要 公理 系 
统 之 一 . 该 系统 中 有 集合 与 类 两 个 基本 概念 . ADS 
英文 字母 z,y,z,… 作 为 集合 变 元 ,用 大 写 英 文字 母 
X,Y,Z,… 作 为 类 变 元 . 此 外 ,cla(X) 与 m CXO Zr Sl 
表示 X 是 一 类 与 X 是 一 集合 . 公理 分 为 五 组 . 

A 组 公理 . 

1. cla(x) (任意 集 合 x 都 是 类 ). 

2. XEY>m(X)( 类 的 任意 元 都 是 集合 ). 

3. (rE XOXEY)—>X=Y( 类 的 外 延 公理 ). 

4. 无 序 对 公理 ， 

B 组 公理 (类 的 存在 公理 ): 

1. 存在 一 类 E, 它 的 元 素 都 是 有 序 对 集合 ,并 且 
该 有 序 对 的 第 一 元 属于 第 二 元 . 

s 对 于 任意 类 X,Y, 都 有 一 类 ZEA X 和 Y 
的 交 类 . 

3. 对 于 任意 类 XX, 它 的 补 也 是 一 类 . 

4. 对 于 任意 类 X, 它 的 元 素 中 有 序 对 的 第 一 元 
组 成 一 类 ， 

5. 对 于 任意 类 X, 它 的 元 作为 有 序 对 的 第 一 元 ， 
而 第 二 元 为 任意 的 集合 . 所 有 这 些 有 序 对 组 成 一 类 . 

6. 对 于 任意 类 XEN WX 也 是 一 类 .X 是 
这 样 定 义 的 ;4S1,S。)EX 4 AMS, SEX. 

T 对 于 类 X ,存在 类 Y ,使 得 对 任意 (zyyyz》 e 
X, BI MG zo EY. 

8. 对 于 类 X ,存在 类 Y ,使 得 (x,，y,z》 EX, = H. 
仅 当 (zzyy>EY. 

C 组 公理 (集合 存在 公理 )， 

1. 无 穷 公 理 . 

2. JF ER. 

3. RE SE S RH. 

4. 替换 公理 . 

D 组 公理 :对 于 任意 的 不 空 类 X ,都 有 yEX, 使 
yN X=. 

E 组 公理 (选择 公理 )， 

这 个 公理 系统 的 最 大 特点 是 没有 公理 模式 , 因 
此 , 它 是 一 有 穷 公 理 系统 . 并且 它 规定 真 类 不 能 作为 
类 的 元 素 . 从 而 避免 了 以 往 的 悖 论 . 

马丁 公理 (Martin axiom) 简称 MA. 集合 论 
的 一 条 假设 它 有 多 种 等 价 的 形式 : 

1. 不 存在 由 二 2” 个 闭 无 处 稠密 的 集合 的 并 集 
组 成 的 具有 可 数 链条 件 (C.C.C) 的 紧 豪 斯 多 夫 空 


公 理 与 F 论 


JR]. 

2. & (P, OJÉdEZ NARA C. C. C 的 偏 序 集 , 且 
D EP W<2° ^ 598 T- 5E BTZH BU] AX UEP 中 存 
在 滤 子 G, 使 得 Y DCc«o(QGDso). 

MA 是 CH 的 推论 , 它 可 看 成 CH B2 887E X. S 
丁 公理 不 是 普通 意义 下 的 集合 论 中 的 公理 .一 般 公 
理应 具有 某 种 自明 性 ,但 马丁 公理 不 具有 这 一 性 质 . 
所 以 MA 应 被 称 为 假设 .由 于 习惯 的 原因 , 现 仍 称 
公理 .MA 假设 是 马丁 (Martin,D. A. ) 提 出 的 . 

Hii j^ SE S it (descriptive set theory) 合 论 
的 一 种 形式 和 方法 . 描述 集合 论处 理 可 用 一 些 简单 
方法 描述 的 实数 集合 , 即 有 简单 拓扑 结构 的 或 可 用 
简单 方法 定义 的 集合 . 因为 有 些 问 题 对 任意 实数 集 
难于 回答 ,但 对 有 简单 描述 的 集合 问题 变 得 容易 得 
多 . 例如 ,对 闭 实数 集 连 续 统 假设 ( 康 托 尔 -本 迪克 松 
定理 ) 每 个 闭 的 实数 集 至 多 可 数 或 有 2 个 元 
素 ,是 可 以 证 明 其 成 立 的 ,但 对 一 般 集合 连续 统 假设 
的 证 明 就 十 分 困难 . 


E A LAK PRR 2H BR BER 
RAE A RP 钱 如 平 KEH 
E A ERE 杨 安 洲 应 制 夷 BE 
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WZ X 
形式 逻辑 (formal logic) 研究 正确 思维 ( 概 


念 、 判 断 或 命题 ,推理 ) 的 形式 结构 、 规 律 、 方 法 和 应 
用 的 科学 . 其 主要 研究 对 象 是 演绎 推理 的 形式 .“ 逻 
辑 "一 词 来 源 于 希腊 文 A6Yos GE 4 HD ,原意 主要 指 
思想 言辞、 理性、 规律 等 “形式 逻辑 "这 一 名 称 最 初 
Hi BE f (Kant, I. ) 在 《纯粹 理性 批判 》 一 书 中 提出 , 指 
从 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 到 中 世纪 这 一 段 时 期 内 建 
立 起 来 的 逻辑 科学 .康德 认为 :形式 逻辑 的 特点 是 抽 
掉 思 维 的 具体 内 容 , 只 考察 思维 的 形式 . 后 来 ,形式 
逻辑 有 了 新 发 展 , 产 生 了 用 数学 方法 研究 逻辑 的 新 
学 科 一 一 数理 逻辑 .因此 ,人 们 把 形式 逻辑 分 为 传统 
的 形式 逻辑 (或 传统 逻辑 ) 和 现代 形式 逻辑 (或 数理 
逻辑 ) 两 种 . 习惯 上 ,传统 的 形式 逻辑 简称 形式 逻辑 . 

形式 逻辑 所 研究 的 思维 形式 , 指 思维 的 存在 和 
表现 的 形式 . 思维 或 是 形成 概念 ,或 是 进行 判断 ,或 
是 进行 推理 . 思维 就 是 以 概念 .判断 (命题 )、 推 理 这 
几 种 形式 表现 出 来 的 . 思维 的 形式 结构 就 是 思维 的 
各 个 组 成 部 分 的 联系 方式 . 概念 是 思维 的 细胞 . 因 
此 ,思维 形式 结构 也 就 是 概念 在 判断 中 的 联系 方式 ， 
判断 在 复合 判断 和 推理 中 的 联系 方式 ,以 及 概念 、 判 
断 、 推 理 在 更 复杂 的 思维 中 的 联系 方式 等 . 形式 逻辑 
研究 概念 的 外 延 间 的 种 种 关系 ,概念 内 涵 和 外 延 间 
的 关系 ;研究 判断 的 形式 结构 所 体现 的 一 般 含 义 , 它 
们 的 真 值 情况 和 它们 之 间 的 真 值 关系 ;以 及 研究 推 
理 有 效 性 的 形式 准则 ,从 而 揭示 思维 的 规律 和 规则 . 
其 中 ,最 基本 的 规律 是 同一 律 . 了 矛盾 律 、 排 中 律 和 充 
足 理由 律 等 . 形式 逻辑 从 形式 方面 给 思维 提出 规范 
和 要 求 . 遵守 这 些 要 求 ,思维 就 能 达到 形式 正确 性 ， 
而 形式 正确 性 是 思维 正确 性 的 必要 条 件 . 因此 ,形式 
逻辑 是 一 门 教 给 人 们 正确 地 进行 思维 ,识别 论断 中 
的 逻辑 廖 误 ,以 及 如 何 准 确 有 效 地 表达 自己 思想 的 
科学 ,是 一 切 其 他 科学 的 基础 . 因此 , 德 ， 摩根 (De 
Morgan, A. ) 说 :数学 和 逻辑 是 精确 科学 的 两 只 眼 
HE”. AIR By (Pierre, B. ) 则 说 :逻辑 是 不 可 战胜 的 ， 
谁 反 对 逻辑 , 谁 就 要 用 到 逻辑 . ?形式 逻辑 除了 以 思 
维 形式 结构 及 其 规律 为 主要 研究 对 象 外 ,还 研究 一 
些 简 单 的 逻辑 方法 ,如 定义 、 划 分 分析 综合、 实验 、 
假说 等 ,它们 和 思维 形式 结构 及 其 规律 有 着 密切 的 

形式 逻辑 又 是 一 门 古 老 的 科学 ,迄今 已 有 两 千 
多 年 的 历史 ,其 内 容 和 方法 都 在 不 断 变化 和 发 展 . 形 
式 逻 辑 在 西方 产生 于 古 希 腊 时 期 . 古代 的 中 国 和 古 
印度 差不多 同时 期 也 进行 了 对 逻辑 问题 的 研究 . 中 
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国 春秋 战国 时 期 在 关于 名 词 ( 名 ) 与 其 所 代表 的 事物 
( 实 ) 的 关系 的 讨论 中 ,公孙 龙 、 惠 施 、 墨 翟 和 苟 况 等 
人 对 逻辑 问题 都 作 过 研究 . 亚 里 士 多 德 是 形式 逻辑 
的 英 基 人 . 他 的 主要 逻辑 著作 《工具 论 》 对 概念 、 判 
断 、 推 理 ( 主 要 是 直言 三 段 论 ) 和 证 明 都 做 了 系统 的 
论述 ,并 在 另 一 部 著作 《形而上学 》 中 ,对 矛盾 律 、 排 
中 律 等 形式 逻辑 的 基本 规律 作 了 较 详 细 的 讨论 . 后 
来 的 斯 多 噶 学 派 主 要 研究 了 假 言 推理 和 选 言 推理 的 
理论 ,丰富 和 发 展 了 形式 逻辑 . 中 世纪 ,逻辑 主要 发 
展 了 词 项 理论 和 推导 学 说 ,研究 了 悖 论 问题 ,提出 种 
种 语义 导论 和 解决 悖 论 的 方法 . 17 世纪 之 后 , 随 着 
实验 科学 的 发 展 ,近代 归纳 逻辑 发 展 起 来 . 1620 年 ， 
培根 (Bacon,F. ) 在 他 的 著作 《新 工具 中 奠定 了 近 
代 归 纳 逻 辑 的 基础 . 

近代 ,演绎 逻辑 更 有 新 的 突破 . 特别 是 从 莱 布 尼 
将 (Leibniz,G. W. ) 到 布尔 (Boole,G. ), 他 们 应 用 数 
学 方法 研究 逻辑 ,从 而 产生 了 数理 逻辑 这 门 新 学 科 . 
数理 逻辑 开始 应 用 于 数学 基础 的 研究 ,如 公理 方法 
及 其 有 关 证 明 , 并 取得 巨大 成 果 . 20 世纪 30 年 代 以 
来 ,数理 逻辑 又 有 了 新 发 展 , 其 应 用 范围 不 断 扩 大 ， 
并 日 益 显 示 出 它 的 重要 性 . 数理 逻辑 的 迅速 发 展 , 改 
进 、 充 实 和 丰富 了 形式 逻辑 的 内 容 和 方法 ,使 其 进 一 
步 适应 现代 科学 思维 发 展 水 平 . 


形式 逻辑 的 基本 规律 


工具 论 (organon) 形式 逻辑 术语 . 即 古 希腊 亚 
里 士 多 德 (Aristotle) 六 篇 逻辑 著作 的 总 称 . 逍遥 派 
继承 亚 氏 对 逻辑 学 的 看 法 ,认为 逻辑 学 既 非 理论 知 
识 ,也 非 实 际 知识 ,而 是 知识 的 工具 .因此 , 约 在 公元 
6 世纪 , 亚 氏 的 逻辑 著作 就 被 命名 为 《工具 论 》. 其 中 
《范畴 篇 以 论 实体 、 量 、 关 系 、 质 等 范畴 为 主 ;《 解 释 
篇 由 对 词 、 句 的 研究 引 至 关于 命题 (判断 ) 的 学 说 ; 
《前 分 析 篇 系统 地 阐述 了 三 段 论 式 推理 问题 ;《 后 分 
析 篇 》 论 述 证 明定 义 等 问题 《论辩 篇 》 论 反驳 六 辩 
滩 篇 3 研究 论辩 中 各 种 廖 误 .《 工 具 论 ) 为 形式 雇 辑 葛 
定 了 基础 ,对 这 门 科学 的 发 展 有 深远 的 影响 . 

思维 形式 (form of thinking) 亦 称 思维 形态 . 
形式 逻辑 术语 . 即 思维 (思想 ) 存 在 和 表现 的 形式 . 一 
般 指 人 们 思维 中 用 以 反映 客观 对 象 的 形态 , 即 概念 、 
判断 (命题 ) 和 推理 等 思维 的 基本 形态 . 

思维 形态 (form of thinking) BI" B ZEJE SS". 

思维 形式 结构 (formal structure of thinking) 


形式 逻辑 术语 . 指 思维 内 容 的 组 成 部 分 之 间 的 联系 . 
即 概念 在 判断 (命题 ) 中 的 联系 方式 ,判断 (命题 ) 在 
推理 中 的 联系 方式 等 . 例如 :“ 所 有 S Æ P” WR P 
则 QQ” 等 判断 (命题 ) 形 式 , 以 及 “有 SS 是 P, 所 以 有 P 
是 $?” 等 推理 形式 ,有 时 也 称 为 思维 的 逻辑 形式 . 思 
维 形式 结构 是 形式 逻辑 的 研究 对 象 . 思维 中 以 概念 
为 基本 细胞 的 每 一 个 具体 的 判断 和 推理 都 具有 形式 
结构 . 例如 , “一 切 自 然 数 都 是 整数 ”", “所 有 的 人 都 是 
要 死 的 >“ 凡 气体 都 是 有 弹性 的 ?是 三 个 内 容 不 同 的 
判断 (命题 ) ,但 它们 都 有 相同 的 形式 :所 有 d P. 
又 如 “自然数 是 整数 ,5 是 自然 数 , 所 以 5 是 整数 ”， 
“人 是 要 死 的 , 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 是 人 ,所 以 亚 
里 士 多 德 是 要 死 的 ?是 两 个 具体 内 容 不 同 的 推理 ,但 
它们 有 具有 同样 的 形式 :M 是 P,S 是 M, 所 以 S 是 
P. 形式 逻辑 就 是 通过 这 些 抽象 的 形式 ,来 研究 思维 
形式 的 特性 和 规律 . 

形式 逻辑 的 基本 规律 (basic laws of formal log- 
ic) ”形式 逻辑 研究 的 基本 内 容 . 指 人 们 在 思维 过 程 
中 必须 遵守 的 思维 逻辑 规律 . 即 同 一 律 、. 巴 对 律 、 排 
中 律 和 充足 理由 律 . 前 三 条 规律 , 早 为 亚 里 士 多 德 
(Aristotle) 发现. 除了 同一 律 没 明 确 陈 述 外 ,矛盾 律 
和 排 中 律 在 他 的 《形而上学 ;一 书 中 已 明确 提出 ,并 
作 了 和 较 详 尽 的 论述 . 充足 理由 律 则 是 由 莱 布 尼 次 
(Leibniz, G. W.) F 17 世纪 提出 的 . 这 些 规 律 之 所 
以 被 称 为 形式 逻辑 的 基本 规律 ,是 因为 它们 对 于 一 
切 思维 形式 都 普遍 有 效 , 是 各 种 思维 形式 特殊 的 逻 
辑 规 律 .规则 的 基础 . 同一 律 .矛盾 律 和 排 中 律 各 自 
AYA ER SR AP fa] ,但 它们 之 间 有 密切 联系 . 它们 从 不 同 
角度 要 求 并 保证 思维 有 确定 性 和 一 贯 性 . 充足 理由 
律 则 要 求 思维 的 论证 性 . 

形式 逻辑 的 基本 规律 是 客观 事物 的 某 些 最 普遍 
的 性 质 和 最 基本 的 关系 在 思维 中 的 反映 . 遵守 形式 
逻辑 的 基本 规律 是 正确 思维 的 必要 条 件 . 关于 形式 
逻辑 基本 规律 是 否 应 包括 充足 理由 律 ,逻辑 学 界 尚 
未 取得 一 致 . 

同一 律 (law of identity) 形式 逻辑 的 基本 规 
律 之 一 . 指 思 想 的 同一 性 , 即 在 同一 思维 过 程 中 , 反 
映 同 一 对 象 的 思想 (概念 判断) 必须 是 确定 的 、 同 一 
B. 

了 矛盾 律 (law of contradiction) 亦 称 不 矛盾 律 . 
形式 逻辑 的 基本 规律 之 一 . 指 在 同一 思维 过 程 中 ,一 
个 判断 及 其 否定 不 能 同 真 , 即 至 少 有 一 个 是 假 的 . TF 
盾 律 的 公式 是 : 非 “4 SIEA” RAS RAAE 3 
(4A( 4)), 其 中 "4? 表 示 一 个 判断 ， 非 4” 表 示 
对 4 的 否定 ,三 B 表示 BAR. I(AACIAD 
表示 “4 SARAR” AB. 矛盾 律 要 求 一 个 思想 不 
ATS. RFE. BR A Ye 58 58 


形式 逻辑 的 基本 规律 


ik. (RAE F + HER PARA PRR. ABBAS 
盾 者 , 誉 其 盾 之 坚 “ 物 莫 能 陷 也 ”, 俄 而 又 誉 其 巴 日 : 
“EBA ZA, DRAM”, AMZA SEL EF 
之 盾 何 如 ?” 其 人 弗 能 应 也 . 该 典故 揭露 了 卖 巴 与 盾 
的 人 违反 矛盾 律 的 逻辑 错误 . 自 相 矛盾 一 词 ,就 出 目 
这 个 典故 .通常 所 说 的 自 相 矛盾 .出 尔 反 尔 、 自 己 打 
自己 嘴巴 等 都 是 指 犯 了 违反 牙 盾 律 的 逻辑 错误 . 运 
用 矛盾 律 时 必须 注意 正确 认识 逻辑 矛盾 的 问题 . 逻 
辑 矛 盾 是 同时 断定 一 个 思想 及 其 否定 都 是 真 的 . 但 
在 不 同时 间 .不 同方 面 .不 同 条 件 下 ,对 同一 事物 做 
出 两 个 相反 的 或 矛盾 的 判断 ,并 不 构成 逻辑 矛盾 . 
AN FF GE Claw of non-contradiction) BIF JB 
fg". 
逻辑 矛盾 (logical contradiction) 形式 逻辑 术 
语 . 指 违反 矛盾 律 的 逻辑 错误 . 即 在 同一 思维 过 程 中 
违反 矛盾 律 要 求 ,同时 肯定 一 个 判断 (命题 ) 及 其 否 
定 都 真 的 论断 . 逻辑 矛盾 一 定 是 假 的 .例如 ，2 BR 
数 又 不 是 素数 ” 便 是 假 的 .形式 逻辑 中 的 矛盾 律 恰 恰 
就 是 要 排除 思想 和 论断 中 的 这 种 逻辑 矛盾 ,以 保持 
思想 和 论断 的 合理 性 . 
| HE rh Claw of excluded middle) 形式 逻辑 的 
基本 规律 之 一 . 指 在 同一 思维 过 程 中 ,两 个 互相 矛盾 
的 判断 不 能 同 假 , 必 有 一 真 , 即 要 求 思想 具有 是 非 分 
明 性 . 排 中 律 的 公式 是 :4 或 非 4, 其 符号 表示 为 上 
AV( 4), 其 中 ,“A” 和 “ 非 4” 表 示 两 个 相互 矛盾 
的 判断 , “或 ”表示 在 A 和 非 A 两 个 判断 中 , 必 有 一 
H.EAVC 4) 表示“ 4 与 4 两 者 中 必 有 一 真 ” 
KA. 例如:“z 是 有 理 数 ” 和 “xz 不 是 有 理 数 "这 对 矛 
盾 判 断 中 ,不 能 同时 都 假 , 必 须 承 认 其 中 一 个 是 真 
B. 如 果 对 两 个 相互 矛盾 的 判断 , 既 不 承认 这 个 ,又 
不 承认 那个 ,那么 就 违反 了 排 中 律 . 排 中 律 要 求人 们 
在 是 非 面前 ,对 问题 做 出 确定 的 回答 . 遵守 排 中 律 就 
能 消除 思维 中 的 不 确定 性 ,否则 就 会 犯 模棱两可 的 
逻辑 错误 . 排 中 律 与 矛盾 律 既 有 联系 又 有 区 别 . 它们 
的 主要 区 别 表现 在 运用 范围 不 同 . 矛盾 律 除 了 适用 
于 互相 矛盾 的 判断 ,还 适用 于 互相 反对 的 判断 ;而 排 
中 律 只 适用 于 互相 矛盾 的 判断 ,不 适用 于 互相 反对 
的 判断 . 
充足 理由 律 (law of sufficient reason) ” 亦 称 充 
分 理由 律 .形式 逻辑 的 基本 规律 之 一 . 由 莱 布 尼 次 
(Leibniz,G. W. ) 提 出 . 指 在 论证 过 程 中 ,任何 一 个 
判断 被 确定 为 真 时 ,必须 要 有 充分 理由 . 充分 理由 律 
HARE: WRB” FFA“ BAM 4 真 ” 为 真 ， 
则 “4 E". 其 符号 表示 为 
(C=BAEB+A)>EACKEB A (B>A)—A). 
其 中 4 代表 在 论证 中 被 确定 为 真 的 判断 ,B 代表 用 
来 确定 4 真 的 判断 , 即 理由 . 在 上 述 过 程 中 ,A 所 以 
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能 被 确定 为 真 , 是 由 于 B 真 , 并 且 B 5 A 有 必然 的 
逻辑 联系 . 理由 充分 的 特点 是 :理由 本 身 必须 为 真 ， 
并 且 能 从 这 个 理由 必然 地 得 出 所 要 的 判断 . 充足 理 
由 律 是 客观 事物 间 必 然 联 系 规律 性 的 反映 ,任何 事 
物 的 存在 都 必然 有 它 存在 的 条 件 和 原因 ,这 种 条 件 
和 因果 联系 的 客观 规律 性 ,就 是 充足 理由 律 的 客观 
基础 . 违反 它 就 要 犯 虚假 理由 或 推 不 出 的 逻辑 错误 . 

7E 43 38 EH f (law of sufficient reason) BIR 
EHHE”. 


概念 (concept) 形式 逻辑 术语 . 指 反映 事物 的 
本 质 属性 的 思维 形式 .在 客观 世界 中 存在 许多 事物 ， 
它们 都 有 许多 性 质 , 并 和 其 他 事物 发 生 各 式 各 样 的 
KA. 这 些 性 质 和 关系 都 是 事物 的 属性 .事物 由 属性 
的 同 异 分 类 . 人 们 在 实践 活动 中 ,在 感性 认识 的 基础 
上 ,运用 比较 、 分析、 综合 .抽象 和 概括 等 方法 ,抽象 
出 一 类 事物 所 具有 它 类 事物 不 具有 的 那些 属性 , 即 
特有 属性 或 本 质 属 性 ,形成 了 反映 事物 的 各 种 各 样 
的 概念 . 概念 的 产生 ,是 从 感性 认识 上 升 到 理性 认识 
A) KBR. 概念 与 感觉 .知觉 .表象 不 同 ,感觉 .知觉 、 表 
象 是 反映 事物 具体 的 形象 的 属性 ,因此 ,它们 具有 直 
观 性 和 个 别 性 . 而 概念 却 是 反映 事物 本 质 和 规律 性 
的 属性 ,因此 ,概念 具有 抽象 性 和 普遍 性 . 概念 是 思 


维 的 细胞 ,是 构成 判断 (命题 )、 推 理 的 基本 要 素 . 任 


何 概念 都 是 通过 语词 来 表达 的 . 但 是 ,并 不 是 所 有 的 
语词 都 表达 概念 ,一 般 , 实 词 都 表达 概念 而 虚词 则 不 
基本 概念 (basic concept) 亦 称 原始 概念 或 初 
始 概念 . 一 个 学 科 和 领域 的 最 初始 的 一 些 概念 . 指 那些 
本 身 不 加 定义 , 却 作 为 定义 该 学 科 中 其 余 一 切 概 念 
的 出 发 点 的 概念 . 对 于 这 些 基本 概念 通常 只 给 以 描 
述 性 的 说 明 . 例 如 ,平面 几何 中 的 点 、 线 、 面 都 只 给 出 
描述 性 的 说 明 . 它们 是 几何 学 中 的 基本 概念 . 
原始 概念 (original concept) ” 即 “ 基 本 概念 ”. 
初始 概念 (original concept) BESRA”. 
属性 (attribute) 逻辑 学 的 基本 概念 之 一 . 指 
事物 的 性 质 和 事物 间 的 关系 的 统称 . 一 个 事物 的 属 
性 ,如 颜色 , 称 为 性 质 . 若干 事物 之 间 的 属性 ,如 大 
于 , 称 为 关系 . 并 非 一 类 事物 都 具有 的 属性 是 该 类 事 
物 的 偶 有 属性 ,如 白色 的 皮肤 是 人 的 偶 有 属性 . 一 类 
事物 都 具有 而 别 的 事物 都 不 具有 的 属性 是 该 类 事物 
的 特有 属性 . 对 一 类 事物 具有 决定 性 的 特有 属性 ,被 
称 为 该 事物 的 本 质 属性 . 而 固有 属性 是 指 一 类 事物 
派生 的 特有 属性 . 如 能 思维 ,有 语言 等 是 人 的 固有 属 
性 ;能 制造 和 使 用 生产 工具 是 人 的 本 质 属性 ;这 些 都 
是 人 的 特有 属性 . 
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性 质 (property)” 见 “属性 ”. 

本 质 属 性 (essential attribute) OL“ ARE”. 

ShHECextension) 亦 称 外 包 . 逻辑 学 的 基本 概 
念 之 一 . 它 同 内 涵 一 起 构成 概念 的 两 个 重要 方面 . 外 
延 就 是 指 概念 所 反映 的 事物 所 组 成 的 集合 . 例如 ,人 
这 个 概念 的 外 延 就 是 人 类 . 正 偶数 概念 的 外 延 是 集 
A {2n:n EZ) ,其 中 Z7 表示 一 切 正 整 数 所 成 的 集 
合 . 外 延 是 概念 量 的 方面 ,是 概念 所 指 的 对 象 范围 ， 
它 说 明 概 念 反映 的 是 哪些 事物 ,任何 概念 的 外 延 都 
相应 着 一 个 具有 该 概念 所 反映 的 事物 所 组 成 的 类 ， 
虚 ( 空 ) 概 念 外 延 所 相应 的 对 象 类 为 空 类 ,在 现实 中 
是 不 存在 的 . 

外 包 (denotation) ” 即 “ 外 延 ”. 

A X (connotation) ARAM. 逻辑 学 的 基本 
概念 之 一 . 它 同 外 延 一 起 构成 概念 的 两 个 重要 方面 . 
内 涵 即 概念 所 反映 的 事物 的 特有 属性 、 本 质 属性 . 例 
如 ,概念 人 的 内 涵 是 能 制造 和 使 用 生产 工具 的 动物 . 
概念 正 偶数 的 内 涵 是 能 被 2 整除 的 正 整 数 . 概念 的 
内 涵 与 客观 事物 的 特有 属性 .本 质 属 性 本 身 是 有 区 
别 的 . 前 者 是 主观 方面 的 东西 ,是 认识 事物 的 结果 ; 
后 者 是 客观 存在 的 ,是 被 认识 对 象 的 属性 . 既然 概念 
的 内 涵 是 对 客观 事物 的 反映 , 那 就 存在 着 反映 内 容 
的 深浅 、 对 错 的 问题 . 因此 ,不 仅 正 确 地 反映 事物 属 
性 的 概念 有 内 涵 , 而且 在 曲 地 反映 事物 属性 的 概念 
也 有 内 涵 . 内 涵 是 任何 概念 都 具有 的 重要 方面 . 

内 包 (connotation) 即 “ 内 涵 ” 

关系 (relation) 逻辑 学 的 重要 概念 ,也 是 数学 
中 的 重要 概念 之 一 .关系 就 是 指 存在 于 若干 事物 之 
间 的 某 种 相互 联系 .例如 ,逻辑 学 中 类 与 类 之 间 ,就 
存在 着 同一 、 上 属 、 下 属 、 交 又 、 全 异 等 关系 ;代数 学 
中 实数 之 间 就 存在 着 等 于 .不 等 于 .大 于 .不 大 于 、 小 
于 、 不 小 于 等 关系 . 对 于 两 个 确定 的 事物 ,从 各 种 不 
同 的 角度 来 考察 , 则 有 各 种 不 同 的 关系 .例如 ,平面 
几何 中 的 两 个 圆 之 间 ,就 其 面积 而 言 , 可 有 大 小 、 等 
于 或 小 于 关系 ,就 其 位 置 而 言 ,可 有 外 离 、. 外 切 、 相 
交 、 重 合 、 内 切 以 及 内 包 的 关系 . 另外, 视 事物 是 两 个 
还 是 两 个 以 上 可 分 为 二 元 关系 与 多 元 关系 . 关系 概 
念 随处 可 见 , 因 而 逻辑 学 中 十 分 重视 关系 的 性 质 及 
其 规律 的 研究 . 

在 逻辑 学 和 数学 中 ,各 种 关系 常用 简明 的 符号 
来 表达 . 例如 ,用 x 二 y 表示 个 体 z,y 之 间 的 相等 关 
系 . 用 xE€ M 表示 个 体 x 与 集合 M 之 间 的 属于 关 
系 .一 般 地 ,可 用 zRy 表示 ry 之 间 具 有 某 种 关系 
R 逻辑 学 中 专门 研究 具有 任意 性 质 的 关系 及 其 规 
律 的 理论 称 为 关系 理论 . 例如 ,一 种 关系 是 否 具 有 自 
反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 、 连 通 性 等 都 是 关系 理论 研究 
的 内 容 ( 参 见 本 卷 4 集 合 论 》 同 名 条 ). 


相 容 关系 (compatible relation) 两 概念 外 延 


间 的 一 种 关系 . RTE A.B 具有 共同 
部 分 , 即 A4 们 B 关 名 , 则 说 它们 之 间 的 关系 是 相 容 关 
A. 相 容 关系 有 三 种 情况 :同一 关系 、 从 属 关 系 、 交 又 
关系 (参见 本 卷 4 集 合 论 ) 同 名 条 ). 

相 容 概念 (compatible concept) Ah REA A BY 
概念 . 它们 的 外 延 或 部 分 重合 或 全 部 重合 . 例如 ,大 
学 生 与 运动 员 是 两 个 相 容 概念 . 

同一 关系 (identical relation) 亦 称 全 同 关 系 
或 重合 关系 . 相 容 关系 之 一 . 两 概念 的 外 延 A,B TH 
同 , 即 4 二 B, 则 称 这 两 个 概念 之 间 有 同一 关系 . 例 
如 ,等 边 三 角形 与 等 角 三 角形 . 

全 同 关 系 (wholly identical relation) 
关系 ”. 

重合 关系 (coincident relation) 
系 ”. 

同一 概念 (identical concepts) — FARA E 


即 “ 同 一 


即 “ 同 一 关 


即 “ 从 属 关 
亦 称 上 位 概念 . 见 


Bp “ 属 概念 ” 


念 . 指 外 延 完全 重合 的 诸 概念 . 例如 ,奇数 与 被 2 除 
概念 的 外 延 4 完全 包含 在 另 一 个 概念 的 外 延 B 之 
属 关系 中 ,外 延 大 的 那个 概念 称 
概念 和 种 概念 的 关系 . 概念 的 从 属 关系 不 同 于 整体 
系 ,而 是 整体 与 部 分 的 关系 . 
RR”. 

种 概念 (concept of species) ” 亦 称 下 位 概念 . 
具有 从 属 关系 的 两 个 概念 . 例如 ,学 生 与 大 学 生 是 具 


余 1 的 数 两 者 是 同一 概念 . 
从 属 关 系 (dependence relation) JR EF gi fl X 
系 或 主 从 关系 . 相 容 关系 之 一 . 两 个 概念 ,其 中 一 个 
中 , 且 仅 仅 成 为 它 的 一 部 分 的 关系 . 即 ACB 时 , 则 
称 这 两 个 概念 之 间 是 从 属 关 系 . 如 图 所 示 . 例如 , 概 
念 矿工 和 工人 是 从 属 关 系 . 在 从 
属 概 念 , 亦 称 上 位 概念 . 外 延 小 的 " 
那个 概念 称 种 概念 , 亦 称 下 位 概 
念 . 所 以 ,概念 的 从 属 关 系 就 是 属 
与 部 分 的 关系 . 在 从 属 关 系 中 ,种 概念 是 属 概 念 下 的 
子 类 . 但 部 分 却 不 是 整体 的 子 类 . 例如 , 船 与 轮船 是 
从 属 关 系 , 但 船 与 构成 该 船 的 某 一 部 件 不 是 从 属 关 
属 种 关系 (relation of genus and species) Bp 
“从 属 关 系 ”. 
主 从 关系 (dependent relations) 
属 概 念 (concept of genus) 
“从 属 关系 ”. 
上 位 概念 (upper seat concept) 
LARRA”. 
下 位 概念 (lower seat concept)” 即 “种 概念 ”. 
MEHS (dependent concepts) ” 亦 称 类 概念 . 
有 从 属 关 系 的 概念 ,所 以 这 对 概念 是 从 属 概念 . 
类 概念 (concept of class) ” 即 “ 从 属 概 念 ”. 
邻近 种 概念 (concept of near species) 一 种 下 


位 概念 . 指 在 一 个 概念 的 一 系列 下 位 概念 中 ,外 延 最 
大 的 一 个 . 例如 ,复数 的 下 位 概念 有 实数 有理数 A 

邻近 属 概念 (concept of near genus) 一 种 上 
位 概念 . 指 在 一 个 概念 的 一 系列 上 位 概念 中 ,外 延 最 
小 的 上 位 概念 . 例如 ,等 边 三 角形 的 上 位 概念 有 等 腰 
三 角形 、 三 角形 等 ,其 中 等 腰 三 角形 外 延 最 小 ,所 以 
是 等 边 三 角形 的 邻近 属 概念 . 

Jh HES A BY RR SEX KH (relation of inverse 
variation between extension and intension) J} 4E 
和 内 涵 间 的 一 种 制约 关系 . 指 具 有 从 属 关系 的 概念 
之 间 内 涵 多 少 与 外 延 大 小 的 相互 制约 关系 . 即 属 概 
念 与 种 概念 之 间 ,一 个 概念 的 内 涵 愈 多 , 则 它 的 外 延 
傅 小 ;反之 ,一 个 概念 的 内 涵 愈 少 , 则 它 的 外 延 愈 大 . 
例如 ,平行 四 边 形 、 和 矩形、 正方 形 这 三 个 概念 之 间 就 
具有 从 属 关 系 . 从 内 涵 方 面 来 看 ,平行 四 边 形 是 具有 
两 组 对 边 各 平行 这 种 属性 的 四 边 形 ;而 矩形 除了 有 具 
有 平行 四 边 形 的 一 切 属性 外 ,还 具有 四 个 角 都 是 直 
角 这 种 属性 ;至 于 正方 形 , 它 的 内 涵 又 比 和 矩形 的 内 涵 
多 , 它 还 具有 四 条 边 都 相等 的 属性 . 从 外 延 方面 来 
看 , 则 与 此 正好 相反 .平行 四 边 形 这 个 概念 的 外 延 比 
矩形 这 个 概念 的 外 延 大 ;矩形 这 个 概念 的 外 延 又 比 
正方 形 这 个 概念 的 外 延 大 . 

概念 的 内 涵 与 外 延 的 这 种 反 变 关系 ,并 不 是 数 
学 上 的 反比 关系 , 它 只 是 表示 了 概念 的 内 涵 与 外 延 
的 相应 变化 的 情形 . 根据 外 延 与 内 涵 的 反 变 关系 ,就 
能 通过 增多 概念 内 涵 的 方法 来 缩小 概念 的 外 延 , 或 
通过 减少 概念 内 涵 的 方法 来 扩大 概念 的 外 延 . 即 通 
党 所 说 的 ,对 概念 进行 限制 或 概括 ,以 便 在 思维 活动 
中 ,使 概念 更 加 明确 . 

概括 (generalization) 一 种 科学 方法 . 即 从 个 
别 事物 的 本 质 属性 推 知 同类 事物 的 本 质 属性 的 科学 
方法 . 例如 ,从 正方 形 到 矩形 ,再 到 四 边 形 , 最 后 到 几 
何 图 形 ,就 是 一 个 不 断 概括 的 过 程 . 数学 中 概括 是 形 
成 概念 的 一 种 重要 方法 . 数学 中 概括 的 方法 主要 有 : 

1. 外 推 性 概括 , 即 由 某 类 个 别 事物 所 具有 的 属 
性 推广 到 该 类 全 部 事物 都 具有 这 种 属性 的 概括 ,或 
把 某 领 域 的 规律 推广 到 其 他 领域 的 概括 . 

2. 上 升 性 概括 , 即 由 对 单一 的 某 个 事物 的 认识 ， 
直接 上 升 为 一 种 具有 普遍 性 规律 认识 的 概括 . 数学 
中 许多 概念 是 使 用 上 升 性 概括 而 得 到 的 ， 

概念 的 限制 (restriction of concept) 亦 称 概 
念 的 缩小 . 同 概念 的 概括 相对 . 是 一 种 增多 某 一 概念 
的 内 涵 使 该 概念 的 外 延 缩 小 的 逻辑 方法 .例如 ,给 三 
角形 这 一 概念 增加 直角 这 一 内 涵 ,就 把 三 角形 限制 
成 外 延 较 小 的 直角 三 角形 ,接着 ,还 可 对 直角 三 角形 
这 一 概念 再 增加 等 腰 这 一 内 涵 , 就 把 直角 三 角形 限 
制 为 等 腰 直 角 三 角形 . 如 图 所 示 . 综 上 所 述 , 概 念 的 
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内 涵 逐 渐 增 多 ,而 概念 的 外 
延 则 逐渐 缩小 ,这 就 是 对 概 
念 进行 限制 . 对 一 个 外 延 较 
大 的 概念 可 进行 多 次 限制 ， 
直到 满足 实际 需要 为 止 . 限 
制 是 有 极限 的 ,极限 就 是 单 
独 概念 . 因为 单独 概念 的 外 延 是 一 个 独一无二 的 事 
物 , 所 以 不 能 再 缩小 了 . 对 概念 进行 限制 有 助 于 人 们 
对 事物 的 认识 从 一 般 过 渡 到 特殊 ,使 认识 具体 化 ; 同 
时 也 有 助 于 人 们 更 准确 地 使 用 概念 . 限制 从 语言 方 
面 来 说 ,有 的 是 对 原 有 语词 增加 限制 词 , 有 的 则 是 改 


换 一 个 语词 . 


概念 的 缩小 (reduction of concept) BRA 
的 限制 ” 
概念 的 概括 (generalize of concept) 亦 称 概念 


的 扩大 . 同 概念 的 限制 相对 , 指 通过 减少 某 一 概念 的 
内 涵 来 扩大 该 概念 的 外 延 的 逻辑 方法 . 例如 ,给 等 腰 
直角 三 角形 这 一 概念 减少 等 腰 这 一 内 涵 , 就 把 等 腰 
直角 三 角形 变 为 外 延 较 大 的 直角 三 角形 .还 可 对 直 
角 三 角形 这 一 概念 减 去 直角 这 一 属性 ,于 是 就 把 直 


角 三 角形 概括 为 三 角形 . 参见 “概念 的 限制 "条 中 的 


图 . 这 样 , 从 等 腰 直 角 三 角形 到 直角 三 角形 ,又 从 直 
角 三 角形 到 三 角形 ,概念 的 内 涵 逐 渐 减 少 , 而 概念 的 
外 延 逐 渐 扩 大 ,这 就 是 概念 的 概括 . 对 外 延 较 小 的 概 
念 可 以 连续 进行 多 次 概括 ,直到 满足 实际 需要 为 止 . 
对 概念 进行 概括 有 助 于 人 们 对 事物 的 认识 从 特殊 过 
渡 到 一 般 , 掌 握 事 物 的 共同 本 质 ,使 人 们 在 表述 思想 
过 程 中 概念 更 加 准确 . 概括 从 语言 方面 来 看 ,有 的 是 
减少 原 有 复合 语词 的 限制 词 ,有 的 则 是 改换 一 个 语 
词 . 

概念 的 扩大 (enlargement of concept) 
念 的 概括 ”. 

交叉 关系 (intersected referencing) IRRA 
重合 关系 . 相 容 关系 之 一 . 指 两 个 概念 的 外 延 A,B 
有 且 仪 有 一 部 分 重合 的 关系 . BANBAO,ANMB 
FOAANBAS APA BB AHARA ARB 
HIE, ON zs Se. 例如， 等 腰 三 角形 ?与 "直角 三 角 
形 ”. 这 两 个 概念 就 是 交叉 关系 .因为 “等 腰 三 角形 ” 
和 “直角 三 角形 ”这 两 个 概念 的 外 延 中 有 且 只 有 一 部 
分 是 “等 腰 直 角 三 角形 ”两 个 具有 交叉 关系 的 概念 
称 为 交叉 概念 . 

部 分 重合 关系 (partial coincident relations ) 
即 “ 交 叉 关 系 ” 

交叉 概念 (intersected concepts) 
A. 

不 相 容 关系 (incompatible relations) JRE 
FKA. 两 概念 外 延 间 的 一 种 关系 . 指 两 个 概念 的 外 
E A,B 没有 任何 重合 部 分 的 关系 . 即 A 站 B= . 
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例如 , 白 与 黑 、 奇 数 与 偶数 等 . 两 个 具有 不 相 容 关 系 
的 概念 称 为 不 相 容 概念 . 不 相 容 关系 又 可 分 为 矛盾 


关系 与 反对 关系 . 

全 异 关 系 (utterly different relations) “A 
相 容 关系 ”. 

不 相 容 概念 ncompatible concepts) — M," 4B 
BRR”. 

Jf 3j K 3& (juxtaposition relations) 亦 称 同位 


关系 ,又 称 平 行 关 系 . 两 个 或 多 个 概念 外 延 间 的 一 种 
关系 , 指 同 一 上 位 概念 之 下 同一 层次 的 几 个 下 位 概 
念 之 间 的 关系 . 例如 ,同属 三 角形 这 个 上 位 概念 下 的 
同一 层次 的 三 个 下 位 概念 ,直角 三 角形 、 锐 角 三 角 
形 、 钝 角 三 角形 之 间 就 具有 并 列 关 系 . 并 列 关 系 可 分 
为 相 容 并 列 关 系 和 不 相 容 并 列 关 系 . 具有 并 列 关 系 
的 概念 称 为 并 列 概念 , 亦 称 同位 概念 或 平行 概念 . 

同位 关系 (appositive relations) 即 “ 并 列 关 
m. 

平行 关系 (parallel relations) ” 即 “ 并 列 关系 ”. 

并 列 概念 uxtaposition concepts)” 见 “并 列 关 
系 ”. 7 
同位 概念 (appositive concepts) 见 “ 并 列 关 
A”. 

平行 概念 (parallel concepts) 见 “ 并 列 关 系 ” 

TH X9 Jf 5] A (compatible juxtaposition rela- 
tion) 两 个 或 多 个 概念 外 延 间 的 一 种 关系 . 指 在 同 
一 上 位 概念 的 外 延 中 ,属于 
同一 层次 的 且 外 延 相 互 交 叉 
的 几 个 概念 之 间 的 关系 . BI 
具有 并 列 关系 的 概念 的 外 延 | R o 
两 两 交叉 . 例如 ,相对 于 人 这 
一 概念 来 说 ,学 生 、 青 年 、 运 
动员 间 具 有 相 容 并 列 关 系 , 如 果 它 们 的 外 延 分 别 记 
为 R,A,B,C, 则 可 表示 如 图 . 

不 相 容 并 列 关 系 (exclusive juxtaposition rela- 
tion) 两 个 或 多 个 概念 外 延 间 的 一 种 关系 .在 同一 
上 位 概念 的 外 延 中 ,属于 同一 层次 的 外 延 互 相 排斥 
的 几 个 概念 之 间 的 关系 . 即 具 有 并 列 关 系 的 概念 的 
外 延 两 两 不 相交 <. 

xT RHEE (dual concepts) 一 种 特殊 的 概念 关 
系 . 它 与 非 对 偶 概 念 相 对 ,反映 两 个 具有 相互 依存 、 
相互 制约 关系 的 对 象 或 现象 的 概念 . 它们 通常 是 一 
一 对 应 成 对 存在 的 . 例如 ,上 与 下 、 正 数 与 负数 、 原 因 
与 结果 等 . 

4E Xt (8 EE (non-antithesis concepts) 一 种 特 
殊 的 概念 关系 . 它 与 对 偶 概 念 相对 ,反映 两 个 不 具有 
直接 相互 依存 关系 的 对 象 或 现象 的 概念 . 例如 , 风 、 
马 、. 牛 ;桌子 .石头 .河流 等 . 又 如 ,人 与 空气 虽然 关系 
密切 ,但 不 是 相互 依存 的 ,人 虽然 离开 空气 不 能 生 


存 , 但 空气 离开 人 却 可 以 依然 存在 ,所 以 它们 不 是 对 
偶 概 念 ,而 是 非 对 偶 概 念 . 

自 记 概念 (self-recording concept) 一 种 特殊 
的 概念 . 即 在 内 涵 中 有 自 记 特征 的 概念 .在 概念 的 内 
涵 中 有 回答 关于 “ 何 处 ?”“ 何 时 ?”“ 何 种 个 体 ?” 这 类 
问题 属性 的 概念 . 例如 , “现在 住 在 亚洲 的 人 们 ”“ 黄 
海 "“ 和 鲁迅 ”等 均 是 自 记 概念 . 任何 一 个 自 记 概念 , 借 
助 于 逻辑 上 限制 的 方法 ,可 变 成 一 个 单独 概念 . 

具体 概念 (concrete concept) ZR ER GE [Kk HE x: 
或 对 象 概 念 . 外 延 比 较 特 殊 的 概念 . 它 与 抽象 概念 相 
XJ. 指 反映 具体 事物 的 概念 .人 例如， 长江”“ 人 金鱼 ” 
等 . 这 些 概念 的 外 延 是 一 个 或 一 类 具体 事物 . 具体 概 
念 一 般 用 语言 中 的 具体 名 词 来 表达 . 


实体 概念 (substantial concept) Ei “A pk 48r 


对 象 概念 (object concept) BI E. (ES; ". 

抽象 概念 (abstract concept) ZR £f Jai PE HE. 
内 涵 比 较 特殊 的 概念 . 它 与 具体 概念 相对 . 指 以 事物 
的 某 种 属性 为 反映 对 象 的 概念 . 它 所 反映 的 不 是 事 
物 本 身 , 而 是 从 事物 或 各 事物 间 抽 象 出 来 某 种 属性 
作为 独立 的 思考 对 象 . 例如 ,善良 、 相 等 ,线性 等 . 
属性 概念 (attributive concept) 即 “ 抽 和 象 概 


ep 
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关系 概念 (relation concept) 一 种 属性 概念 . 
指 反 映 具 体 事 物 之 间 各 种 关系 的 概念 . 例如 ,“x 大 
于 y” 中 的 “大 于 ”,“ 甲 队 战 胜 了 乙 队 ”中 的 “战胜 ”都 
是 关系 概念 . 

性 质 概念 (concept of property) 一 种 属性 概 
念 , 指 反 映 具 体 事物 各 种 性 质 的 概念 .例如 ， 紫 ?就 
是 一 个 性 质 概念 . 
反对 关系 (contrary relation) 亦 称 对 立 关 系 ， 


Bb 


全 异 关 系 之 一 . 两 个 概念 的 外 延 A4,B 没有 共同 元 
素 , 且 其 外 延 的 和 是 它们 共同 属 概念 的 外 延 C BIER 
FH. EAN B=, 4UBCC, 则 称 这 两 个 概念 
是 关于 它们 共同 的 属 概 念 的 
反对 关系 .具有 反对 关系 的 
概念 称 为 反对 概念 或 对 立 概 (4) 
念 .例如 ,在 颜色 这 个 属 概念 
下 的 两 个 种 概念 白色 与 黑色 
就 具有 反对 关系 .日 色 与 黑 
色 两 个 概念 的 外 延 互 相 排斥 ;没有 共同 元 素 , 且 它们 
的 外 延 之 和 小 于 属 概念 颜色 的 外 延 . 因为 颜色 除 日 
色 与 黑色 外 ,还 有 其 他 颜色 .反对 关系 如 图 所 示 . 
对 立 关系 (opposite relation)” 即 “反对 关系 ”. 
Xt HES opposite concepts) WM RIEA”. 
反对 概念 (contrary concepts) UL E xp x 
Re”. 
F GX R (contradictory relation) 


EFRA 


概 念 


之 一 .在 同一 个 属 概念 之 下 的 两 个 种 概念 之 间 的 不 
相 容 关系 ,它们 的 外 延 A4,B 没有 共同 元 素 , 并 且 它 
们 的 外 延 之 和 等 于 它们 共同 的 属 概念 的 外 延 C, 即 
A(1B-— (d H A4UB=C, 则 称 这 两 个 概念 是 关于 它 
们 共同 的 属 概 念 的 矛盾 关系 .具有 刻 盾 关系 的 两 个 
概念 称 为 矛盾 概念 . 例如 ,在 实数 这 个 属 概 念 下 的 有 
理 数 与 无 理 数 这 两 个 种 概念 间 就 具有 矛盾 关系 . 一 
般 , 具 有 矛盾 关系 的 两 个 概念 中 ,一 个 是 正 概念 , 男 
一 个 是 负 概 念 . 

F IB HS (contradictory concepts) 
XR. 

IEEE (positive concept) — ZR ER THES. 按 
表述 中 联 项 区 分 的 一 种 概念 . 它 与 负 概 念 相对 ,反映 
事物 具有 某 种 属性 的 概念 .例如 ,有 机 物 . 三 角形 等 
为 正 概 念 .在 实际 思维 活动 中 ,为 了 突出 对 象 具有 某 

肯定 概念 (positive concept ) 

fA HE (negative concept) 亦 称 否定 概念 . 按 
表述 中 联 项 区 分 的 一 种 概念 . 它 与 正 概 念 相 对 ,是 反 
映 不 具有 某 种 属性 的 事物 的 概念 . 一般 地 ,用 正 概念 
加 否定 词 非 . 不 无 等 表达 的 就 是 负 概 念 . 负 概念 的 
外 延 随 着 论 域 (范围 ?的 变化 而 变化 . 例如 ,相对 人 这 
个 论 域 , 非 大 学 生 的 外 延 是 指 大 学 生 以 外 的 一 切 人 ; 
相对 于 学 生 这 个 论 域 , 非 大 学 生 的 外 延 是 大 学 生 以 
外 的 一 切 学 生 . 而 在 某 一 个 论 域 中 , 负 概 念 的 外 延 却 
是 固定 的 .例如 , 非 农 业 人 口 这 个 负 概 念 的 论 域 是 人 
口 , 因 此 , 它 的 外 延 不 能 扩大 到 人 口 以 外 的 事物 , 壁 
如 ,绝对 不 能 将 学 校 ,艺术 包括 在 非 农 业 人 口 的 外 延 
之 中 .在 实际 思维 活动 中 ,有 时 为 了 突出 事物 不 具有 
某 种 属性 时 , 便 运 用 负 概 念 . 


SL" PB 


即 “ 正 概念 ”. 


否定 概念 (negative concept) ”有 即 “ 负 概念 ”. 
单独 概念 (single concept) 用 外 延 特点 区 分 的 


一 种 概念 . 它 与 普遍 概念 相对 ,其 外 延 为 单元 集 的 概 
念 . 即 反 映 某 一 个 特定 事物 的 概念 . 例如 ,太平洋 .第 
二 次 世界 大 战 . 北 京 等 概念 反映 的 是 只 包括 一 个 元 
素 的 类 . 语词 中 的 专 有 名 词 都 表达 单独 概念 . 此 外 ， 
某 些 词组 也 表达 单独 概念 . 例如, 中国 最 大 的 城市 
( 指 上 海 )、 大 于 2 小 于 4 的 正 整 数 等 也 表达 单独 概 
念 . 再 例如 ,这 个 数字 、 那 个 小 孩 均 指称 独一无二 的 
对 象 . 这 种 珊 有 这 个 或 那个 的 词组 称 为 摹 状 词 . 摹 状 
词 表达 单独 概念 . 

普遍 概念 universal concept) 用 外 延 特点 区 
分 的 一 种 概念 . 它 与 单独 概念 相对 . 是 反映 其 外 延 由 
两 个 或 两 个 以 上 的 元 素 组 成 的 概念 . 从 语言 学 的 角 
度 , 普 通 名 词 表 达 的 概念 是 普遍 概念 . 例如 ,自然 数 、 
教师 等 . 

空 概念 (empty concept) IS PK ie BER. 一 种 独 
特 概念 . 指 有 内 涵 而 无 外 延 的 概念 ,或 外 延 为 空 类 的 
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概念 , 即 现实 世界 中 并 不 存在 概念 所 反映 的 对 象 . 例 
如 , 永 动机 、 圆 的 正方 形 等 | 

虚 概 念 (null concept) 即 “ 空 概念 ” 

集合 概念 (collective concept) 用 外 延 特点 区 
分 出 的 一 种 概念. 指 外 延 是 集合 体 的 概念 , 即 反映 具 
有 某 种 联系 的 同类 对 象 所 构成 的 集合 整体 的 概念 . 
例如 ,森林 是 许多 树木 的 集合 整体 的 反映 ,处 书 是 一 
定数 量 的 书 的 集合 整体 的 反映 等 .事物 的 集合 是 由 
同一 类 的 许多 事物 构成 的 统一 整体 . 不 能 把 集合 与 
组 成 它 的 个 体 混 消 起 来 . 例如 ,不 能 说 : 某 一 棵 树 是 
森林 , 某 本 书 是 从 书 等 . 因为 ,集合 所 具有 的 特有 属 
性 ,其 中 某 个 体 不 一 定 具 有 . 例如 ,森林 对 人 类 是 有 
益 的 ,但 森林 中 的 某 些 树木 可 能 对 人 类 是 有 害 的 . 

非 集合 概念 (non-collective concept) ”用 外 延 
特点 区 分 出 来 的 一 种 概念 . 它 与 集合 概念 相对 . ER 
映 非 集合 整体 的 概念 . 例如 , 书 、 树 木 等 (参见 “集合 
概念 ”). 

绝对 概念 (absolute concept) 用 内 涵 特 点 区 
分 出 来 的 一 种 概念 . 它 与 相对 概念 相对 . 指 内 涵 中 不 
具有 规定 着 一 对 象 与 男 一 对 象 的 关系 的 概念 . 例如 ， 

相对 概念 (relative concept) FH AUR BEAR ICA 
出 来 的 一 种 概念 . 它 与 绝对 概念 相对 . 指 在 内 涵 中 规 
定 着 一 对 象 与 男 一 对 象 的 关系 的 概念 . 例如 , 兄 是 一 
个 相对 概念 , 它 反 映 了 这 些 人 同 男 外 一 些 人 之 间 具 
有 同胞 并 且 年 长 的 关系 . 相对 概念 反映 着 具有 确定 
关系 的 一 组 事物 ,因此 ,相对 概念 总 是 彼此 间 相 互 对 
应 存在 的 . 例如 , 兄 与 弟 ( 或 妹 ), 上 与 下 、 轻 与 重 等 . 

定义 (definition) 形式 逻辑 术语 . 是 揭示 概念 
内 涵 的 一 种 逻辑 方法 , 即 揭示 概念 所 反映 事物 的 本 
质 属性 的 逻辑 方法 .定义 由 被 定义 项 .定义 项 和 和 定义 
联 项 三 部 分 组 成 . 例如 ,在 “两 组 对 边 分 别 平 行 的 四 
边 形 是 平行 四 边 形 ”这 个 定义 中 ,被 定义 项 为 "平行 
四 边 形 ”, 定 义 项 为 “两 组 对 边 分 别 平行 的 四 边 形 ”， 
定义 联 项 为 “是 ”. 被 定义 项 是 在 定义 中 内 涵 被 揭示 
的 概念 . 定义 项 是 用 以 揭示 被 定义 项 内 涵 的 概念 . XE 
义 联 项 表示 被 定义 项 和 定义 项 联结 起 来 的 概念 , 常 
用 “是 ”“ 就 是 ”等 来 表示 . 定义 在 思维 过 程 中 具有 重 
要 作用 

1. 通过 定义 ,人 们 可 以 把 对 客观 事物 的 认识 总 
结 和 巩固 下 来 . 

2. 定义 是 明确 概念 的 逻辑 方法 . 

3. 定义 还 用 于 检查 人 们 所 用 概念 是 否 明 确 . 

4. 在 宣传 .教育 .传授 知识 等 方面 ,定义 起 着 很 
大 作用 . 

定义 的 规则 (rule of definition) 定义 的 基本 
法 则 . 指 做 出 正确 的 定义 所 必须 遵守 的 基本 规则 . 定 
义 的 基本 规则 如 下 : 
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1. 定义 项 与 被 定义 项 的 外 延 必 须 全 同 . 

2. 定义 项 不 应 直接 或 间接 地 包含 被 定义 项 . 

3. 定义 项 不 应 用 比喻 或 含混 的 言辞 . 

4. 给 正 概 念 下 定义 不 应 包含 负 概念 . 
违反 定义 的 规则 会 导致 一 些 错误 的 结果 : 

. 就 要 犯 定义 过 宽 或 定义 过 罕 的 错误 . 

. 就 要 犯 循环 定义 或 同 语 反复 的 错误 . 

. 就 不 能 准确 地 揭示 概念 的 内 涵 , 达 不 到 定义 
的 目的 . 

4. 就 会 犯 否定 式 定 义 的 逻辑 错误 . 

例如 , 若 把 偶数 作为 正 概念 ,就 不 能 把 偶数 定义 
为 非 奇 整数 ,这 是 因为 奇数 尚未 定义 . 但 如 果 把 奇数 
作为 正 概念 ,那么 上 述 定 义 是 可 行 的 , 它 揭示 了 偶数 
的 本 质 属性 . 

EXE (too wide definition) 违反 定义 的 规 
则 所 犯 的 一 种 逻辑 错误 . 指定 义 项 的 外 延 大 于 被 定 
义 项 的 外 延 .例如 ,无理 数 是 无 限 小 数 就 犯 了 定义 过 
宽 的 错误 ,因为 有 的 无 限 小 数 不 是 无 理 数 ， 

XE X. HEUS (too narrow definition) 违反 定义 
的 规则 所 犯 的 一 种 逻辑 错误 . 指定 义 项 的 外 延 小 于 
被 定义 项 的 外 延 . 例 如 ,三 角形 是 三 边 相 等 的 平面 几 
何 图 形 就 犯 了 定义 过 罕 的 错误 . 该 定义 中 ,定义 项 三 
边 相 等 的 平面 几何 图 形 的 外 延 小 于 被 定义 项 三 角形 
的 外 延 . 因为 三 角形 的 外 延 中 除了 包括 三 边 相 等 的 
平面 几何 图 形 外 ,还 包括 三 边 中 二 边 相 等 的 和 无 等 
边 的 平面 几何 图 形 . 

循环 定义 (circular definition) 违反 定义 的 规 
则 所 犯 的 一 种 逻辑 错误 . 指定 义 项 直接 或 间接 地 包 
含 了 被 定义 项 的 错误 定义 . 定义 项 直接 包含 了 被 定 
义 项 的 错误 称 为 同 语 反 复 . 例如 ,平行 的 二 条 直线 称 
为 平行 线 . 定义 项 间接 包含 了 被 定义 项 的 错误 称 为 
恶性 循环 . 例如 ,相交 成 直角 的 两 条 直线 称 为 互相 垂 
直 的 直线 . 倘若 再 用 互相 垂直 的 两 直线 所 交 成 的 角 
定义 直角 就 构成 恶性 循环 . 循环 定义 不 能 达到 明确 
概念 的 目的 . 

HARE (tautology) 见 “ 循 环 定 义 ” 

恶性 循环 (vicious circle) Jl “(AE SL”. 

B on fh x (genus plus species difference) JÉ 
式 逻 辑 术 语 . 是 形式 逻辑 下 定义 的 一 般 方法 . 其 定义 
项 是 由 属 与 种 差 组 成 .用 属 加 种 差 方法 定义 时 ,首先 
应 找 出 被 定义 项 邻近 的 属 ,确定 它 是 属于 哪 一 类 , 然 
后 ,把 被 定义 项 所 反映 的 对 象 同 该 属 中 的 其 他 种 进 
行 比 较 , 找 出 被 定义 项 所 反映 的 对 象 不 同 于 其 他 种 
的 特有 属性 , 即 种 差 ,最 后 ,把 属 和 种 差 有 机 地 结合 
起 来 . 这 就 是 属 加 种 差 定义 . 例如 ,给 平行 四 边 形 下 
定义 ,首先 , 找 出 它 的 邻近 属 四 边 形 ,然后 找 出 它 与 
其 他 四 边 形 之 间 的 差别 , 即 两 组 对 边 分 别 平行 的 ,这 
就 是 平行 四 边 形 的 种 差 . 这 样 ,平行 四 边 形 的 定义 可 
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表述 为 :平行 四 边 形 是 两 组 对 边 分 别 平 行 的 四 边 形 . 
属 加 种 差 的 定义 可 用 下 列 公 式 表示 :被 定义 项 三 邻 
近 的 属 十 种 差 . 用 属 加 种 差 的 方法 下 定义 时 应 注意 : 

1. 究竟 选择 哪 一 级 上 位 概念 作为 属 , 要 看 下 害 
义 的 实际 需要 ,不 一 定 非得 是 最 邻近 的 属 . 例如 ,给 
人 下 定义 :人 是 能 制造 和 使 用 生产 工具 的 动物 . 这 里 
就 没有 灵 长 类 、 哺 乳 动物 . 峭 椎 动物 等 概念 作 属 . A 
为 ,定义 的 目的 是 把 人 和 其 他 的 动物 区 别 开 来 . 

2. 选择 哪 种 特有 属性 作 种 差 也 必须 从 实际 出 
发 . 一 类 对 象 的 特有 属性 不 只 一 个 ,人 们 可 以 根据 不 
同 的 目的 和 要 求 , 从 不 同 的 方面 选取 被 定义 对 象 的 
特有 属性 . 

属 加 种 差 定 义 也 有 局 限 性 . 例如 ,不 能 用 这 种 方 
法 给 哲学 范畴 下 定义 ,因为 哲学 范畴 反映 的 是 一 些 
最 大 的 类 ,因此 ,没有 包含 它 的 属 ;也 不 能 用 这 种 方 
法 给 单独 概念 下 定义 ,因为 ,单独 概念 反映 独一无二 
的 个 体 事 物 , 不 能 找 出 它 的 种 差 . 依 种 差 的 具体 内 
容 , 属 加 种 差 定义 可 分 为 :性 质 定 义 、 关 系 定义 .发生 
定义 和 功用 定义 . 以 上 四 种 定义 也 可 称 为 实质 定义 ， 

实质 定义 (substantial definition) PRAXE 
义 .最 常见 的 一 种 定义 . 是 揭示 事物 本 质 属性 的 定义 
和 概念 内 涵 的 定义 . 

真实 定义 (real definition) “ste”. 

种 加 属 差 (genus plus species difference) JA 
加 种 差 的 旧 用 名 . 

#i Æ (species difference) 见 “ 属 加 种 差 ” 

HR Æ (species difference) 种 差 的 旧 用 名 . 

关系 定义 (relational definition) 属 加 种 差 定 
义 的 一 种 形式 . 是 以 事物 之 间 的 独特 关系 作为 种 差 
的 定义 .例如 ,偶数 就 是 能 被 2 整除 的 数 . 这 个 定义 
中 的 种 差 “能 被 2 整除 的 ”是 偶数 与 2 的 一 种 关系 . 
因而 , 它 是 关系 定义 . 

REN (definition by property) JE tithe 
定义 的 一 种 形式 . 是 以 事物 的 特性 作为 种 差 的 定义 . 
例如 ,哺乳 动物 就 是 分 泌乳 汁 喂养 初生 后 代 的 兰 椎 
动物 . 

发 生 定 义 (genetic definition) 属 加 种 差 定 义 
的 一 种 形式 . 是 以 事物 发 生 或 形成 过 程 作为 种 差 的 
定义 .例如 , 圆 就 是 由 线段 的 一 端点 ,在 平面 上 绕 男 
一 端 不 动 点 运动 而 成 的 一 条 封闭 曲线 . 圆 不 同 于 其 
他 封闭 曲线 的 种 差 就 是 如 何 画 圆 的 特殊 方法 . 发 生 
定义 在 科学 中 有 重要 作用 ,特别 在 数学 中 有 它 特别 
的 功用 , 它 告诉 人 们 做 出 一 个 图 形 或 得 到 一 个 公式 
的 方法 和 途径 ， 

功用 定义 (functional definition) 属 加 种 差 定 
义 的 一 种 形式 . 是 以 事物 的 功能 作 种 差 的 定义 . 例 
如 ,温度 计 是 测量 温度 的 仪器 . 这 个 定义 中 的 种 差 
“测量 温度 的 ”是 温度 计 的 功能 ,因而 它 是 功用 定义 . 


概 念 


否定 式 定 义 (negative definition) 一 种 形式 定 
义 . 指 定义 项 中 含有 负 概 念 的 定义 . 在 定义 一 概念 
时 , 行 相 对 概念 先 已 有 独立 定义 , 则 可 用 相对 概念 的 
否定 作为 定义 .例如 在 定义 了 被 2 整除 的 整数 称 为 
偶数 后 ,可 以 下 定义 , 非 偶 数 的 整数 称 为 奇数 . 

语词 定义 (nominal definition) ZR ER X. $E 
义 ,或 名 词 定义 ,或 惟 名 定义 .一 种 实质 定义 .规定 或 
说 明 语 词 意义 的 定义 .语词 定义 可 分 为 说 明 的 语词 
定义 和 规定 的 语词 定义 两 种 .说明 的 语词 定义 是 对 
某 个 语词 已 经 确定 的 意义 加 以 说 明 . 例如 ， 特 ?就 是 
公牛 .规定 的 语词 定义 是 给 一 个 语词 规定 一 个 意义 . 
例如 , “三 同 ” 是 指 同 吃 、 同 住 、 同 劳动 . 语词 定义 是 一 
种 从 语词 意义 方面 来 揭示 概念 内 涵 的 逻辑 方法 . 语 
词 定 义 的 被 定义 项 是 一 个 语词 的 自身 , 它 的 定义 项 
主要 是 事物 的 某 种 属性 或 具有 某 种 属性 的 事物 , 定 
义 联 项 则 表示 语词 与 事物 间 的 关系 . 说 明 的 语词 定 
义 亦 称 描 述 性 定义 , 它 有 真 假 的 问题 . 说 明 的 语词 定 
义 是 关于 某 个 语词 已 确立 的 意义 的 判断 . 如 果 它 正 
确 地 反映 了 该 语词 已 确定 的 意义 ,那么 它 就 是 真 的 ; 
反之 , 它 就 是 假 的 . 规定 的 语词 定义 没有 真 假 的 问 
Ji, 只 有 妥当 与 否 和 可 接受 性 大 小 的 问题 ， 

名 义 定 义 (name definition) 即 “ 语 词 定义 ” 

名 词 定 义 (noun definition) BJiEi]zg Y". 

惟 名 定义 (Cnominal definition) — B "i& is] 3E 
S RE 

描述 性 定义 (descriptive definition) “i ia] 
EN”. 

Sh FE FE X (definition by extension) 一 种 实质 
定义 . 通过 揭示 属 概念 所 包括 的 种 概念 来 明确 该 属 
概念 之 所 指 的 定义 .例如 ,实数 是 有 理 数 和 无 理 数 的 
统称 . 

实 指 外 延 定义 (actual extensional definition) 
一 种 实质 定义 .通过 指出 现实 对 象 来 明确 概念 所 反 
映 的 对 象 的 一 种 类 似 定义 的 方法 .例如 ,1,2,3,… 称 
为 正 整 数 . 

非 实 指 外 延 定 义 Cnon-actual extensional defi- 
nition) 一 种 实质 定义 .利用 给 出 被 定义 概念 的 所 
有 并 列 下 位 概念 而 揭示 概念 外 延 的 一 种 外 延 定义 ， 
fil U0, 1E 5% PR C. 5K BAI A E EU PLC. aR) pH IE 
F pRB R Fl PKI BL SEHK A — FA PB BK. 


4) FE SUE X. (stipulative definition) 一 种 语词 
定义 . 以 约定 的 方式 下 定义 的 方法 . 例如: 
a’=1(a40), V—1=i. 
公理 定义 (axiom definition) ” 亦 称 公设 定义 或 


隐 和 定义 .一 种 实质 定义 . 指 在 公理 系统 中 使 用 被 定义 

项 ,从 而 使 被 定义 项 的 语法 作用 自然 而 然 地 明确 起 

来 的 定义 方法 . 如 欧 氏 几何 公理 系统 内 使 用 点 、 线 、 
649 


形 X E 辑 


面 等 被 定义 项 ， 

公设 定义 (postulational definition) 即 “ 公 理 
KE SL”. 

隐 定 义 Gmplicit definition) 即 “ 公 理 定义 ”. 

递归 定义 (recursive definition) 亦 称 归纳 定 
X. 一 种 实质 定义 . 指 用 递归 的 方法 给 一 个 概念 下 的 
定义 . 它 由 两 个 部 分 组 成 : 

1. 初始 条 件 : 列 出 哪些 个 体 属于 一 个 给 定 的 集 
入 

2. 归纳 条 件 ; 当 在 条 件 中 列 出 的 个 体 属于 给 定 
集合 时 , 则 另 一 些 个 体 也 属于 该 集合 . 

例如 ,在 命题 逻辑 中 ,合式 公式 定义 为 ; 

1. 命题 变 元 是 合式 公式 . 

2. 如 果 4 是 合式 公式 , 则 一 4 是 合式 公式 . 

3. 如 果 4 和 B 是 合式 公式 , 则 AAB,AVB,A4 
>B, A> B 是 合式 公式 . 


4. 合式 公式 当 且 仅 当 有 限 次 使 用 上 述 1,2,3 规 


则 所 构成 . 

这 就 是 用 递归 的 方法 给 合式 公式 下 的 定义 , 即 
递归 定义 . 

归纳 定义 (inductive definition) 
X 

RSP (division) 形式 逻辑 术语 . 指 揭示 概念 外 
延 的 一 种 逻辑 方法 . 它 是 按 一 定 标准 把 一 个 概念 的 
外 延 4 分 成 寿 干 互 不 相 容 的 并 列 下 位 概念 的 外 延 
A; 之 并 . 即 对 每 一 :ET7, 4 天 多 ,对 于 每 一 对 7E 
I,34 iz5j 时 , 则 : 

A NA; = Ø, UA = A. 

例如 ,三 角形 分 为 锐角 三 角形 、 直 角 三 角形 与 钝 角 三 
角形 . 划分 是 由 划分 的 母 项 、 划 分 的 子 项 和 划分 的 标 
准 ( 根 据 ) 三 个 要 素 组 成 . 被 划分 的 概念 称 为 划分 的 
母 项 ;划分 后 所 得 的 概念 称 为 划分 的 子 项 ;划分 时 所 
依据 的 属性 即 为 划分 的 标准 或 称 划 分 的 根据 . 

形式 逻辑 中 的 划分 比 数学 中 的 划分 涵义 要 强 一 
些 . 即 要 求 划 分 的 子 项 是 并 列 下 位 概念 的 外 延 , 不 是 
上 位 概念 的 任意 非 空子 集 . 划分 也 不 同 于 分 解 . 分 解 
是 把 一 个 具体 事物 分 成 许多 部 分 ,而 这 些 部 分 不 必 
有 由 它 组 成 的 事物 的 整体 的 特有 属性 . 例如 ,把 三 角 
形 分 解 为 三 条 边 , 其 中 任何 一 条 边 都 不 再 具有 三 角 
形 的 特有 属性 ,因此 ,不 能 说 边 是 三 角形 . 而 划分 则 
是 属 与 种 的 关系 . 划分 出 来 的 各 子 项 (种 ) 都 必须 具 
有 和 母 项 ( 属 ) 的 特有 属性 .例如 ,把 大 学 教师 分 成 助 
教 、 讲 师 、 教 授 , 这 里 不 管 助教 .讲师 或 教授 都 具有 大 
学 教师 的 特有 属性 . 

正确 的 划分 必须 遵守 划分 规则 : 

1. 划分 应 当 是 相应 相称 的 , 即 划 分 的 子 项 的 外 
延 之 和 等 于 母 项 的 外 延 . 
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2. 划分 的 各 个 子 项 应 当 是 互 不 相 容 的 . 
3. 每 次 划分 必须 按 同一 划分 标准 进行 . 
4. 划分 应 当 按 照 层次 进行 ,不 应 跳 吗 划分. 
正确 的 划分 能 使 人 们 明确 概念 的 外 延 , 了 解 和 
掌握 概念 适用 的 范围 ,对 于 准确 地 理解 概念 和 使 用 
概念 有 着 重要 的 意义 . 
划分 的 母 项 (term of division) 
划分 的 子 项 (subterms of division) 


见 “划分 ” 

见 “ 划 

分 ”. 
划分 的 根据 (basis of division) 见 “ 划 分 ”. 
划分 的 规则 (rule of division) 见 “ 划 分 ”. 

二 分 法 (dichotomy) 一 种 特殊 的 划分 方法 . 它 
是 以 有 无 某 种 属性 为 标准 ,把 母 项 分 为 两 个 具有 矛 
盾 关 系 的 子 项 的 划分 方法 . 例如 ,把 实数 分 成 有 理 数 
和 无 理 数 . 由 于 二 分 法 把 一 个 母 项 划分 为 具有 矛盾 
关系 的 两 个 子 项 , 即 一 正 概念 和 一 负 概 念 ,因此 这 种 
方法 简单 易 行 ,并 且 不 会 发 生 逮 辑 错误 . 但 其 中 的 负 
概念 只 反映 对 象 缺 乏 某 种 属性 ,这 并 不 能 使 人 们 明 
确 它 具 有 茶 种 属性 ,这 是 二 分 法 的 欠缺 . 


判 。 Bm 


M a (proposition) 形式 逻辑 术语 . 是 一 种 重 
要 的 思维 形式 .在 二 值 逻辑 中 , 指 一 个 具有 真 假 意义 
的 陈述 语句 所 表述 的 思想 . 它 取 且 仅 取 真 假 两 值 之 
一 . 凡 与 事实 相符 的 陈述 句 所 表述 的 为 真 命题 ; 反 
之 , 则 为 假 命题 .例如 :“ 雪 是 白 的 ”是 真 命题 ;“ 地 球 
是 方 的 "是 假 命题 ;“ 一 个 宇 4 的 偶数 可 表示 成 两 个 
素数 之 和 ”( 哥 德 巴赫 猜想 ) 是 命题 , 它 的 真 假 是 肯定 
的 ,只 是 目前 尚未 知 . 命题 的 真 假 与 讨论 问题 的 范围 
有 关 . 例如 1+101=110 可 叙述 为 1 加 101 等 于 
110. 它 是 一 个 命题 . 在 十 进 制 里 , 它 是 一 个 假 命题 ， 
而 在 二 进 制 里 却 是 一 个 真 命题 . 对 一 个 具体 命题 而 
言 , 如 果 它 是 真 的 , 则 称 其 真 值 ( 也 称 逻 辑 值 ) 为 了 
(或 1); 反 之 , 则 它 的 真 值 为 下 (或 0). 疑问 语句 、 禄 
使 语句 和 感叹 语句 ,如 “你 去 过 上 海 么 ?”“ 请 把 门 关 
Afr "WR POL ”都 不 是 命题 . 又 如 “他 懂 英 语 ” 是 一 
个 模糊 命题 . 它 不 能 简单 地 用 真 或 假 两 个 值 来 刻画 
它 的 真 值 . 必须 注意 ,用 逻辑 联结 词 将 两 个 简单 的 命 
题 联 成 复合 命题 其 真 假 在 逻辑 中 另 有 规定 , 它 与 日 
常 语言 中 的 对 与 错 可 能 有 些 不 一 致 , 在 逻辑 中 ,“ 如 
果 2 十 2 二 3, 则 雪 是 黑 的 ”是 一 个 真 命题 ,而 这 在 日 
常生 活 中 是 没有 意义 的 . 

形式 逻辑 主要 从 命题 的 形式 方面 来 研究 各 简单 
命题 与 复合 命题 之 间 关 于 真 假 . 性 质 等 关系 ,这 些 研 
究 对 数学 的 进展 意义 重大 . 在 形式 逻辑 中 ,通常 把 命 
题 与 判断 不 加 区 别 ,命题 即 判断 或 判断 即 命题 ， 

真 命 题 (true proposition) 见 “ 命 题 ” 


假 命 题 (false proposition) J“ dm Rl". 

判断 (judgement) 形式 逻辑 术语 . 是 一 种 重要 
的 思维 形式 . 即 对 思维 对 象 是 否 具 有 某 种 性 质 或 某 
种 关系 的 断定 .在 一 些 文献 中 常 把 判断 称 为 命题 . 判 
断 所 反映 的 思维 对 象 的 概念 称 为 判断 的 主 项 或 主 
词 ; 判 断 所 反映 的 思维 对 象 是 或 不 是 某 种 属性 的 概 
念 称 为 谓 项 .谓词 或 宾 词 . 主 项 和 谓 项 统称 为 词 项 . 
联系 主 项 和 谓 项 的 概念 称 为 联 项 、 联 词 或 系 词 ,常用 
“是 ”“ 不 是 ”等 表示 思维 对 象 和 属性 间 肯 定 或 否定 
的 关系 . 表示 主 项 数量 的 概念 称 为 量 项 或 量词 ,常用 
“所 有 ”、“ 有 ”表示 . 量 项 分 为 全 称 量 项 与 特 称 量 项 . 
表示 全 体 对 象 的 称 为 全 称 量 项 ;表示 至 少 有 一 个 对 
象 的 称 为 特 称 量 项 . 在 形式 逻辑 中 ,判断 即 命题 . 

词 项 (term) JL“ Fr”. 

+W (subject) Wh“ HBr”. 

+ (subject) WAW”. 

iBIM(predicate) WAW”. 

谓词 (predicate) WA Br”. 

i (object) WAE”. 

联 项 (copula)” 见 “判断 ”. 

联 词 (copula) J“ Fi Wr". 

系 词 (copula) WAJ”. 

最 项 (quantifier)” 见 “判断 ”. 

量词 (quantifier) — JL JA] gr". 

£ EMT (universal quantifier) 

MERKEN articular quantifier) — A," 38] Br”. 

命题 形式 (propositional forms) 数理 逻辑 术 
iB. 是 由 命题 变 元 p.q.r, Al ap Kal CIE), A 
(55, V (或 ) ,一 ( 行 …… 则 ……… ),*>*( 当 且 仅 当 ) 按 
下 列 规则 形成 的 公式 ， 

1. 任何 命题 变 元 是 命题 形式 . 

2. 如 果 A 和 B 是 命题 形式 , 则 ("4),(A 信 
B),(AVB),(4 一 B) 和 (A4*>B) 都 是 命题 形式 . 

命题 是 形式 逻辑 研究 的 主要 对 象 , 但 是 一 般 不 
研究 具体 的 命题 ,而 是 研究 具体 命题 符号 化 后 的 形 
x, 即 命题 形式 . VÀ p,q9,7，"… 表 示 简 单 命题 ,而 以 
Vy A V ,一 ,局 表 示 命 题 联 词 ,这 样 就 可 将 简单 命 
题 变 成 复合 命题 . 例如 ,“ 小 王 聪明 但 不 用 功 ” 和 “如 
果 明 天 天 气 好 , 则 我 去 公园 或 去 看 电影 "可 形式 化 成 
为 :p 人 ( 9) 和 7 一 (Vi). 其 中 心 表 示 小 王 聪明 ,9 
表示 小 王 用 功 ,r 表示 明天 天 气 好 ,* 表示 我 去 公园 ， 
t 表示 我 去 看 电影 . 注意 , 当 一 个 复合 命题 被 形式 化 
后 , 剩 下 的 只 是 它 的 赤裸 裸 的 逻辑 骨架 . 人 们 正 是 通 
过 这 些 逻 辑 骨 架 分 析 推 理 , 找 出 普遍 适用 的 推理 规 
则 或 规律 . 

判断 的 质 (quality of a judgement). 对 判断 中 
的 肯定 和 否定 的 一 种 专 称 . 性 质 判 新 中 对 于 思维 对 


见 “判断”. 


J z 


象 所 做 的 肯定 或 否定 的 断定 . 联 项 “是 ?表示 判断 的 
质 是 肯定 的 ; 联 项 “不 是 ?表示 判断 的 质 是 否定 的 . 判 
斯 的 质 反 映 了 人 们 对 思维 对 象 的 认识 . 如 果 在 判断 
中 对 于 对 象 的 性 质 做 出 肯定 的 断定 ,那么 这 个 判断 
的 质 就 是 肯定 的 . 例如 V2 是 无 理 数 . 如 果 对 于 对 
象 的 性 质 做 出 否定 的 断定 ,那么 该 判断 的 质 便 是 否 
定 的 .例如 w 2 不 是 有 理 数 . 

判断 的 量 (quantity of a judgement) 对 判断 
中 所 断定 的 主 词 的 量 的 一 种 专 称 . 性质 判 断 主 项 外 
延 的 大 小 , 即 判 断 的 主 项 被 谓 项 所 说 明 的 数量 是 多 
少 . 判断 的 量 用 量词 子 以 标志 . 全 称 判 断 用 “所 有 ”、 
“一 切 ”“ 几 ”等 表示 ; 特 称 判断 用 “有 ”"、“ 有 的 ”、“ 存 
在 ”等 表示 ; 单 称 判断 用 “这 个 ”表示 . 如 果 主 项 被 谓 
项 说 明 的 是 一 类 对 象 的 全 体 , 主 项 反映 着 对 象 的 全 
部 外 延 ,那么 这 种 判断 的 量 是 全 称 的 . 例如 ,所 有 正 
整数 都 是 自然 数 . 如 果 被 说 明 的 是 一 般 的 单独 对 象 ， 
主 项 也 反映 着 对 象 的 全 部 外 延 . 这 种 判断 的 量 是 单 
称 的 . 例如 ,这 个 数 是 实数 . 如 果 被 说 明 的 是 一 类 对 
象 中 的 某 一 部 分 对 象 , 则 判断 的 量 便 是 特 称 的 . 例 
如 ,有 些 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 

简单 命题 (simple proposition) ” 亦 称 简单 判 
Hr. 数理 逻辑 中 的 同一 名 词 (参见 第 四 卷 《数理 逻辑 》 
同名 条 ). 

简单 判断 (simple judgement) 亦 称 简单 命题 . 
是 只 包含 一 个 主 项 和 一 个 谓 项 的 判断 . 简单 判断 由 
主 项 、 谓 项 、 联 项 和 量 项 四 部 分 组 成 . 其 中 主 项 表示 
判断 的 对 象 概 念 ; 谓 项 表示 主 项 具有 或 不 具有 的 性 
质 概念 ; 联 项 反映 判断 的 质 的 差异 ; 量 项 表示 主 项 的 
数量 ,反映 判断 的 量 的 差别 . 简单 判断 根据 量 项 是 全 
称 量 项 还 是 特 称 量 项 分 为 全 称 判 断 与 特 称 判断 ; 根 
据 判 断 的 联 项 是 肯定 还 是 否定 分 为 肯定 判断 与 否定 
判断 ;把 判断 的 量 与 质 结合 起 来 就 形成 简单 判断 的 
四 种 基本 形式 :全称 肯定 判断 用 A RN SPR AE 
i Br FH E 表示 ; 特 称 肯 定 判断 用 了 表示 ; 特 称 否 定 
判断 用 O 表示 . 当 判 断 的 主 项 的 外 延 是 一 个 单独 的 
个 体 时 ,判断 又 特别 称 为 单 称 判断 , 且 根 据 联 项 是 肯 
定 还 是 否定 分 为 单 称 肯定 判断 与 单 称 否 定 判 断 . 

BB fp (categorical proposition) ” 亦 称 性 质 
命题 、 属 性 命题 直言 判断 、 性 质 判 断 . 一 类 简单 命 
题 . 是 直接 陈述 事物 具有 或 不 具有 某 种 属性 的 命题 . 
例如 ,犯罪 是 违法 行为 .不 附带 任何 条 件 而 直接 肯定 
犯罪 具有 违法 行为 的 属性 . 直言 命题 是 由 主 项 、 谓 
项 、 联 项 和 量 项 组 成 . 主 项 是 表示 被 陈述 事物 的 概 
念 : 谓 项 表示 主 项 是 否 具 有 的 某 属 性 的 概念 ( 主 项 和 
谓 项 统称 为 词 项 ); 联 项 概念 表示 主 项 (事物 ) 和 谓 项 
《属性 ?之 间 的 联系 , 即 命题 的 质 , 量 项 是 表示 主 项 数 
量 的 概念 . 直言 命题 按 质 (肯定 的 或 否定 的 联 项 ) 可 
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分 为 :肯定 命题 和 否定 命题 , 按 量 可 分 为 :全 称 命题 、 
特 称 命题 和 单 称 命题 . 按 质量 结合 可 分 为 :全 称 肯 定 
命题 .全 称 否 定 命 题 、 特 称 肯定 命题 \ 特 称 否 定 命题 、 
单 称 肯定 命题 和 单 称 否定 命题 . 


性 质 命 题 (property proposition) 即 “ 直 言 命 
fal”. 

属性 命题 (attributes proposition) Ef“ Ér zi fij 
B". 

直言 判断 (categorical judgement) — BI Er zi án 
i". 

HE fq XB (property judgement) BD ^ Er zi áp 
En". 

i fp A (universal proposition) 亦 称 全 称 判 


断 . 一 类 简单 命题 . 指 具 有 全 称 量 项 的 直言 命题 . 是 
对 一 类 事物 的 全 部 做 出 断定 的 判断 . 例如 ,“ 所 有 正 
整数 都 是 自然 数 ”,“ 所 有 奇数 都 不 是 偶数 ”. 直言 命 
题 全 称 与 特 称 的 区 别称 为 量 的 区 别 . 全 称 判 断 的 形 
式 结 构 是 “所 有 S 是 (不 是 )P”. 

£ PR # Er Cuniversal judgement?) 
B. 

44 ER fp el particular proposition) 亦 称 特 称 
判断 . 一 类 简单 命题 . 指 具 有 特 称 量 项 的 直言 命题 . 
是 对 某 类 事物 中 的 部 分 对 象 断 定 有 无 某 种 性 质 的 判 
断 . 例如 “有 的 数 是 整数 ” 直言 命题 特 称 与 全 称 的 
区 别称 为 量 的 区 别 . 特 称 命题 的 形式 结构 是 :有 些 S 
是 (不 是 )P. 


即 “ 全 称 命 


特 称 判断 (particular judgement) Bp “ 特 称 命 
g”, 
& AR fp i (singular proposition) ” 亦 称 单 称 判 


Wr. 一 类 简单 命题 . 指 主 项 为 单独 概念 的 直言 命题 . 
是 对 一 个 特定 的 个 别 事物 做 出 断定 的 判断 . 在 语言 
表达 上 多 用 专 有 和 名词 ,不 用 量词 . 例如 ,“ 和 牛顿 (New- 
ton, I. ) 是 伟大 的 科学 家 ”. 也 可 以 用 华 状 词 ,又 如 ， 
“这 本 书 是 一 本 好 书 ” 单 称 判断 的 形式 结构 是 :这 个 
S 是 (不 是 )P. 

单 称 判 断 (singular judgement) 
g”. 

BÆ tM (affirmative proposition) IRAE 
判断 . 一 类 简单 命题 . 指 断定 对 象 具 有 某 种 性 质 的 判 
断 ,是 直言 判断 按 质 划分 的 一 种 . 肯定 命题 反映 思维 
对 象 与 性 质 之 间 是 肯定 的 逻辑 关系 . 主 项 与 谓 项 常 
通过 “S 是 P” 联 结 起 来 . 例如 ,“ 所 有 的 矩形 都 是 平 
行 四 边 形 ”. 肯定 命题 的 形式 结构 是 :“S 是 P”, 其 中 
S 之 前 可 以 加 上 适当 的 量词 . 


即 “ 单 称 命 


肯定 判断 (affirmative judgement) Bl“ Em 
in". 
否定 命题 (negative proposition) JRR T Œ Xil 


断 . 一 类 简单 命题 . 指 断定 对 象 不 具有 某 种 性 质 的 判 
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断 . 直言 判断 按 质 划 分 的 一 种 . 否定 命题 反映 思维 对 
象 与 性 质 之 间 是 否定 的 逻辑 关系 . 例如 ,2 HEA 
数 . 否定 命题 的 形式 结构 为 :S 不 是 P. 其 中 5 之 前 
可 以 加 上 适当 的 量词 . 

否定 判断 (Cnegative judgement) 
E. 

全 称 肯 定 命题 (universal affirmative proposi- 
tion) 亦 称 全 称 肯 定 判 断 . 直言 命题 之 一 . 断定 某 
类 事物 的 全 部 都 具有 某 种 性 质 的 判断 . 例如 “所 有 
正 整 数 都 是 自然 数 ” 全 称 肯定 命题 的 主 项 是 一 个 普 
遍 概 念 , 量 项 是 :所 有 ,一切 、 几 等 . 谓 项 则 用 PP 表 
M. 全 称 肯 定 命 题 的 形式 结构 是 :所 有 S 是 P. 全 称 
肯定 命题 在 思维 活动 中 ,有 时 用 于 总 结 经 验 性 的 认 
识 , 有 时 用 于 概括 掌握 了 必然 联系 的 规律 性 的 认识 . 
全 称 肯定 命题 的 代表 符号 为 4( 拉 丁 文 Affirmo 的 


即 “ 否 定 命 


第 一 个 元 音字 母 ). 因此 ,全 称 肯定 命题 也 称 4 型 合 


题 ( 判 断 ) 或 4 命题 (4 判断 ). 所 有 S 是 P 可 简 记 为 
SAP. 

全 称 肯 定 判 断 (universal affirmative judge- 
即 “全 称 肯 定 命题 ” 

A 命题 (4 proposition) 见 “ 全 称 肯 定 命 题 ” 

全 称 否 定 判断 (universal negative judgement) 
亦 称 全 称 否 定 命 题 . 直言 命题 之 一 .断定 某 类 事物 的 
全 部 都 不 具有 某 种 性 质 的 判断 .例如 “所 有 奇数 都 
不 能 被 2 整除 ”全称 和 否定 判断 的 主 项 是 一 个 普遍 概 
念 , 量 项 是 “所 有 ”“ 一 切 ” 等 , 联 项 是 “不 是 ”, 谓 项 也 
是 普遍 概念 . 全 称 否 定 判 断 的 形式 结构 为 :所 有 S 
都 不 是 P. 全 称 否定 判断 的 代表 符号 为 (拉丁 文 
Nego 的 第 一 个 元 音字 母 ). 因此 ,也 称 为 五 型 判断 、 
E 型 命题 \E 判断 或 五 命题 .所 有 SRDE P np fu 
记 为 SEP. 

全 称 否 定 命题 (universal negative proposition) 
即 “全 称 否定 判断 ” 

E 命题 (EK proposition). JL" A ya sg Xu m". 

特 称 肯定 判断 (particular affirmative judge- 
ment) ” 亦 称 特 称 肯 定 命题 .性质 判 断 之 一 . 指 断定 
某 一 类 事物 中 有 的 具备 某 种 性 质 的 判断 . 例如 ,“ 有 
的 数 是 整数 ”. 特 称 肯 定 判 断 的 主 项 是 一 个 普遍 概 
念 , 特 称 量 项 是 “有 的 ”“ 有 些 ”“ 存 在 ”等 , 谓 项 为 
P. 特 称 肯 定 判 断 的 形式 结构 为 :有 S 是 P. 在 形式 
逻辑 中 常用 符号 IT( 拉 丁 文 Affirmo 的 第 二 个 元 音 
字母 ) 表 示 特 称 肯 定 判 断 . 因此 , 特 称 肯定 判断 也 称 
I 型 判断 、 了 判断 .7 型 命题 或 了 命题 .有 S 是 P 可 简 
记 为 SIP. 

特 称 肯定 命题 (particular affirmative proposi- 
tion) 即 “ 特 称 肯定 判断 ” 

I 命题 (7 proposition) Jl RRB EFI”. 

特 称 否定 判断 (particular negative judgement) 


ment) 


亦 称 特 称 否定 命题 . 性 质 判 断 之 一 . 是 断定 某 类 事物 
中 有 的 事物 不 具有 某 种 性 质 的 判断 . 例如 ,“ 有 的 数 
不 是 有 理 数 ” 特 称 否定 判断 的 主 项 是 一 个 普遍 概 
念 , 特 称 量 项 是 * 有 ”“ 有 些 ”“ 存 在 ”等 , 谓 项 是 普遍 
概念 . 特 称 否 定 判 断 的 形式 结构 为 :有 S 不 是 P. 在 
形式 逻辑 中 用 符号 O( 拉 丁 文 Nego 的 第 二 个 元 音 
字母 ) 表 示 特 称 否 定 判 断 . 因此 , 特 称 否 定 判 断 也 称 
O 型 判断 .O 判断 、O 型 命题 或 O 命题 .有 S AEP 
可 简 记 为 SOP. 

特 称 否定 命题 (particular negative proposition) 
即 “ 特 称 否 定 判 断 ”. 

O 命题 (O proposition) JL “eR AEA”. 

单 称 肯定 判断 (singular affirmative judgement) 
亦 称 单 称 肯定 命题 . 按 量 划分 的 一 种 直言 (性 质 ) 判 
断 . 是 断定 某 一 特定 的 个 别 对 象 具有 某 种 性 质 的 判 
断 . 例如 “这 个 三 角形 是 等 腰 三 角形 .判断 的 主 项 
是 一 个 单独 概念 , 谓 项 是 普遍 概念 . 单 称 肯定 判断 的 
形式 结构 是 :这 个 S EP. 

单 称 肯定 命题 (singular affirmative proposi- 
tion) Bl“ ep Ae FBT”. 

单 称 任 定 判断 (singular negative judgement) 
亦 称 单 称 否定 命题 . 按 量 划 分 的 一 种 直言 (性 质 ) 判 
断 . 是 断定 某 一 特定 的 个 别 事物 不 具有 某 种 性 质 的 
判断 .判断 的 主 项 是 一 个 单独 概念 . 例如 “3 不 是 偶 
数 . " 单 称 否 定 判 断 的 形式 结构 是 :这 个 9 不 是 P. 

单 称 否定 命题 (singular negative proposition) 
即 “ 单 称 否 定 判 断 ”. 

对 当 关 系 (opposition) A.E,.I,O 四 种 主 谓词 
相同 的 直言 命题 之 间 的 真 假 关 系 的 统称 . A,E,T,O 
分 别 为 全 称 肯 定 、 全 称 否 定 、 特 称 肯 定 、 特 称 否 定 命 
题 的 记号 . 4 5 O,.E 与 1 之 间 不 能 同 真 ,又 不 能 间 
假 , 称 为 矛盾 关系 . ASE AGERE. AT FE ER 


SAP ”反对 关系 SEP 


SAP y 系 SEP 
盾 
盾 X 
& A 系 
SOP 
SIP 下 反对 关系 SOP STP 


图 1 图 2 

为 反对 关系 .4 真 时 ,T 也 真 ,但 反之 不 然 ;IT 假 时 ,4 
也 假 ,但 反之 不 然 , 称 为 差 等 关系 (E FO 之 间 也 是 
差 等 关系 ).7 与 O 不 能 同 假 , 可 以 同 真 , 称 为 下 反对 
X. 传统 逻辑 预 设 S.P 都 不 是 空 集 , 故 有 上 述 对 
MX. 上 述 四 种 关系 可 用 如 图 1 的 逻辑 方 阵 表示 . 
WR S.P 是 空 集 , 则 对 当 关 系 中 只 有 矛盾 关系 成 
立 , 此 时 ,应 改 为 如 图 2 的 逻辑 方 阵 . 

逻辑 方 阵 (logical square) 表示 对 当 关 系 的 图 
形 . Wt NEC. 


#4 断 


FJ JAX A (contradictory relation) 见 “ 对 当 关 
系 » 


反对 关系 (upper opposition relation) D, "XJ 


差 等 关系 (inferior relation) ” 见 “ 对 当 关 系 ”. 

下 反对 关系 (lower opposition relation) W, 
“Kt RA”. 

W HE (distributed) 一 种 常用 的 逻辑 术语 . 指 
直言 命题 中 关于 主 项 或 谓 项 的 量 的 断定 . 一 直言 命 
题 断 定 了 其 主 项 或 谓 项 的 全 部 外 延 , 则 这 个 主 项 或 
谓 项 称 周延 的 ;否则 ,该 主 项 或 谓 项 称 为 不 周延 的 . 
例如 “塑料 不 是 金属 ”, 主 项 周延 , 谓 项 也 周延 . 又 
如 ， 鲸 是 哺乳 动物 ”, 其 中 , 主 项 周延 而 谓 项 不 周延 . 
总 之 ,全 称 命 题 的 主 项 周延 , 特 称 命题 的 主 项 不 周 
延 ; 肯 定 命题 的 请 项 不 周延 ,否定 命题 的 谓 项 周延 . 
A,E,I,O 四 种 直言 命题 中 主 谓 项 的 周延 情况 可 见 
下 表 , 周 延 是 理解 直言 命题 的 含义 以 及 有 关 直 言 命 
题 推理 的 重要 概念 . 


延 


周 
情况 


AUR COO 


不 周延 Cundistributed) J “JA HE”. 

关系 判断 (relational judgement) 亦 称 关 系 命 
题 . 一 种 和 性 质 判 断 相 对 的 判断 , 它 断 定 的 是 两 个 或 
两 个 以 上 事物 之 间 有 无 某 种 关系 . 例如 : 

lk po 

2.“ 武 汉 在 北京 与 广州 之 间 ”. 

关系 判断 由 关系 ( 谓 项 )、 关 系 项 ( 主 项 )、 量 项 二 
个 部 分 组 成 . 关系 表示 存在 于 相关 事物 之 间 的 关系 
情况 . 如 例 1 中 的 “大 于 ”和 例 2 中 的 … 在 … 与 … 之 
[B] ". 关系 项 是 关系 的 涉及 者 . 如 例 1 中 的 “5” 与 “3”， 
fl 2 中 的 “武汉 ”“ 北 京 ”"“ 广 州 ” 一 个 关系 判断 可 
以 有 两 个 或 更 多 的 关系 项 . 有 两 个 关系 项 的 关系 称 
为 两 项 关系 . 在 两 项 关系 的 判断 中 ,关系 项 依 其 次 序 
的 先后 而 分 别称 为 关系 前 项 与 关系 后 项 .在 有 多 项 
关系 的 判断 中 ,关系 项 依次 称 为 第 一 关系 项 ,第 二 关 
系 项 ,… 量 项 表示 关系 项 的 数量 ,用 “所 有 ”、“ 有 些 ” 
等 表示 . 通常 用 ROX relation 的 大 写字 头 ) 表 示 
关系 ,用 小 写 拉 丁字 母 a,b,c，… 表 示 关 系 项 . 关系 
判断 的 基本 形式 结构 为 :aR5b. 

关系 命题 (relational proposition) 


即 “ 关 系 判 
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lr ". 

X KAM (relational antecedent) — Ul" X: X& JA 
lr". 

关系 后 项 (relational consequent) W“KRK Fl 
Wr". . 


关系 项 (relational terms) “KA Xl Br". 

复合 命题 (compound proposition) IRRA 
判断 .由 简单 命题 和 命题 联结 词 构成 的 命题 . 一 个 复 
合 命题 至 少 要 包含 一 个 简单 命题 和 一 个 命题 联结 
词 . 组 成 复合 命题 的 命题 称 为 支 命题 . 支 命题 可 以 是 
简单 命题 ,也 可 以 是 复合 命题 . 复合 命题 的 真 假 决定 
于 其 支 命 题 的 真 假 及 其 命题 联结 词 . 根据 命题 联结 
18] 的 不 同 , 复 合 命题 可 分 为 负 命题 , 选 言 ( 析 取 ) 命 
题 KR (GSO Gm MO ARF) tS. 


复合 判断 (compound judgement) BIR Aft 
B". 
x fig 8i (subproposition) 见 “ 复 合 命 题 " 


命题 联结 词 (propositional connectives) Ji AX 
卷 4 布尔 代数 ;同名 条 . 

负 命 题 (negative proposition) Ip PK A fn Bl. 
HAR. 复合 命题 之 一 ,否定 某 个 命题 (判断 ) 的 命题 
(判断 ), 即 具有 形式 “ 非 p” 的 复合 命题 . 例如,“ 并 非 
所 有 自然 数 都 是 整数 ”. 负 命题 非 p 的 真 假 与 其 支 
命题 p 的 真 假 恰 好 相反 


否 命题 (negative proposition) Bi“ hark”. 
负 判 断 (negative judgement) ”有 即 “ 负 命题 ”. 


选 言 命题 (disjunctive proposition) 亦 称 析 取 
命题 . 选 言 判断 . 复合 命题 之 一 ,是 断定 在 若干 种 可 能 
事物 情况 中 ,至少 有 一 种 事物 情况 存在 的 复合 命题 . 
选 言 命题 由 命题 联结 词 “ 或 者 ”联结 支 命题 而 成 . 如 “a 
二 0 或 者 5 二 0”. 它 的 形式 为 :“p RA q” 其 中 ,“ 或 
者 ”可 用 符号 V 表示 , 称 为 析 取 . 因此 选 言 命题 的 形式 
可 用 符号 表示 为 :pV g. RDUM pg 都 假 时 ,pVg 
为 假 ,在 其 他 三 种 情况 下 p Vg 都 真 . 故 具 有 pVa 形 
式 的 复合 命题 又 称 为 相 容 的 析 取 命题 . 例如 ， 气 体 体 
积 增 大 ,或 者 由 于 温度 的 增高 ,或 者 由 于 压力 的 减 
>”. 在 汉语 中 “要 么 ”表示 不 相 容 的 析 取 . BA p 要 
么 9 为 真 , 当 且 仪 当 p,g 之 中 恰好 有 一 真 ,在 其 他 两 
种 情况 下 ,要 么 p 要 么 gq 为 假 ; 故 具 有 要 么 p 要 么 gq 
形式 的 复合 命题 常 称 为 不 相 容 的 析 取 命题 . 例如 ， 三 
角形 要 么 是 直角 三 角形 ,要 么 是 锐角 三 角形 ,要 么 是 
钝 角 三 角形 ”.“ 或 者 ” 即 V 也 可 联结 多 个 支 命题 或 选 
AL. Di V PV paV…V pn Bo SAMS pi, pores 
P» 都 假 , 在 其 他 情况 下 fi V P: V vts V P^ 都 真 . 


析 取 命题 (disjunctive proposition) Bl * 3e zi 
fr" 
选 言 判断 (disjunctive judgement) El “it zi ar 


题 ” 
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选 言 支 (disjuncts) 亦 称 选 言 肢 . 选 言 命 题 中 
的 支 命题 . 选 言 支 的 真 假 ,决定 了 选 言 命 题 的 真 假 . 
选 言 命题 的 几 个 选 言 支 中 ,如 采 有 一 个 或 一 个 以 上 
的 选 言 支 为 真 , 则 这 个 选 言 命 题 为 真 ;如 果 没 有 一 个 
选 言 支 为 真 , 则 这 个 选 言 命题 就 为 假 . 

联 言 命题 (conjunctive proposition) JRR S 
判断 、 合 取 命 题 . 复合 命题 之 一 . 是 断定 奋 干 事物 同 
时 存在 的 复合 命题 . 是 由 命题 联结 词 “ 并 且 ” 联 结 支 
命题 而 成 的 复合 命题 . 其 形式 为 :p 并 且 gq. 其 中 ,p， 
9 表示 联 言 支 ( 肢 ), 即 联 言 命 题 的 支 命 题 ， 并 且 ” 表 
示 联 结 词 , 可 用 符号 人 表示 . Bi AN, “a> 0 JE BL b> 
0". pJER 9 HE SHARX pq 都 真 ,在 其 他 三 种 
情况 下 ,p 并 且 gq 都 假 .“ 并 且 ” 即 人 ,也 可 联结 多 个 
支 命题 . Pı A pa^ ps A Ter NPs AR, “MAM Pis 
Bist bs MRA EK LB pi A pa ^A ps BB 
假 . 在 汉语 中 合 取 联结 词 除 “并 且 ” 外 ,还 有 “又 …… 
Ve ita 39 n 也 m ” “AMB T" mH rere ”等 ， 例 
如 : 3 是 奇数 ,5 也 是 奇数 ”,“ 他 不 但 聪明 而 且 用 功 ” 
等 都 是 联 育 命题 . 

联 言 判断 (conjunctive judgement) 
命题 ”. 

合 取 命题 (conjunctive proposition) 
命题 ”. 

HX Ei x (associative members) JR AR E. 
一 种 支 命题 . 指 联 言 命题 中 的 各 支 命题 . 联 言 支 的 真 
值 决 定 了 联 言 命 题 的 真 值 . 当 联 言 命 题 的 所 有 联 言 
支 真 时 , 联 言 命 题 为 真 ; 只 要 有 一 个 联 言 支 为 假 , 其 
联 言 命 题 就 是 假 的 . 

假 言 命题 (hypothetical proposition) ZR FR Ex 
言 判断 .条 件 命题 条件 判断 . 复合 命题 之 一 ,是 有 条 
件 地 断定 某 事 物 情况 存在 的 命题 . 它 是 由 命题 联结 
in] “Zp oe je ”等 联结 两 支 命 题 而 构成 的 复合 命 
题 . 例如 ， 知 a 一 0, 则 az 王 0”. 假 言 命 题 的 前 一 个 支 
命题 称 为 前 件 ,后 一 个 支 命 题 称 为 后 件 , 上 例 中 的 a 
=0 与 ax=0 分 别 为 前 件 和 后 件 . 根据 假 言 命题 前 
件 与 后 件 不 同 的 条 件 关 系 , 假 言 命 题 可 以 分 为 充分 
条 件 的 假 言 命题 `, 必 要 条 件 的 假 言 合 题 和 充分 必要 
条 件 的 假 言 命题 三 种 . 假 言 命题 的 真 假 可 根据 前 后 
件 的 真 假 来 确定 . 


SCA 


BI" A 


BE AJ Br (hypothetical judgement) Bp “RA 
命题 ” 

条 件 命 题 (conditional proposition) 即 “ 假 言 
判断 ” 

条 件 判 断 (conditional judgement) 即 “ 假 言 判 
Wr". 

BjfF(anteceden) WBRA áp RA. 

EIF (consequent) ” 见 “ 假 言 命 题 ”. 

充分 条 件 (sufficient condition) 一 种 逻辑 术 


语 . 指 客观 情况 或 命题 间 的 一 种 联系 . 命题 4 与 B, 
BAAR MM B 必 为 真 ,4 称 为 B 的 充分 条 件 . 例 
如 ,车 人 1 和 人 2 是 对 项 角 , 则 人 1 二 22. 这 里 人 1 和 
ZO) 是 对 顶 角 就 是 人 1 二 人 2 的 充分 条 件 . 事物 间 的 充 
分 条 件 关 系 常 以 充分 条 件 假 言 命题 (判断 ) 夺 A4 则 B 
的 形式 表现 出 来 . 如 果 A 是 B 的 充分 条 件 , 则 BB 为 4 
的 必要 条 件 . 

必要 条 件 (necessary condition) — £837 $RH 7R 
iB. 指 客观 情况 或 命题 间 的 一 种 联系 . 命题 4 与 B, 
E 4 为 假 , 则 B 必 为 假 , 4 称 为 B 的 必要 条 件 . fil 
如 ,年 未 满 18 岁 , 没 有 选举 权 . 这 就 是 说 年 满 18 7 
是 有 选举 权 的 必要 条 件 . 事物 间 的 必要 条 件 关系 常 
以 条 件 假 言 命题 若非 4 则 非 B 的 形式 表现 出 来 . 如 
果 4 为 B 的 必要 条 件 , 则 BA A 的 充分 条 件 . 

充分 必要 条 件 (sufficient and necessary condi- 
tion)  f& PRZG SE ZR EF. — Rs H1 BE SOR IS. 指 客 
观 情况 或 命题 间 的 一 种 联系 . 即 既 充分 又 必要 的 条 
件 .或 者 对 命题 ASR. AAA MW BOX GE 
A KBM B 也 为 假 . 在 这 种 情况 下 ,A 就 是 B 的 充 
分 必要 条 件 , 同 时 B 也 是 A 的 充分 必要 条 件 .例如 ， 
一 个 数 能 被 2 和 3 整除 ,是 它 能 被 6 整除 的 充分 必 
要 条 件 . 事物 之 间 的 充 要 条 件 以 充分 必要 条 件 假 言 
命题 (判断 )“A4 HNH B” 的 形式 表现 出 来 .“A 当 
且 仅 当 B” 是 “4 为 B 的 充分 必要 条 件 ” 的 同 义 语 . 

充分 条 件 假 言 命题 (hypothetical under suffi- 
cient conditions) JR IA EBS Fl. 一 种 特 
殊 的 假 言 命题 . 指 断 定 一 命题 是 另 一 命题 的 充分 条 件 
的 假 言 命题 . 其 结构 形式 为 :如 果 p ,那么 gq. 也 可 用 符 
SRN A pog. RP Rm BBR Be 
则 ……: ”请 表示 后 面 的 命题 为 真 . 充分 条 件 假 言 命题 
的 逻辑 联结 词 在 日 常 语言 中 常用 “大 …… Ml «esso os 
"Bee IB sees ”等 表示 . 在 日 常 语言 表达 中 ， 
“车 ”、“ 则 ” 常 被 省 略 . 例如 “水 涨 船 高 ”“ 摩 探 生 
à ROCK Sj 充分 条 件 假 言 命题 的 真 假 特征 是 ， 
当前 件 为 真 时 ,后 件 也 必 为 真 . pogo 的 真 假 值 与 其 前 
后 件 的 真 假 值 之 间 的 关系 可 用 真 值 表 来 表示 (7 为 
真 ,F 为 假 ). = poo WHR Y p Ea 假 的 情况 ,也 就 
是 说 当 p 为 真 时 ,9 DEAR. 


P q pq 
T T T 
T F F 
F T T 
F F T 


充分 条 件 假 言 判断 (hypothetical judgement 

under sufficient conditions) 即 “ 充 分 条 件 假 言 命 
in. 

必要 条 件 假 言 命题 (hypothetical proposition 


m 断 


under necessary conditions) 亦 称 必要 条 件 假 言 判 
WT. 一 种 特殊 的 假 言 命题 . 指 断 定 一 个 命题 是 另 一 个 
命题 的 必要 条 件 的 假 言 命题 . 其 结构 形式 为 :只 有 
pA q 也 可 用 符号 表示 为 :FE po lg. 必要 条 件 
假 言 命题 逻辑 联结 词 常 用 “只 有 …*… 才 ……”“ 没 有 
“ee 就 没有 ……” 等 表示 . 必要 条 件 假 言 命题 的 真 假 
特征 是 :前 件 p 假 时 ,后 件 g 必定 为 假 . !p— 1a 
的 真 假 与 其 前 后 件 真 假 的 关系 可 用 真 值 表 来 表示 
CT HRF AI). 1 p> ¢ HERR T p fg BI 
情况 , 即 当 p 假 时 g 必定 为 假 . 


必要 条 件 假 言 
under necessary conditions ) 
题 ” 

充分 必要 条 件 假 言 命 题 (hypothetical proposi- 
tion under sufficient and necessary conditions) Jf 
称 充 分 必要 条 件 假 言 判断 ,简称 充 要 条 件 假 言 判断 
(或 充 要 条 件 假 言 命题 ). 一 种 特殊 的 假 言 命题 . 指 断 
定 一 命题 是 另 一 命题 的 充分 必要 条 件 的 假 言 命题 . 其 
结构 形式 为 :p SENA q. 也 可 用 符号 表示 为 :pg 
CBE p 等 值 于 gq). 或 (p 一 gq) 人 Cg pO. “4AM” 
这 个 逻辑 联结 词 在 数学 中 笃 常 使 用 ， 但 在 日 常 语言 
WR HI. Ep 的 真 假 特 征 是 :前 件 P 与 后 件 g A 
真 且 同 假 . poq 的 真 假 值 与 其 前 后 件 的 真 假 值 之 间 
的 关系 可 用 真 值 表 来 表示 (7 HEF 为 假 ). = png 
就 是 排除 p,qg 真 假 值 不 同 的 情况 , 即 它 要 求 psg 取 
相同 的 真 假 值 . 


判断 (hypothetical judgement 
即 “ 必 要 条 件 假 言 命 


充分 必要 条 件 假 言 判断 (hypothetical judge- 
ment under sufficient and necessary conditions ) 
即 “ 充 分 必要 条 件 假 言 命 题 ”. 

模 态 命题 (modal proposition) ” 亦 称 模 态 判 
Wr. 一 类 重要 的 命题 . 指 断 定 事物 情况 的 必然 性 和 可 
能 性 的 命题 .例如 ,“ 气 体 受 热 必 然 脱 胀 ", “水 可 能 结 
冰 ”. 模 态 命题 的 基本 特征 是 在 命题 中 含有 “必然 ”、 
“可 能 ”等 模 态 词 . 其 中 ,含有 “必然 ”的 命题 称 为 必然 
命题 ,含有 “可 能 ”的 命题 称 为 可 能 命题 . 模 态 命题 有 
四 种 形式 : 

659 


形 zx oo 辑 


1. 必然 肯定 模 态 
命题 :必然 P. 

2. 必然 否定 模 态 
命题 : 必然 非 P- 

3. 可 能 肯定 模 态 
命题 :可 能 p. 

4. 可 能 否定 模 态 命题 :可 能 非 p. 

在 传统 逻辑 中 ,四 种 模 态 命题 之 间 的 对 当 关 系 
可 用 逻辑 方 阵 表 示 如 图 . 

模 态 判断 (modal judgement) 


必然 反对 关系 MREP 


可 能 FENER 可 能 非 / 


BD ES mu. 


必然 命题 (necessary proposition) J “iA d 
题 ”. 

可 能 命题 (possible proposition) 见 “ 模 态 命 
题 ”. 


等 值 命题 (equivalent propositions) JRR ffr 
命题 或 等 效 命题 . 一 类 重要 的 命题 . 即 真 假 值 相同 的 
两 命题 . 指 这 样 两 个 命题 ,对 含 于 这 两 个 命题 中 的 变 
元 给 以 任意 一 组 真 值 时 ,这 两 个 命题 的 真 值 总 相同 . 
如 命题 p—q 与 命题 1p Vg 是 等 值 命 题 ,这 可 由 真 
值 表 验证 . 命题 4 与 B SEE IUE Ae B 或 AH 
B. 等 值 命题 与 双重 条 件 语 句 ACB 是 两 个 不 同 的 概 
念 : 4B He PRM. CTR. MAB 表示 
A B 是 真 的 , 即 命题 A.B 是 具有 真 值 相同 的 两 个 
命题 . AH B 表示 AEE B H BEA 即 片 4 一 已 HEB 
>A. BM  AABRNBRA BRA RAB 
有 相同 的 真 值 . 


Bp a aS 


等 价 命题 (equivalence propositions) 即 “ 等 值 
命题 ” 

等 效 命题 (equivalent propositions) 
命题 

数学 命题 (mathematical proposition) 一 类 重 
要 的 命题 . 通常 指数 学 中 的 判断 . 数学 中 的 定义 、 公 
理 \ 公 式 、 性 质 、 法 则 、 定 理 都 是 数学 命题 . 


E B 


推理 (inference) 形式 逻辑 术语 . 是 一 种 重要 
的 思维 形式 . 即 由 一 个 或 几 个 已 知 命题 推出 一 个 新 
命题 的 思维 形式 . 作为 推理 中 所 根据 的 若干 命题 称 
为 前 提 ,根据 前 提 得 出 的 结果 称 为 结论 . 例如 : 
1. 平 行 四 边 形 对 边 相 等 ,所 以 ,有 一 对 对 边 不 相 
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即 “等 值 


等 的 四 边 形 不 是 平行 四 边 形 . 

2. 四 边 形 四 个 内 角 和 为 360^ ,平行 四 边 形 是 四 
边 形 , 所 以 ,平行 四 边 形 内 角 和 为 360". 

3. 金 能 导电 , 银 能 导电 , 铜 能 导电 , 铁 能 导电 , 锡 
能 导电 , 金 . 银 、 铜 \ 铁 、 锡 都 是 金属 ,所 以 ,金属 都 能 
导电 . 
上 面 3 个 例子 ,都 是 推理 . 在“ 所以” 前面 的 命题 
(判断 ) 都 是 前 提 , 在 “所 以 ”后 面 的 命题 (判断 ) 是 结 
论 . 推理 形式 是 由 作为 前 提 的 命题 形式 逐步 得 到 作 
为 结论 的 命题 形式 过 程 中 的 每 一 步 .形式 逻辑 不 研 
究 推 理 的 具体 内 容 , 而 只 研究 怎样 的 推理 形式 才 有 
效 , 即 推理 的 合理 性 ,研究 作为 前 提 的 命题 形式 与 作 
为 结论 的 命题 形式 之 间 人 逻辑 联系 的 性 质 及 规律 性 . 
推理 是 由 已 知 寻求 未 知 的 一 种 方法 ,也 是 证 明 的 工 
具 . 推理 主要 分 为 两 大 类 :由 一 般 到 特殊 ,前提 与 绪 
论 有 绚 涵 关系 的 推理 称 为 演绎 推理 . 由 特殊 到 一 般 
的 推理 称 为 归纳 推理 . 数学 证 明 主 要 运用 演绎 推理 . 


前 提 (premise) WHE”. 
结论 (conclusion) MAE”. 


推理 形式 (form of inference) 由 词 项 变 项 或 命 
题 变 项 组 成 的 一 组 命题 形式 . 是 用 词 项 变 项 或 命题 变 
项 去 代替 具体 推理 中 的 具体 概念 或 具体 命题 的 结果 . 
例如 : 符 四 边 形 是 平行 四 边 形 , 则 其 对 边 相 等 . 四 边 形 
有 一 对 对 边 不 相等 .所 以 该 四 边 形 不 是 平行 四 边 形 ， 
上 述 推理 既 有 内 容 又 有 形式 . 如 果 把 该 推理 的 内 容 抽 
去 ,以 命题 变 项 p,g 分 别 代替 具体 命题 ,就 可 得 如 下 
的 推理 形式 :看 pN ag. JEg, PAE p. 

演绎 推理 (deductive inference) 一 种 重要 的 
推理 形式 . 指 前 提 与 结论 之 间 有 蕴涵 关系 的 推理 . 演 
绎 推理 在 思维 过 程 的 方向 上 与 归纳 推理 相反 ,是 由 
一 般 到 特殊 的 思维 过 程 , 即 由 一 般 性 的 前 提 推 出 个 
别 性 的 结论 .例如 :所 有 金属 都 是 导电 体 , 铜 是 金属 ， 
所 以 , 铜 是 导电 体 . 其 推理 形式 为 


M7 
S—M 
Sa 


在 推理 形式 中 ,不 论 以 任何 有 具体 概念 代入 “S”,“M” 
与 “4P”, 只 要 代入 后 的 前 提 是 真 的 ,那么 代入 后 的 结 
论 也 是 真 的 . 这 就 表明 ,在 演绎 推理 中 ,从 真 前 提出 
发 ,运用 正确 的 推理 形式 ,就 必然 得 出 真 的 结论 . 

演绎 法 (deductive method) ”演绎 方法 的 简称 . 
以 演绎 推理 为 基础 的 逻辑 方法 . 哲学 上 所 谓 演绎 法 
是 运用 一 般 原 理 来 分 析 、 说 明 特 殊 、 个 别 对 象 的 方 
法 .逻辑 中 的 演绎 方法 包括 公理 方法 .形式 化 方法 等 
数学 方法 . 

直接 推理 (direct inference) 一 种 简单 的 演绎 
推理 . 即 只 有 一 个 前 提 的 演绎 推理 . 例如 , 凡 正 整数 
都 是 有 理 数 , 所 以 ,有 些 有 理 数 是 正 整数 . 


直接 推理 包含 三 类 : 

1. 根据 直言 命题 的 对 当 关 系 进行 的 推理 . 如 从 
"WU S 是 P” 推 出 “并 非 有 S 不 是 P”, 从 “并 非 有 5 
是 P” 推 出 “所 有 5 不 是 PS. 

2. 运用 命题 变形 方法 进行 的 演绎 推理 ,其 中 , 主 
要 有 换 质 法 、 换 位 法 、 换 质 位 法 和 房 换 法 . 

3. 附 性 法 等 演绎 推理 . 

换 质 法 (obversion) 命题 变形 方法 之 一 . 通过 
把 一 个 直言 命题 的 谓 项 改 为 其 否定 ,而 得 到 另 一 个 
与 之 等 值 的 新 命题 的 直接 推理 . 例如 ， 收 录 机 是 有 
用 的 ”, 通 过 换 质 推出 “收录 机 不 是 非 有 用 的 ” 

换 质 应 遵守 两 条 规则 : 

1. 改变 前 提 的 质 , 将 肯定 的 改 为 否定 的 ,将 否定 
的 改 为 肯定 的 . 

2. 将 谓 项 改 为 它 的 矛盾 概念 ,如 果 用 PRR P 
的 矛盾 概念 , 则 关于 AE. I,O 四 种 命题 的 换 质 有 


效 形式 可 表示 如 下 : 
原 命 题 换 质 命 题 
SAP SEP' 
SEP SAP! 
SIP SOP' 
SOP SIP' 


换 质 法 的 意义 在 于 , 它 是 从 肯定 或 否定 的 不 同 角 度 
揭示 原 命题 蕴涵 的 思想 ,使 人 们 对 于 同一 对 象 的 认 
识 更 加 全 面 、 深 刻 ; 它 提供 等 值 的 命题 形式 ,帮助 人 
们 更 加 有 力 地 表达 思想 . 

换 位 法 (conversion) 命题 变形 方法 之 一 . 38 
过 互 换 一 个 直言 命题 的 主 项 与 谓 项 ,但 不 改变 其 联 
项 而 得 到 一 个 新 命题 的 直接 推理 . 

换 位 应 遵守 两 条 规则 : 

1. 原 命题 与 换 位 命题 在 质 上 必须 一 致 . 

2. 在 原 命题 中 不 周延 的 项 ,在 换 位 命题 中 不 得 
周延 . 

例如 “有 些 动物 是 会 飞 的 ”可 换 位 为 "有些 会 飞 
的 是 动物 “有 些 文学 作品 不 是 小 说 ?不 能 换 位 成 
“有 些小 说 不 是 文学 作品 ”, 因 为 它 违 反 了 第 二 条 规 
则 .关于 A.E.I,O 四 种 命题 的 换 位 ,可 表示 如 下 : 


原 命题 换 位 命题 
SAP PIS 
SEP PES 
SIP PIS 
SOP 不 能 换 位 


在 传统 逻辑 中 , 预 设 S,P 不 是 空 集 , 故 有 以 上 三 种 
换 位 推理 ,倘若 不 作 此 假定 , 则 4 命题 换 位 规则 不 
成 立 . 如 从 “ 凡 不 接触 细菌 的 人 都 不 得 细菌 性 传染 
病 ” 推 不 出 “有 不 得 细菌 传染 病 的 人 他 不 接触 细菌 ”. 
实际 上 ,不 接触 细菌 的 人 是 没有 的 , 即 这 是 一 个 空 
R. 换 位 法 的 作用 在 于 它 变换 思考 对 象 , 进 一 步 揭 示 


推 理 


原 命 题 谓 项 被 断定 的 情况 ,从 而 加 深 对 事物 的 认识 . 

换 质 位 法 (contraposition) 命题 变形 方法 之 
—. 交替 进行 换 质 及 换 位 的 一 种 直接 推理 . 其 步骤 
是 : 先 把 原 命题 换 质 ,然后 把 换 质 所 得 的 命题 再 进行 
换 位 ,最 后 推出 一 个 新 命题 . 新 命题 的 主 项 P' 是 原 
命题 谓 项 P 的 矛盾 概念 . 例如 :所 有 整数 都 是 有 理 
数 ( 原 命题 ). 所 有 整数 都 不 是 无 理 数 ( 换 质 ), 所 以 ， 
所 有 无 理 数 都 不 是 整数 ( 换 质 位 ). 直言 命题 的 了 命 
题 不 能 换 质 位 ,而 A.E.O 三 种 命题 的 换 质 位 可 列 
RUF: 


前 提 结论 

SAP P' AS' 
SEP P'OS' 
SOP P'OS' 


传统 逻辑 的 换 质 位 预 设 了 S,P,S',P' 都 不 是 空 集 . 
如 无 此 预 设 ,SEP 不 能 换 质 位 ,例如 ,从 “ 凡 神 仙 都 
不 是 凡人 ? 推 不 出 “有 非凡 人 是 神仙 ” 换 质 位 法 的 意 
义 在 于 它 不 仅 有 换 质 法 的 作用 ,而 且 兼 有 换 位 法 的 
作用 , 即 它 不 仅 从 正 反 两 个 方面 阐述 一 个 道理 ,而 且 
从 变换 命题 的 对 象 ( 主 项 ) 方 面 加 深 认 识 , 从 而 使 原 
来 的 思想 变 得 更 加 鲜明 有 力 . 

庆 换 法 (inversion)〉 命题 变形 方法 之 一 . 从 主 
项 为 S 谓 项 为 PP 的 命题 ,交替 连续 应 用 换 质 、 换 位 
得 到 一 个 结论 的 主 项 为 S' 的 一 种 直接 推理 . 例如 ， 
从 “所 有 金属 都 导电 ”推出 “有 的 非 金属 不 是 导电 的 ” 
或 “有 的 非 金属 是 不 导电 的 ”. SERE GE BU BE BR HR 
A,E 命题 的 庆 换 可 列表 如 下 : 


前 提 结论 
SAP S'OP SIP’ 
SEP S'IP3S'OP' 


ERE E ARRIT SSP, PRT dm E. 如 
无 此 预 设 ,4,E arth ARE RR. 例如 ,从 “事物 是 
变化 发 展 的 ” 推 不 出 “有 非 事物 不 是 变化 发 展 的 ”. 
附 性 法 (attached inference) 一 种 涉及 词 项 内 
涵 的 直接 推理 . 将 表示 某 一 性 质 的 概念 ,附加 在 直言 
命题 主 谓 项 上 面 , 从 而 形成 一 个 新 命题 的 直接 推理 . 
它 的 前 提 是 “所 有 S 是 (不 是 )P”, 结 论 是 “所 有 QS 
是 (不 是 )QP”. 其 中 QS ,QP 分 别 表示 具有 人 性质 Q 
的 5S 与 P. 例 如 ,由 “ 凡 整 数 都 是 有 理 数 ” 推 出 “ 凡 正 
整数 都 是 正 有 理 数 ”. 附 性 法 要 求 结论 的 主 项 上 所 附 
加 的 那个 性 质 与 谓 项 上 所 附加 的 那个 性 质 是 同一 
的 ,这 是 一 个 严格 的 语义 要 求 ,不仅 指 语词 的 同一 . 
间接 推理 (indirect inference) 与 直接 推理 相 
对 的 一 种 推理 . 由 两 个 或 两 个 以 上 的 命题 为 前 提 推 
出 结论 的 推理 . 演绎 推理 中 的 三 段 论 . 假 言 推理 . 选 
言 推理 、 联 言 推理 .二 难 推理 以 及 各 种 归纳 推理 都 属 
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于 间接 推理 . 

三 段 论 (syllogism) 直言 三 段 论 的 简称 . 一 种 
间接 推理 . 是 由 包含 着 一 个 共同 项 (中 项 ) 的 两 个 直 
言 命 题 为 前 提 , 推 出 另 一 个 直言 命题 为 结论 的 一 种 
演绎 推理 . 就 这 三 个 命题 的 主 项 和 谓 项 而 言 , 它 包含 
而 且 只 包含 三 个 不 同 的 概念 ,并 且 每 个 概念 在 两 个 
命题 中 各 出 现 一 次 . 如 推理 :物质 是 无 限 可 分 的 , 基 
本 粒子 是 物质 ,所 以 基本 粒子 是 无 限 可 分 的 .在 三 段 
论 前 提 中 ,两 次 出 现 的 概念 称 中 项 (或 中 词 ), 以 M 
表示 ;三 段 论 结论 中 的 谓 项 称 为 大 项 (或 大 词 ), 以 书 
表示 ;三 段 论 结论 中 的 主 项 称 小 项 (或 小 词 ) ,以 4 
表示 . 包含 大 项 的 前 提 称 为 大 前 提 , 包 含 小 项 的 前 提 
称 为 小 前 提 . 在 上 述 例子 中 ， 物 质 是 无 限 可 分 的 ?为 
大 前 提 ,“ 基 本 粒子 是 物质 ”是 小 前 提 ; 中 项 是 “ 物 
质 ”, 大 项 是 “无 限 可 分 的 ”, 小 项 是 基本 粒子 . 


三 段 论 的 形式 结构 为 
M— P (大 前 提 ) 
S —M (小 前 提 ) 
S—P (4) if). 


三 段 论 是 形式 逻辑 的 主要 内 容 . 它 是 由 亚 里 士 
多 德 (Aristotle) 建 立 起 来 的 . 


中 项 (middle term) — UJ," — Ezie". 
大 项 (major term ) 见 “ 三 段 论 " 
小 项 (minor term) 见 “ 三 段 论 ” 


大 前 提 (major premise) J^ — Etie". 
小 前 提 (minor premise) 见 “ 三 段 论 ” 


= Rit (axioms of syllogism) 与 推理 有 
关 的 一 个 公理 . 是 直言 三 段 论 推理 的 根据 . 公理 为 : 
几 对 一 类 事物 的 全 部 对 象 有 所 肯定 (或 否定 ), 则 对 
该 类 事物 的 任 一 对 象 也 必然 有 所 肯定 (或 否定 ). 这 
一 公理 在 三 段 论 推理 中 ,表现 为 概念 之 间 的 包含 关 
系 ; 如 有 果 概 念 P 包含 了 概念 加 , 则 必然 包含 M 中 的 
任 一 概念 S( 见 图 1); 如 果 概 念 P 排斥 概念 M, 则 必 
排斥 M 中 任 一 概念 SC( 见 图 2). 


图 1 图 2 

三 段 论 规则 (rules of syllogism) 进行 三 段 论 
推理 时 必须 遵守 的 规则 . 违反 三 段 论 的 任 一 条 规则 ， 
都 不 能 得 出 正确 的 结论 . 三 段 论 规则 可 分 为 关于 词 
项 的 规则 和 关于 前 提 的 规则 两 个 部 分 . 

关于 词 项 的 规则 有 三 条 : 

1. 一 个 三 段 论 有 且 只 能 有 三 个 不 同 的 词 项 , 即 
中 项 .大 项 和 小 项 .违反 这 条 规则 ,如 果 有 四 个 不 同 
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的 词 项 (概念 ), 就 会 犯 四 概念 错误 . 

2. 中 项 在 前 提 中 至 少 要 周延 一 次 . 否则 就 要 犯 
中 项 不 周延 错误 . 

3. 在 前 提 中 不 周延 的 项 ,在 结论 中 也 不 得 周延 . 
否则 就 会 犯 大 项 扩大 或 小 项 扩大 的 错误 . 

关于 前 提 的 规则 有 四 条 : 

1. 两 个 否定 的 前 提 不 能 得 出 结论 . 

2. 如 果 前 提 中 有 一 个 是 否定 的 , 则 结论 必 是 否 
定 的 ;如 果 结 论 是 否定 的 , 则 前 提 中 必 有 一 个 是 否定 
的 . 

3. 两 个 特 称 的 前 提 不 能 得 出 结论 . 

4. 前 提 中 有 一 个 是 特 称 的 命题 (判断 ), 其 结论 
必 是 特 称 的 命题 (判断 ). 

四 概念 错误 (fallacy of four concepts) 违反 三 
段 论 规则 的 一 种 错误 . 一 个 三 段 论 中 出 现 了 四 个 不 
同 概念 ( 词 项 ) 充 当 三 命题 的 主 项 和 谓 项 的 一 种 逻辑 
错误 . 一 个 三 段 论 中 ,有 而 且 只 有 三 个 不 同 概念 充当 
主 项 和 谓 项 .“ 四 概念 错误 ”往往 是 由 于 貌似 中 项 的 
语词 未 能 表达 同一 概念 而 引起 的 . 例如 : 

中 国 的 大 学 分 布 于 中 国 各 地 ， 

北京 师范 大 学 是 中 国 的 大 学 ， 

所 以 ,北京 师范 大 学 分 布 于 中 国 各 地 . 
这 个 推理 的 错误 原因 是 “中 国 的 大 学 ”未 保持 同一 ， 
它 在 第 一 个 前 提 中 表示 中 国 的 各 所 大 学 ,在 第 二 个 
前 提 中 表示 中 国 的 一 所 大 学 . 

中 项 不 周延 (undistributed middle term) 3 
反 三 段 论 规则 的 一 种 错误 .三 段 论 的 中 项 在 两 个 前 
提 中 都 不 周延 的 一 种 逻辑 错误 . 如 果 中 项 在 前 提 中 
两 次 都 不 周延 , 则 意味 着 前 提 中 大 项 与 小 项 都 分 别 
只 与 中 项 的 一 部 分 外 延 发 生 联 系 . 这 样 , 中 项 就 不 能 
起 到 联结 大 、 小 项 的 作用 ,并 不 能 使 大 项 与 小 项 发 生 
必然 的 确定 的 联系 ,因此 也 就 不 能 必然 地 推出 结论 . 
例如 ,自然 数 是 整数 , 某 数 是 整数 ,所 以 某 数 是 自然 
AX. 这 个 三 段 论 的 中 项 “整数 ”在 两 个 前 提 中 不 周延 . 
在 例 中 的 小 项 “ 某 数 ”和 大 项 “自然 数 ” 被 断定 为 中 项 
“整数 "的 一 部 分 ,但 这 两 个 部 分 间 的 关系 不 确定 , 既 
可 能 相 容 ,也 可 能 不 相 容 , 故 得 不 出 必然 结论 . 

大 项 不 当 周 延 错误 (error of unjustifiable dis- 
tribution of major term) ” 亦 称 大 项 扩大 错误 . BEE 
反 三 段 论 规则 的 一 种 错误 . 指 在 三 段 论 中 大 项 在 前 
提 中 不 周延 ,而 在 结论 中 却 周 延 的 错误 . 例如 : 

数学 是 科学 ， 

物理 不 是 数学 ， 

所 以 ,物理 不 是 科学 . 
这 里 ,大 项 “科学 ”在 大 前 提 中 是 肯定 命题 (肯定 判 
断 ) 的 谓 项 ,是 不 周延 的 .但 在 结论 中 它 是 否定 命题 
《或 否定 判断 ?的 谓 项 ,是 周延 的 .这 样 造成 大 项 由 不 


周延 变 成 周延 ,违反 了 三 段 论 规则 ,因此 ,得 出 错误 
的 结论 . 

大 项 扩大 错误 (major term amplify error) Bf 
“大 项 不 当 周 延 错 误 ”. 

小 项 不 当 周 延 错误 (error of unjustifiable dis- 
tribution of minor term) ” 亦 称 小 项 扩大 错误 . dE 
反 三 段 论 规则 的 一 种 错误 . 指 在 三 段 论 中 小 项 在 前 
提 中 不 周延 ,而 在 结论 中 却 周延 的 错误 . 例如: 

v 2 不 是 有 理 数 ， 

V 2 是 实数 

所 以 ,实数 不 是 有 理 数 . 
这 里 ,小 项 “实数 ”在 前 提 中 是 肯定 命题 (判断 ) 的 谓 
项 ,是 不 周延 的 .但 在 结论 中 , 它 是 全 称 命题 的 主 项 ， 
是 周延 的 . 这 样 就 犯 了 小 项 扩大 的 错误 . 

小 项 扩大 错误 (minor term amplify error) Bl 
“小 项 不 当 周 延 错 误 ”. 

三 段 论 的 格 (figures of syllogism) 关于 三 段 
论 的 一 个 重要 概念 . 指 中 项 在 前 提 中 所 处 的 不 同位 
置 而 形成 的 四 种 不 同 的 三 段 论 的 形式 .三 段 论 的 中 
项 在 每 个 前 提 中 各 出 现 一 次 . 它 可 以 作为 主 项 ,也 可 
作为 谓 项 . 这 样 就 有 四 种 不 同 的 形式 ,它们 分 别 被 称 
为 第 一 格 .第 二 格 .第 三 格 和 第 四 格 . 

第 一 格 , 中 项 是 大 前 提 的 主 项 .小 前 提 的 谓 项 . 
它 的 形式 结构 为 


M — P 
S—M 
S — P 


第 二 格 ,中 项 在 大 小 前 提 中 都 是 谓 项 . 它 的 形式 
结构 为 


P — M 

| 
S — M 
S 一 了 


第 三 格 ,中 项 在 大 小 前 提 中 都 是 主 项 . 它 的 形式 
结构 为 


M — P 
| 

M— S 
S—P 


第 四 格 ,中 项 在 大 前 提 中 是 谓 项 ,在 小 前 提 中 是 
主 项 . 它 的 形式 结构 为 


P — M 
M— S 
S 一 了 


三 段 论 的 四 个 格 都 有 各 自 的 特征 .各 格 的 特征 
是 通过 各 格 的 特殊 规则 来 体现 的 . 而 各 格 的 特殊 规 
则 是 由 三 段 论 的 一 般 规 则 结合 各 格 的 具体 形式 推导 


出 来 的 . 
三 段 论 的 第 一 格 (irst figure of syllogism) 
亦 称 典 型 格 、 人 和 公 理 格 、 完 全 格 、 标 准 格 、 完 善 格 等 . 三 
段 论 的 一 种 格式 . 指 中 项 是 大 前 提 的 主 项 、 小 前 提 的 
谓 项 的 一 种 三 段 论 形式 . 它 的 形式 结构 可 表示 为 
M— P 
s OM 
S—P ` 
例如 : 
几 自 然 数 是 整数 ， 
4 fe BRA 
所 以 ,4 是 整数 . 
第 一 格 的 特殊 规则 如 下 : 
1. 大 前 提 必 须 是 全 称 的 ， 
2. 小 前 提 必 须 是 肯定 的 . 
在 大 前 提 中 指出 了 关于 一 类 情况 ,在 小 前 提 中 
把 某 些 事物 归 到 这 一 类 中 ,因而 得 出 关于 某 些 事物 
情况 的 结论 . 三 段 论 第 一 格 明显 .自然 地 表现 了 演绎 
推理 由 一 般 到 特殊 的 思维 过 程 . 它 是 三 段 论 中 最 基 
本 的 形式 . 这 一 格 因此 又 称 为 完善 格 . 
典型 格 (typical figure) 即 “ 三 段 论 的 第 一 
if”. 
公理 格 (axiom figure) 即 “ 三 段 论 的 第 一 格 ” 
三 段 论 的 第 二 格 (second figure of syllogism) 
亦 称 否 定格 . 三 段 论 的 一 种 格式 . 指 中 项 是 大 、 小 前 
提 的 谓 项 的 一 种 三 段 论 形式 . 它 的 形式 结构 为 
P—M 
S—M 
sep 


例如 ; 
矩形 是 平行 四 边 形 ， 
三 角形 不 是 平行 四 边 形 ， 
所 以 ,三 角形 不 是 矩形 . 
第 二 格 的 特殊 规则 如 下 : 
1. 两 个 前 提 必 有 一 个 是 否定 的 . 
2. 大 前 提 必 须 全 称 . 
第 二 格 的 结论 是 否定 的 , 常 被 用 来 指出 事物 之 
间 的 区 别 , 说 明 一 事物 不 属于 某 一 类 . 因此 ,第 二 格 
又 称 为 区 别 格 . 第 二 格 可 化 归 为 第 一 格 的 形式 . 
GH (negative figure) — Hl" — Ez ie B9 58 — 
格 ”. 
三 段 论 的 第 三 格 (third figure of syllogism) 
亦 称 例证 格 、 特 称 格 、 反 了 驶 格 . 三 段 论 的 一 种 格式 . 指 
中 项 是 大 、 小 前 提 的 主 项 的 一 种 三 段 论 形式 . 三 段 论 
第 三 格 的 形式 结构 可 表示 为 
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形 x o 辑 


M— P 
M— S 
S—P 
例如 : 
数学 是 目 然 科学 ， 
数学 是 科学 ， 


所 以 ,有 些 科 学 是 自然 科学 . 
第 三 格 的 特殊 规则 如 下 : 
1. 小 前 提 必 须 是 肯定 的 . 
2. 结论 必须 是 特 称 的 . 
第 三 格 和 常用 来 反 驶 全 称 命 题 的 虚假 性 . 第 三 格 
可 化 归 为 第 一 格 的 形式 . 
E I% $% (refutation figure) 
格 ”. 
三 段 论 的 第 四 格 (fourth figure of syllogism) 
三 段 论 的 一 种 格式 . 指 中 项 是 大 前 提 的 谓 项 有 旦 是 小 
前 提 的 主 项 的 一 种 三 段 论 形式 . 如 推理 :如 实 反 映 客 
观 的 思想 (P) 是 正确 的 思想 CM), 正确 的 思想 CM) 
不 是 主观 幻想 (S$), 所 以 主观 幻想 (5S) 不 是 如 实 反 映 
客观 的 思想 (P). 它 的 形式 结构 可 表示 为 
P — M 
M^. s 
S—P ` 
第 四 格 的 特殊 规则 如 下 : 
1. 者 前 提 中 有 一 个 是 否定 命题 , 则 大 前 提 必 须 
是 全 称 的 . 
2. 在 大 前 提 是 肯定 的 , 则 小 前 提 必 须 是 全 称 的 . 
3. 各 小 前 提 是 肯定 的 , 则 结论 必须 是 特 称 的 . 
第 四 格 可 化 归 为 第 一 格 . 第 四 格 在 实际 思维 中 
的 意义 不 大 . 
= Beit BX (moods of syllogism) 三 段 论 的 
具体 形式 .由 于 构成 三 段 论 的 大 、 小 前 提 与 结论 的 命 
题 在 量 和 质 上 的 不 同 而 形成 的 各 种 不 同 的 三 段 论 形 
XX. 如 推理 : 几 金 属 都 是 导电 体 , 几 水 银 都 是 金属 ,所 
以 , 凡 水 银 都 是 导电 体 . 该 三 段 论 的 前 提 和 结论 都 是 
全 称 命 题 4 T= RI RIA AAA 式 . 构成 三 段 论 
的 三 个 直言 命题 (大 前 提 、 小 前 提 、 结 论 ) 可 以 是 A, 
,1T,O 四 种 命题 中 的 任意 三 个 的 排列 .因此 ,三 段 
论 的 每 一 格 可 能 有 4X4X4=64 个 式 . 四 个 格 即 有 
64 4= 256 个 式 . 但 根据 三 段 论 的 规则 ,这 些 式 大 
多 是 无 效 的 ,如 EEE 违反 了 两 否定 前 提 不 能 得 出 
结论 的 原则 . 四 个 格 中 ,共有 24 种 有 效 式 . 其 中 ， 
第 一 格 有 式 : 
AAA,AII,EAE,EIO,AAI* ,EAO" ; 
第 二 格 有 式 : 
AEE,EAE,EIO,AOO,AEO" ,EAO" ; 
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即 “三 段 论 的 第 三 


第 三 格 有 式 : 
AAI,AII,EAO,EIO,IAI,OAO; 
第 四 格 有 式 : 
AAI,AEE,EAO,EIO,IAI,AEO'. 
上 述 带 星 号 的 式 称 弱 式 ( 弱 式 指 从 全 称 前 提 只 推出 
特 称 结论 的 三 段 论 形式 ). 传统 逻辑 假定 了 主 项 S 
是 存在 的 , 即 预 设 S 不 是 空 集 , 这 样 三 段 论 才 有 24 
个 有 效 形式 . 如 果 没 有 这 个 预 设 ,两 全 称 前 提 得 特 称 
结论 的 形式 (如 五 4O) 都 是 无 效 的 .所 以 ,现代 逻辑 
认为 三 段 论 只 有 15 个 有 效 形 式 . 

省 略 三 段 论 (enthymeme) 表达 不 完整 的 三 段 
论 . 指 在 语言 表达 方面 省 去 一 个 前 提 或 结论 的 三 段 
ie. 例如 ,既然 你 答应 了 人 家 ,就 不 应 食 言 . 这 是 一 个 
省 略 三 段 论 . 它 是 三 段 论 :“ 答 应 别人 的 事 是 不 该 食 
言 的 ,你 已 答应 别人 的 事 , 所 以 你 不 该 食 言 ”的 省 略 . 

复合 推理 (complex inference) 一 种 县 加 式 的 
推理 . 在 思维 中 经 常 出 现 几 个 推理 看 在 一 起 ,构成 一 
个 推理 串 . 其 中 前 一 推理 的 结论 构成 后 一 推理 的 前 
提 . 复合 推理 中 最 后 一 个 推理 的 结论 , 才 是 复合 推理 
的 结论 . 

合 三 段 论 (polysyllogism) 亦 称 三 段 论 的 复 
合 形式 、 三 段 论 的 复杂 式 .复合 推理 之 一 , 指 由 两 个 
以 上 的 三 段 论 构成 的 推理 形式 . 它 分 为 两 种 ,一 种 是 
前 一 个 三 段 论 的 结论 是 后 一 个 三 段 论 的 大 前 提 :; 另 
一 种 是 前 一 个 三 段 论 的 结论 是 后 一 个 三 段 论 的 小 前 
$e. 前 一 种 的 形式 如 下 : 
C ED, 
BEC, 
所 以 , B ED, 
A RB, 
所 以 ,4 RD. 
后 一 种 三 段 论 的 复合 式 形 式 如 下 : 
A # B, 
B ÆC, 
Br. A ÆC, 
C ED, 
所 以 ,A RED. 
复合 三 段 论 根据 几 个 三 段 论 的 联结 方式 不 同 , 分 为 
复合 推理 ,连锁 推理 和 吾 证 式 . 
三 段 论 的 复合 形式 (compound forms of syllo- 


gism) 即 “复合 三 段 论 ” 
三 段 论 的 复 杂 式 (complicated expressions of 
syllogism) 即 “ 复 合 三 段 论 ” 
连锁 推理 (sorites) 复合 三 段 论 的 省 略 形式 之 


一 它 在 一 个 复合 三 段 论 中 ,只 提出 最 后 一 个 总 的 结 
论 ,而 省 略 其 他 各 三 段 论 的 结论 . 与 复合 三 段 论 相 


应 , 它 也 有 两 种 形式 . 

带 证 式 (band proof expression of syllogism) 
复合 三 段 论 的 省 略 形式 之 一 ,是 一 个 三 段 论 的 前 提 
带 有 证 明 该 前 提 的 理由 的 复合 三 段 论 . 例如 ,不 循环 
无 限 小 数 是 实数 ,因为 无 理 数 是 实数 . V 2 是 不 循 
环 无 限 小 数 , 所 以 , V 2 是 实数 .一 个 前 提 带 有 证 明 
理由 的 , 叫 单 带 证 式 , 两 个 前 提 都 带 有 证 明理 由 的 ， 
称 复 带 证 式 . 带 证 式 与 连锁 推理 不 同 , 它 省 略 了 某 一 
前 提 . 

单 带 证 式 (single-band proof expression) J 
“ 带 证 式 ” 

复 带 证 式 (multi-band proof expression) J 
“ 带 证 式 ” 

关系 推理 (relational inference) 亦 称 关系 判 
断 的 推理 . 与 关系 有 关 的 一 种 推理 . 指 以 关系 判断 为 
前 提 和 结论 的 推理 . 例如 ,a 二 5, 所 以 ,5 二 a. 关系 推 
理 可 分 为 纯 关系 推理 和 混合 关系 推理 两 类 . 在 纯 关 
系 推理 中 又 可 分 为 直接 关系 推理 和 间接 关系 推理 . 
关系 推理 在 日 常 思维 和 科学 研究 中 有 很 重要 的 作 
用 ,在 数学 中 就 经 常 要 使 用 这 种 推理 . 

纯 关 系 推理 (pure relational inference) 一 种 
关系 推理 . 它 的 前 提 和 结论 都 是 关系 判断 .常见 的 纯 


关系 推理 有 : 
1. 对 称 关 系 推理 : 
aRb a wb 
DR. 04e ee 
2. 反对 称 关 系 推理 (关系 R 是 反对 称 的 ): 
aRb a D 
bRa S —RE C 
3. 反 对 称 性 推理 (关系 R JE BORD: 
aRb a ->b 
bRa b >a 
例如 ， BUE 
4. 传递 关系 推理 (关系 R 是 传递 的 ): 
aRb ab 
bRc bc 
aRc 例如 ， aC 
5. 友 传递 关系 推理 (关系 尺 是 反 传 递 的 ): 
aRb 
bRc 
aRc 


直接 关系 推理 (direct relational inference) — £i 
关系 推理 的 一 种 . 指 由 一 个 关系 判断 为 前 提 推 出 另 
一 个 关系 判断 的 推理 . 常用 的 有 两 种 :对 称 关 系 推 理 
与 反对 称 关系 推理 . 其 逻辑 形式 可 分 别 表示 为 
aR,b 与 a Rb 
bR,a bR;a 
其 中 ,Ri,R; 分 别 表示 对 称 性 关系 与 反对 称 性 关系 . 
例如 ,“a==6b 一 b 二 a” 是 对 称 关 系 推理 . “a> bb Fa” 


是 反对 称 关 系 推理 . 

间接 关系 推理 (indirect relational inference) 
纯 关 系 推理 的 一 种 . 指 由 两 个 关系 判断 为 前 提 推 出 
另 一 个 关系 判断 的 推理 .常见 的 间接 关系 推理 有 三 
种 :反对 称 性 推理 (关系 R 是 自 返 的 )、 传 递 性 关系 
推理 与 反 传递 性 关系 推理 . 它们 分 别 可 用 如 下 公式 
表示 : 


aR b ak,b aR;b 
bR,a bR,c bR,c 
a=b’ aRic |"  aR,c 


BHR Ri 5 R: 分 别 为 反对 称 性 关系 、 传 递 性 关 
系 与 反 传 递 性 关系 . 

混合 关系 推理 (mixed relational inference) X 
系 推理 的 一 种 , 指 由 关系 判断 和 性 质 判 断 作 前 提 构 
成 的 关系 推理 . 它 有 两 个 前 提 和 一 个 结论 ,其 中 一 个 
前 提 是 一 个 两 项 的 关系 判断 , 另 一 个 前 提 是 性 质 判 
BT ,结论 也 是 一 个 两 项 关系 的 判断 . 在 前 提 和 结论 中 
也 只 出 现 三 个 不 同 的 概念 . 这 种 混合 关系 推理 很 像 
直言 三 段 论 ,因此 ,又 可 把 它 称 为 混合 关系 三 段 论 ， 
如 推理 :重金 属 都 比 水 重 , 铜 是 重金 属 , 所 以 , 铜 比 水 
重 . 混合 关系 推理 的 逻辑 形式 可 表示 为 

aRb 
c fib 
| aRc  ' 

混合 关系 推理 须 遵 守 一 定 的 推理 规则 (参见 “混合 关 
系 推理 规则 ”). 

混合 关系 推理 规则 (rules of mixed relational 
inference) 一 种 推理 规则 . 指 进行 混合 关系 推理 时 
必须 遵守 的 规则 . 混合 关系 推理 有 下 列 规则 : 

1. 混合 关系 三 段 论 前 提 中 的 直言 (性 质 ) 判 断 只 
能 是 肯定 判断 . 

2. 媒介 项 的 概念 必须 至 少 周延 一 次 (媒介 项 指 
在 两 个 前 提 中 出 现 的 共同 概念 ). 

3. 前 提 中 不 周延 的 概念 ,在 结论 中 不 得 周延 . 

4. 若 作 为 前 提 的 关系 判断 是 肯定 的 , 则 作为 结 
论 的 关系 判断 也 必须 是 肯定 的 ; 若 作为 前 提 的 关系 
判断 是 否定 的 , 则 作为 结论 的 关系 判断 也 必须 是 否 
定 的 . 

5. 如 果 关 系 R 不 是 对 称 的 , 则 在 前 提 中 作为 关 
系 前 项 (或 后 项 ) 的 那个 概念 ,在 结论 中 也 必须 相应 
地 作为 关系 前 项 (或 后 项 ). 

遵守 上 述 规 则 的 混合 关系 推理 才 是 正确 的 . 

假 言 推理 (hypothetical inference) 间接 推理 
之 一 . 指 前 提 中 至 少 有 一 个 假 言 命题 ,并且 根据 假 言 
命题 的 逻辑 特点 来 推出 结论 的 演绎 推理 . 假 言 推理 
根据 前 提 中 命题 的 种 类 不 同 , 可 分 为 假 言 直言 推理 
(一 般 又 简称 假 言 推理 )、 纯 假 言 推理 和 连锁 式 的 假 
言 推理 . 其中, 假 言 直 言 推理 根据 假 言 前 提 条 件 性 质 
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的 不 同 , 又 可 分 为 :充分 条 件 假 言 推理 .必要 条 件 假 
言 推理 和 充分 必要 条 件 假 言 推理 ， 
充分 条 件 假 言 推理 (hypothetical inference un- 
der sufficient conditions) 假 言 推理 之 一 . 指 大 前 
提 为 充分 条 件 假 言 命 题 , 小 前 提 和 结论 为 性 质 命题 
的 假 言 推理 . 它 有 两 种 正确 的 推理 形式 : 
1. 肯定 前 件 式 , 即 在 小 前 提 中 肯定 假 言 前 提 的 
前 件 ,结论 则 肯定 假 言 前 提 的 后 件 . 
2. 否定 后 件 式 , 即 在 小 前 提 中 和 否定 假 言 前 提 的 
Ja ft ,结论 则 否定 它 的 前 件 , 例 如 ， 
如 果 一 个 数 能 被 9 除 尽 , 则 它 就 能 被 3 除 尽 ， 
这 个 数 不 能 被 3 除 尽 ， 
所 以 ,这 个 数 不 能 被 9 除 尽 . 
这 种 推理 结构 形式 可 表示 为 
WR p Mg, 
JÈ q, 
非 p. 
充分 条 件 假 言 推理 必须 遵守 两 条 规则 | 
1. 肯定 前 件 可 以 肯定 后 件 , 人 否定 后 件 可 以 否定 
前 件 . 
2. 否定 前 件 不 能 否定 后 件 ; 肯 定 后 件 不 能 肯定 
Bi fr. 

— a EA EB E TEE (hypothetical inference un- 
der necessary conditions) 假 言 推理 之 一 . 指 大 前 
提 为 必要 条 件 假 言 命 题 , 小 前 提 和 结论 为 性 质 命题 
的 假 言 推理 . 它 有 两 种 有 效 的 逻辑 结构 形式 ， 

1. 否定 前 件 式 : 在 小 前 提 中 否定 大 前 提 的 前 件 ， 
结论 则 否定 它 的 后 件 . 例如 ， 
只 有 深 人 实际 调查 研究 ,才能 了 解 到 第 一 手 材 
料 ， 
他 不 深入 实际 调查 研究 ， 
所 以 ,他 不 能 了 解 到 第 一 手 材料 . 
这 种 必要 条 件 假 言 推理 的 逻辑 结构 形式 可 表示 为 
RA p$ q, 
JF p， 
F q. 
2. 肯定 后 件 式 : 在 小 前 提 中 肯定 大 前 提 的 后 件 ， 
结论 则 肯定 它 的 前 件 . 例如 ， 
只 有 船 准时 起 航 , 才 能 准时 到 达 目 的 港 ， 
jx RR AE TERT BUA BEY, 
所 以 ,这 稻 船 是 准时 起 航 的 . 
这 种 必要 条 件 假 言 推理 的 逻辑 结构 形式 可 表示 为 
RA pa 
qs 
p. 
必要 条 件 假 言 推理 必须 遵守 两 条 规则 ; 
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1. 否定 前 件 就 要 否定 后 件 , 肯 定 后 件 就 要 肯定 
前 件 . 

2. 肯定 前 件 不 能 肯定 后 件 , 否 定 后 件 , 不 能 否定 
Bii fF. 

充分 必要 条 件 假 言 推理 (hypothetical inference 
under sufficient and necessary conditions) 1B zi TE 
理 之 一 . 指 大 前 提 为 充分 必要 条 件 假 言 命 题 ,小 前 提 
和 结论 为 性 质 命题 的 假 言 推 理 . 充分 必要 条 件 假 言 
命题 有 四 种 正确 的 推理 形式 : 

1. 肯定 前 件 式 ;小 前 提 肯 定 大 前 提 充 分 必要 条 
件 假 言 命题 的 前 件 , 结 论 则 肯定 它 的 后 件 . 其 推理 形 
式 可 表示 为 


rP4AM4¢, 
P. 
q 


2. 否定 前 件 式 :小 前 提 和 否定 大 前 提 充 分 必要 条 
件 假 言 命题 的 前 件 ,结论 则 和 否定 它 的 后 件 . 其 逻辑 结 
构 形式 可 表示 为 
b 当 且 仅 当 9， 
JE P: 
JF q. 
3. 肯定 后 件 式 ;小 前 提 肯 定 大 前 提 充 分 必要 条 
件 假 言 命题 的 后 件 ,结论 则 肯定 它 的 前 件 . 其 逻辑 结 
构 形 式 可 表示 为 
P 当 且 仅 当 9， 
qs 
P. 
4. 否定 后 件 式 : 小 前 提 否 定 大 前 提 的 充分 必要 
条 件 假 言 命题 的 后 件 ,结论 则 否定 它 的 前 件 . 其 逻辑 
结构 形式 可 表示 为 
p 当 且 仪 当 gq， 
非 9， 
JE p. 
充分 必要 条 件 假 言 推理 必须 遵守 四 条 规则 : 
.肯定 前 件 , 就 要 肯定 后 件 . 
. 否定 前 件 , 就 要 否定 后 件 . 
3. 肯定 后 件 , 就 要 肯定 前 件 . 
4. 否定 后 件 , 就 要 否定 前 件 . 
纯 假 言 推 理 (pure hypothetical inference) — 
种 间接 推理 . 指 以 两 个 假 言 命题 为 前 提 而 推出 一 个 
假 言 命题 的 推理 . 纯 假 言 推 理 有 三 个 基本 形式 : 
1. 由 两 个 充分 条 件 假 言 命题 为 前 提 的 ,其 结构 
形式 可 表示 为 


D m 


如 果 pW g， 

如 果 q , WY rs 

如 果 p. 一 
例如 : 


如 果 要 正确 进行 各 种 推理 ,就 要 懂得 各 种 推理 
形式 和 规则 , 

如 果 要 懂得 各 种 推理 形式 和 规则 ,就 要 认真 学 
JiR ALIA 
, UR AE SEE AT AREE, LR A RUE DE WI 


` 


W 


2. 两 个 必要 条 件 假 言 命题 为 前 提 的 形式 ,其 结 
构 形式 可 表示 为 
只 有 b.7 q» 
RA qg Jr, 
只 有 pA r: 
例如 : 
只 有 刻苦 学 习 , 才 能 掌握 现代 科学 知识 ， 
只 有 掌握 现代 科学 知识 ,才能 在 祖国 建设 中 发 挥 
更 大 作用 ， 


只 有 刻苦 学 习 , 才 能 在 祖国 建设 中 发 挥 更 大 作用 . 
3. 两 个 充分 必要 条 件 假 言 命题 为 前 提 的 形式 ， 
其 逻辑 结构 形式 可 表示 为 
b 当 且 仅 当 q, 
9 当 且 仅 当 ”~， 
p 当 且 仅 当 
纯 假 言 推理 也 可 以 两 个 以 上 的 假 言 命题 为 前 
提 , 这 样 的 纯 假 言 推理 称 为 假 言 连锁 推理 . 
假 言 连锁 推理 (hypothetical chain inference) 
亦 称 连锁 式 的 假 言 推理 . 一 种 复合 推理 . 指 由 多 个 假 
言 命题 为 前 提 , 而 推出 一 个 假 言 命题 结论 的 推理 . 其 
逻辑 结构 形式 可 表示 为 
WR p. a, 
如 果 9, 则 ~， 
如 果 r, Wi) $5 
如 果 s Wt, 
WR pW z. 
例如 ,人 《论语 ， 学 路 ;篇 说 : 
名 不 正 , 则 言 不 顺 ， 
言 不 顺 , 则 事 不 成 ， 
事 不 成 , 则 礼 乐 不 兴 ， 
礼 乐 不 兴 , 则 刑罚 不 中 ， 
刑罚 不 中 , 则 民 无 所 措 手 足 ， 
所 以 ,名 不 正 , 则 民 无 所 措 手 足 . 
jt B HEE (disjunctive inference) 亦 称 选 言 三 
段 论 . 一 种 间接 推理 . 指 前 提 中 有 一 个 选 言 命题 ,并 
以 选 言 命题 选 言 支 之 间 的 逻辑 性 质 为 依据 而 进行 的 
一 类 演绎 推理 . 常见 的 形式 为 ;p 或 者 9g, 非 p( 或 非 
q) ,所 以 ,g( 或 p). 如 推理 :x 二 0 或 者 y—0, 7250, Br 
WU, y — 0. 选 言 命题 有 相 容 的 选 言 命题 和 不 相 容 的 
选 言 命题 两 种 ,所 以 , 选 言 推理 也 有 相 容 的 和 不 相 容 


的 选 言 推理 两 种 . 

选 言 三 段 论 (disjunctive syllogism) 
推理 ” 

Ait SEE (compatible disjunctive infer- 
ence) 一 种 选 言 推理 . 指 大 前 提 为 相 容 的 选 言 推 
理 . 其 结构 形式 为 


Mt 


户 或 9， 
JE P GX3E q), 
qGOX p). 
例如 : 
一 个 错误 的 推理 或 者 前 提 不 成 立 , 或 者 推理 形 
式 不 正确 ， 
这 个 错误 的 推理 不 是 前 提 不 成 立 ， 


这 个 错误 的 推理 是 推理 形式 不 正确 . 

相 容 的 选 言 推理 必须 遵守 两 条 规则 : 

1. 否定 一 部 分 选 言 文 , 就 要 肯定 另 一 部 分 中 的 
—^ i üx. | 

2. 肯定 一 部 分 选 言 文 , 不 能 和 否定 另 一 部 分 选 言 
x. 

不 相 容 选 言 推理 (incompatible disjunctive in- 
ference) 一 种 特殊 的 选 言 推 理 .大 前 提 为 不 相 容 选 
言 命 题 的 选 育 推理 . 它 有 两 种 有 效 的 推理 形式 : 

1. 肯定 否定 式 , 即 小 前 提 肯 定 大 前 提 中 选 言 命 
题 的 一 个 选 言 文 , 结 论 否 定 大 前 提 中 其 他 选 言 文 . 如 
推理 :造成 李 某 死亡 的 原因 或 者 是 自杀 ,或 者 是 他 
杀 , 李 某 是 自杀 ,所 以 , 李 某 不 是 他 杀 . 这 种 推理 结构 
形式 可 表示 为 

HA pq, 
BOX. | 
dE 9a( 或 非 2). 

2. 否定 肯定 式 , 即 小 前 提 和 否定 大 前 提 选 言 命 题 
中 除 一 个 以 外 的 选 言 支 . 结论 则 肯定 剩 下 的 那个 选 
言 支 . 例如 ，z 一 0 或 ?一 0,z 天 0, 所 以 ,y 一 0”. 这 种 
推理 结构 形式 可 表示 为 

RA p, 要 人 么 9， 
A PCRAE @) 
9( 或 p). 

不 相 容 选 言 推理 必须 遵守 两 条 规则 : 

1. 肯 征 一 个 选 言 文 , 就 要 和 否定 其 他 一 切 选 言 文 . 

2. 否定 一 部 分 选 言 文 ,就 要 肯定 另 一 部 分 中 的 
一 个 选 言 文 . 

(& E Xt E TE (hypothetical disjunctive infer- 
ence) 亦 称 选 言 假 言 推理 . 一 种 间接 推理 . 指 由 几 
个 假 言 命题 和 一 个 包含 着 同 假 言 命题 数量 相等 的 选 
言 支 的 选 言 命题 为 前 提 而 构成 的 推理 . 这 种 推理 的 
特征 是 : 
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1. 选 言 命题 提出 所 思考 问题 的 几 种 可 能 性 ， 
2. 假 言 命题 指出 采取 每 种 可 能 性 所 引起 的 后 


3. 思考 者 必须 在 这 几 种 可 能 性 中 加 以 选择 : 
1) 简单 构成 式 : 
WR p. ur; 
如 果 q» MIJ r; 
p Rq; 
2) 简单 破坏 式 : 
WR rM ps 
wR r, Mg; 
非 p RAFE q; 
JE r. 
3) 复杂 构成 式 : 
pup pM r; 
如 果 gM s; 
p Ma: 
-~ 或 s. 
4) 复杂 破坏 式 : 
如 果 p Mr; 
如 果 qM s; 
JF r mE s; 
JE p RE q. 
二 难 推理 (dilemma) 假 言 选 言 推理 之 一 . 是 
由 两 个 假 言 命题 和 一 个 包含 两 个 选 言 文 的 选 言 命题 
为 前 提 所 构成 的 假 言 选 言 推理 . 如 推理 :如 果 这 次 试 
验 成 功 , 应 该 进行 总 结 ;如 果 这 次 试验 失败 ,也 应 该 
进行 总 结 ; 这 次 试验 或 者 成 功 或 者 失败 ;所 以 ,都 应 
该 进行 总 结 . 二 难 推 理 的 有 效 形式 为 
(p Rp) (省 略 ) 
Ar ps Ml r; 
F 0p. 
所 以 sr. 
二 难 推理 是 辩论 中 一 种 有 用 的 工具 ,往往 可 使 
对 方 陷入 进退维谷 ,左右 为 难 的 境地 . 它 必须 遵守 两 
条 规则 : 
1. 作为 前 提 的 假 言 命题 的 前 件 与 后 件 必 须 具 有 
2. 作为 前 提 的 选 言 命题 的 选 言 支 必须 穷尽 . 
否则 不 能 构成 正确 的 二 难 推理 ,而 成 为 诡辩 . 例如 s 
Gp Ag Wr; 
zi pH gr. 


TY. 


这 就 犯 了 前 提 的 选 言 支 未 穷尽 的 毛病 ,因为 男 有 两 
Mint: pA ac Ip Ag KICK. 如果 它们 
WEZ r. ABA Zi ic EA. d DU S de CE BE. 

B S RS HH (hypothetical associative infer- 
ence) 一 种 间接 推理 . 即 由 两 个 假 言 命题 和 一 个 联 
言 命题 为 前 提 , 推 出 一 个 联 言 命题 为 结论 的 演绎 推 
H. 假 言 联 言 推 理 有 两 种 有 效 形式 : 

1. 肯 定式: 

如 果 p.m q; 
如 果 r, Mi) s; 
户 并 且 rs 
9 并 且 s. 
2. 否定 式 : 
如 采 pM a; 
如 果 Ws; 
dE a 并 且 非 s; 
dE p 并 且 非 x. 

假 言 联 言 推理 必须 遵守 两 条 规则 : 

1. 作为 假 言 联 言 推理 前 提 的 假 言 命题 的 前 件 和 
In fF Da AA aK RR. 

2. 作为 假 言 联 言 推理 的 前 提 的 联 言 命 题 的 各 个 
联 言 支 ,必须 同时 都 真 . 

IHiZ 3 3E IB (inference with absurdity ) 一 种 
间接 推理 . 是 由 两 个 前 件 相 同 ,后 件 相 矛盾 的 充分 条 
件 假 言 命题 为 前 提 , 从 而 推出 与 这 两 个 假 言 命题 的 
前 件 相 矛盾 的 命题 的 推理 . 例如 :如 果 一 切 判 断 都 是 
假 的 , 则 址 界 上 没有 真 的 判断 ;如 果 一 切 判 断 都 是 假 
的 , 则 直 界 上 没有 真 的 判断 也 假 , 所 以 ,并 非 一 切 判 
断 都 是 假 的 . VSS SK He BAY FB sh n] OR DN 

A p. a; 

AL p. WISE a; 

dE p. | 
EFC WE RREPA HAER. 

归纳 法 (inductive method) ”归纳 方法 的 简称 . 
一 种 重要 的 科学 方法 . 指 从 个 别 事物 和 现象 中 寻求 
其 普 过 性 质 所 使 用 的 方法 . 这 包括 观察 .实验 .分 类 、 
假说 .归纳 推理 等 . 归纳 法 是 实验 科学 不 可 缺少 的 方 
iE. 培根 (Bacon,F. ?开创 了 归纳 法 的 研究 ,是 古典 
归纳 逻辑 的 疯 基 人 . 现代 归纳 逻辑 已 与 概率 论 等 数 
学 分 文 密切 结合 . 

归纳 推理 (inductive inference) 一 种 特殊 的 推 
Hg. 一 种 前 提 和 结论 间 不 具有 蕴涵 关系 的 推理 , 它 从 
个 别 性 的 前 提 推 出 一 般 性 的 结论 . 如 推理 : 金 能 导 
电 , 银 能 导电 , 铜 能 导电 , 铁 能 导电 , 锡 能 导电 , 金 、 
银 、 铜 、. 铁 、 锡 都 是 金属 ,所 以 ,金属 能 导电 . 归纳 推理 
与 演绎 推理 的 主要 区 别 是 : 

1. 演绎 推理 的 前 提 是 结论 的 充分 条 件 ; 归 纳 推 


理 的 前 提 是 结论 的 必要 条 件 . 

2. 演绎 推理 是 从 一 般 到 特殊 ,归纳 推理 是 从 特 
殊 到 一 般 . 

3. 演绎 推理 的 结论 在 逻辑 上 是 必然 的 ;归纳 推 
理 的 结论 是 或 然 的 ,通常 有 待 修正 . 

归纳 推理 可 分 为 完全 归纳 推理 与 不 完全 归纳 推 
理 , 而 不 完全 归纳 推理 又 可 分 为 简单 枚 举 归 纳 推理 
和 科学 归纳 推理 . 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 首 先 考察 
过 归纳 推理 的 某 些 形式 ,培根 (Bacon,F. 为 创建 十 
典 的 归纳 逻辑 葛 基 . 后 来 , 赫 谢 尔 (Herschel J. F. 
W. ) 与 密 尔 (Mil,J.S. ) 又 系统 讨论 了 探求 因果 联 
系 的 归纳 方法 ,促进 了 归纳 逻辑 的 进一步 发 展 . 

现代 ,归纳 问题 以 其 高 度 的 复杂 性 与 其 逻辑 学 
上 的 重要 意义 ,吸引 了 不 少 逻 辑 学 家 ,并 取得 了 很 大 
的 进展 . 目前 逻辑 学 家 对 归纳 推理 与 归纳 法 之 间 关 
系 有 两 种 看 法 :一 日 ,归纳 法 就 是 归纳 推理 ;一 日 , 归 
纳 法 除 包 括 归 纳 推理 外 ,还 包括 归纳 过 程 的 一 切 思 
维 方式 ,如 观察 .实验 、 比 较 、 分 类 ,分 析 、 综 合 、 抽 象 、 
概括 等 方法 . 

完全 归纳 推理 (completely induction inference) 


亦 称 完全 归纳 法 .一 种 名 为 归纳 实 为 演绎 的 推理 . 即 


根据 某 类 事物 的 每 一 个 对 象 具 有 (或 不 具有 ) 某 种 属 
性 ,而 对 该 类 事物 的 全 部 对 象 做 出 一 般 性 结论 的 一 
种 推理 . 完全 归纳 推理 的 结构 形式 可 表示 为 
5 是 (或 不 是 )p， 
sz 是 (或 不 是 )p， 
Sn 是 (或 不 是 )p， 
Sn 是 S 的 一 个 分 类 ， 
BUB s 都 是 (或 不 是 )p. 
完全 归纳 推理 要 求 : 
1. 考察 某 类 事物 的 全 部 对 象 ,或 在 某 一 分 类 下 
每 个 所 分 出 的 子 类 . 
2. 每 一 前 提 都 必须 成 立 . 
例如 ,高 斯 (Gauss ,C.F ) 十 岁 时 ,教师 让 班 上 
学 生计 算 1 十 2 十 3 十 … 十 99 十 100==? 没 想到 高 斯 很 
快 得 到 了 答 数 :5 050. 教师 问 他 如 何 算得 这 么 快 ?他 
说 :将 1 到 100 这 一 百 个 数 , 按 顺 序 把 头 尾 序 数 相同 
的 两 数 相 加 , 即 1 十 100,2 十 99,…,50 十 51, 每 对 数 
之 和 都 是 101 ,一 共有 50 对 , 故 答 数 为 101 X50= 
5 050. 他 这 里 就 是 运用 了 完全 归纳 法 ,考虑 了 一 类 
事物 的 全 部 个 别 对 象 (这 50 对 数 ), 发 现 有 某 种 属性 
(其 和 为 101), 从 而 得 出 了 结论 (所 有 50 对 数 之 和 
Hy 101). 
完全 归纳 法 不 仅 适 用 于 有 限 情况 ,也 适用 于 无 
限 情况 .例如 ,数学 归纳 法 就 是 一 种 具有 无 限 种 情况 
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的 完全 归纳 法 . 完全 归纳 推理 的 前 提 和 结论 间 具 有 
蕴涵 关系 ,因而 它 实 际 上 是 一 种 演绎 推理 . 

完全 归纳 法 (complete induction) 即 “ 完 全 归 
纳 推 理 ”. | 

不 完全 归纳 推理 (incomplete induction) 亦 称 
不 完全 归纳 法 . 归纳 推理 之 一 . 即 根据 某 类 事物 中 的 
部 分 对 象 所 具有 (或 不 具有 ) 某 种 属性 ,从 而 推出 此 
类 事物 的 全 部 对 象 均 具有 (或 不 具有 ) 这 种 属性 的 推 
理 . 如 推理 : 铀 能 导电 , 铁 能 导电 , 鲜 能 导电 , 铀 、 铁 、 
锌 都 是 金属 ,所 以 金属 能 导电 .不 完全 归纳 推理 的 结 
论 未 必 正 确 , 但 能 给 人 们 以 启迪 ,以 便 进一步 探索 . 
不 完全 归纳 推理 可 分 :简单 枚 举 归纳 推理 与 科学 归 


纳 推理 . 

不 完全 归纳 法 (incomplete induction) 即 “ 不 
完全 归纳 推理 ”. 

排除 归纳 法 (exclusive induction) 一 种 不 完 


全 归纳 法 . 指 在 寻求 研究 对 象 的 原因 时 ,通过 对 所 研 
究 现象 的 某 些 (不 是 所 有 的 ) 先 行 场 合 进行 分 析 比 
较 ,排除 那些 不 是 始终 一 致 地 与 被 研究 对 象 相 联 系 
的 先行 情况 ,最 后 剩 下 的 先行 情况 就 被 确定 是 被 研 
究 现象 的 原因 . 排除 归纳 法 是 通过 对 前 提 所 确认 的 
先行 情况 进行 分 离 而 获得 的 ,是 一 种 求 因果 联系 的 
方法 . 包括 统称 为 密 尔 五 法 的 五 种 方法 (参见 “ 密 尔 
求 因果 五 法 ”). 
简单 枚 举 归 纳 法 (inductive method by simple 
enumeration) 亦 称 简单 枚 举 归 纳 推 理 或 枚 举 法 . 
归纳 推理 之 一 . 指 考 察 了 某 类 事物 的 部 分 对 象 都 具 
有 (或 不 具有 ) 某 种 属性 ,而 未 遇 反 例 , 从 而 得 出 此 类 
事物 都 具有 (或 不 具有 ) 上 述 属 性 的 一 种 归纳 推理 . 
其 逻辑 结构 形式 可 表示 为 
s EREA, 
ss 是 (或 不 是 )p， 


Sn 是 (或 不 是 )p， 
S$) 9S29539°°* 95 是 5 类 的 部 分 对 象 ， 
所 有 ;都 是 (或 不 是 )p. 

这 种 推理 方法 所 得 到 的 结论 未 必 都 正确 . 例如 : 
BA 2" 十 1 形式 的 数 , 当 一 1,2,3,4 时 ,分 别 是 5， 
17,257,65537 都 是 素数 . 因此 , 费 马 猜想 :对 任何 自 
然 数 n,2" 十 1 均 是 素数 .但 到 18 世纪 , 欧 拉 (Euler， 
L. ) 提 出 2^ 十 1 二 641X6700417 是 合 数 . 从 而 证 明 
了 费 马 (Fermat,P. de) 根 据 枚 举 法 得 出 的 猜想 是 错 
误 的 . 

简单 枚 举 归 纳 推 理 (inductive inference by sim- 
ple enumeration) ” 即 “ 简 单 枚 举 归 纳 法 ”. 

枚 举 法 (enumeration〉 即 “ 简 单 枚 举 归 纳 法 ”. 
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科学 归纳 推理 (scientific inductive inference) 
亦 称 科学 归纳 法 . 归纳 推理 之 一 . 指 根据 一 类 事物 部 
分 对 象 与 某 属 性 之 间 的 必然 联系 ,而 揭示 出 该 类 事 
物 的 全 部 对 象 的 一 般 性 结论 的 归纳 推理 它 与 简单 
枚 举 归纳 推理 的 区 别 在 于 ,要 进一步 分 析 属 性 与 对 
象 之 间 的 因果 关系 . 因此 ,科学 归纳 法 得 出 的 结论 较 
简单 枚 举 法 所 得 的 结论 具有 更 多 正确 成 分 . 科学 归 
纳 推理 的 形式 可 表示 为 

$1 是 (或 不 是 )p， 

So 是 (或 不 是 )p， 


s, 是 (或 不 是 )p， 

Si 9So9%t* Sn 是 s 类 的 部 分 对 象 

.sy 是 (或 不 是 ) 是 因为 有 某 种 原因 ， 
而 这 种 原因 是 s 的 元 素 所 公有 的 . 


BS s AB AL CK AN Ep. 
例如 , 铁 受 热 体积 膨胀 , 铜 受热 体积 膨胀 , 锡 受 热 体 
积 膨胀 , 铁 . 铜 . 锡 是 金属 ,受热 后 分 子 凝 聚 力 减 弱 ， 
分 子 间 距离 增 大 ,因而 引起 体积 膨胀 ,所 以 ,金属 受 
热 体 积 都 膨胀 . 

科学 归纳 法 (scientific induction) 
纳 推理 ”. 

密 尔 求 因果 五 法 (Mill five methods of search- 
ing causal connections) ”简称 密 尔 五 法 .一 种 求 因 
果 关 系 的 归纳 推理 . 指 排除 归纳 法 所 包含 的 由 密 尔 
(Mill, J. S. ) 提 出 的 五 种 归纳 方法 . 它们 是 求 同 法 
(契合 法 )、 求 异 法 (差异 法 )、. 求 同 求 异 并 用 法 (契合 
差异 并 用 法 )、 共 变法 和 剩余 法 . 求 同 法 和 求 异 法 是 
基本 的 ,并 且 都 是 消去 方法 . 求 同 法 的 基础 是 凡 可 被 
消去 者 均 与 现象 无 合乎 规律 的 联系 , 求 异 法 的 基础 
是 凡 不 可 消去 者 均 与 现象 有 合乎 规律 的 联系 . 这 五 
种 归纳 方法 ,至 今 是 实验 科学 应 用 的 重要 方法 . 


Sis S23” 


即 “科学 归 


密 尔 五 法 (Mill five methods) 密 尔 求 因果 五 
法 的 简称 . 
求 同 法 (method of agreement) 亦 称 契合 法 . 


寻求 因果 联系 的 归纳 方法 之 一 . 其 基本 内 容 是 :如 果 
被 考察 的 现象 a 出 现在 多 种 场合 ,在 这 些 场合 中 ,只 
有 一 个 有 关 因 素 4 是 共同 的 ,那么 这 个 共同 因素 4 
就 和 被 考察 现象 a 之 间 有 因果 联系 , 即 4 是 a 的 原 
因 . 例如 , 虹 的 成 因 : 人 们 经 过 观察 研究 ,发 现 雨 后 天 
上 晴空 中 会 出 现 虹 ,太阳 光线 通过 三 棱镜 时 ,也 会 出 现 
虹 的 各 种 颜色 ,此 外 ,在 早晨 的 露珠 中 ,在 瀑布 的 水 委 
中 ,在 船 桨 溅 起 的 水 花 中 ,都 可 看 到 虹 的 色彩 ,观察 到 
与 虹 相 似 的 现象 . 在 这 些 不 同 的 场合 中 ,它们 共同 的 
情况 是 太阳 光线 通过 球形 或 校 形 的 透明 体 . 因此 ,可 
以 确定 这 一 共同 情况 ,是 虹 出 现 的 原因 . 求 同 法 的 形 
式 可 表示 为 
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场合 有 关 因 素 被 考察 现象 
1 A,B,C,D a 
2 A,B,E,F a 
3 A,C,E,G a 


A 5j a 有 因果 联系 ( 即 A 是 a 的 原因 ) 


求 同 法 是 一 种 消去 无 关 因素 的 不 完全 归纳 推理 方 
法 . 应 用 求 同 法 得 出 的 结论 是 或 然 的 . 要 提高 求 同 法 
求 出 结论 的 可 靠 程 度 , 必 须 注 意 : 

1. 观察 的 场合 愈 多 愈 好 . 

2. 各 个 场合 中 那些 不 同 因素 (情况 ) 间 的 差异 程 
度 愈 大 愈 好 . 

契合 法 (method of agreement) 即 “ 求 同 法 ” 

求 异 法 (method of difference) ” 亦 称 差异 法 . 
寻求 因果 联系 的 归纳 方法 之 一 . 其 基本 内 容 是 :如 果 
被 考察 现象 a 在 一 个 场合 中 出 现 ( 正 面 场合 ), 在 为 
一 个 场合 中 不 出 现 ( 反 面 场 合 ) ,而 在 这 两 个 场合 中 ， 
只 有 一 个 有 关 因 素 A 不 同 ,那么 这 个 因素 4 与 被 考 
察 现象 a 之 间 有 因果 联系 . 例如 ,在 两 块 相 邻 的 , 因 
而 光照 .土质 .气候 等 情况 都 相同 的 土地 上 ,以 相同 
方式 种 植 同 样品 种 的 水 稻 , 此 外 在 次 水 ,田间 管理 上 
也 都 大 体 相 同 . 所 不 同 的 是 一 块 田 里 施 化 肥 , 另 一 块 
田 里 不 施 化 肥 . 结果 , 施 化 肥 的 那 块 田 的 单产 量 高 . 
由 此 ,人 们 知道 ,施用 化 肥 是 水 稳 增 产 的 原因 . 求 异 
法 可 表示 为 


场合 有 关 因 素 被 考察 现象 
A,B,C a 出 现 
2 B,C a 不 出 现 


所 以 ,4 与 a 之 间 有 因果 联系 . 

求 异 法 是 对 正面 场合 与 反面 场合 进行 同 中 求 
异 , 除 同 求 异 . 此 法 在 科学 实验 中 运用 很 广 . 它 的 结 
论 的 可 靠 程 度 , 比 求 同 法 大 一 些 , 但 不 是 必然 的 . 为 
了 求 异 法 结论 的 可 靠 程度 ,应 注意 两 点 : 

1. 两 场合 有 无 其 他 差异 ,如 果 还 有 其 他 的 差异 ， 
而 又 被 忽略 了 , 则 很 可 能 产生 错误 的 结论 . 

2. 两 场合 之 间 惟 一 不 同 的 这 种 因素 (情况) 是 被 
考察 现象 的 整个 原因 ,还 是 部 分 原因 . 

差异 法 (method of difference) BI SK HE”. 

求 同 求 异 并 用 法 (combination of agreement 
and difference) 亦 称 契合 差异 并 用 法 或 并 用 法 . X 
求 因果 联系 的 归纳 方法 之 一 . 其 基本 内 容 是 :如 果 在 
一 组 场合 中 ,有 某 种 情况 (因素 )4 就 有 被 考察 现象 
a; 而 在 男 一 组 场合 中 ,没有 这 一 情况 4 就 没有 被 考 
察 现象 a, 那么 这 一 有 关 因 素 A 与 被 考察 现象 4 之 
间 有 因果 联系 .例如 ,种 植 豆 类 作物 ,如 大 豆 、 和 蛋 豆 
等 ,不 仅 不 需 给 土地 施 氮 肥 ,而 且 豆 类 作物 还 可 使 十 


壤 中 增加 毛 . 而 种 植 小 麦 .水 稻 等 其 他 作物 却 没 有 这 
种 现象 . 经 观察 发 现 , 豆 类 作物 都 有 一 个 共同 点 , 即 
根部 都 有 根瘤 ,而 其 他 作物 的 根部 却 没有 . 因此 ,人 
们 得 出 , 豆 类 作物 的 根瘤 能 使 土壤 中 增加 氮 . 求 同 求 


异 并 用 法 可 以 表示 为 
场合 有 关 因 素 ”被 考察 现象 
l A,B,C a 出 现 
3 A,G,H a 出 现 
1 B,H a 不 出 现 
sane: GE. a 不 出 现 
3 F,C a 不 出 现 
A 5 a 有 因果 联系 . 


求 同 求 异 并 用 法 是 通过 三 个 步骤 来 确定 现象 之 
间 的 因果 联系 ， 

1. 把 被 考察 现象 a 出 现 的 正面 场合 加 以 比较 ， 
发 现 只 有 一 个 共同 因素 4, 应 用 求 同 法 得 出 结论 :4 
出 现 与 a 出 现 之 间 有 因果 联系 . 

2. 把 a 不 出 现 的 反面 场合 加 以 比较 ,发 现 只 有 
一 个 共同 因素 4 不 出 现 , 再 利用 求 异 法 得 出 :4 不 
出 现 与 a 不 出 现 之 间 有 因果 联系 . 

3. 比较 正 反 两 组 场合 ,正面 场合 组 中 ,A 与 a 
同 出 现 , 反 面 场 合 组 中 ,4 与 a 不 共同 出 现 . 最 后 运 
用 求 同 求 异 法 得 出 :4 与 a 有 因果 联系 . 

运用 求 同 求 异 并 用 法 比 单独 运用 求 同 法 或 求 异 
法 所 得 到 的 结论 更 为 可 靠 , 但 仍 是 或 然 的 . 

契合 差异 并 用 法 (joint method of agreement 
and difference) 即 “ 求 同 求 异 并 用 法 ” 

共 变 法 (covariant method) 寻求 因果 联系 的 
归纳 方法 之 一 . 基本 内 容 是 :如 果 某 一 情况 (因素 )4 
发 生 一 定 程 度 的 变化 而 其 他 情况 (因素 ) 不 变 时 ,被 
考察 现象 也 随 之 发 生 一 定 程度 的 变化 ,那么 这 人 惧 
一 变化 的 情况 A 就 与 被 考察 现象 a 有 因果 联系 . H 
变法 可 表示 为 

场合 ARAR 被 考察 现象 


aN 


l A,B,C a1 
2 Az, B,C a? 


3 As, B,C G3 


所 以 ,A 与 a 有 因果 联系 . 

共 变 法 是 从 现象 变化 的 数量 或 程度 来 判明 因果 
联系 的 ,所 以 这 种 方法 可 对 现象 的 因果 联系 作 定 性 
研究 和 定量 分 析 ,是 科学 实验 中 经 常 使 用 的 方法 . 例 
如 ,可 以 应 用 共 变 法 来 确定 物体 温度 的 升降 与 物体 
体积 大 小 的 关系 .为 了 提高 结论 的 可 靠 程 度 , 运 用 共 

1. 4A 与 a 之 间 的 共 变 ,只 在 其 他 情况 保持 不 变 


的 条 件 , 才 有 因果 联系 . 

2. 有 的 共 变 现象 之 间 无 因果 联系 . 

3. 共 变 关系 常 发 生 在 一 定数 量 的 限度 内 ,超出 
这 个 限度 ,两 个 现象 之 间 的 共 变 关系 可 能 消失 

剩余 法 (residue method) ”和 寻求 因果 联系 的 归 
纳 方 法 之 一 . 基本 内 容 是 :已 知 复合 因素 (4,B,C， 
DD ) 是 复合 现象 (a,b6,c,d) 的 原因 ,又 已 知 B 是 5 的 
原因 ,C 是 c 的 原因 ,D 是 4 的 原因 ,那么 剩 下 的 A 
就 是 a 的 原因 . 例如 ,天 文学 中 ,海王 星 的 发 现 就 是 
运用 了 剩余 法 . 1846 年 前 ,天 文学 家 观察 到 ,天 王 星 
在 其 轨道 上 运行 时 ,有 四 处 发 生 偏 离 ,他们 已 知 , 三 
处 偏离 是 因为 受到 了 其 他 已 知行 星 的 引力 所 致 ,而 
另 处 偏离 原因 不 明 . 于 是 ,科学 家 们 认定 , 剩 下 的 该 
处 偏离 也 应 是 为 一 未 知行 星 的 引力 所 引起 的 . 根据 
这 一 假定 ,天 文学 家 们 运用 天 体力 学 理论 ,计算 了 未 
知行 星 的 轨道 .结果 于 1846 4E 9 月 18 日 ,天 文学 家 
用 望远镜 在 与 计算 相差 不 到 一 度 之 处 发 现 了 这 颗 未 
知行 星 一 一 海王 星 . 

剩余 法 可 表示 为 

A,B,C,D ££ a,b,c,d 的 原因 ， 
B 是 5 的 原因 ， 
C 是 cc 的 原因 ， 
D Æ d WRA, 
| 4 是 a 的 原因 . 

剩余 法 的 结论 也 是 或 然 性 的 .为 提高 其 结论 的 
可 靠 程度 ,应 注意 两 点 : 

1. 必须 确认 复合 现象 中 5,c,d 确实 分 别 是 复合 
因素 中 的 B,C,D 所 引起 的 ,而 且 复 合 现象 中 的 剩 
余部 分 a 确实 与 复合 因素 中 的 B,C,D ART. 这 
样 ,结论 才 可 靠 . 否则 结论 就 不 可 靠 . 

2. 复合 因素 4 ,有 时 是 已 知 的 ,这 时 剩余 法 的 作用 
仅仅 在 于 确定 4 是 a 的 原因 . 复合 因素 中 的 A 有 时 是 
未 知 的 ,这 时 剩余 法 的 作用 是 提醒 人 们 ,复合 现象 中 的 
a 必定 男 有 原因 ,启发 人 们 去 寻求 a 的 原因 A. 

类 比 法 (analogy) ” 亦 称 类 比 推理 ,简称 类 比 或 
类 推 . 一 种 归纳 方法 . 指 根据 两 个 或 两 类 对 象 在 一 系 
列 属性 上 都 相同 ,从 而 推出 它们 在 其 他 属性 上 也 相 
同 的 推理 . 类 比 法 可 表示 为 

对 象 A 具有 属性 a,b,c,d， 
对 象 B 具有 属性 a,b,c, 
对 象 B 也 具有 属性 d. 

类 比 法 并 不 能 用 于 证 明 , 它 所 得 到 的 结论 不 一 
定 真 ,但 它 却 可 以 给 人 们 以 启发 ,从 而 进一步 探索 . 
科学 上 很 多 发 明 创造 就 是 受到 类 比 法 的 局 发 得 到 
的 . 例如 ,二 百年 前 ,奥地利 一 位 医生 经 解剖 死尸 发 
现 ,一些 病人 死 后 胸腔 内 化 脓 积 水 现象 严重 .为 了 及 
时 诊断 ,挽救 病人 ,这 位 医生 反复 思考 .一 次 他 突然 
想起 ,用 手指 关节 即 击 木 制 酒 桶 ,然后 根据 吨 击 的 声 
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音 可 以 估量 酒 桶 中 酒量 的 多 少 . 于 是 他 想 : 酒 桶 与 人 
的 胸腔 都 是 封闭 的 , 印 击 时 都 会 发 出 声音 ,既然 邑 击 
能 估计 桶 内 藏 酒量 ,那么 也 能 用 吨 击 声 判定 病人 胸 
腔 内 积 水 量 . 由 此 ,他 发 明了 了 印 诊 的 方法 . 


类 比 推理 (reasonin by analogy) Hf “28 Lt 
> 
证 AR 
Wik (argument) ”形式 逻辑 术语 . 是 一 种 思维 


过 程 , 它 用 已 确立 的 或 假设 的 判断 来 确定 另 一 判断 
之 成 立 或 不 成 立 . 论证 包括 证 明和 反驳 . 

公理 (axiom) 亦 称 公设 .形式 逻辑 术语 . 指 不 
加 证 明 而 取 为 推理 根据 的 命题 . 在 科学 理论 的 命题 
系统 中 ,证 明 一 个 命题 的 普遍 有 效 性 所 用 的 论据 往 
往 是 已 证 明 其 普遍 有 效 的 命题 . 这 样 ,为 证 明 一 个 命 
题 就 得 先 证 明 作 为 论据 的 命题 ,就 出 现 无 止境 的 情 
况 . 为 了 在 逻辑 上 摆脱 这 一 困境 , 亚 里 士 多 德 (Aris- 
totle) 主 张 选择 一 些 已 为 人 类 反复 实践 所 证 实 , 而 无 
需 证 明 的 命题 ,作为 证 明 其 他 命题 的 出 发 点 . 这 样 一 
些 命 题 就 被 称 为 公理 或 公设 . 这 一 思想 到 19 世纪 中 
期 后 在 数学 中 得 到 普遍 承认 . 在 一 些 初始 概念 和 者 
干 条 公理 的 基础 上 ,用 演绎 法 推演 出 一 系列 判断 形 
成 一 个 命题 体系 的 方法 , 称 为 公理 化 方法 .例如 ,和希 
AR AB FF (Hilbert , D. ) 的 《几何 基础 ) 用 公理 化 方法 讲 
述 欧 几 里 得 几何 学 的 命题 体系 . 作为 基础 的 若干 条 
公理 组 成 一 个 公理 系统 . 公理 系统 应 满足 : 

1. TH E ff. 就 是 由 这 些 公 理 推出 的 一 切 结果 中 
不 能 有 两 个 互相 矛盾 的 命题 ， 

2. 独立 性 . 即 在 该 系统 中 的 任何 一 个 公理 不 能 
由 其 他 公理 推出 . 

3. 完备 性 . 即 根据 这 些 公 理 就 可 推出 这 个 系统 
的 所 有 恒 真 命题 . 

但 在 一 般 的 教科 书 中 ,由 于 教学 上 的 局 限 性 , 严 
格 要 求 有 困难 ;往往 对 公理 的 独立 性 要 求 不 严 ,采取 
扩大 公理 系统 的 方法 ,把 一 些 定 理 也 作为 公理 采用 ; 
对 公理 的 完备 性 也 是 这 样 ,不 作 深 入 探讨 . 公理 这 个 
概念 的 发 展 历史 是 :公元 前 378 年 左右 , 古 希 腊 的 柏 
拉 图 CPlato) 在 雅典 创立 了 一 个 学 园 (Academia) ,并 
亲自 任教 ,还 在 学 园 门 口 写 着 :“ 不 懂 几 何者 不 得 入 
内 !”, 这 表明 柏拉图 及 其 学 派 的 成 员 们 对 几何 学 的 
重视 程度 . 由 于 他 们 的 努力 ,几何 学 已 有 显著 的 发 
展 ,他 们 已 经 引入 了 术语 分 析 与 综合 ,最 早 论 证 了 归 
纳 法 和 反 证 法 ,这 些 方法 在 数学 的 研究 中 已 有 广泛 
的 应 用 . 同时 由 已 知 结果 导出 新 结果 的 推导 方法 已 
明确 ,从 而 产生 了 由 铬 干 个 可 认为 完全 自明 的 命题 
能 推出 一 切 的 思想 . 根据 这 个 思想 对 几何 概念 中 的 
公理 已 有 前述 .例如 ,柏拉图 已 定义 点 是 “直线 的 开 
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(Euclid) 的 许多 定义 和 公理 都 应 归功 于 柏拉图 学 
派 . 亚 里 士 多 德 说 :柏拉图 最 先 引 入 了 公理 “等 量 减 
等 量 其 差 相 等 ”. 欧 几 里 得 的 4 原本) 一 书 , 实 际 上 是 
把 柏拉图 学 派 的 几何 理论 更 系统 化 完整 化 了 . ER 
本 ) 中 欧 氏 把 可 认为 是 完全 自明 的 命题 中 那些 为 几 
何 学 所 特有 的 命题 称 为 公设 ,把 数学 中 更 一 般 的 可 
认为 自明 的 命题 称 为 公理 ,后 来 人 们 将 欧 氏 的 公设 
和 公理 统称 为 公理 . 

公理 系统 (axiomatic system) 形式 逻辑 术语 . 
即 从 公理 出 发 根据 演绎 法 导出 定理 而 形成 的 演绎 体 
R. 在 一 个 理论 发 展 的 高 级 阶段 ,人 们 总 要 选择 一 些 
不 定义 的 概念 和 不 加 证 明 的 命题 作为 建立 一 个 系统 
学 科 的 出 发 点 . 这 些 不 定义 的 概念 称 为 初始 (原始 ) 概 
念 ;由 初始 概念 定义 出 的 概念 称 为 导出 概念 . 不 加 证 
明 的 命题 称 为 初始 命题 或 公理 ;从 公理 推演 出 的 命题 
称 为 定理 . 从 初始 概念 和 公理 出 发 来 定义 其 他 一 切 概 
念 以 及 演绎 推导 出 其 他 一 切 定理 的 方法 称 为 公理 化 
方法 (简称 公理 方法 或 公理 法 ). 根据 公理 法 ,由 初始 
概念 .公理 .定义 ,推理 规则 、 定 理 等 所 构成 的 演绎 系 


” 统 , 称 为 公理 系统 . 对 经 验 知识 进行 整理 ,总 结 而 建立 


起 来 的 公理 系统 称 为 实质 公理 系统 . 这 种 公理 系统 的 
公理 一 般 具 有 自明 性 . 早期 的 公理 系统 属于 这 一 类 ， 
如 欧 几 里 得 几何 和 牛顿 力学 等 . 与 实质 公理 系统 不 
同 ,形式 公理 系统 不 预先 给 定 任何 论 域 . 初始 概念 在 
引入 公理 之 前 是 不 加 定义 的 , 它 在 公理 中 引进 . 公理 
可 以 看 成 是 初始 概念 的 定义 ,对 初始 概念 可 通过 不 同 
的 模型 给 予 不 同 的 解释 ,一 个 形式 公理 系统 可 以 有 许 
多 不 同 的 模型 . 布尔 代数 、 群 论 以 及 希 尔 伯 特 
(Hilbert , D. ) 的 几何 基础 都 是 形式 公理 系统 . 在 形式 
公理 系统 中 ,人 们 把 初始 概念 和 公理 看 成 是 没有 具体 
内 容 的 ,而 且 把 公理 作为 一 个 理论 的 前 提 假 设 , 这 些 
假设 与 真实 性 无 涉 , 即 不 要 求 公理 必须 具有 自明 性 . 
对 公理 系统 一 般 要 求 满 足 ; 相 容 性 、 独 立 性 和 完备 性 . 
形式 公理 系统 是 公理 方法 近代 发 展 的 结果 . 

导出 概念 (derived concept)” 见 “公理 系统 ”. 

初始 命题 (initial proposition) 见 “ 公 理 系 
统 ”. 

实质 公理 系统 (material axiomatic system) 
见 “ 公 理 系 统 ”. 

公理 化 方法 (axiomatic method) ” 见 “ 公 理 系 
统 ” 及 本 卷 《高 等 几何 ) 同 名 条 . 

相 容 性 (consistency) 尔 称 公理 系统 的 一 致 性 
或 无 矛盾 性 或 协调 性 . 公理 系统 必须 具备 的 一 种 性 
质 .公理 系统 只 是 理论 的 假设 ,公理 的 选取 法 具有 相 
对 的 任意 性 ,为 使 该 理论 有 意义 ,至 少 要 求 公理 系统 
ANS 8. 相 容 性 指 的 是 :对 于 公理 系统 中 的 任 一 命 
kB A A 和 非 4 至 少 有 一 个 不 是 该 系统 的 定理 . 


th 3 {E (independence) ” 亦 称 公理 系统 的 独立 
E. 公理 系统 一 般 要 求 具 备 的 一 种 性 质 .在 含 且 仅 含 
A,4;,45,* sAn 条 公理 的 系统 中 ,所 谓 公 理 4 对 公 
理 Ay Azs *** 4 A, fe ThA. ATR 1A.A, 2°, A, 是 
相 容 的 .所谓 公理 系统 是 独立 的 , 系 指 公理 中 任 一 条 
公理 与 其 他 的 公理 相互 独立 .不 独立 的 公理 系统 含 
有 多 余 公理 ,可 从 其 中 删除 多 余 的 公理 来 简化 使 它 
成 为 独立 的 系统 . 

完备 性 (completeness) ” 亦 称 公理 系统 的 完备 
性 或 完全 性 . 公理 系统 希望 能 具有 的 一 种 性 质 , 即 把 
该 公理 系统 所 不 能 推出 的 命题 加 入 作为 新 公理 , 则 
新 公理 系统 是 不 相 容 的 . 完备 性 还 有 另 一 种 意义 : 称 
为 语义 完备 性 , 即 该 公理 系统 能 够 把 系统 中 所 有 恒 
真 命题 全 部 推出 , 亦 即 所 有 恒 真 命题 都 是 定理 . 

公设 (postulate) 通常 认为 即 是 公理 . BH 
辑 术 语 . 在 欧 几 里 得 (Euclid ) 的 《原本 》 中 列 出 5 条 
公理 和 5 条 公设 (参见 本 卷 《 平 面 几何 ) 中 的 “ 原 
本 ”). 按 当时 的 理解 ,公设 仅 用 于 讨论 几何 问题 ,而 
公理 对 数学 的 各 个 领域 都 适用 . 在 近代 的 公理 方法 
中 ,对 公理 与 公设 已 不 加 区 别 , 均 称 公理 . 

WEAR (proof) 形式 逻辑 术语 . 它 是 根据 一 些 已 
确立 的 判断 来 确定 某 一 判断 成 立 的 思维 过 程 , 亦 即 
推理 的 全 过 程 .证 明 由 论题 .论据 和 证 明 方 式 组 成 . 
论题 就 是 需要 确立 的 判断 . 它 包括 条 件 与 结论 两 部 
分 . 论据 是 在 确立 论题 过 程 中 用 来 作为 根据 的 那些 
| Br. 证 明 方 式 是 指 论题 与 论据 之 间 的 逻辑 结构 , 即 
在 证 明 过 程 中 所 运用 的 各 种 推理 形式 的 全 体 . 在 一 
个 公理 系统 中 ,经 过 证 明 的 逻辑 公式 称 为 该 系统 中 
的 定理 . 从 语义 上 说 公理 与 定理 统称 该 系统 中 的 普 
遍 有 效 式 . 在 各 门 科 学 体系 中 , 除 少 数 公 理 无 需 证 明 
外 ,其 他 表达 规律 性 知识 的 命题 都 需要 证 明 . 所 以 ， 
证 明 是 间接 认识 的 重要 工具 ,是 建立 科学 理论 和 科 
学 体系 的 必要 条 件 . 

普遍 有 效 式 (universally valid formula) 简称 
普 效 式 , 见 “证 明 ”. 

论题 (proposition of argument) 论证 三 要 素 
之 一 . 指 论证 中 需要 加 以 确立 的 判断 . 它 是 论证 过 程 
的 主题 , 它 表明 论证 什么 . 

论据 (grounds of argument) 论证 三 要 素 之 
一 . 指 论证 过 程 中 用 来 确立 论题 的 推理 依据 , 即 论 题 
赖 以 成 立 的 根 由 . 在 论证 中 , 它 表示 用 什么 ,根据 什 
么 判断 对 论题 加 以 论证 . 

证 明 形式 (argument form) ” 亦 称 论证 形式 . ie 
证 三 要 素 之 一 . 指 把 论证 中 的 论题 和 论据 联系 起 来 
的 形式 , 即 论证 中 采用 的 推理 形式 .在 论证 过 程 中 必 
须 有 一 个 从 论据 到 论题 的 推演 过 程 . 这 个 过 程 是 通 
过 一 系列 推理 形式 实现 的 ,因此 ,证 明 形 式 是 论证 过 


程 中 推理 形式 的 总 和 ， 

论证 形式 (argument form) 即 “ 证 明 形 式 ”. 

证 阴 规 则 (rules of argument) 正确 证 明 必 人 须 
遵守 的 逻辑 规则 . 传统 逻辑 证 明 时 应 遵守 如 下 规则 : 

1. 论题 必须 明确 . 

2. 论题 必须 始终 同一 . 违反 这 条 规则 就 会 犯 偷 
换 论题 的 逻辑 错误 ， 

3. 论据 必须 真实 .违反 这 条 规则 就 会 犯 论 据 虚 
假 的 逻辑 错误 . 

4. 论据 的 真实 性 不 应 依赖 论题 来 证 明 . 违反 这 
条 规则 时 ,论据 直接 依赖 论题 的 错误 称 为 窃取 论题 ; 
论据 间接 依赖 论题 的 错误 称 为 循环 论证 . 

5. 论据 必须 能 正确 地 推出 论题 .违反 这 条 规则 
就 会 犯 推 不 出 的 逻辑 错误 . 

演绎 证 法 (deductive proof) 一 种 证 明 方 法 . 
指 用 演绎 推理 证 明 论 题 的 方法 . 例如 ,对 顶 角 相等 的 


HE BH : 
SI +Z3=180", 3 
L2+ 73-180, IRI 
JAZ 3=27 2+ 2 3; 


ie AIS 
其 实 这 个 证 明 是 由 一 系列 演绎 推理 组 成 的 : 
1. 第 一 个 推理 是 
Zl 与 人 3 之 和 为 一 平角 ,所 以 
Z1+Z3=180°. 
2. 第 二 个 推理 是 
了 2 523 之 和 为 一 平角 ;所 以 
Z2t+Z3=180°. 
3. 第 三 个 推理 是 
所 有 平角 均 相等 ,所 以 人 1 十 人 3 二 人 2 十 人 3. 
4. 第 四 个 推理 是 
等 量 减 等 量 其 差 相 等 ， 
21+ 23=2424+ 273 的 两 边 各 减 去 一 3， 
所 以 人 1= 22. 

在 证 明 表 述 中 ,不 必 把 这 一 系列 推理 一 一 写 出 ， 
常常 把 其 中 的 大 前 提 上 略 去 ,其 至 连 小 前 提 也 上 略 去 , 简 
化 成 上 述 表达 式 . 

偷 换 论题 (clandestine change of argumentative 
issue) ”违反 论证 规则 的 一 种 逻辑 错误 . 在 论证 中 ， 
把 原来 需要 论证 的 那个 论题 有 意 或 无 意 地 换 成 另 一 
个 论题 ,就 是 偷 换 论题 . 根据 同一 律 要 求 ,在 同一 论 
证 过 程 中 ,论题 必须 始终 保持 同一 ,前 后 一 贯 . 如果 
变换 了 论题 ,本 来 应 该 证 明 的 论题 就 得 不 到 证 明 . 例 
如 ,对 “人 类 是 由 猿 猴 进化 而 来 的 ?这 一 论题 , 曾 有 人 
提出 质问 :有 哪 一 个 人 不 是 父母 所 生 ,而 是 猴子 变 成 
的 ? 又 有 了 哪 一 只 猴子 变 成 了 人 ? 显然 提出 这 个 质问 
只 能 证 明 某 一 个 人 不 是 猴子 变 成 的 ,而 不 能 证 明 人 
类 不 是 由 猿 猴 进化 而 来 的 . 这 就 犯 了 偷 换 论题 的 逻 
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辑 错误 . 有 意识 地 偷 换 论题 , 称 为 诡辩 . 
| 窃取 论题 (stealing the question) 论证 中 的 一 
种 逻辑 错误 , 指 论证 中 所 用 的 论据 ,其 成 立 与 否 直接 
依赖 于 论题 的 是 否 成 立 , 即 用 论题 来 论证 论据 ,而 不 
是 用 论据 来 论证 论题 . 例如 ,用 论据 “部 分 小 于 包含 
它 的 整体 ”来 论证 论题 “整体 大 于 构成 它 的 部 分 ” 这 

预期 理由 (expected reason) 论证 中 的 一 种 逻 
辑 错误 , 指 用 尚未 确立 的 判断 充当 论据 来 论证 论题 
的 逻辑 错误 . 例如 ,在 论证 为 什么 几 千 年 前 就 能 建筑 
埃及 的 金字 塔 时 ,有 人 提出 :是 外 星人 飞 到 地 球 上 来 
帮助 建筑 的 . 这 个 论证 就 犯 了 预期 理由 的 错误 . 因为 
其 中 的 论据 “是 外 星人 飞 到 地 球 上 来 帮助 人 类 建筑 
了 埃及 的 金字 塔 ? 这 个 判断 本 身 是 否 成 立 并 未 确定 . 

不 合乎 逻辑 (illogic) 一 般 指 在 论证 过 程 中 ， 
违反 形式 逻辑 的 规律 与 规则 的 不 正确 的 思维 . 人 们 
常 把 思维 前 后 不 连贯 .缺乏 依据 .模棱两可 , 目 相 秘 
盾 等 称 为 不 合乎 逻辑 ， 

循环 论证 (circular argument) 论证 中 的 一 种 
逻辑 错误 , 指 在 论证 过 程 中 ,违反 论证 规则 ,把 论题 
作为 论据 去 证 明 论 据 的 一 种 逻辑 错误 . 一 个 正确 的 
论证 ,论题 的 成 立 是 由 论据 推出 来 的 ,而 论据 本 身 应 
当 是 公理 或 经 过 证 明 的 定理 ;论据 本 身 决 不 能 依靠 
论题 来 证 明 ,因为 论题 的 成 立 与 否 尚 待 证 明 ,要 靠 论 
据 来 论证 . 如 果 论 据 反 而 需要 靠 论题 来 论证 ,这 就 犯 
了 循环 论证 的 逻辑 错误 .例如 ,有 人 企图 证 明 欧 几 里 
得 几何 中 的 平行 公设 ,所 用 的 论据 是 关于 三 角形 内 
角 和 的 定理 ,而 这 类 定理 都 是 平行 公设 加 上 其 他 平 
面 几何 公理 推导 出 来 的 . 这 就 是 循环 论证 . 

分 析 法 (analytic method) 证 明 方法 之 一 . Bl 
从 待 证 的 论题 出 发 ,寻求 其 成 立 的 充分 条 件 ,再 找 这 
一 条 件 成 立 的 充分 条 件 ,一 直 找 下 去 ,直到 所 找 的 为 
已 知 条 件 或 已 知 普遍 有 效 命题 为 止 . 例如 ,“,2 是 不 
相等 的 正 数 , 则 a? tHo >a bta. 

证 明 ( 分 析 法 ) :要 证 a? H Da bta 成 立 ， 

只 需 证 (4 十 6) Ca? —ab4- 5) >ablatb) MY. 

a 二 b>0， 
只 需 证 a?^—ab4-0 77ab 成 立 ， 

Hm uba —2ab4d-0 750 成 立 ， 

FLU uECa —50770 成 立 ， 

由 于 ab, RUA Ca —00* 220 显然 成 立 , 由 此 命 
题 得 证 ， 

综合 法 (synthetic method) 证 明 方 法 之 一 . Bl 
从 命题 的 条 件 出 发 ,经 过 逐步 推理 ,最 后 推 得 结论 的 
证 明 方 法 .例如 ,a,b 是 不 相等 的 正 数 , 则 a^ 3-07 
abtab’. 

证 明 ( 综 合法 ): 

azb, 
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(a—b) 70. 
(a? — 2ab+6*)>0, 
a! —ab4- 5^7» ab. 
ad-b570, 
0 (atb)(a®—ab+b’)>ablat+bd), 
BD a? d- D >a’*b+ab’. 
直接 证 朋 (direct proof) 证 明 方 法 之 一 . BD 5j 
间接 证 明 相 对 应 . 指 直 接 从 论据 推出 论题 而 确立 论 
题 的 证 明 方 法 . 
间接 证 朋 (indirect proof) 证 明 方 法 之 一 . 即 
与 直接 证 明 相 对 应 , 它 包 括 反 证 法 BK ee SE 
法 等 . 反 证 法 是 指 通 过 论证 否定 该 论题 会 导致 巴 盾 ， 
从 而 确定 论题 为 真 . 运用 间接 证 明 的 反 证 方法 ,一般 
是 先 选择 一 个 与 原 论题 相反 的 论题 ,论证 反 论 题 成 
立会 导出 矛盾 . 然后 根据 排 中 律 , 由 于 论题 与 反 论题 
是 两 个 互相 否定 的 判断 ,必须 有 一 个 成 立 . 既然 已 证 
明 反 论题 不 成 立 ,那么 论题 必然 成 立 . 例如 ,在 证 明 
V 2 是 一 个 无 理 数 时 ,人 们 先 假设 它 是 一 个 有 理 
数 ,那么 V2 =pla(p.g 为 互 素 的 正 整 数 ) ,两 边 平 
方 得 2= p'/q* BN p! —2q^. BrVA 2 能 整除 p. Be p= 
2m Gn RERO, [A ELI 14 * m^ —2q4 Bl q^ = 
2 * m. 所 以 2 能 整除 q. Xx FF 2 是 p fla 的 公 因 子 ， 
这 与 前 面 假设 p,g RRMA. 所 以 , V 2 不 是 有 
理 数 .那么 V 2 只 能 是 无 理 数 . 这 种 间接 证 明 实 际 
上 是 运用 了 选 言 推理 进行 论证 的 过 程 . 因 为 ,由 论题 
“P” 与 反 论 题 “ 非 已 ?组 成 一 个 不 相 容 的 选 言 判断 . 
又 由 否定 非 了 进而 肯定 了 PP. 归 诬 证 法 是 使 要 证 的 
论题 相 了 矛盾 的 命题 归于 座 误 ,从 而 论证 欲 证 论题 的 
正确 性 . 运用 这 种 方法 于 论证 时 , 先 设 定 一 个 与 要 证 
明 的 论题 相 矛 盾 的 命题 ,并 假定 它 成 立 ( 称 归 挛 假 
设 ). 然后 从 这 个 假设 的 命题 中 推出 予 盾 或 范 诬 的 结 
论 ,然后 根据 充分 条 件 假 言 推理 的 否定 式 , 推 翻 假定 
的 命题 . 最 后 根据 排 中 律 ,确立 要 论证 的 论题 . 
反 证 法 (proof by contradiction) — UJ, "jR] Hz WE 
BA”. 
IH iE Tk (reduction to absurdity) 
i". 
JF i2 (&i& (absurdity assumption) 
AA”. 
选 言 证 法 (disjunctive proof) 间接 证 法 之 一 . 
它 的 一 般 步 又 是 :为 了 证 明 论 题 4, 先 确定 一 个 已 知 
成 立 的 选 言 命题 “4 或 B 或 C 或 ……: ”这 选 言 命 题 
的 选 言 支 是 不 相 容 且 有 穷尽 的 . 其 后 ,逐一 证 明 除 A 
之 外 的 选 言 支 都 不 成 立 . 根据 选 言 推理 否定 肯定 式 ， 
A 得 到 证 明 . 选 言 证 法 的 形式 如 下 : 
论题 :4. 
论证 :4 或 B 或 C, 成 立 


见 “ 间 接 证 


见 “ 间 接 证 


jE B.3E C, 

所 以 A. 

穷 举 归 廖 法 (exhaustive reduction to absurdity) 
反 证 法 之 一 . 指 原 论题 的 结论 B 的 否定 B 不 止 一 种 
情况 , 须 把 B 的 各 种 可 能 情况 逐一 否定 的 证 法 . 全 
如 ,用 反 证 法 证 “在 人 A4BC H, ZA= B,N] BC= 
AC” 时 , 原 论题 结论 是 BC= 4C, 归 廖 假 设 BCH 
AC ,要 分 成 两 种 情况 :BC>>4C 与 BC< 4C , 穷 举 上 归 
廖 法 就 是 要 对 这 两 种 情况 逐一 加 以 否定 . 

同一 原理 (principle of identity) 亦 称 同一 法 
则 . 相对 同一 概念 而 显现 的 一 种 关系 . 一 个 命题 的 条 
件 和 结论 都 惟一 存在 ,它们 所 指 的 概念 是 同一 概念 
时 ,这 个 命题 与 其 逆 命 题 等 效 . 同一 原理 是 同一 法 的 
根据 ,根据 这 一 原理 ,对 于 符合 同一 原理 的 命题 ,就 
可 通过 证 明 其 逆 命 题 来 确定 原 命题 成 立 ， 

同一 法 则 daw of identity) — Bp" [8] — Jg B8 ". 

[5] — iX (method of identity) 根据 同一 原理 的 
证 明 方 法 . 即 对 于 符合 同一 原理 的 论题 ,通过 证 明 与 
原 论题 等 效 的 逆 命 题 来 间接 地 确立 原 论题 的 证 明 方 
法 .用 同一 法 证 明 时 ,一 般 分 下 面 儿 个 步骤 . 

1. 做 出 符合 原 论题 结论 的 命题 (或 图 式 ). 

2. 证 明 所 作 命 题 (或 图 式 ) 符 合 原 论题 的 条 件 . 

3. 根据 惟一 性 ,确定 所 作 命 题 ( 或 图 式 ) 就 是 原 
论题 (或 图 式 )， 

4. 由 于 所 作 命 题 ( 或 图 式 ) 具 有 原 论题 的 结论 的 
性 质 , 所 以 原 论题 的 结论 成 立 . 

定理 (theorem) 公理 体系 中 的 一 种 命题 . 即 根 
据 公 理 或 其 他 已 知 为 真 的 命题 ,经 过 逻辑 推理 而 证 
明 其 为 真 的 命题 . 例如 ,“ 三 角形 的 内 角 之 和 等 于 
180"” 为 平面 几何 中 一 个 定理 .一 般 并 不 是 把 所 有 经 
过 逻辑 推理 证 明 其 为 真 的 命题 都 称 为 定理 ,而 只 
把 其 中 一 些 基 本 的 ,常用 来 作为 论据 证 明 其 他 命题 
的 命题 作为 定理 . 容易 从 某 定 理 直 接 导出 的 正确 命 
题 ,通常 称 为 这 个 定理 的 推论 或 系 . 为 证 明 某 个 定理 
做 准备 的 定理 常 被 称 为 某 个 定理 的 预备 定理 或 辅助 
定理 或 引 理 . 

MM Æ HE (theorem of property) 一 种 命题 . 
指 用 来 说 明 一 个 概念 存在 的 必要 条 件 的 定理 . 例如 ， 
“平行 四 边 形 的 对 边 相 等 ”就 是 平行 四 边 形 的 一 个 性 
MEH. 它 揭示 平行 四 边 形 具有 对 边 相 等 这 一 性 质 . 

判定 定理 (decision theorem) 与 性 质 定理 相 
对 的 一 种 命题 . 指 用 来 说 明 一 个 概念 存在 的 充分 条 
件 的 定理 .例如 ,“ 对 边 相 等 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 ” 
就 是 判定 一 个 四 边 形 是 平行 四 边 形 的 判定 定理 . 

分 断 式 命题 (respectively assertive proposition) 
一 种 复合 命题 . 判定 某 类 数学 命题 真 假 时 使 用 的 一 
种 命题 形式 ,由 若干 个 命题 组 合 而 成 的 那个 命题 ,其 
中 这 乔 干 个 命题 的 条 件 和 结论 一 一 对 应 互 不 相 容 、 
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穷尽 各 种 可 能 . 如 果 一 个 分 断 式 命题 是 正确 的 , 则 它 
的 逆 命 题 也 是 正确 的 . 例如 ,在 人 4BC Pt, ABS AC 
—/ C28 7 B 就 是 一 个 分 断 式 命题 . 它 是 由 命题 : 

1. 在 人 4BC #,AB>ACS>/C>/B; 

2. 在 人 4BC #P,AB=ACS>/C=/B; 

3. ÆAABC FH,AB<X ACS /C< YB 
组 合 而 成 的 一 个 命题 . 

其 中 包含 了 两 线段 4B ,4C 之 间 所 有 可 能 的 三 
种 关系 和 两 角 和 B,C 之 间 相 应 的 三 种 关系 ,条 件 
与 结论 一 一 对 应 

AB > AC /C > ZB, 

AB = AC? /C = YB, 

AB < AC? YC < ZB. 
正确 的 分 断 式 命题 称 为 配套 定理 . 

配套 定理 (assort theorem) 见 “ 分 断 式 命题 ”. 

闭 系 统 (closed system) 一 类 特殊 的 支 命 题 系 
统 . 指 分 断 式 命题 的 构造 模式 .2 个 命题 :如果 A;, 则 
B,G=1,2,°%,n). 其 中 Ais Az. 4 包括 了 所 论 问 
题 一 切 可 能 性 ,没有 重复 ,没有 遗漏 ,Bi Boos, 
亦 然 ,就 说 这 个 命题 构成 一 个 闭 系统 , 也 说 这 nn 个 
命题 4A: 一 Bi(i 二 1,2,…,n) 组 成 一 个 分 断 式 命题 . 

Al 3& SEXE # (law of a closed system) JRE 
人 定律 . 数学 中 的 重要 定理 . 即 对 于 构成 一 个 闭 系统 
的 x 个 命题 :如 4; 成立 则 BiG=1,2,…,n) 成 立 , 则 
当 B; 成 立时 AG — 1,2, RT. 

豪 伯 定 律 (Hauber theorem) 即 “ 闭 系统 定律 ”. 

BWikCallacy) 形式 逻辑 术语 . 指 与 客观 现实 
不 相 一 致 的 认识 . 从 广义 上 说 , 指 不 符合 客观 实际 的 
一 切 言论 . 从 狭义 上 说 , 指 形 式 逻 辑 中 人 们 在 思维 活 
动 中 自觉 或 不 自觉 地 违反 思维 规律 或 思维 规则 而 发 
生 的 各 种 人 逻辑 错误 . VE TR RI oP NE AB ik SAE XX 
Bin Ae. 形式 雇 误 是 由 于 思维 形式 的 错误 (主要 是 
推理 形式 不 正确 ) 产 生 的 . 非 形式 雇 误 又 可 分 为 言辞 
Bik Ais ak MA KABR NAA SS). 

Yee (sophistry) 逻辑 错误 之 一 , 是 一 种 故意 
违反 逻辑 规律 和 规则 或 不 顾 事实 情况 ,为 错误 所 进 
行 的 似是而非 的 论证 . 施 辩 不 是 从 事物 的 全 面 联系 
中 客观 地 认识 事物 ,而 是 从 主观 需要 出 发 ,任意 挑选 
个 别 事物 作 例 证 ,割裂 事物 间 的 内 在 联系 ,或 以 事物 
表面 相似 为 根据 ,做 出 似是而非 的 论证 来 颠倒 黑白 ， 
混 消 是 非 . 诡辩 的 手法 很 多 ,常见 有 偷 换 论题 \ 偷 换 
概念 .捏造 论据 、 循 环 论证 、 强 词 夺 理 , 含 糊 其 辞 、 模 
校 两 可 、 机 械 类 比 、 以 偏 求 全 等 . 

{Fi (paradox) 形式 逻辑 术语 . 指 思维 矛盾 的 
一 种 特殊 形态 . 悖 论 一 词 有 多 种 定义 和 理解 : 

1. 广义 地 说 , 悖 论 是 指 一 切 与 人 们 的 直觉 与 日 
常 经 验 相 巴 盾 的 结论 ， 

2. 当前 流行 的 说 法 : 悖 论 是 一 种 逻辑 矛盾 的 命 
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题 . 如 果 承 认 它 成 立 就 能 推出 它 的 否定 也 成 立 ; 如 果 
承认 它 的 否定 成 立 就 能 推出 它 也 成 立 . 

3. 弗 伦 克 尔 (Fraenkel,A. A. ) 的 说 法 :如 果 某 一 
理论 的 公理 和 推理 原则 看 上 去 是 合理 的 ,但 在 这 个 理 
论 中 却 推 出 了 两 个 互相 矛盾 的 命题 ,或 者 证 明了 这 样 
一 个 复合 命题 , 它 表现 为 两 个 互相 矛盾 的 命题 的 合 取 
式 , 则 说 这 个 理论 包含 一 个 悖 论 . 

通常 把 悖 论 分 为 两 类 ;逻辑 -数学 那 论 和 语义 悖 
ie. 比较 著名 的 悖 论 有 : 

L PRC RE PRAE RFC HW EE A 
通俗 说 法 ). 

2. REFER Te i8. 

3. JB BERI + ABR ATF IC. 

4. thin tee. 这 是 一 个 古老 的 悖 论 . 为 了 简单 
起 见 , 人 们 讨论 所 谓 “ 强 化 了 的 说 谎 者 悖 论 ” 考虑 下 
面 括号 中 的 命题 的 真 假 : (本 语句 是 假 的 ). 假设 它 是 
真 的 , 则 要 承认 “本 语句 ”为 假 , 即 该 命题 为 假 . A 
该 命题 为 假 , 则 “本 语句 ”为 真 ,因此 ,该 命题 为 真 . 

其 他 重要 的 悖 论 尚 有 里 夏 尔 那 论 和 格雷 林 那 论 
等 . 对 于 悖 论 的 研究 ,目的 在 于 分 析 产 生 悖 论 的 根 
源 , 寻 求 克 服 悖 论 的 方法 \ 途 径 . 这 种 研究 对 逻辑 学 、 
数学 基础 .语言 学 和 哲学 都 有 重大 意义 .例如 ,语义 
学 .模型 论 .数理 逻辑 .公理 化 集合 论 , 以 及 近代 数学 
的 三 大 流派 的 形成 和 发 展 都 和 悖 论 问题 的 研究 密切 
相关 . 另外 哥 德 尔 (G6del,K. ) 的 不 完备 性 定理 的 重 
大 发 现 , 以 及 形式 系统 中 符 干 不 可 判定 语句 的 构造 ， 
也 从 悖 论 研 究 受 到 启发 . 因此 可 以 说 ,现代 人 逻辑 中 的 
许多 最 为 深刻 的 成 果 , 都 从 悖 论 的 分 析 中 产生 (参见 
本 卷 《 集 合 论 ) 中 的 “ 悖 论 ”“ 布 拉 利 。 福 尔 带 那 论 ”、 
“ESE ARES" A D RRE”. 

EU (refutation) ”形式 逻辑 术语 . 指 用 已 知 为 
真 的 判断 来 确定 一 判断 虚假 性 或 某 个 证 明 不 能 成 立 
的 思维 过 程 . 在 反 驶 中 被 确立 为 虚假 的 判断 称 为 被 
IU B YE RH. 用 来 确立 被 反驳 论题 虚假 的 真实 判断 
PAR RNC. 被 反 驳 的 论题 和 反 驶 的 论据 之 间 
的 逻辑 联系 , 即 在 反 驶 过 程 中 所 运用 的 各 种 推理 形 
式 称 为 反驳 的 方式 . 证 明 过 程 中 的 错误 不 外 平 论题 
虚假 .论据 虚假 ,或 论证 方式 不 合 逻 辑 . A, Fe 3E RT 
从 上 述 三 个 方面 中 任何 一 个 方面 和 人手, 也 可 以 同时 
从 两 个 方面 或 三 个 方面 人 手 进 行 反 驶 . 用 演绎 推理 
形式 进行 的 反 驶 称 为 演绎 反 驶 ;用 归纳 推理 形式 进 
行 的 反驳 称 为 归纳 反 驱 ;用 类 比 推理 形式 进行 的 反 
驶 称 为 类 比 反 驶 .通过 已 知 为 真 的 判断 直接 确定 为 
一 判断 的 虚假 性 的 反 驶 称 为 直接 反 驶 ;通过 论证 与 
被 反驳 判断 具有 矛盾 关系 或 反对 关系 的 判断 的 真实 
性 ,从 而 确定 被 反 驶 判断 虚假 的 反驳 称 为 间接 反 驱 . 

m RW (deductive refutation) W Jg Ux". 


ZE tb I I% (refutation by analogy) FW“ ira”. 
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归纳 反驳 (inductive refutation) JU“ Fz ux ". 

B fU direct refutation) —# R RAK. 
由 已 知 为 真实 的 命题 (判断 ) ,直接 确定 另 一 命题 ( 判 
断 ) 的 虚假 性 的 反驳 . 直接 反 驶 有 两 种 不 同 的 方法 : 

1. 事实 反驳 , 即 直 接 列 举 与 对 方 论题 或 论据 相 
矛盾 的 事实 来 论证 对 方 的 论题 或 论据 是 虚假 的 . 例 
如 ,对 “任何 数 的 平方 大 于 这 个 数 的 本 身 ”, 可 用 
i2] #2 
FA) 3 SE ORK IM. 

2. VBR, BIHER ae EA Cg Ré , 而 推出 
RSNA MIB BLUE XE Ra. ARR : 

1) 从 被 反 驶 命题 pR p Ei A HE he 
误 的 命题 9. 

2) 由 于 9 廖 误 ,那么 应 该 否定 9. 

3) 依 充分 条 件 假 言 推 理 否 定 后 件 到 否定 前 件 
的 有 效 式 , 推 演出 g 之 p 也 应 当 否 定 . 其 形式 是 

Pry 
Ig 


E 
FG SRA S SCC IECUR RA. 
如 作文 有 秘诀 , 则 就 有 许多 祖传 作家 ， 
不 存在 许多 祖传 作家 ， 
所 以 ,作文 没有 秘诀 . 
应 该 指出 , 归 廖 法 用 在 论证 中 是 间接 论证 方法 ,而 用 
FE Is SRP Wl e PE C. 
间接 反驳 (indirect refutation)  — fh x R Jy 
XX. 是 通过 论证 与 被 反驳 判断 (命题 ) 具 有 政 盾 关系 
或 反对 关系 的 判断 (命题 ) 的 真实 性 ,从 而 确定 被 反 
驶 判断 (命题 ) 虚 假 的 反 驶 方法 . 间接 反驳 的 步骤 是 : 
1. 确定 与 被 反 驶 的 命题 p 相 矛 盾 的 命题 p. 
2.j1&WE p 是 真实 的 . 
3. RAE 1(p 人 和 “1p) 是 水 真 式 , 则 可 确定 p 
为 假 . 
例如 ,可 用 “ 鲸 不 生活 在 陆地 上 RE ELT, 
以 确立 "并非 所 有 的 哺乳 动物 都 生活 在 陆地 上 ”来 反 
驭 “所 有 哺乳 动物 都 生活 在 陆地 上 ”的 命题 . 
反例 (counter example) 一 种 特殊 例证 . 是 用 
来 进行 反 驭 的 一 种 根据 . 满足 命题 A— B 中 的 条 件 
A ,但 不 满足 结论 B 的 某 个 实例 .反例 不 仅 用 来 揭示 
假 命 题 ,而 且 常 可 用 来 说 明 真 命题 的 使 用 范围 . 


RE A 卢 景 波 Bil eR WER KE 
KER KED BRERA HER 
# A PRR RE 应 制 夷 。 赵 序 明 
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布尔 代数 (Boolean algebra) ZR frag HAR. 
fg 4R (Boole ,G. ) 为 研究 思维 规律 (逻辑 学 ) 于 1847 
年 提出 的 数学 工具 , 布尔 代数 是 指 代 数 系 统 

a= Beta aD 

它 包 含 集合 B 连同 在 其 上 定义 的 两 个 二 元 运算 十 ， 
中 任意 元 素 abse A 

l.até=6+a, a*b-—b*a. 

2.a * (b+c)=a ° ba * ce, 

a+ (b • c)= (a+b) * (atc). 

3.at0=a, ae l=a. 

4.ac-a'—1l, a*4!'-0. 
布尔 代数 也 可 简 记 为 多 ==(B, 十 ,，,'). 在 不 致 泥 
消 的 情况 下 ,也 将 集合 B 称 作 布尔 代数 .布尔 代数 
Z8 的 集合 B 称 为 布尔 集 , 亦 称 布尔 代数 的 论 域 或 定 
义 域 , 它 是 代数 多 所 研究 对 象 的 全 体 . 一 般 要 求 布 
尔 集 至 少 有 两 个 不 同 的 元 素 0 和 1, 而 且 其 元 素 对 
三 种 运算 十 ,。， 都 封闭 ,因此 并 非 任何 集合 都 能 
成 为 布尔 集 . 在 有 限 集合 的 情形 ,布尔 集 的 元 素 个 数 
只 能 是 2 ,2 一 0,1,2,… 二 元 运算 十 称 为 布尔 加 法 ， 
布尔 和 ,布尔 并 ,布尔 析 取 等 ;二 元 运算 ， 称 为 布尔 
乘法 ,布尔 积 , 布 尔 交 ,布尔 合 取 等 ;一 元 运算 ”′ 称 为 
布尔 补 ,布尔 否定 ,布尔 代数 的 余 运 算 等 . 布尔 代数 
的 运算 符号 也 有 别 种 记 法 ,如 U,[ ,一 ;V， 人 ,站 
SF. 由 于 只 含 一 个 元 的 布尔 代数 实用 价值 不 大 ,通常 
假定 0251. K 0 为 布尔 代数 的 零 元 素 或 最 小 元 , 称 1 
为 布尔 代数 的 单位 元 素 或 最 大 元 . 布尔 代数 通常 用 
亨廷顿 公理 系统 来 定义 ,但 也 有 用 比 因 公理 系统 或 
具有 0 与 1 的 有 补 分 配 格 等 来 定义 的 . 

创立 布尔 代数 的 布尔 也 是 数理 逻辑 的 创始 人 之 
一 . 星 在 17 世纪 ,由 于 数学 方法 在 认识 自然 和 发 展 
技术 中 起 着 重要 的 作用 ,所 以 人 们 试图 将 数学 方法 
推广 到 其 他 领域 中 去 . 莱 布 尼 了 次 (Leibniz,G. W. ) 曾 
设想 创造 一 种 通用 语言 ,用 它 能 将 届 辑 学 中 的 一 切 
概念 表达 出 来 ,并 通过 对 符号 进行 处 理 得 出 结论 . 19 
世纪 初 , 由 于 代数 学 向 抽象 化 发 展 , 有 的 代数 学 家 把 
代数 学 看 做 一 种 关于 符号 及 其 组 合 规律 的 科学 . 布 
尔 由 于 受到 代数 学 发 展 的 局 发 和 影响 ,对 代数 符号 
的 理论 及 其 解释 进行 了 研究 . 布尔 的 目的 是 想 通过 
对 符号 表达 式 的 解释 来 研究 语言 及 思维 的 规律 性 ， 
用 代数 系统 的 概念 和 基本 性 质 构造 一 个 演绎 思维 演 
算 . 他 在 这 种 思想 指导 下 ,研究 了 逻辑 关系 与 某 些 数 
学 运算 间 的 联系 . 认为 逻辑 关系 与 某 些 数学 运算 其 
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为 相似 . 对 同一 代数 系统 作 不 同 的 解释 ,就 可 以 构成 
一 个 思维 的 演算 . 于 是 他 创造 了 一 套 符号 系统 来 表 
示 逻 辑 推理 中 的 基本 概念 ,并 且 找 到 了 对 这 些 符号 
作 运算 时 应 遵循 的 规则 ,创立 了 ”逻辑 代数 ”1847 
年 ,布尔 在 4 逻辑 的 数学 分 析 》 中 ,将 其 中 的 符号 对 应 
者 类 (外 延 ) 和 类 运算 ,等 式 对 应 着 判断 (或 命题 ) , 变 
换 对 应 着 推理 ,并 在 导言 中 指出 :符号 代数 的 有 效 性 
不 依赖 于 符号 的 解释 ,而 只 依赖 于 符号 的 组 合 规 律 . 
他 在 《思维 规律 的 考察 》(1854) 中 强调 :思维 运算 的 
规律 必须 独立 地 确定 是 否 成 立 , 它 们 之 间 的 任何 形 
式 的 相符 只 能 通过 比较 后 才能 建立 起 来 . 进而 布尔 
构成 了 一 个 抽象 的 代数 系统 . 对 于 这 个 代数 系统 ,在 
他 的 两 本 著作 中 给 出 了 四 种 解释 ,一 种 是 类 的 演算 ， 
两 种 是 命题 演算 ,还 有 一 种 是 概率 演算 . 在 此 基础 上 
形成 了 代数 学 中 称 为 “逻辑 代数 ”的 这 个 分 支 . 后 人 
也 称 它 为 布尔 代数 ,首先 这 样 称呼 的 是 希 菲 (Shef- 
fer, H. M. ). 以 后 由 施 罗 德 (Schroder, F. W. K. E.) 
Xt — AD A He . ft E I) GE BR ESL i FRUI 
一 个 演绎 系统 .因此 ,这 一 系统 又 称 为 布尔 - 施 罗 

德 代 数 ， 
© 4E Hi (Huntington, 下 .V. ) 首 先 研究 了 布尔 
代数 的 代数 结构 . 1921 年 ,波斯 特 (Post,E.L. ) uEBR 
了 命题 逻辑 的 完备 性 定理 :每 一 个 二 元 布尔 代数 上 
的 恒等式 可 以 由 布尔 代数 的 公理 导出 . 1936 年 ,斯 
通 (Stone，M. H. ) 证 明了 每 一 个 布尔 代数 同 构 于 一 
个 集合 代数 . 在 布尔 代数 中 硅 引 入 对 称 差 运算 , 则 布 
尔 代数 可 看 做 一 个 环 . 这 样 ,布尔 代数 的 理论 与 一 
种 特殊 类 型 的 环 理论 等 价 . 斯 通 对 偶 是 布尔 代数 理 
论 的 一 个 重要 部 分 , 它 使 布尔 代数 与 布尔 空间 ( 即 完 
全 不 连通 的 紧 莹 斯 多 夫 空 间 ) 之 间 建 立 起 等 价 关 系 . 
这 样 一 来 , 随 者 布尔 代数 与 拓扑 学 建立 了 联系 ,拓扑 
学 家 对 布尔 空间 日 益 感 兴趣 ,通过 测度 空间 和 巴 拿 
赫 空 间 中 的 投影 布尔 代数 ,布尔 代数 在 测度 论 和 泛 
PK 4 Pr rp ud d BE AY hy FA). 但 布尔 代数 的 主要 应 用 
仍 在 于 与 逻辑 有 关 的 那些 数学 分 文中 . 例如 ,在 开关 
代数 中 ,在 经 典 命题 演算 (有 时 在 谓词 演算 ) 中 以 及 
在 集合 论 中 . 最 新 的 应 用 基于 如 下 的 事实 :命题 和 谓 
词 逻 辑 的 语句 的 真 值 不 仅 能 在 二 值 布 尔 代 数 > 
— (0,1) = UB RO F 25 h Tf EL BS TE FE E H Ha ZR f 
数 中 给 出 .布尔 值 模型 概念 的 首次 提出 是 在 1950 
年 , 当时 拉 谢 娃 (Rasiowa,H. ) 和 西 科 尔 斯 基 CSiko- 
rski,R. ) 发 现 了 一 个 关于 命题 和 谓词 逻辑 完全 性 的 
特别 简明 的 证 明 .但 是 ,最 重要 的 突破 却 是 在 1967 
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年 ,由 斯 科 特 (Scott,W.R. 2. 2x i& ^B (Solovay, R. 
M. ) Al IX Z F CVopenka) 发现 的 ,科恩 (Cohen P. 
J. ) 在 证 明 集 合 论 公理 系统 的 独立 性 时 生成 模型 的 
构造 可 以 被 想象 成 布尔 值 模型 的 实例 . 这 样 ,完备 的 
布尔 代数 不 仅 能 对 集合 论 模型 的 理解 做 出 贡献 ,而 
且 反 过 来 科恩 方法 的 布尔 值 陈 述 已 经 通过 元 数学 的 
方法 被 用 来 证 明 布 尔 代 数 中 的 定理 . 

近 几 十 年 来 ,布尔 代数 得 到 了 迅速 的 发 展 .不仅 
在 数理 逻辑 .集合 论 dn dh SE LU EYE VE PB A T NE 
率 论 等 纯 数 学 分 支 的 理论 研究 中 得 到 应 用 ,而 且 在 
自动 化 技术 .计算 机 的 逻辑 设计 中 也 得 到 了 广泛 的 
应 用 . 


布尔 代数 的 基本 概念 


布尔 集 (Boolean set) WM“ RIRA”. 

布尔 代数 的 论 域 (discussion domain of a Bool- 
ean algebra)” 见 “布尔 代数 ”. 

逻辑 代数 (logical algebra)” 即 “布尔 代数 ”. 但 
在 有 的 著作 中 ,逻辑 代数 专 指 命题 代数 (参见 “命题 
代数 ”). 

享 迁 顿 公理 系统 (Huntington axiomatic sys- 
tem) 通常 用 来 定义 布尔 代数 (B, 十 ， ° » 50: 1» BJ 
一 种 公理 系统 ,由 京 廷 顿 (Huntington，E. V. ) 于 
1904 年 提出 (参见 “布尔 代数 ”). 值得 指出 的 是 ,这 
个 公理 系统 中 每 一 条 都 有 两 个 式 子 ,它们 互 为 对 偶 ， 
因此 通常 把 这 些 条 件 称 为 自 对 侦 的 公理 系统 ;然而 
这 个 公理 系统 却 不 是 独立 的 . 知 将 布尔 代数 的 性 质 
3 中 4 十 0==a 或 a* lsa 去 掉 , 则 由 其 余 的 公理 组 
成 的 系统 才 是 独立 的 . 

比 因 代 数 (Byrne algebra) 布尔 代数 的 一 种 变 
形 , 是 由 比 恩 (Byrne) 提 出 的 一 个 公理 系统 (B， 
。， ,0), 其 中 BB ERR,’ EB 上 一 个 二 元 运算 ， 
是 下 二 的 二 个 二 元 运算 ,0 BPR. 

比 恩 代数 满足 下 列 公 理 . 

1. S Efi] x, y€ BH mr * ysy» rz. 

2. 对 任何 x. yz EB, A 

xe Cy 2) Ces y) ee, 

Q.D * r—m. 

4. x * y — 0m * y=. 

Des D. 

这 个 公理 系统 与 布尔 代数 48, 十 ,，，,0,1) 存 
在 一 一 对 应 关系 ,这 只 要 在 比 恩 公理 系统 中 定义 :1 
为 0',z 十 y AG * y Ysy 当 x。 y= 二 x, 即 可 证 
HH .对 任意 一 个 布尔 代数 (B, 十 ,，,， ,0,1) ,代数 系 
统 (B,。, ,0) 是 比 恩 代数 ; 反 过 来 ,对 任 一 个 比 恩 代 
数 (B,。，,',0), 代 数 系 统 (B, 十 ,，,',0,1) 是 一 个 
布尔 代数 . | 
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纽曼 代数 (Newman algebra) 一 种 推广 的 布 
尔 代数 . 它 放弃 了 交换 性 与 结合 性 的 公理 . 在 纽曼 代 
数 中 ,有 一 个 关于 两 个 运算 十 与 .封闭 的 集 N. 

纽曼 代数 具有 下 列 性 质 . 

1. 对 任何 a,6,cEN, 有 

ae (be)= (a * Dd (a * c, 
(4 十 0)。c 一 (ac。c) 十 (D。c). 
2. 存在 一 个 元 素 1€ N ,使 对 一 切 a € N JH 
a*l-a. 
3. 存在 一 个 元 素 0€ N ,使 得 对 一 切 a€ N JH 
a 十 0 二 a 二 0 十 a. 

4. 对 每 个 a€ N, 至 少 有 一 个 补 w EN 与 之 对 
应 ,使 得 ae a’ =0,ata'’=1. 

如 果 在 纽曼 代数 中 定义 2==1 十 1, 且 称 2 的 左 
倍数 a，2 为 偶 元 素 , 那 么 可 以 证 明 ;《B, 十 ,。，,',0， 
2) 构 成 一 个 布尔 代数 ,其 中 B 为 全 体 偶 元 素 .纽曼 
代数 是 纽曼 (Newman,M. H. A.) F 1941 年 提出 
的 . 

退化 布尔 代数 (degenerate Boolean algebra) 
亦 称 平凡 布尔 代数 , 指 仅 含 一 个 元 素 的 布尔 代数 .其 
特点 是 : 

1. 退化 布尔 代数 的 最 大 元 与 最 小 元 重合 , 即 其 
惟一 的 元 素 . 

2. 退化 布尔 代数 满足 布尔 代数 的 运算 律 . 

3. 退化 布尔 代数 的 哈 塞 图 就 是 一 个 点 . 

4. 退化 布尔 代数 实用 价值 不 大 . 一 般 要 求 布尔 
代数 至 少 含 有 0 与 1 这 两 个 不 同 的 元 素 . 这 时 称 其 
为 非 退化 布尔 代数 ， 

平凡 布尔 代数 (trivial Boolean algebra) Hp 
“退化 布尔 代数 ”. 

非 退 化 布尔 代数 (non-degenerate Boolean al- 
见 “ 退 化 布尔 代数 ”. 

布尔 运算 (Boolean operation) 一 类 特殊 运 
TE. 指 布尔 代数 多 ==(B, 十 ,。，,',0,1) 中 的 两 个 二 
元 运算 :布尔 加 法 十 和 布尔 乘法 ，, 以 及 一 个 一 元 运 
算 :布尔 补 “. 

布尔 加 法 (Boolean addition) ” 亦 称 布尔 并 ( 记 
Ay Uo sk fa ZR Pr EC GN V ) 或 布尔 和 . 指 布尔 代数 
B= (By+s5* 5',0,1) Pid 
为 十 的 二 元 运算 . 对 任意 给 -二 | 4 
定 的 两 个 元 素 4,5EB, 经 加 “| 
法 运算 后 得 到 一 个 确定 的 元 
素 cEB, 记 为 c= 二 a 十 byc 称 
JJ a.b 的 布尔 和 .布尔 加 法 1 
的 性 质 参见 “布尔 代数 的 运 
BE”. 在 元 素 不 多 的 情形 下 , 常 可 用 列表 法 确定 布 
RE. BAAS AME 4 个 元 素 的 布尔 代数 的 加 


gebra ) 
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法 表 , 表 中 最 左 一 列表 示 加 法 的 第 一 个 元 素 , 最 上 一 
行 表 示 加 法 的 第 二 个 元 素 ,各 对 应 行列 交叉 处 记 的 
是 两 者 的 布尔 和 . 特别 ,对 二 元 布尔 代数 ,其 布尔 加 
法 当 且 仅 当 两 个 元 素 a,b6EB 都 是 0 时 ,a 十 b 才 是 
0, 否 则 a 十 6 是 1( 参 见 “ 二 元 布尔 代数 ”). 
布尔 并 (Boolean join) ” 即 “ 布 尔 加 法 ””. 
布尔 和 (Boolean sum) 有 即 “ 布 尔 加 法 ”. 
布尔 析 取 (Boolean disjunction) 即 “ 布 尔 加 
法 ”. 
布尔 乘法 (Boolean multiplication) 亦 称 布尔 
A Ga 3 OO BARA RGA AO sp ZR FR. 指 布尔 
代数 B= (了 ,十 ,。，， ,0,1) 中 记 为 。 的 二 元 运算 ， 
对 任意 给 定 的 两 个 元 素 a DCB ARE ISB RBA 
一 个 确定 的 元 素 4€EB, 记 为 4 二 a*，b,d RH a,b 的 
布尔 积 . 布尔 乘法 的 性 质 参 
见 “ 布 尔 代 数 的 运算 律 ”. 在 
元 素 不 多 的 情形 下 ,和 常 可 用 
列表 法 确定 布尔 乘法 . 右面 
ES AMA 4 个 元 素 的 布尔 
代数 的 乘法 表 , 表 中 最 左 一 
列表 示 乘 法 的 第 一 个 元 素 ， 
最 上 一 行 表示 乘法 的 第 二 个 元 素 , 各 对 应 行列 交叉 
处 记 的 是 两 者 的 布尔 积 . 特别 ,对 二 元 布尔 代数 ,其 
布尔 乘法 当 且 仅 当 两 个 元 素 a,oE 都 是 1 时 ,a*6。 
才 是 1 ,否则 az .2 是 0( 参 见 “ 二 元 布尔 代数 ”). 
布尔 交 (Boolean meet) ” 即 “ 布 尔 乘 法 ”. 


a 
0 


布尔 积 (Boolean product) 即 “ 布 尔 乘 法 ” 

布尔 合 取 (Boolean conjunction) 即 “ 布 尔 乘 
ae 

45 7K #h (Boolean complement) 亦 称 布尔 否定 


( 记 为 一 ) 或 布尔 余 运 算 ( 记 为 一 ). 指 布尔 代数 B= 
(B+. ,0,1) 中 记 为 /的 一 元 运算 . 对 任意 给 定 
的 一 个 元 素 a€B, 经 补 运算 后 得 到 一 个 确定 的 元 素 
bE B,b 称 为 a 的 布尔 补 , 记 为 a', 即 6 二 a'. 布尔 补 


i E TEN ada —1,a*a'—0. 在 元 素 
不 多 的 情形 下 , 常 可 用 列 出 补 运算 表 来 rs 
确定 补 运算 . 如 含 且 仅 含 四 个 元 素 的 布 : 
尔 代数 的 补 运算 表 就 可 列 成 右 表 . 特 “ 

别 ,对 二 元 布尔 代数 ,其 布尔 补 运算 是 : 
1 的 补 为 0,0 的 补 为 1( 参 见 “二 元 布尔 1 


代数 ”). 

布尔 否定 (Boolean negation) fl “APPR Fh”. 

布尔 代数 的 余 运算 (complementary operation 
of Boolean algebras) ” 即 “ 布 尔 补 ”. 

布尔 代数 的 零 元 素 (zero element of a Boolean 
algebra) ”简称 零 元 , 亦 称 最 小 元 . 布尔 代数 B 中 两 
个 特殊 元 素 之 一 , 记 为 0. 它 在 布尔 加 法 和 布尔 乘法 
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中 具有 普通 的 数 零 在 数 的 加 法 和 乘法 中 所 具有 的 性 
质 , 即 对 任意 元 素 aC BV BA O+a=—at+0=a;0°a 
—a * 0— 0. 任何 布尔 代数 都 只 有 一 个 零 元 素 . 
零 元 (zero element) 布尔 代数 的 零 元 素 的 简 
称 . 
布尔 代数 的 最 小 元 (minimal element of a Boo- 
lean algebra) 即 “ 布 尔 代 数 的 零 元 素 ”. 
布尔 代数 的 单位 元 素 (unity element of a Boo- 
lean algebra) 简称 么 元 , 亦 称 最 大 元 . 布尔 代数 B 
中 两 个 特殊 元 素 之 一 , 记 为 1. 它 对 布尔 乘法 具有 普 
通 数 1 的 性 质 , 即 对 任意 元 素 5€ B. BA 1 be 
1=6 任何 布尔 代数 都 只 有 一 个 单位 元 素 . 
么 元 (identity element) 布尔 代数 的 单位 元 素 
的 简称 . 
布尔 代数 的 最 大 元 (maximal element of a Boo- 
lean algebra) ” 即 “ 布 尔 代数 的 单位 元 素 ”. 
布尔 代数 的 运算 律 (operational rule of Boo- 
lean algebra) 布尔 代数 的 基本 运算 法 则 .布尔 代 
数 (B, 十 ,。,',0,1) 有 如 下 运算 律 ,对 B 中 任意 元 
E3 asb A: 
1. 结合 律 : Catb+tc=atbte) ， 
(a*b)*c—a*(b*c). 
2. 交换 律 :a 十 6 二 5 十 a, a* b—b*a. 
3. PELE :a * (b- Fe — (a * Dd (a* eo, 
a (5b * c) - Cad-5) * (atc). 
4. RIIE ata * b=a, a * (atbh)=a. 
5. ee SE :ata=a,a*a=a. 
. 德 。 摩 根 律 ( 反 演 律 ): (a 十 6)’ 二 a'，b'， 
(a * b) =a t. 
. 对 合 律 (双重 否定 律 ); Ca 2' =a. 
8. 互补 律 :a 十 a' 王 1，c，a' 一 0. 
9, B—f# CA 76 £80 sa t0=a, a * 12a. 
10. 团 元 律 ( 极 元 律 ):a 十 1 二 1, a * 0—0. 
布尔 代数 中 的 结合 律 (associative law in Boo- 
lean algebra)” 见 “布尔 代数 的 运算 律 ”. 
布尔 代数 中 的 交换 律 (commutative law in Boo- 
lean algebra)” 见 “布尔 代数 的 运算 律 ”. 
布尔 代数 中 的 分 配 律 (distributive law in Boo- 
lean algebra)” 见 “布尔 代数 的 运算 律 ”. 
布尔 代数 中 的 吸收 律 (absorptive law in Boo- 
lean algebra) 见 “ 布 尔 代 数 的 运算 律 ” 
Tp REA rh B RE SE (E (idempotent law in Boo- 
lean algebra) 见 “ 布 尔 代 数 的 运算 律 ” 
布尔 代数 中 的 对 合 律 Gnvolution law in Boo- 
lean algebra)” 见 “布尔 代数 的 运算 律 ”. 
布尔 代数 中 的 双重 否定 律 (law of double nega- 
tion in Boolean algebra) ” 见 “ 布 尔 代数 的 运算 律 ”. 
布尔 代数 中 的 互补 律 (complementary law in 
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Boolean algebra)” 见 “布尔 代数 的 运算 律 ”. 

布尔 代数 中 的 零 一 律 (zero-one laws of Boo- 
lean algebra)” 见 “布尔 代数 的 运算 律 ”. 

布尔 代数 中 的 勾 元 律 (laws of identical ele- 
ment of Boolean algebra) 见 “ 布 尔 代 数 的 运算 
fu". 

4p RA XE HR B ESL 76 (8 Claw of dominant element 
in Boolean algebra) 见 “ 布 尔 代 数 的 运算 律 ” 

布尔 代数 中 的 极 元 律 (laws of dominant ele- 
ments in Boolean algebra)” 见 “布尔 代数 的 运算 
律 ”. 

布尔 代数 中 的 德 . 摩根 律 (De Morgan laws in 
Boolean algebra) 亦 称 布尔 代数 中 的 反 演 律 . 它 是 
德 。 摩根 (De Morgan, A. ) 发 现 的 . 见 “ 布 尔 代数 的 
运算 律 ” 利用 归纳 法 可 得 德 。 摩根 律 的 一 般 形式 : 


Ca, | a» | eas | a) ee . ds e c 


/ 
* Qn 9 


(a; * ape ** * an) —aj a; +e +a,'. 

德 。 摩根 律 提 供 了 由 乘 转换 成 加 ,由 加 转换 成 乘 的 
AE. 

布尔 代数 中 的 反 演 律 (inversion law in Boolean 
algebra)” 见 “布尔 代数 中 的 德 。 PETRI. 

布尔 代数 中 的 对 称 差 (symmetric difference in 
Boolean algebra) ” 亦 称 布尔 代数 中 的 异 或 ,是 布尔 
代数 的 一 种 导出 运算 , 常 记 以 人 .其 定义 如 下 :对 任 
A abC€ B,"H a/Ab—a * b +a b. 因为 它 满足 交 
换 律 .结合 律 及 a 八 5 二 a 十 b, 当 且 仪 当 a* b=0 等 性 
质 , 所 以 在 计算 机 科学 及 解 布尔 方程 中 均 有 应 用 . A 
外 ,在 布尔 代数 中 引入 对 称 差 运 算 后 ,布尔 代数 可 看 
做 一 个 环 , 因 而 能 够 利用 发 展 得 较为 深入 的 环 的 代 
数理 论 去 研究 布尔 代数 . 

布尔 代数 中 的 异 或 (exclusive or in Boolean al- 
gebra)” 即 “ 布 尔 代数 中 的 对 称 差 ”. 

布尔 代数 中 的 叉 积 (cross product in Boolean 
algebra) 布尔 代数 的 一 种 导出 运算 . 记 为 又 .其 定 
义 如 下 :在 布尔 代数 (8B, 十 ,，, ,0,1) 中 ,对 任意 a， 
bEB, 有 aXb==a。，6b' 十 a*6b. 易 见 aXb 二 (a 八 b)'. 
这 表明 :又 积 可 用 对 称 差 及 补 运算 代替 ,因而 义 积 运 
算 用 得 较 少 . 

布尔 代数 中 的 对 偶 原 理 (duality principle in 
Boolean algebras) ”布尔 代数 中 的 一 条 车 名 定理 . 
该 原理 断言 :如 果 一 个 命题 4 在 一 个 布尔 代数 中 成 
立 , 则 它 的 对 偶 命 题 4* (将 4 中 0 和 1 互 换 ,十 和 
* 互 换 所 得 的 命题 ) 也 在 这 个 布尔 代数 中 成 立 . 对 偶 
原理 可 拓 广 到 格 中 ,这 时 4 是 将 4 中 的 0 与 1 互 
换 , 十 与 ， 互 换 , 宇 与 碌 互 换 .有 了 对 偶 原 理 使 布尔 
代数 中 许多 命题 的 证 明 可 上 略 去 ,例如 ,由 p — 0, 
依 对 偶 原 理 可 得 e 一 1 
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# BR i AR RAW (dinite Boolean algebra) 一 种 
常用 的 布尔 代数 . 指 论 域 B 是 有 限 集 的 布尔 代数 . 
有 限 布 尔 代数 的 论 域 B 的 元 素 个 数 必 是 2m m 
2 (2 一 1,1,2,…).2 一 0 时 的 布尔 代数 是 仅 含 一 个 
元 素 的 退化 布尔 代数 .n= 二 1 时 的 布尔 代数 仅 含 0 和 
1 两 个 元 素 , 称 为 二 元 布尔 代数 . 区 分 有 限 与 无 限 布 
尔 代 数 是 有 意义 的 ,因为 有 限 布尔 代数 必 是 原子 布 
尔 代数 ,从 而 它 同 构 于 某 个 集 4 的 所 有 子 集 构成 的 
布尔 代数 ;但 一 个 无 限 布尔 代数 未 必 是 一 个 原子 布 
尔 代 数 , 故 它 无 上 述 性 质 . 

二 元 布尔 代数 (binary Boolean algebra) IPF 
简单 布尔 代数 . 一 种 常用 的 布尔 代数 . 指 论 域 仅 含 两 
个 相 异 元 素 的 布尔 代数 . 其 特点 是 : 

1. B= 二 40,1}, 且 其 运算 可 用 下 面 诸 表 列 出 : 


| 
01|0 1 
] Eo 


2. 二 元 布尔 代数 可 用 {0} 是 它 的 惟一 的 真理 想 
来 刻画 , 即 在 布尔 代数 B 中 ,B 二 (40,1} 当 且 仅 当 (0} 
是 B 的 惟一 的 真理 想 . 

3. B 的 哈 塞 图 如 右 图 所 示 . 

4. 大 0 和 1 分 别 表示 真 值 假 和 真 ， 1 
则 在 40,1} 上 的 布尔 运算 十 ,。， 分 别 
表示 三 种 逻辑 运算 ; 析 取 、 合 取 和 否定 . 

5. 可 以 证 明 任 何 二 元 布尔 代数 都 
是 同 构 的 . 

简单 布尔 代数 (simple Boolean algebra) Bl 
“二 元 布尔 代数 ”. 

无 限 布尔 代数 (infinite Boolean algebra) 一 
种 常用 的 布尔 代数 . 指 论 域 B 是 无 限 集 的 布尔 代 
数 . 无 限 集 S WER RRP CS) ,十 ,，，, 纪 ,3 是 
无 限 布尔 代数 .一 般 说 来 ,无 限 布尔 代数 未 必 是 原子 
布尔 代数 . | 

T fE KRW (algebra of power sets) 一 种 特殊 
的 布尔 代数 , 指 集合 X MIA P(X)( 即 X 的 所 有 
于 集 构成 的 集合 ) 关 于 集合 的 并 、 交 与 补 运算 构成 的 
fa IKAR Z BIP CX), U NDX. ERIT AR 
代数 称 为 X 的 子 集 代 数 或 X 上 的 集合 代数 ,或 称 集 
合 域 . X| =n 时 , 窜 集 代数 的 论 域 中 含有 2" 个 元 
K HHSEI. X 为 单位 元 . 

ES dield of sets) ” 见 本 卷 《 和 集合 论 ) 同 名 
条 . 

布尔 元 (Boolean element) 布尔 代数 论 域 中 元 
素 的 简称 . 常 以 字母 a 代表 布尔 代数 论 域 B 中 的 茶 
个 固定 元 素 , 且 称 a 为 布尔 常 元 或 布尔 定 元 ;而 以 
代表 B 中 任意 一 个 元 素 , 称 x 为 布尔 变 元 . 


0 


布尔 常 元 (Boolean constant) 见 “ 布 尔 元 ” 
布尔 定 元 (Boolean constant) 见 “ 布 尔 元 ” 
布尔 变 元 (Boolean variable) 见 “ 布 尔 元 ”. 


布尔 代数 的 正 元 素 (positive element of a Bool- 
ean algebra) 一 种 布尔 元 . 指 布 尔 代数 B 的 任意 的 
非 零 元 素 , 即 B 一 10} 中 的 任意 元 素 .例如 ,对 于 布尔 
代数 ({1,2,3,6), 十 ,，。,',1,6), 其 中 ,十 表示 最 小 
Ae 表示 最 大 公约 ,x = 二 6/z, 它 的 零 元 是 1, 则 
2,3,6 是 它 的 正 元 素 . 


偏 序 (partial order) Il AN AR 合 论 》 中 的 “ 偏 
链 (chain) 一 种 特殊 的 偏 序 集 . OEE CB.) 


HEFTE 4 NON B 的 一 条 链 . 称 4 是 全 序 的 ,如 
Rc yvEA MBA ry R ysr. B 的 一 个 子 集 C 
KA 妃 的 一 个 反 链 ,是 指 对 任何 z,yECGCz 天 >), 既 
RA cy HRA ysz( 人 参见 本 卷 4 集 合 论 》 中 的 “ 慌 
PE A“ R 反 链 ”). 

E$&(anti-chain) Dl," £& ". 

4m F E AY 48 ZI X (compatible elements of 
partial order set) — fg FF i PA RAK AR NIU. 设 
P 是 一 个 偏 序 集 ,p ,gE€P, 如 果 存 在 元 素 rEP 使 得 
r«.pJfHB r<¢q. WK p 5 q EA f ER pa^ 
TRA. 

布尔 代数 的 偏 序 (partial order of a Boolean al- 
gebra) 布尔 代数 的 基本 概念 之 一 . 指 在 布尔 代数 
B 上 建立 的 偏 序 关 系 . 对 于 任意 a bDOB WR asd 
=a (或 4a 十 0 一 0 成 立 , 则 规定 ab. HWS BE 
的 一 个 偏 序 关系 . 

子 元 素 (subelement) 相对 于 某 元 素 而 言 的 一 
些 特殊 元 素 . 设 4a,b 是 布尔 代数 B 的 元 素 , 如果 
a 二 5b, 则 称 a 为 5 的 子 元 素 . 如 果 布 尔 代 数 B 的 元 素 
Bed SER X NTR. Wander a 是 2 的 子 
集 .a BJ PU T ZUR PAL, B 的 一 个 理想 . 

不 可 比较 的 布尔 元 (incomparable Boolean ele- 
ments) 布尔 元 间 的 一 种 关系 . it B 是 布尔 代数 的 
论 域 ,对 于 x,yEB, 如 果 recy 或 y 亿 zx, 则 称 xz 与 y 
是 可 比较 的 ;否则 称 工 与 y 是 不 可 比较 的 .看 和 CE 
且 对 于 任意 zyyEX,z 和 天 y 过 与 是 不 可 比较 的 ， 
则 X 是 BB 的 一 个 反 链 . 例 如 , 设 4 一 11,2,3,6) ,十 
规定 为 二 元 素 的 最 小 公 倍 ,， 规定 为 二 元 素 之 最 大 
公约 ,z 之 补 x' 二 6/x, 零 元 是 1, 单位 元 素 是 6, 则 元 
素 2 与 3 是 不 可 比较 的 ,{2,3) 构 成 4 的 一 个 反 链 . 

可 比较 的 布尔 元 (comparable Boolean ele- 
ments)” 见 “不 可 比较 的 布尔 元 ”. 

不 相交 的 布尔 元 (disjoint Boolean elements) 
布尔 元 间 的 一 种 关系 . 布尔 代数 B 中 最 大 下 界 为 0 
的 两 元 素 . 即 对 于 任意 Xx,yEB, 若 Xx， y —0, Dll fk x 
5 y 不 相交 . 设 XCB, 如 X' 的 任意 两 个 非 零 元 素 不 
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相交 , 则 称 X 是 一 个 两 两 不 相交 元 素 族 . 可 以 证 明 : 
每 一 个 无 限 布尔 代数 均 有 一 个 两 两 不 相交 的 无 限 元 
素 族 . 不 可 比较 的 两 元 素 的 最 大 下 界 未 必 是 0; 最 大 
下 界 为 0 的 两 元 素 未 必 不 可 比较 .例如 ,对 于 布尔 代 
AX GL.U. (0 AP L=, la), {b}, {ce}, {a,b}, 
(ase}stbic}siasbse}}s{asb) Sg (baci n] ee HR. 
(a, bibe) ise Bilal - 8. RM 
(aj 26. 

布尔 代数 的 两 两 不 相交 元 素 族 (pairwise dis- 
joint elements family of Boolean algebras) Ji“ 4 
相交 的 布尔 元 ”. 

序列 的 不 相交 加 细 (disjoint refinement of a se- 
quence) 布尔 代数 的 基本 概念 之 一 . 指 相对 某 给 定 
序列 而 言 的 男 一 具有 特殊 要 求 的 序列 . 设 4 是 一 个 
布尔 代数 ,r 是 一 基数 , (a,)。-. 是 4 的 元 素 的 一 个 序 
列 ,并 且 a42»0Ca xc), 令 (pb 是 4 的 元 素 的 另 一 
个 序列 , 且 满 足下 列 条 件 : 

1.0<0< 雪 co ,对 每 一 a- x. 

2.63 * b, 0, Xf Bac x. 
则 称 序 列 Coo dé HP 31 Ca ace B AR FA 28 JU A. 不 相 
交加 细 概 念 可 应 用 于 超 滤 和 拓扑 方面 的 问题 . 

布尔 代数 的 分 割 (partition of a Boolean alge- 
bra) 亦 称 单位 的 分 割 或 1 的 分 割 . 布尔 代数 的 基 
本 概念 之 一 . 指 布尔 集 的 特殊 子 集 . 即 满足 下 列 条 件 
的 集合 A: 

1. A 是 布尔 代数 B 的 子 集 . 

2. 对 任意 非 零 元 xy € A WA x * y—0. 

3. X H£— a€ B. AU {a}) 不 再 满足 条 件 2, 即 4 
是 B 的 极 大 的 两 两 不 相交 的 元 素 族 . 

布尔 代数 的 分 割 与 一 个 完备 代数 的 直 积 分 解 之 
间 存 在 一 一 对 应 关系 . 

EB fr AY 43 Bll (partition of unity) 
的 分 割 ” 

1 的 分 割 Cpartition of 1) 
zl”. 

CA FF BEAD JRF (atom (of a partial set)) 4a 
序 集 的 特殊 元 素 . 对 具有 有 零 元 0( 指 最 小 元 ) 的 (〈 己 ， 
委 ) 来 说 ,是 指 这 样 的 非 零 元 素 O:V xEP, 只 要 TS 
b WA r=b Mr =0. TEP, Bn BR O 所 
在 位 置 为 第 一 级 , 则 原子 就 是 第 二 级 的 所 有 元 素 . 如 
R 4 是 布尔 代数 ,aE4,0<a, 并 且 不 存在 4 的 元 
素 z 使 0 二 rz<a, 则 称 < 为 4 的 原子 .这 里 z<y 是 
指 cay 但 cF~y. 而 xz 委 y 是 布尔 偏 序 关系 .用 At A 
表示 A 的 原子 集合 . 不 含 原 子 的 布尔 代数 A 称 为 无 
原子 的 . 如 果 对 4 的 每 个 正 元 素 z>0, 存 在 原子 a 
使 得 aur WPR 4 为 原子 布尔 代数 . 

格 (lattice) 一 种 特殊 的 代数 系统 . 指 满足 交 
换 律 、 结 合 律 及 吸收 律 的 代数 系统 〈 工 ,十 ,。，》, 即 
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即 “ 布 尔 代数 


即 “ 布 尔 代数 的 分 


布 尔 代 OX 


Va,b,cEL, 有 : 

1. 交换 律 ;:a 十 6 二 6 十 a, a+ b—b*a. 

2. 结合 律 : (4a 十 56) 十 c==a 十 (6 十 c)， 

(a*b) *c-—a* (bec). 

3. MUR sat Ca * b)=a, a * Cad- b) —a. 

Fa Ph. d d ur Fd FEAR ARE Cs — PP SEL 
Q) LA GT SABDUUÓ L RIRIA E 
大 下 界 与 最 小 上 界 .可 以 证 明 这 两 种 定义 是 等 价 的 . 

有 界 格 (bounded lattice) 具有 最 大 元 与 最 小 
元 的 格 .通常 以 0,1 分 别 记 最 小 元 与 最 大 元 .有 限 个 
TOR aiias ttt as 所 构成 的 格 是 有 界 格 ,其 最 小 元 是 
* aw， 最 大 元 是 aitaz ttan 

有 补 格 (complemented lattice)” 亦 称 有 余 格 . 
一 种 特殊 的 有 界 格 . 在 有 界 格 (L, 记 ;中 ,对 于 工 中 
的 任意 元 素 a, WRAL COOL. MEG atb=l1,a+b 
一 0, 则 称 元 素 BIH a 的 
补 元 . 如 果 一 个 有 界 格 的 每 个 
元 素 都 至 少 存在 一 个 补 元 , 则 a c 
此 格 称 为 有 补 格 . 补 元 是 对 称 b 
的 ,如 果 a 是 65 的 补 元 , 则 5b g e 
也 是 a 的 补 元 ;也 可 以 说 ,a 
和 这 两 个 元 素 是 互补 的 . 对 o 
于 任 一 元 素 aE4, 可 以 存在 多 个 补 元 ,也 可 以 不 存 
在 补 元 . 例如 ,在 上 图 所 示 的 有 界 格 中 ,因为 4 Vc= 
1 和 dAc==0, 所 以 4 和 cc 是 互补 的 .但 5 没有 补 元 ， 
m a 和 4 都 是 e 的 补 元 . 

有 余 格 (complemented lattice) 

补 元 (complement (of an element)) 
格 ”. 

^y 配 格 (distributive lattice) 一 种 特殊 的 格 . 
设 (L, 十 ,。), 是 格 ,如 果 对 于 集 工 中 所 有 的 元 素 a, 
b,c, MA CEIV a.b,cEL): 

ae-(6+c)= (a+b) + (asc), 
ate) — (a-t-5b)* (+c), 

WK KCL +, ° > 为 分 配 格 . 可 1 
以 验证 :具有 如 右 哈 塞 图 的 五 
元 格 不 是 分 配 格 ,而 元 素 个 数 
不 超过 四 的 格 均 是 分 配 格 . 上 
面 例子 表明 ,有 和 补 格 未 必 是 分 
配 格 (上 面 五 元 格 ), 分 配 格 也 
未 必 有 补 格 ( 如 三 元 格 ). ý 

布尔 格 (Boolean lattice) 与 布尔 代数 有 密切 
关系 的 一 类 格 . 一 个 有 补 分 配 格 称 为 布尔 格 . 由 一 个 
fi ON CL. SDT A SE B PR RRL, s 
+4',0,1)>. FEAR ARAL. mnp Dg X Hou 
运算 ，, 十 :a，b 一 inf {a,6),a 十 6 二 sup {a,b). HF 
布尔 格 是 有 界 格 ,因此 它 必 有 最 大 元 和 最 小 元 ,分 别 
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即 “ 有 补 格 ” 
见 “ 有 和 补 


a b C 


记 为 1 和 0, 且 有 ae， l=a,at0=a. 由 于 布尔 格 是 
有 补 格 , 故 对 任意 元 素 <E 工 ,存在 元 素 w CL, TES 
a*a'—0, aca' —1. 又 由 于 布尔 格 是 分 配 格 , 即 有 
42。(pb 十 c) 一 (Ca。pb) 十 (CCc。c)， 
at(bh*c)=(atb) * (atc), 

MCLs + ,十 ,，,0,1> 是 由 人工 , 委 诱导 出 的 布尔 代 
RX. 

布尔 代数 的 胞 腔 度 (cellularity of a Boolean al- 
gebra) 布尔 代数 的 基本 概念 之 一 . 即 与 布尔 代数 
中 两 两 不 相交 族 有 关 的 概念 . 设 4 是 一 个 布尔 代 
数 , 则 cA=sup{ |X| | X Z& A 中 的 一 个 两 两 不 相 
交 族 } 称 为 布尔 代数 4 的 胞 腔 度 ( 其 中 |X| 表 示 X 
的 基数 ). 如 果 存 在 A 的 一 个 两 两 不 相交 族 和 ,使 得 
cA-— |X|, WEK cA 是 可 达 的 . 

布尔 代数 的 浸润 度 (saturation of a Boolean al- 
gebra) 布尔 代数 的 基本 概念 之 一 . 即 与 布尔 代数 
中 两 两 不 相交 族 有 关 的 概念 . 设 4 是 一 个 布尔 代 
数 , 则 satA=min {u|u 是 一 个 基数 , 且 对 4 的 每 一 
个 两 两 不 相交 族 匀 ,有 |X | 二 wu} 称 为 4 的 浸润 度 . 对 
每 一 个 布尔 代数 As sat A 是 一 个 正则 基数 . 

布尔 环 (Boolean ring) 一 种 特殊 环 . AR 
二 (R, 十 ,。) 的 元 素 x ORAS EH zx。Zz 一 7 
如 果 R 是 一 个 含义 环 , 并 且 它 的 每 一 个 元 素 都 是 和 客 
等 的 , 则 称 R 为 布尔 环 . 给 了 布尔 代数 — (B+, 
os 05. Ls ae uo Gat ey a Cy aM e 
— GE, A, * ,0,1 EH IR Y. 反之 给 了 布尔 环 R 
—(OR,Q0, * ,0, DP xy € R, & xt y—x0y09)G 
ey) z’ year y M 2 =7O1, W bR=(R, +, 
。, ,0,1) 是 布尔 代数 . 所 以 ,布尔 代数 和 布尔 环 之 
间 可 以 建立 一 一 对 应 . 

= JL (idempotent element) WM“ RI”. 

布尔 代数 中 的 无 限 和 (infinite sum in Boolean 


algebras) 布尔 代数 的 一 种 运算 . 设 4 是 布尔 代数 
(By+,°5,0,1DPRBNH—-PFR,A 的 无 限 和 


EHE A 的 最 小 上 界 . 此 时 有 


TEB 


ED 
讲 无 限 和 自然 要 假定 其 最 小 上 界 存 在 . 

布尔 代数 中 的 无 限 积 (infinite product in Bool- 
ean algebras) 布尔 代数 的 一 种 运算 . 设 4 是 布尔 
代数 (B, 十 ， >» ;0,1) 中 B 的 一 个 子 集 ,4 的 无 限 
积 []z, 是 指 4 的 最 大 下 界 . 此 时 有 [1x 一 1H 
Il: = 0, 讲 4 的 无 限 积 自然 要 假定 4 的 最 大 下 界 
存在 . 

关于 无 限 和 与 积 的 德 。 摩根 定理 (De Morgan 


Theorem of infinite sum and infinite product) 布 


尔 代 数 中 有 限 德 .摩根 律 的 推广 . 它 是 指 下面 的 运 


Be IUE H RARE BM ART S ed 


D alle 
存在 , 则 有 : 
l. 2,7 = | He). 
2; Il- = | Ds 


无 限 分 配 性 (infinite distributivity) 无 限 布尔 
代数 中 的 一 种 运算 律 . 设 右 是 布尔 代数 B 的 无 限 
子 集 , 则 下 列 二 式 在 无 限 运 算 意 义 下 成 立 : 


l.r- ( 337 = 2, " u). 


2.2 ( [le] = II e + w. 
如 果 等 式 左 边 是 有 意义 的 , 则 其 右边 亦 是 有 意义 的 ， 
并 且 两 边 相 等 .但 上 面 二 式 右 边 有 意义 时 ,其 左边 未 
必 有 意义 . 例如 , 若 工 一 0, 则 X C+) = 04 B 
不 完备 时 ,> 未 必 存 在 . 

完全 可 分 配 性 (completely distributivity) 可 
分 配 律 的 推广 . 对 于 任意 两 个 集合 S 和 W, 用 S” 表 
示 由 W 到 SS 中 的 所 有 映射 的 集合 . 给 定 一 个 由 W 
XS 到 布尔 代数 B 的 上 映射 , 它 对 于 每 一 对 ws we 
W，,s€E5) 确 定 B 中 一 个 元 素 ze 考虑 等 式 


Doa a w 


wCW s fes” we W 
这 里 右边 的 和 是 对 所 有 SES” BOB. 如 果 对 于 基数 
分 别 为 x 和 4 的 任意 两 个 集合 W 和 SS 以 及 由 WXS 
到 B 中 的 任何 映射 ,只 要 (1) 的 左边 有 意义 , 且 右 边 
每 一 项 有 意义 , 则 右边 在 B PARMA) vr AB 
么 称 BA Ce, RI at A AY. 如 果 对 所 有 基数 A.B 
都 是 (x,4) 可 分 配 的 , 则 称 B 是 完全 可 分 配 的 . 

完备 布尔 代数 (complete Boolean algebra) 一 
种 特殊 的 布尔 代数 . 即 每 个 子 集 都 有 最 小 上 界 和 最 
大 下 界 的 布尔 代数 . 对 于 无 限 基数 <, 每 个 基数 小 于 
« 的 子 集 都 有 最 小 上 界 和 最 大 和 下界 的 布尔 代数 称 为 
“完备 布尔 代数 . 兴 "( 可 数 基 数 ) 完 备 布 尔 代 数 称 为 
0 完备 布尔 代数 . 

1. 由 德 。 摩 根 律 ,对 于 完备 性 (x 完备 性 ), 只 需 
布尔 代数 的 每 个 子 集 (每 个 基数 小 于 的 子 集 ) 有 最 
小 上 界 ( 或 最 大 下 界 ) 即 可 . 

2. 之 集 代数 是 完备 的 ; 反 过 来 ,每 个 完备 的 集合 
代数 都 同 构 于 一 个 者 集 代数 ， 

3. 每 个 x1+ 完 备 的 且 (x,2) 可 分 配 的 布尔 代数 是 
x” 可 表示 的 . 

4. 每 个 5 完备 的 布尔 代数 是 o 可 表示 的 . 

& 完备 布尔 代数 (x-complete Boolean algebra) 
见 “ 完 备 布尔 代数 ” 

o 完备 布尔 代数 (oc-complete Boolean algebra) 
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见 "完备 布尔 代数 ” 

k 可 表示 的 布尔 代数 (kx-representable Boolean 
algebra) 一 种 特殊 的 布尔 代数 . 指 具 有 如 下 性 质 
的 布尔 代数 4: 对 于 一 无 限 基 数 <K, 存 在 < 完备 集合 
代数 B, 使 得 B 到 A 有 一 «完备 满 同 态 映射 . Ss, 可 
表示 的 布尔 代数 称 为 o n] XR BJ. e 可 表示 的 与 (wx， 
A) 可 分 配 的 具有 如 下 的 联系 :每 个 (2*)' 可 表示 的 布 
尔 代数 是 (x,2) 可 分 配 的 . 每 个 x’ 完备 的 且 (x,2) 可 
分 配 的 布尔 代数 是 x 可 表示 的 . 

5 可 表示 的 布尔 代数 (co-representable Boolean 
algebra) 见 “% 可 表示 的 布尔 代数 ” 

独立 的 分 割 集合 (independent set of parti- 
tions) 由 布尔 代数 的 分 割 所 组 成 的 集合 . 设 己 是 
布尔 代数 A 中 单位 分 割 的 集合 . 如 果 对 n€ e. P 的 
两 两 不 相同 的 元 素 PPro Pa 和 任意 的 ACD. 
Pr€ Posy pr EP, H but pore t p, >0, WRK 
分 割 集合 P 是 独立 的 . 

布尔 代数 的 Ckc,4,A) 可 分 配 性 (Cec,4,A)-dis- 
tributivity of a Boolean algebra) ”两 个 参数 (x,4) 
可 分 配 性 的 推广 . 设 4 JE fH ZR C eA n 是 基数 . 
如 果 对 任何 至 多 «个 4 拟 分 割 的 集合 了 ,存在 一 个 
拟 分 割 g, 使 得 g 的 每 个 元 素 与 每 个 p€ P HLF 
个 元 素 相 交 , 即 对 每 个 zxEo 和 APEP,l(yEpl xe 
y270] | « us MERA AR RK A 是 (x,4,p) 可 分 配 的 . 
MRE 4 中 存在 至 多 «个 4 拟 分 割 的 集合 PP, 使 得 
对 每 个 EA ,有 ppEP 了 使 x 至少 与 4 个 p 的 元 素 
相交 , 则 称 布尔 代数 A 是 无 处 可 分 配 的 . 

HAS} Hl Cquasi-partition) 分 割 概念 的 推广 . 布 
尔 代 数 A HAR Ca De PA 4 的 拟 分 割 ,是 指 其 元 
素 a; 两 两 不 相交 且 244, = ]. 这 里 并 不 要 求 ww HE 
T. WAR |J | =A, UG RU Ca D ;e 2. AWS Al. 

& $3 B5] FR Geclosed partial order) 布尔 代数 
的 基本 概念 之 一 . 设 。 是 无 穷 基数 ,如 果 对 每 个 序数 
OCK, WERP, S) FY) BEE BBE CP aap BAL 
一 个 下 界 , 即 存 在 ga€P 满足 <P. 对 a<p, 则 称 此 
WERP, S) E e HAR. 

88 («, A) RJ 4y Bid Cweak (x, A)-distributive ) 
(xc,4) 可 分 配 概念 的 推广 . 对 任何 集合 TT 和 J, 令 
FG ,J)& BUB I I 8) J HARTERA P H K 
数 所 组 成 的 集合 . 对 布尔 代数 4 中 的 一 个 族 
Cai ier jes A J 的 有 限 子 集 eS 

Si. = ae 
j€« 
XT EET] SEA RI A, MT TI <a, |J | A Fl A 中 的 族 
Cai ienjers W IR BR ROME Mega; X] ij € I, 
ILiez22;e;25 5 [lesno 对 hE FU) TE A PH 
存在 时 ,有 
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则 布尔 代数 A ROS SS Ge 2 AY SPL. 
布尔 代数 的 代数 理论 


布尔 代数 的 可 数 分离 性 质 (countable separa- 
tion property of a Boolean algebra) o 完备 性 的 推 
广 . 指 对 布尔 代数 4 PER PARE x e y—0 
(对 任意 xEX,yEY) 的 至 多 可 数 的 子 集 X 和 了 ,都 
存在 aC ASR X AY. B xa 8I ya 对 所 有 
CX A CY My. 

1.4 有 可 数 分离 性 质 当 且 仅 当 对 A 的 任何 两 
个 至 多 可 数 子 集 X 和 Y, 只 要 使 得 XUY 是 两 两 不 
相交 的 族 , 就 存在 A 的 元 素 a 分 离 X ALY. 

2. A 有 可 数 分 离 性 质 当 且 仅 当 对 4 的 任何 两 
个 满足 zx 委 z 对 所 有 EX 和 >E2 的 至 多 可 数 子 集 
XX 和 Z, 都 有 4 的 元 素 a 使 得 z 委 ca 委 > 对 所 有 > 
€ Xf z€ Z. 

每 一 个 o 完备 布尔 代数 具有 可 数 分 离 性 质 . 并 
且 , 如 果 布 尔 代 数 4 具有 可 数 分 离 性 质 , 则 4 的 每 
个 商 代 数 亦 然 . 科 珀 尔 伯 格 (Koppelberg,S. ) WE AA 
了 : 寿 4 是 无 限 布尔 代数 旦 具有 可 数 分 离 性 质 , 则 
ASA 

布尔 代数 的 强 可 数 分 离 性 质 (strong countable 
separation property of a Boolean algebra) 可 数 分 
离 性 质 的 推广 .布尔 代数 B. 的 强 可 数 分 离 性 质 , 是 
fa B 满足 下 面 两 个 条 件 : 

1. B 是 一 个 无 限 布尔 代数 . 

2. 设 X,Y 是 B 的 任何 两 个 至 多 可 数 的 非 空 子 
集 , 如果 对 于 mne w, Tisas, EX K 5905 


yn EY UB auda tere tate <I © yp tmt Yus 
那么 有 2 人 已 ,使 得 

Litar tH e Htr Kb<y, toys t ttt ys 
对 一 切 zzz 和 EX RR yiye Yn EY 成 立 . 


布尔 代数 已 具有 强 可 数 分 离 性 质 , 当 且 仅 当 下 
面 四 个 条 件 同时 成 立 : 

l. B 是 无 限 的 . 

2. B 是 无 原子 的 . 

3.B 具有 可 数 分 离 性 质 . 

4.B 无 可 数 无 限 单位 分 害 . 

每 个 具有 强 可 数 分 离 性 质 的 布尔 代数 是 wi 万 
有 的 . 

布尔 代数 的 直 积 (direct product of Boolean al- 
gebras) ” 亦 称 布尔 代数 的 积 代数 . 由 布尔 代数 族 构 
造 出 的 新 布尔 代数 . 设 (4i);el 是 布尔 代数 族 , 则 集合 
A; FJ f -R JL TR 
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|] A: = tala = Giersa; € Aii € D 


在 分 量 方式 运算 下 是 一 种 布尔 代数 ,被 称 为 A 的 直 
积 ( 或 积 代 数 ). 分 量 方式 运算 指 
(a6);=atb, (a* 6);=a;* bis 
Ca jd 0S] Opes leber 
布尔 代数 的 直 积 ,也 可 看 成 由 已 知 布 尔 代数 族 
(A;)ie1 构 造 新 的 布尔 代数 LTA; 的 一 种 方法 ， 
布尔 代数 的 积 代 数 (product algebra of Bool- 
ean algebras)” 即 “布尔 代数 的 直 积 ”. 
布尔 代数 < 弱 直 积 (x-weak direct product of 
Boolean algebras) 布尔 代数 直 积 的 子 代 数 . 设 
DA 是 布尔 代数 直 积 , 是 无 穷 基 数 


“A ={laé JA |l(z€ Ila AO} | «x 
i€l 


或 |{i€ Ila, Als |<}, 
Th HH a= (a)r Ju U4; = 114, 2» LA, 为 布 
尔 集 的 子 代 数 称 为 A 的 弱 “ 直 积 . 在 x 二 w 时 , 它 称 
为 A 的 弱 积 并 记 为 上 [74 

收缩 Cretraction) 布尔 代数 间 的 一 种 关系 , Fi 
尔 代数 C 的 收缩 是 指 这 样 的 布尔 代数 B: ER [n] 
AS ART e: B>C Ml r:C>B (EE re e=ids, HP 
"os ”表示 映射 的 复合 ,ids 是 B EIN TEARS. Æ B 
是 C 通 过 e 与 7 的 收缩 , 则 e AWA ri. 
mu B 既是 C 的 子 代数 又 是 C 的 同 态 象 .布尔 代数 B 
是 完备 的 , 当 且 仅 当 B 是 完备 布尔 代数 的 收缩 . 

生成 元 集 (set of generators) 布尔 代数 的 特 
殊 子 集 . X 是 布尔 代数 B BT Se. X BPE 
成 子 代数 是 

(X)= 二 门 {(4CBIXCA,A 是 B 的 子 代数 }. 
它 是 B 的 包含 XX 的 最 小 的 子 代数 . 如 果 XCA H 
(X=A, WR X 为 布尔 代数 4 的 一 个 生成 元 集 . 

布尔 代数 的 沃 特 关 系 (Vaught relation of Bool- 
ean algebras) 布尔 代数 间 的 特殊 关系 . 设 A,B ER 
是 布尔 代数 ,R 是 二 元 关系 , 称 布尔 代数 4 和 BB 有 
沃 特 关 系 , 如 果 它 们 满足 条 件 : 

1. R 是 对 称 的 , 即 对 任意 布尔 代数 A 和 BB, 如 
果 ARB, PA BRA. 

2. 如 果 ARB JF A A 是 平凡 布尔 代数 ( 即 4 只 
含 一 个 元 素 ) ,那么 B 也 是 一 个 平凡 布尔 代数 . 

3. 往返 性 质 : 如果 ARB 并 且 aE4, 那 么 存在 
bEB 使 得 (A Pa)R(BSO)FFACA Na DROB V6), 
Ep A fa,Bhb,A fa’ B POT AMX HAR. 

例如 , 同 构 关 系 是 一 个 沃 特 关 系 . 这 种 关系 是 由 
iX Re CVaught, R. L. ) 引 入 ,用 来 证 明 以 下 结果 : 设 
A,B 都 是 至 多 可 数 的 布尔 代数 ,并 且 对 某 个 沃 特 关 
系 R 有 ARB ABA ASB. REDER T:E 4 是 具 
有 无 限 多 个 原子 的 可 数 的 布尔 代数 , 则 AK 2= A; 


tel 


式 中 2 代表 两 个 元 素 的 布尔 代数 ,这 里 伴 表示 同 构 
关系 . 

布尔 代数 的 合同 关系 (congruence relation of a 
Boolean algebra) ”一 种 特殊 的 等 价 关 系 . 设 有 布尔 
代数 4 上 的 一 个 等 价 关 系 ~, 它 对 任意 的 m yim» 
EA r~z H y~y war~ 和 垃 十 yy 一 2 
十 y1， 则 称 此 保持 十 ，' 运算 的 等 价 关 系 为 合同 关系 . 
合同 关系 对 运算 。 也 是 保持 的 . 布尔 代数 的 每 一 个 同 
态 映射 :4 一 已 可 按 下 面 的 规定 诱导 出 A 上 的 合同 
关系 一 :Z 一 21 MB S f(x)= f(x1). 布尔 代数 的 
合同 关系 主要 是 通过 理想 来 描述 .一 方面 , 令 了 是 布 
尔 代数 4 的 一 个 理想 ,定义 A 上 的 关系 三 : army 当 
日 仅 当 x 八 y€7, 那 么 二 是 A 上 的 一 个 合同 关系 ; 另 
Fh aS J={x:x~0} , W] J ~ 是 一 个 理想 . 

子 布尔 代数 (subalgebra of a Boolean algebra) 
布尔 代数 的 子 代 数 . 结构 (4, 十 4，*，4，a,04,14) 是 
布尔 代数 (B, 十 a，* as sy,0s,1s) 的 子 代数 ,是 指 A 
© B,04- On, la 153505 +a; * A A 是 运算 十 g， 
* B5 B 限制 到 AHA 在 运算 十 4， 。4，4 下 封闭 . 

最 小 子 布尔 代数 (minimal Boolean subalgebra) 
一 种 特殊 的 子 布尔 代数 . 设 多 =(B, 十 ,，,，',0,1) 
是 布尔 代数 ,SSB, 多 必 有 子 代 数 , 其 论 域 包含 S 
(例如 多 本 身 就 是 ). 对 多 的 一 切 其 论 域 包 含 $ 的 
子 代数 作 交 集 ,可 得 多 的 子 代数 A PARC MA 


& S 的 最 小 子 布 尔 代 数 . 若 Z 为 多 的 任 一 个 其 论 


域 包含 5S 的 子 代数 Ml BoA. 

完备 子 代 数 (complete subalgebra) 一 种 特殊 
的 子 布尔 代数 . 指 布尔 代数 B 的 满足 下 列 条 件 的 子 
代数 4; 对 4 的 每 个 使 > M 存在 的 子 集 M, XM 
也 存在 ,是 2 M== > ”M, 其 中 2”M 是 M 在 B 中 的 
Bh EF. 

K 5B FHA -complete subalgebra) 一 种 
完备 子 代数 . 指 布尔 代数 B 的 满足 下 列 条 件 的 子 代 
数 4: 对 A 的 每 个 使 > M 存在 的 基数 少 于 « 的 集 
合 M, > AM 也 存在 , 且 2%M== >”M, 其 中 >”M 是 
M 在 B 中 的 最 小 上 界 . 

c 完备 子 代 数 (o-complete subalgebra) 一 种 
完备 子 代数 . 指 < 为 可 数 基数 时 的 < 完备 子 代 数 . 

布尔 代数 中 的 稠密 子 代 数 (dense subalgebra in 
Boolean algebra) 一 种 特殊 的 子 布尔 代数 . 指 布尔 
代数 B 的 子 代 数 A:A\{0) 在 B 中 稠密 . 

布尔 代数 的 稠密 度 (density of Boolean algebra) 
布尔 集 的 所 有 稠密 子 集 的 基数 的 极 小 值 . 指 布尔 代 
数 B 的 zB 二 min{|X|;:XCB € B PRS). 稠密 子 
集 与 稠密 度 是 研究 完备 布尔 代数 的 有 力 工具 . 

布尔 代数 的 完备 化 (completion of Boolean al- 


gebra) 布尔 代数 的 一 种 扩张 . 设 A 是 布尔 代数 ,B 


布尔 代数 的 代数 理论 


是 完备 布尔 代数 . 如 果 A 是 B 的 稠密 子 代数 , 则 称 
B 是 4 的 完备 化 , 记 为 B=A. 在 同 构 的 意义 下 ,每 
一 个 布尔 代数 的 完备 化 是 惟一 的 . 

偏 序 的 完备 化 (completion of partial order) 
偏 序 集 到 完备 布尔 代数 的 一 个 特殊 映射 , UP 是 偏 
FE, Ce, BD P 的 完备 化 的 条 件 是 : 

1.B 是 完备 布尔 代数 . 

2.e fe P 到 BT=B\{0; BRN SFA: 

1) e 是 保 序 的 , 即 如 果 ap. M 

el) Kelp) p.q EP). 

2) e 保持 不 相 容 性 , 即 如 果 sq HEP PREAH 
AH) ABATE B 中 eC(p)* e(q)=0. 

3) eLP 在 B 中 稠密 . 

布尔 代数 的 无 芳子 集 (irredundant subset of 
Boolean algebras) 布尔 代数 的 特殊 子 集 . 布尔 代 
数 的 子 集 X 是 无 痪 的 ,是 指 没 有 X HR cr Hi 
XN Br AE B. 即 无 z 在 X\{x} 所 生成 的 子 代数 中 . 
并 非 每 一 个 布尔 代数 都 有 无 更 子 集 , 但 是 布尔 代数 
B5 TAR KTR FT RERA A RRS B DE 
(McKenzie) ). 

正则 子 代数 (regular subalgebra) 一 种 特殊 的 
子 代 数 .布尔 代数 B 的 子 代 数 4 称 为 B 的 正则 子 代 
数 , 是 指 对 于 4 的 每 个 子 集 M, 若 MM 在 4 中 的 最 小 
上 界 2 M(IIL*M) 存 在 , 则 MM 在 B 中 的 最 小 上 界 
> M(1I*M) 也 存在 , 且 有 

24M = X MOI^M = IPM. 
布尔 代数 B 的 每 一 个 稠密 子 代 数 是 正则 的 . 

Xi A F (dual atom) sub(B) XHB JET W 
简称 ,这 里 sdib (B) ER HRA B 的 子 代数 所 构 
成 的 格 . sub(B) 的 对 偶 原 子 C, 实 即 B 的 极 大 子 代 
数 , 满 足 :C 是 B 的 真子 代数 ,并 且 无 真子 代数 介 于 
C 5 B zz. WR B 的 每 一 个 真子 代数 均 含 于 
sub CB) 的 一 个 对 偶 原 子 中 , 则 称 sub (B) Æ XHB JA 
子 的 .sub(B) 及 其 对 偶 原 子 具 有 性 质 : 

1. 如 果 sub CB) HA Fh. Bl sub CB) PEAT 
素 都 有 补 元 素 , 则 B 是 收缩 布尔 代数 . 

2. sub(B) 中 每 个 对 偶 原 子 是 B 的 对 偶 子 代数 ， 

对 偶 子 代数 (dual subalgebra) 一 种 特殊 的 子 
代数 . 即 这 样 的 布尔 代数 C,C 是 布尔 代数 B 的 子 代 
数 , 且 C 是 由 B 的 一 个 理想 I 生成 的 . B 中 每 个 对 
偶 子 代数 是 B 中 的 某 些 极 大 对 偶 子 代数 之 交 . 

布尔 代数 的 理想 (ideal of Boolean algebra) 
布尔 代数 的 基本 概念 之 一 . 指 布尔 代数 的 具有 特定 
结构 的 子 集 . 即 布尔 代数 的 特殊 非 空子 集 7, 对 于 布 
RRBKB, +, .',0,1), ISB, Bi FRE: 

LA rEl,yEl,W z--y€ I. 

2.7; x€ I,y € B,lll x * y € I. 

由 定义 可 看 出 : 


tH 尔 NK BB 

1. 00048 BWA B 的 理想 . 

2. 定义 中 的 2 RW 2’: A x € I B. ysr, Wl 
ye. 

3. I 是 理想 的 另 一 等 价 定义 为 

rttyE€lere€lIAHyel. 

4. B 中 所 有 理想 的 全 体 记 以 14(B), 在 包含 关 
系 下 构成 一 个 格 . 

理想 是 滤 子 的 对 偶 概 念 ,它们 之 间 有 紧密 的 对 
RRA RET BUS F.F'—ix|xcFHEÉBIB 
一 个 理想 , 称 为 下 的 对 偶 理 想 ;反之 ,对 B 的 每 个 理 
f I.I'—iz'|x€I)Mé B 的 滤 子 , 称 为 1 的 对 偶 滤 
Ja 

对 偶 理想 (dual ideal) 见 “ 布 尔 代 数 的 理想 ”. 

对 偶 滤 子 (dual filter) 见 “ 布 尔 代 数 的 理想 ” 

布尔 代数 的 极 大 理想 (maximal ideal of Bool- 
ean algebra) 一 种 特殊 的 理想 . 指 布尔 代数 B 的 这 
样 的 真理 想 M, CAR B 的 其 他 真理 想 包 含 . 例如 
P((1,2,3}) 有 三 个 极 大 理想 :4 名, 03:02 (1, 
2 {Ol (a 0,533), 02, (0223, (02,33. f 
尔 代 数 B 的 真理 想 M 是 极 大 理想 , 当 且 仅 当 对 任何 
y€ B.E y€ Mm y EM, 且 二 者 不 同时 成 立 .布尔 
代数 B 的 真理 想 7 是 极 大 理想 , 当 且 仅 当 它 是 素 理 
想 .每 一 布尔 代数 至 少 有 一 个 极 大 理想 . 布尔 代数 的 
每 一 理想 包含 在 一 个 极 大 理想 内 . 无 限 的 有 序 集 可 
能 没有 原子 ,无 限 布尔 代数 也 可 能 没有 原子 . 因此 ， 
在 处 理 无 限 布尔 代数 的 表示 问题 时 ,将 用 极 大 理想 
和 超 滤 来 起 原子 的 作用 . 

布尔 代数 的 素 理想 (prime ideal of Boolean al- 
gebra) ” 亦 称 布尔 代数 的 质 理想 .一 种 特殊 的 理想 . 
指 布尔 代数 B. 的 这 样 的 真理 想 T, 对 任何 xy € B, 
由 x。，yET 得 出 xET 或 yET. 亦 即 : 

1. {0} 是 布尔 代数 B= 二 {0,1} 的 素 理 想 . 

2. 每 一 布尔 代数 至 少 有 一 个 素 理想 . 

3. 布尔 代数 瑟 的 真理 想 了 是 极 大 理想 , 当 且 仅 
当 它 是 一 个 素 理 想 ， 

布尔 代数 的 质 理 想 (prime ideal of Boolean al- 
gebra)” 即 “布尔 代数 的 素 理 想 ”. 

布尔 代数 的 主 理 想 《(principal ideal of Boolean 
algebra) ”由 布尔 代数 某 个 元 素 生 成 的 理想 . 设 B 
为 布尔 代数 ,由 aE€ B 生 成 的 主 理想 是 I== {xE€ 
Bl x<a}. PM 1— {2 5{1},{2},{1,2} } ERK 
P(t1,2,3)) 的 主 理想 , 它 是 由 41,2) 生 成 的 . 在 有 穷 
布尔 代数 B 中 ,每 一 个 极 大 理想 都 是 B 的 主 理想 . 
但 是 , 千 A 是 无 穷 集 , 则 4 的 所 有 有 穷 子 集 所 成 的 
理想 就 不 是 已 (4) 的 主 理想 . 对 于 非 空 集 A.PCAD 
的 原子 是 (a)}(a€ 4),A 中 所 有 不 含有 4a 的 子 集 组 
成 P(4) 的 极 大 主 理想 . 

布尔 代数 的 平凡 理想 (trivial ideal of Boolean 
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algebra) 一 种 特殊 的 理想 . 指 理 想 {0), 这 里 0 为 
布尔 代数 的 零 元 . 每 一 个 布尔 代数 都 有 平凡 理想 , 它 
是 布尔 代数 的 最 小 理想 . 

布尔 代数 的 真理 想 (proper ideal of Boolean al- 
gebra) ” 异 于 布尔 代数 B 本 身 的 理想 . 其 定义 为 : 

1. {0} 是 真理 想 . 

2. 如 果 {0} 是 布尔 代数 B 的 惟一 的 真理 想 , 则 
B-(0,1), BJ B 是 简单 布尔 代数 . 

3. 一 个 理想 为 真理 想 , 当 且 仅 当 它 不 含有 1. 

布尔 代数 的 滤 子 (filter of a Boolean algebra) 
布尔 代数 的 具有 特定 结构 的 子 集 .布尔 代数 4 的 滤 
子 是 4 的 子 集 玉 , 它 满足 条 件 : 

FICA 

2. WMR rEF,yEA Hry Mj ver. 

3. 如 果 z€ F A yer, x * yc F. 
由 定义 可 推出 : 

1. (1) 与 AIN AWET. 

2. F É— iE, 4AM F'-i(ixlxcrFE&— 
理想 ,该 理想 称 为 尺 IHA. 

3. 涉及 滤 子 , 子 代数 的 基数 之 间 有 如 下 不 等 式 : 
对 每 一 无 限 布尔 代数 4， 

|A| < [UIt A] x |Filt A| < |SubA| <2'"', 
其 中 Ult 4 为 4 的 超 滤 子 的 全 体 ,FiltA 是 4 的 一 
切 滤 子 所 构成 的 集合 ,而 Sub A 为 A 的 一 切 子 代数 
所 构成 的 集合 . 

布尔 代数 的 平凡 滤 子 (trivial filter of Boolean 
algebra) 一 种 特殊 的 滤 子 . 指 滤 子 {1). 其 中 1 是 
布尔 代数 A 的 最 大 元 . 每 一 布尔 代数 都 有 滤 子 {1)， 
并 且 平 几 滤 子 是 最 小 滤 子 . 

布尔 代数 的 真 滤 子 (proper filter of Boolean al- 
gebr) ” 异 于 布尔 代数 本 身 的 滤 子 . 其 定义 为 : 

1. 滤 子玉 是 真 滤 子 , 当 且 仅 当 O€F; 

2. 简单 布尔 代数 B= {0,1} 有 惟一 的 真 滤 子 
abe 

布尔 代数 的 超 滤 子 Cultrafilter of Boolean alge- 
bra) 一 种 特殊 的 滤 子 .布尔 代数 BET Ft 
于 每 个 xEB, 有 xEF 或 x EF, 但 不 能 同时 成 立 ， 
则 称 该 滤 子 F 为 B 的 超 滤 子 . B 不 是 超 滤 子 , 超 滤 
FF 必 是 真 滤 子 , 且 在 B 中 无 其 他 真 滤 子 包 含 . 
因此 , 超 滤 子 亦 称 极 大 滤 子 . 超 滤 子 、 素 滤 子 和 极 大 
滤 子 三 者 是 等 价 的 真 滤 子 . 超 滤 子 与 极 大 理想 之 间 
有 密切 联系 :Ff 是 超 滤 子 , 当 且 仅 当 记 二 {x :XEF) 
是 极 大 理想 . 无 限 序 集 可 能 没有 原子 . 无 限 布尔 代数 
也 可 能 没有 原子 ,在 无 限 布 尔 代数 中 , 极 大 理想 和 超 
滤 子 可 起 到 原子 的 作用 . 

布尔 代数 的 极 大 滤 子 (maximal filter of Bool- 
ean algebra) ” 见 “ 布 尔 代数 的 超 滤 子 ”. 

布尔 代数 的 素 滤 子 (prime filter of Boolean al- 


gebra)” 超 滤 子 的 等 价 定 义 .布尔 代数 B 的 真 滤 子 
F,XD OB 的 任 二 元 素 x,y,; 由 x 十 yEF 可 推出 
LEF y€F.3&üET MAB RABE — i 
价 的 真 滤 子 . 

布尔 代数 的 主 滤 子 (principal filter of Boolean 
algebra) 一 种 特殊 的 滤 子 . 设 f 是 布尔 代数 B 的 
一 个 滤 子 ,如 果 对 于 某 个 a€ BLA F={xr€Blax 
x} WWE FA BEV. F 也 称 为 由 a 生成 的 主 
滤 子 . 当 a=1 i} F=({1),0) F BF UF; 4 a>0 
Bf OC F.Bl FAA MF ERT. 

理想 对 偶 (ideal dual) 由 给 定 滤 子 经 对 偶 定 
义 出 的 理想 . MEU F'— (xz EFKAN, HP F 
是 布尔 代数 B 的 滤 子 ,zx' 是 z 之 补 .例如 ,对 于 任 一 
集 X.X 的 有 限 子 集 组 成 的 集合 是 适 集 代数 POX) 
的 一 个 理想 , 它 的 对 偶 滤 子 是 X 的 余 有 限 集 组 成 的 
集合 . 理想 对 偶 使 布尔 代数 的 滤 子 与 理想 之 间 建 立 
了 一 一 对 应 关系 . 

滤 子 对 偶 (filter dual) 由 给 定理 想 经 对 偶 定 
义 出 的 滤 子 . BEU T = (x |xE7} 的 一 个 滤 子 , 式 
中 了 是 布尔 代数 B 的 一 个 理想 ,x' 是 x 之 补 . 滤 子 对 
偶 使 布尔 代数 的 理想 与 滤 子 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关 
系 . 

布尔 代数 的 完备 理想 (complete ideal of Bool- 
ean algebra) 一 种 特殊 的 理想 . 设 了 上 是 布尔 代数 B 
的 一 理想 , 铝 对 了 中 使 最 小 上 界 之 M 存在 的 任意 子 
集 M 都 有 之 ME7, 则 称 了 上 是 妃 的 一 个 完备 理想 . 

布尔 代数 的 完备 理想 的 性 质 是 : 

1. 每 个 完备 理想 均 是 主 理想 . 

2. 如 果 了 是 布尔 代数 B 的 一 完备 理想 , 则 商 代 
数 B/I 是 完备 布尔 代数 . 

布尔 代数 的 x 完备 理想 (kx-complete ideal of 
Boolean algebra) 一 种 特殊 的 完备 理想 . 设 布尔 代 
数 BPR IM I PR) LAM 存在 的 每 个 
基数 小 于 « 的 子 集 村 , 均 有 2>MEIT, 其 中 «是 一 无 
穷 基 数 . 则 称 7 为 布尔 代数 B 的 «完备 理想 . 

布尔 代数 的 o 完备 理想 Co-complete ideal of 
Boolean algebra) 一 种 特殊 的 完备 理想 . 48 e 是 可 
数 无穷 基 数 时 的 « 完备 理想 . 

布尔 代数 的 0 界 理 想 Co-bounded ideal of a 
Boolean algebra) 一 种 特殊 的 理想 .布尔 代数 4 的 
一 个 理想 了 是 o 界 理想 ,是 指 7 的 每 一 个 可 数 子 集 
在 了 7 中 有 一 个 上 界 . o 界 理想 不 同 于 e 完备 理想 , 它 
只 要 求 每 个 可 数 子 集 有 上 界 ,而 不 要 求 有 最 小 上 界 . 

布尔 代数 的 有 限 扩 张 (finite extension of Bool- 
ean algebra) 一 种 特殊 的 子 代 数 . 设 4 是 布尔 代 
AN B 的 子 代 数 m met „EB, H Ais 
xs} 生成 的 B 的 子 代数 称 为 4 的 有 限 扩 张 , 记 为 
A(x) 522° t= (AU (X19Lo°** $24) ). 
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布尔 代数 的 单 扩 张 (simple extension of Bool- 
ean algebra) 布尔 代数 的 一 种 有 限 扩 张 . 即 n==1 
时 的 有 限 扩张 . 设 A 是 布尔 代数 B 的 子 代数 ,对 于 
xXxE€B, 由 A 和 zx 生成 的 子 代数 A(z)== C4U ir ER 
AA 的 由 zx 生成 的 ( 简 ) 单 扩张 .不 难 由 范式 定理 证 
2] 

A(r)— {a ex +a,” x'5 aja, € A} 
= {a,°xta,°x' + a,,2,.a4,.a4, € A 
且 两 两 不 相交 上 

单 扩张 概念 在 研究 子 代数 , 同 态 扩张 中 是 有 用 
的 概念 . 

布尔 代数 的 同 态 (homomorphism of Boolean 
algebras) 两 个 布尔 代数 间 的 一 种 对 应 关系 . 设 
GU. 1, ,0,D5O.Q. ,一 ,a,B) 是 两 个 布尔 
代数 ,满足 下 列 条 件 的 映射 h:B 一 P 称 为 由 布尔 代 
数 B 到 布尔 代数 PP 的 同 态 . SET a,pE 有 : 

1. ACKa Ub) —- A Ca)COA CD). 

2. A KJaf] b) —h(a) * AC»). 

3. A (a! ) -A Ca). 

4. A CO) — a. 

5. AK12— f. 

此 外 Æ h éd CERO SAT UU Ah 称 为 布尔 满 ( 单 一 ) 
同 态 . ARRA HA- fn] d MPRA RA. Ah 是 双 
& IU A 称 为 布尔 同 构 ,并 说 布尔 代数 B 5 P FIR. 
布尔 代数 B 到 B 内 (上 ) 的 同 态 ( 同 构 ) 称 为 布尔 代 
数 B 的 自 同 态 ( 自 同 构 ). 其 实 , 只 要 有 满足 1 与 3 
m 2 5j 3.h 就 是 布尔 代数 的 同 态 . 

布尔 代数 的 满 同 态 (surjective homomorphism 
of Boolean algebra) JL“ ZR fX B IRI AS. 

1p iR Sic AY HR A (embedding of Boolean alge- 
bra) 见 “ 布 尔 代 数 的 同 态 ”. 

布尔 代数 的 单一 同 态 (monomorphism of Bool- 
ean algebra) 即 “ 布 尔 代 数 的 通信 ” 

布尔 代数 的 同 构 (isomorphism of Boolean al- 
gebras) ” 见 “ 布 尔 代数 的 同 态 ”. 

布尔 代数 的 自 同 杰 Cendomorphism of a Bool- 
ean algebra)” 见 “布尔 代数 的 同 态 ”. 

布尔 代数 的 自 同 构 (automorphism of a Bool- 
ean algebra)” 见 “布尔 代数 的 同 态 ”. 

布尔 代数 的 同 态 象 (homomorphic image of a 
Boolean algebras) 与 给 定 布尔 代数 相似 的 一 种 布 
尔 代数 . Bh 是 布尔 代数 B 到 布尔 代数 PP 的 同 态 ， 
令 h[B]=={pE€EP| 存 在 5E€B B p=h))}, M ACB] 
PRA B 的 同 态 象 .者 hh 是 B 到 P 的 满 同 态 , 则 B 的 
同 态 象 就 是 P. 

布尔 代数 的 商 代数 (quotient algebra of a Bool- 
ean algebras) ”由 布尔 代数 紧缩 成 的 一 个 同 态 象 . 
设 了 是 布尔 代数 A 的 一 个 理想 ,下 是 它 的 对 偶 滤 
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子 , 则 如 下 定义 的 关系 三 是 4 上 的 合同 关系 :Xx 寺 y 
4 AM4 cAyvyel XK BABU RBIS. 即 对 4 中 
的 任何 coy, xy 当 且 仅 当 cti=yti MET: 
EISH H re f=y fMET SEF. x] 
— (ri EAEn) 表示 x 关于 三 的 等 价 类 ,再 令 
A/==([r]: rE 4A} 表示 关于 三 的 等 价 类 的 集合 ， 
在 其 中 定义 : 

Le} V LyJ= Le V yj, 

Le] A Ly]= [x ^ y], 

Le f= Lr], 

W CA/z2, V ,A,，,L0j,L1j) 也 构成 一 个 布尔 代数 ， 
称 为 4 关于 1( 或 下 ) 的 商 代数 , 记 为 A/=R A/T R 
A/F. MRI A 的 真理 想 , 则 商 代数 A/T 是 非 退 
化 布尔 代数 . 

RAF (w)/fin (algebra 4 (w)/fin) 一 种 特 
殊 的 商 代 数 .  (w) Ji BPR BY FE ARK, i fin 是 
22(w) 中 有 限 集 的 理想 . 这 个 代数 具有 许多 特性 : 

1. (o) /fin 具有 可 数 分 离 性 . 

2. P (w)/fin 无 原子 . 

3. P (o) /fin 中 每 个 无 限 单位 分 割 是 不 可 数 的 . 

4. WR C 是 (多 (w)/fin)\{1}) 中 的 有 限 或 可 数 
链 , 则 对 每 个 cEC A b€ B 使 c 委 2 天 1. 

5.c(# (w)/fin) = 2° 是 可 达 的 ,这 里 c(C22(ow) 
/fin) 是 4 (w)/fin BY Bu Re BE. BY c C92 (Cw) /fin ) 
=sup{|zx| |z Aw) /fin 中 两 两 不 相交 的 族 }. 如 
果 对 A 中 的 某 个 两 两 不 相交 的 族 久 ,cA 二 |X|, 则 
cA 是 可 达 的 . 

布尔 代数 的 自然 同 态 (natural homomorphism 
of Boolean algebras) 亦 称 布尔 代数 的 典型 同 态 . 
布尔 代数 到 它 的 商 代 数 上 的 同 态 . 指 一 种 特殊 的 同 
态 映 射 fi ALB AE 为 一 布尔 代数 ,A 为 
U 的 一 个 理想 ,2/ 人 /4 为 入 关于 4 的 商 代 数 ,并 规 
x f(a) 二 [aj, 而 Laj 是 包含 a 的 关于 二 元 关系 一 的 
等 价 类 ,其 中 对 任意 a, DEW 有 a~ 尹 当 且 仅 当 a， 
b'CO5 .acEa4. 自 然 同 态 还 可 以 从 合同 关系 出 发 来 
描述 (参见 “布尔 代数 的 典型 同 态 ”). 

布尔 代数 的 典型 同 杰 (canonical homomor- 
phism of Boolean algebras)” 即 “布尔 代数 的 自然 
AS”. 设 一 是 布尔 代数 4 的 一 个 合同 关系 ,对 每 一 
^ x€ A^ x(x)—(íxm||xi€A Hron} LS 
A/ — — (xx) |z€ A) H& — B3 Sg ffr 2 F3 pX En] Sea » DU] 
4/ 一 是 布尔 代数 的 商 代 数 ( 参 见 “ 布 尔 代 数 的 商 代 
数 ”). 令 :4 一 4/~;rGz) 一 rGxz) Mt cE A. r RH 
4 到 4/ 一 的 典型 同 态 . 

布尔 代数 的 同 态 核 (kernel of a homomorphism 
of Boolean algebras) 布尔 代数 的 一 个 子 集 ,涉及 
布尔 代数 的 同 态 . 设 了 是 布尔 代数 A 到 布尔 代数 B 
的 一 个 同 态 映射 , 则 称 集合 
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J 0) = {x|x € AH fe) = 0} 

是 了 同 态 核 . 广 :(0) 是 4 的 一 个 理想 . RS: A>B 
是 具有 核 I 的 满 同 态 ,g:4 一 C 是 具有 核 J 之 同 态 ， 
那么 存在 惟一 的 同 态 h:B 一 C fF he f=eg 4AM 
M ICI. 

布尔 代数 的 对 偶 核 (dual kernel of Boolean al- 
gebras) ”布尔 集 的 一 个 特殊 子 集 . 指 集合 / (0D 
二 {rx|z€EA 且 f(z) 二 1}), 式 中 了 为 布尔 代数 4 到 
布尔 代数 B 的 一 个 同 态 映射 ,f DOE A 的 一 个 滤 
子 . 设 了 是 布尔 代数 4 的 理想 ,F 为 其 对 偶 滤 子 , 定 
义 三 :x 三 y YHN rAyEIL =E A 上 的 合同 关 
A.U A/I X A/F 记 商 代数 4A/ 志 .那么 自然 满 同 态 
fr:4 一 4/7 的 对 偶 核 是 到. 

布尔 代数 的 同 态 定 理 (homomorphism theorem 
布尔 代数 的 代数 理论 的 一 个 


of Boolean algebras ) 


重要 定理 . 设 /: 4 一 B 是 具有 " 
核 了 的 布尔 代数 的 一 个 满 同 i 
态 ,那么 存在 惟一 的 同 构 g: 4 


4/T 一 B 使 得 g。r 一 方式 中 天 : 

4 一 4/7 是 一 自然 同 态 ( 如 图 所 PM 
IR). 同 态 定 理 常 用 来 检验 两 布 

尔 代 数 是 否 同 构 . 例如 : 设 a 是 布尔 代数 4 的 任 一 
元 素 , 而 7=(zE4jz 和 au )} 是 4 由 < 生成 的 主 理 
想 , 那么 A/T=A l'a. 这 是 因为 由 ps(x) 二 +。a 害 
义 的 投影 满 同 态 pa: AA ha 有 7 为 其 核 . 

完备 同 态 (Ccomplete homomorphism) 保持 最 
小 上 界 的 一 种 布尔 同 态 . 设 f 是 布尔 代数 A 到 布尔 
代数 B 内 的 一 个 同 态 . 如 果 对 4 的 每 一 个 子 集 M, 
只 要 最 小 上 界 之 M 存在 ,就 有 f(2M)== 2 f(M)， 
WR f 是 一 个 完备 同 态 . 

k SE f& [8] 2$ -complete homomorphism) 一 
种 特殊 的 完备 同 态 . 设 f 是 布尔 代数 4 到 布尔 代数 
B 内 的 一 个 同 态 ,« 是 一 个 无 穷 基 数 . 如 果 对 A 的 每 
一 个 基数 比 « 小 的 子 集 M, 只 要 最 小 上 界 之 M A 
在 ,就 有 FCM =DSLM). EPDM 表示 M 的 最 
小 上 界 ,fLMj 表 示 M 在 了 之 下 的 象 集 . 设 A 是 « 
完备 布尔 代数 ,T 是 4 的 一 理想 ,那么 了 是 «完备 
的 , 当 且 仅 当 自然 满 同 态 r: AAI 是 «完备 的 . 

c 5E $& [8] 2$ (o-complete homomorphism) M, 
“k 完备 同 态 ” 即 e 为 可 数 基数 时 的 “完备 同 态 . 

二 值 同 态 (two-valued homomorphism) 布尔 
代数 到 一 个 二 元 布尔 代数 的 同 态 映射 . 布尔 代数 B 
的 一 个 极 大 理想 A 可 决定 一 个 二 值 同 态 h:B 一 (0， 
1} ,这 可 置 

0 (a€), 

1 (a€ A. 
反之 ,布尔 代数 B 的 一 个 二 值 同 态 h 可 决定 B 的 一 
个 极 大 理想 A= (a|h Ca) —0.a € B). XRH B 的 极 


h(a) = 


大 理想 与 二 值 同 态 间 存 在 一 一 对 应 关系 . 由 于 极 大 
理想 与 极 大 滤 子 是 对 偶 的 , 故 二 值 同 态 与 极 大 滤 子 
之 间 也 存在 一 一 对 应 关系 . 

EAE dual of a homomorphism) 一 个 特 
殊 的 映射 . 设 f 是 布尔 代数 4 到 布尔 代数 B 的 一 个 
同 态 映 射 ,f 的 对 偶 是 映射 户 : Ult B 习 Ult A, € RS 
iE X Rif mf Dy); y € UIt B, HP Ult A X 
m 4 的 所 有 超 滤 子 构成 的 集合 . 

闭 开 代数 《clopen algebra) 一 种 特殊 的 布尔 
代数 . 拓扑 空间 X 的 所 有 闭 开 子 集 构成 X 上 的 集合 
代数 , 称 为 X 的 闭 开 代 数 , 记 为 clopX( 集 合 是 闭 开 
的 ,是 指 它 既是 闭 集 ,也 是 开 集 ). 

正则 开 代 数 (regular open algebra) 一 种 特殊 
的 布尔 代数 . 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,对 任意 4a 导 X， 
tcl (la) 表示 a 的 闭 包 ,int (a) 表 示 a HAR. S rla) 
二 int(cl(a)) 是 a 的 正则 化 . 如 果 ra) =u, MEK uc 
X 为 正则 开 集 . ic 

ROCX) = {u|u c X Art) =u}. 
RO(X) 是 关于 集合 的 包含 关系 构成 的 完备 布尔 代 
数 , 称 其 为 X 的 正则 开 代 数 . 

贝尔 代数 (Baire algebra) 一 种 特殊 的 布尔 代 
X. 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 a 有 贝尔 性 质 , 是 指 存 
在 XX 的 一 个 开 集 w 使 得 对 称 差 a 八 u 是 一 个 贫 集 ， 
即 可 数 多 个 无 处 稠密 集 的 并 集 . 用 初等 拓扑 方法 不 
难 证 明 集 合 Bai X — (aC X la 有 贝尔 性 质 } 是 X 上 
集合 的 o 代数 称 为 X 的 贝尔 代数 . 上述 内 容 由 贝尔 
(Baire, R. L. ) 提 出 . 

布尔 空间 (Boolean space) 一 种 特殊 的 拓扑 空 
la]. 如 果 拓 扑 空 间 X 的 所 有 闭 开 子 集 的 集合 clop X 
是 X 的 拓扑 的 基 , 则 说 X 是 零 维 的 . 紧 致 的 并 且 和 雪 
维 的 豪 斯 多 夫 空 间 称 为 布尔 空间 . 其 特点 是 : 

1. 每 一 个 有 穷 离散 空间 是 布尔 空间 . 

2. 任何 布尔 空间 族 的 乘积 空间 都 是 布尔 空间 . 

3. 布尔 空间 的 每 一 个 子 空间 是 布尔 空间 . 

可 利用 布尔 空间 这 一 概念 研究 布尔 代数 的 结 
构 , 建 立 布尔 代数 和 拓扑 空间 之 间 的 联系 . 

对 偶 代 数 (Cdual algebra) 一 种 特殊 的 布尔 代 
数 . 设 X 是 一 个 布尔 空间 , 闭 开 代数 clop X RA X 
的 对 偶 代 数 . 每 一 个 布尔 代数 同 构 于 一 个 对 偶 代 数 . 

WHA S iE (dual space) 一 种 特殊 的 拓扑 空间 . 
设 4 是 一 个 布尔 代数 ,Ult 4 是 布尔 代数 A 的 所 有 
超 滤 子 构成 的 集合 ,又 设 S:A4A 一 PCUlt 4) 是 斯 通 映 
射 .Ult A 加 上 以 SLAj] 为 拓扑 基 的 拓扑 称 为 4 的 对 
偶 空间 , 亦 称 4 的 斯 通 空间 ,或 称 4 的 超 滤 空间 . 

斯 通 空间 (Stone space)” 即 “对 偶 空 间 ”. 

超 滤 空间 (space of ultrafilter) BI “xt 4B zs 
[8] ”. 

相对 完备 子 代数 (relatively complete subalge- 
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bra) ”一 种 特殊 的 子 布尔 代数 . 如 果 布 尔 代 数 B 的 
一 个 子 布尔 代数 4, 对 每 一 个 65€B, 在 A 中 有 一 个 
最 大 元 素 a, tE ab; RX B 中 每 个 5, 在 4 PE 
在 一 个 最 小 元 a, 使 得 ba, WR A 是 B 的 相对 完 
PRM. E AE B 中 一 个 相对 完备 子 代 数 , 则 : 

1.id4 :4 一 B 保持 4 中 一 切 和 与 积 , 式 中 ida 18 
单位 映射 . 

2. 如 果 B 是 完备 的 ,那么 4 也 完备 . 

Nr AR ET (Stone map) 布尔 代数 的 一 个 特殊 
的 同 态 映 射 . 设 4 是 一 个 布尔 代数 ,Ult 4 是 4 的 超 
滤 子 的 集合 ,映射 S:4 一 到 (Ult 4) 对 每 一 +E4 由 
下 式 定 义 : 

S(x) = {p E UltA|x € p}, 
其 中 多 (Ult 4) 表示 UtAN RE. 称 这 样 的 映射 S 
为 4 的 斯 通 映 射 .S 是 4 到 宛 (Ult4) 内 的 一 个 同 
AS BRT. 

HI 3 a RE XB (Stone representation theorem) 
布尔 代数 的 结构 理论 中 最 重要 的 定理 . 这 个 定理 有 
两 种 表现 形式 : 

1. 集合 论 形式 . 每 一 个 布尔 代数 同 构 于 一 个 集 
合 代 数 . 

2. 拓扑 形式 . 每 一 个 布尔 代数 同 构 于 一 个 布尔 
空间 的 闭 开 代 数 .或 说 布尔 代数 4 的 对 偶 空 间 
Ult A 是 布尔 空间 ,并 且 4 的 斯 通 映 射 是 A 到 clop- 
Ult A 上 的 同 构 . 

斯 通 表 示 定 理 把 对 布尔 代数 的 研究 归结 为 对 集 
合 代 数 或 闭 开 代数 的 研究 . 同时 可 以 把 集合 代数 中 
的 定理 和 恒等式 不 加 证 明 地 推广 到 一 切 布尔 代数 
中 .斯 通 (Stone,M. H. ) 发 表 过 大 量 的 专题 论文 ,其 
内 容 有 布尔 代数 的 表示 ,布尔 环 论 在 一 般 拓 扑 中 的 
应 用 等 . 

布尔 代数 的 表示 (representation of a Boolean 
algebra) 布尔 代数 4 到 短 集 代数 内 的 一 个 单一 同 
AS. 设 4 是 一 个 布尔 代数 ,e:A 一 P(X) 是 A BEE 
代数 P(X) 的 单一 同 态 . 则 称 该 同 态 为 布尔 代数 A 
的 一 个 表示 .表示 e: 4 一 P(X) 称 为 约 化 的 ,是 指 
e| AJTE XKR BUR ry 是 X 的 不 同 点 ,那么 
存在 aC 4, 使 得 xE€ela) 并 日 y € eCaD. 表示。 RA 
完美 的 ,是 指 对 4 的 每 一 个 超 滤 子 pb, 存在 XX 的 一 
个 点 x, 使 得 对 所 有 ae A,ae pp, SAMY rE 
ela). 任 一 表示 e:4 一 P(X) 可 以 诱导 出 一 个 映射 p: 
X--Ult A,q(x)— {aE A|x€eCa)]. e dé £3 4E B9 4 
上 且 仅 当 9 是 单 射 ye 是 完美 的 , 当 且 仅 当 9 是 满 射 . 这 
里 Ult4 是 4 上 一 切 超 滤 子 所 构成 的 集合 . 

布尔 代数 的 约 化 表示 (reduced representation 
of a Boolean algebra)” 见 “布尔 代数 的 表示 ”. 

布尔 代数 的 完美 表示 (perfect representation of 
见 “ 布 尔 代 数 的 表示 ”. 

685 


a Boolean algebra) 


tH 尔 代 X 

齐 次 布尔 代数 (homogeneous Boolean algebra) 
一 种 特殊 的 布尔 代数 . 设 B 是 一 个 布尔 代数 ,如 果 
对 于 布尔 代数 B 的 每 一 个 非 零 元 素 5, 相 对 代数 B 
Mb 二 {zx|z€EB H cb} AT B. WR BARK 
尔 代数 . 退化 布尔 代数 与 二 元 布尔 代数 都 是 齐 次 的 ; 
四 元 布尔 代数 不 是 齐 次 的 ;有 限 齐 次 布尔 代数 的 例 
子 很 少 ,然而 每 一 个 无 限 自由 布尔 代数 都 是 齐 次 的 . 

布尔 代数 的 自由 生成 元 集 (set of free genera- 
tors of Boolean algebra) 一 种 特殊 的 生成 元 集 . 设 
X 是 布尔 代数 B 的 一 个 生成 元 集 , 对 于 由 它 到 布尔 
代数 C 的 每 个 映射 ,都 存在 h 的 一 个 扩充 g ,使 得 
ge BIC 中 的 布尔 同 态 , 则 称 X 是 B 的 自由 生成 
元 集 : 

1. 对 任 一 非 负 整数 ,如 果 B 是 一 个 布尔 代数 
而 且 有 一 个 由 个 元 素 组 成 的 自由 生成 元 集 , 则 B 
有 2" 个 元 素 . 

2. 如 果 D,,D, 是 同一 个 布尔 代数 B 的 A 由 生 
成 元 集 , 则 D, 与 D, 有 相同 的 基数 . 

3. WR D, 是 Bi 的 自由 生成 元 集 ,D, 是 Bi 的 
自由 生成 元 集 , 且 D; 与 D, 有 相同 的 基数 , 则 5, 与 
B; F+. 

自由 布尔 代数 ree Boolean algebra) 一 种 特 
殊 的 布尔 代数 . 令 X BERRA PAM Ce. POE 
X EA 由 ,其 中 是 布尔 代数 ,e 是 从 X 到 p 中 的 
映射 ,如 果 对 每 个 从 X 到 布尔 代数 4 的 映射 存在 
惟一 的 同 态 g:F 习 4A ,满足 ge e=f. RAE X All 
e:X 一 FF 使 得 (e,F) 在 关上 自由 , 则 称 布尔 代数 下 
是 自由 的 . 对 每 个 集合 1, 存在 一 个 TT 上 的 自由 布尔 
代数 . 

布尔 代数 的 无 关子 集 (independent subset of 
Boolean algebra) ”布尔 代数 的 一 个 特殊 子 集 , 设 B 
是 一 个 布尔 代数 , 且 UCB, 对 U 中 任意 两 个 不 相交 
的 有 限 子 集 {1 ,ws，… Us) K vivo ttt v] A u,* 
Uo © tee e u, Ui e v e see 9 Um 0, Bl U 上 的 所 有 
非 平 几 初等 积 是 非 零 的 . 则 称 U 是 B 的 无 关子 集 . 
由 这 样 的 U 生成 的 子 代数 4 称 为 由 U 无 关 生 成 的 
或 自由 生成 的 . 贝尔 卡 (Balcar) 与 弗 兰 尼 克 
(Franék) 指 出 :每 个 无 限 完备 布尔 代数 4 有 一 个 基 
数 为 | 4 | 的 无 关子 集 . 

无 关子 代数 族 (independent family of subalge- 
bra) 一 种 特殊 的 子 代数 集合 .布尔 代数 A 的 一 个 
TARR, i CB: er X FAEM ER A n Æ P 
r(1),z(2), iOO BO A bw dé Bio; P BUE 
零 元 素 , 则 在 4 中 就 有 bia) * boy * tt * bio 220, Il 
称 (B,)ier 是 无 关子 代数 族 . 无 关子 代数 自然 出 现在 
自由 布尔 代数 中 , 设 在 UCFKF 上 是 自由 的 , 且 
Upiek& U 的 两 两 不 相交 的 子 集 族 ,那么 BI 
数 (U,) 就 构成 无 关子 代数 族 ,这 里 (U;) 表 示 由 UV AE 
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成 的 子 代数 ， 

布尔 代数 的 无 关 度 (independence of a Boolean 
algebra) ”表示 无 关子 集 大 小 的 一 种 度量 . 对 布尔 
代数 B, 基 数 ind B=sup{|U||U 是 B 的 一 个 无 关 
子 集 }; 称 为 B 的 无 关 度 . 对 每 一 个 不 可 数 布尔 代数 
B 有 ind B= |B|. 

理想 无 关子 集 (ideal-independent subset) 布 
尔 代数 的 一 个 特殊 子 集 . 设 DD 是 布尔 代数 4 的 子 
集 , 其 任意 元 素 d 都 不 属于 由 DP\{d} 在 4 中 生成 的 
理想 , 则 称 D 是 A 的 理想 无 关子 集 . WH Al ih She- 
lah. S. ) 引 进 此 概念 以 证 明 下 面 结果 :如 果 4 是 一 
个 无 限 布 尔 代 数 旦 id(4) 是 4 的 理想 的 个 数 , 则 

id A)" = idCA). 

布尔 代数 中 的 稠密 子 集 (dense subset in Bool- 
ean algebra) 布尔 代数 的 一 种 特殊 子 集 . 设 X 是 
布尔 代数 B 的 子 集 , 若 : 

LXER —BN(0); 

2. 对 每 个 bEB+ A x€ X 使 得 0x, 

则 称 X 是 布尔 代数 4 的 稠密 子 集 . 

已 中 的 稠密 子 集 X 有 多 种 等 价 的 刻画 法 : 

1. 对 每 个 6€B, 有 一 两 两 不 相交 族 MCX 使 得 
b= M ; 

2. B 6€ B. MCX fib = SM. 

3. 对 每 个 pE B, b= X(x€ X:c<b}. KrP X 
M 表示 M 的 最 小 上 界 , 而 XC B^. 

k 链条 件 (Ck-chain condition) 集合 的 两 两 不 
相交 子 集 族 的 基数 的 上 界 . 设 布尔 代数 4 的 每 一 个 
两 两 不 相交 子 集 族 和 X 均 有 |X| 过 “<, 则 称 4 满足 “ 
链条 件 . 

如 果 布 尔 代数 A 满足 <“ 链条 件 , 且 XSE4, 那 么 
有 某 个 基数 小 于 «的 YCX, 使 得 与 Y 在 A 中 有 
相同 的 上 界 . 特别 ,如 果 DX 与 之 了 之 一 存在 , 则 
了 人 

可 数 链条 件 (countable chain condition ) « $ 
条 件 中 的 e 为 可 数 基 数 时 的 特殊 情况 . 可 数 链条 件 
简 记 为 c.c.c. 每 一 个 自由 布尔 代数 均 满 足 可 数 链条 
件 . 

布尔 代数 的 自由 积 (free product of Boolean al- 


gebras) ”自由 布尔 代数 的 推广 . 设 (4,;);ey 是 一 族 布 

尔 代 数 ,((e;);ei,4) 称 为 (4;)iel: 的 自由 积 的 条 件 是 : 
1. 4 是 布尔 代数 E M 
2. B — e; f A; 8| AW 

的 同 态 ， , 
3. 对 每 一 族 同 态 ( 广 ),er， Ji 

存在 惟一 的 同 态 /: 4 一 B 使 


f f:e—-f,G€eD.K' f, 
是 A; 到 布尔 代数 B 内 的 同 态 ( 如 图 ). 


每 一 个 布尔 代数 族 ,在 同 构 的 意义 下 有 惟一 的 
自由 积 . 

布尔 代数 的 融和 自由 积 (amalgamated free 
product of Boolean algebras) 布尔 代数 自由 积 的 
推广 . 设 (hi);iel 是 一 族 布尔 代数 ,C 是 另 一 个 布尔 代 
数 ,并 且 对 每 一 i1€E1,h:C 一 A; 是 单一 同 态 . 
CCeiers APRA CA Diers Adie nD TE C. 上 的 融和 自 
由 积 的 条 件 是 : 

1. A 是 布尔 代数 ， 

2.€::A,>A EIA, B. e; ? 

1,47€ L). 

3. 对 每 一 族 同 态 | f. 
CfierCfi 是 A; 到 | 任 一 布 Af EC 
RRA B 内 的 同 态 ), 只 要 C fece n 
fis hm fi hi je DA top 
存在 惟一 的 同 态 fi A> B 
使 得 fee —f,G€ DB. 

34 C 是 二 元 代数 时 布尔 代数 的 融和 自由 积 ,就 


h;—e; * hj ON BR 


退化 成 布尔 代数 的 自由 积 . 
特殊 布尔 代数 


有 限 - 余 有 限 代 数 (finite-cofinite algebra) 一 
种 特殊 的 布尔 代数 . 如 果 集 合 X 的 子 集 4 关于 X 
HRE XSA 是 有 限 的 , 则 称 4 ATE X 中 余 有 限 的 . 
Y 二 {414 是 XX 的 有 限 子 集 或 是 余 有 限 的 子 集 } 是 
Fe SER P(X) 的 子 布尔 代数 , 称 为 有 限 - 余 有 限 代 
数 . 对 每 一 无 限 集 头 ,有限 - 余 有 限 代 数 是 P(X) 的 真 
TAE. 

[X jl] f Er (interval algebra) 一 种 特殊 的 布尔 
代数 . 设 工 是 有 首 元 素 Oi 的 线性 序 集 , 将 工 的 线性 
序 扩充 到 LU {oo), 其 中 是 不 在 工 中 的 一 个 元 素 ， 
并 且 规 定 对 每 一 个 x€ L,r«oo. 对 任意 zx,yELU 
{co} ,集合 Lz,y)=(zE 民 |z 委 z<<y)} 称 为 也 的 由 
与 y 决定 的 半 开 区 间 . 设 A 是 由 工 的 所 有 可 以 表示 
为 有 限 个 半 开 区 间 的 并 的 子 集 所 构成 的 集合 ,那么 
A 对 集合 的 并 、 交 、 补 运算 构成 布尔 代数 , 称 为 工 的 
区 间 代 数 . 当 工 没有 首 元 素 时 也 可 构成 区 间 代 数 . 
布尔 代数 4 同 构 于 一 个 区 间 代 数 当 且 仪 当 它 由 一 
4s CCA 所 生成 . 

原子 布尔 代数 (atomic Boolean algebra) 一 种 
特殊 的 布尔 代数 . 设 B 是 一 个 布尔 代数 ,对 于 布尔 
代数 B 中 每 个 非 零 元 z, 均 存在 某 个 原子 a 使 amu 
成 立 , 则 称 B 为 原子 布尔 代数 .有限 布尔 代数 消 为 
原子 布尔 代数 .含有 个 原子 的 有 限 布尔 代数 共有 
2" 个 元 素 . 可 以 证 明 ; 每 一 个 原子 布尔 代数 同 构 于 
一 个 集合 代数 ;而 每 一 个 完备 的 原子 布尔 代数 同 构 


特殊 布尔 代数 


TP FER. 这 是 著名 的 斯 通 表 示 定 理 的 一 种 
较 弱 说 法 (参见 “原子 ”). 

无 原子 布尔 代数 (non-atomic Boolean algebra) 

一 种 特殊 的 布尔 代数 . 指 不 含 原子 的 布尔 代数 . E 
要 包括 以 下 几 种 : 

1. 因 有 限 布尔 代数 皆 为 原子 代数 , 故 凡 无 原子 
布尔 代数 均 是 无 限 的 . 

2. 语句 丛 布尔 代数 是 无 原子 布尔 代数 的 一 个 例 
F 

3. 可 以 证 明 : 一 布尔 代数 B 是 无 原子 的 (或 原 
子 的 ), 当 且 仅 当 补 B 是 无 原子 的 (或 原子 的 ). 

4. 每 个 无 穷 自由 布尔 代数 是 无 原子 的 (参见 “ 原 
To) 

超 原 子 布 尔 代 数 (super-atomic Boolean alge- 
bra) 一 种 特殊 的 布尔 代数 . 设 4 是 布尔 代数 ,如 
ARA 的 每 一 个 非 平 凡 同 态 象 都 有 一 个 原子 . 则 称 4 
为 超 原子 布尔 代数 .退化 布尔 代数 及 每 一 个 有 限 布 
尔 代数 均 是 超 原 子 的 . 超 原子 布尔 代数 具有 下 列 特 
E. 令 A 是 一 个 非 平凡 布尔 代数 , 则 下 列 命 题 是 等 
价 的 : 

1. 4 是 超 原 子 的 . 

2. A 的 每 个 子 代 数 是 原子 的 . 

3. 4 的 每 个 子 代 数 有 一 个 原子 . 

4. A 的 每 个 非 平凡 同 态 象 有 一 个 原子 . 

相对 代数 (relative algebra) ” 亦 称 因子 代数 . 
一 种 特殊 的 布尔 代数 . 设 4 是 一 个 布尔 代数 并 且 a 
E A, 那么 4 的 子 集 4 fa=(r|x€A BH ras RF 
A 的 偏 序 构成 一 个 布尔 代数 , 称 此 代数 为 A 关于 a 
的 相对 代数 . 例如 ,对 于 任何 集 和 及 任何 aaSX， 
P(X) a 是 a 的 军 集 代数 .但 对 于 a4 关 1,A ba 不 是 
A 的 一 个 子 代 数 . 对 于 布尔 代数 4 中 每 个 a,A4 
=(A Fa) X CA | aO. 3X IE EECA Ta) 称 为 因子 代 
数 的 原因 . 

因子 代数 (factor algebra) 即 “ 相 对 代数 ” 

公式 代数 (algebra of formulas) 一 种 特殊 的 
布尔 代数 . 令 工 是 关于 命题 或 一 阶 逻 辑 的 语言 ,了 
是 工 中 语句 的 任 一 集合 ,对 于 工 中 的 公式 a,P 定义 
ac, M BT T Free, B[ 34 AM a B 在 命题 
《或 谓词 RA PASAH T JE XR] WE HA. “一 "是 在 一 
切 公 式 集 上 的 一 个 等 价 关系 . 令 [oj 是 eo 关于 一 的 等 
价 类 , 且 令 B(T)== (Laj:a 是 工 的 一 个 公式 }, 并 规 
FE: 

Le |--L8]— le V 8], [a] * L8]— Le ^ 8]. 

[a] —[ 1a]. 1 = [ara], 0=La Aa], 
APF a 是 任 一 公式 . 则 《BC(T), 十 ,。,',1,0) 构 成 布 
尔 代 数 , 称 此 布尔 代数 为 关于 了 的 公式 代数 . 公式 
代数 建立 了 布尔 代数 与 逻辑 之 间 的 联系 ;进而 可 以 
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证 明 :每 个 布尔 代数 同 构 于 某 个 公式 代数 BCT). 

林 登 包 姆 - 塔 尔 斯 基 代 数 (Lindenbaum-Tarski 
algebra) ”公式 代数 的 一 个 子 代数 . 设 B(T) 是 公设 
代 数 , 令 A= {Lajla 是 L 的 一 个 语句 (命题 )}, 则 
ACB(T), 且 A 是 公式 代数 的 子 代 数 , 称 为 了 的 林 
登 包 姆 - 塔 尔 斯 基 代 数 : 

1. Laj 实 际 上 是 语句 (命题 ) 从 ,因而 此 代数 又 称 
为 语句 从 布尔 代数 或 命题 布尔 代数 . 

2. 可 以 证 明 : 每 一 个 布尔 代数 同 构 于 一 个 ( 林 登 
包 姆 - 塔 尔 斯 基 )) 代 数 . 

此 代数 为 林 登 包 姆 (Lindenbaum,A. ) 与 塔 尔 
斯 基 (CTarski,A. ) 所 提出 ， 

语句 从 布尔 代数 (Boolean algebra of the state- 
ment bundle) 见 “ 林 登 包 姆 - 塔 尔 斯 基 代 数 ” 

w 万 有 布尔 代数 (wi-universal Boolean alge- 
bra) 一 种 特殊 的 布尔 代数 . 设 B 是 布尔 代数 ,对 
基数 至 多 为 o. 的 每 一 个 布尔 代数 均 可 能 人 到 此 布 
尔 代数 B 中 , 则 称 布 尔 代数 B 为 w 万 有 布尔 代数 . 
所 谓 布尔 代数 4 KA BIRR B 中 ,是 指 存在 一 
个 单一 同 态 映 射 f: A—>B. 可 以 证 明 , 具 有 强 可 数 分 
离 性 质 的 布尔 代数 是 ei 万 有 的 . 

刚体 布尔 代数 (rigid Boolean algebra) 人 恒 等 
映射 ids 是 其 惟一 的 自 同 构 的 布尔 代数 . 一 个 布尔 
代数 B 是 刚体 的 , 当 且 仅 当 在 B 中 没有 非 零 不 相交 
元 素 具 有 同 构 的 相对 代数 . 即 没有 非 零 不 相交 的 a， 
b 使 得 相对 代数 Bla Best. iii X (Van 
Douwen),5€ XX (Monk) Al E Zi (Rubin, M.) & A dE 
出 :获得 刚体 布尔 代数 有 些 困 难 , 因 为 至 少 有 四 个 元 
素 的 可 数 布尔 代数 不 可 能 是 刚体 的 . 

树 代数 (tree algebra) 一 种 特殊 的 布尔 代数 . 
一 个 偏 序 集 (T, 志 7) 是 一 棵 树 ,如 果 每 一 个 1:€ET, 集 
A pred(1) 二 {xE€T|zx<7zt) 是 由 <z 决定 的 一 个 良 
序 集合 . 设 ( 人 了 , 委 ) 是 一 棵 树 , 对 每 一 个 上 GET, 令 忆 
={sET |ts}; H bh ltET ÆRET LHEAR 
数 Br 称 为 了 的 树 代数 . HE b 称 为 Br 的 典范 生成 
元 . 可 以 证 明 : 每 个 树 代 数 可 租 入 到 一 个 区 间 代 数 . 
特别 地 ,每 个 树 代数 是 收缩 的 . 树 代 数 是 20 世纪 80 
年 代 初 由 布 列 纳 (Brenner,G. ) 引 进 , 用 来 提供 具有 
悖 论 性 质 的 布尔 代数 . 

收缩 布尔 代数 (retracting Boolean algebra) 
一 种 特殊 的 布尔 代数 .一 个 布尔 代数 B 是 收缩 的 ， 
如 果 对 每 一 个 满 同 态 映 射 x:B 一 B', 均 有 一 个 同 态 
映射 e: B' 一 B 使 得 x+。e 二 ids ,其 中 B' 是 布尔 代数 ， 
是 映射 的 复合 ,idg 是 B 上 的 恒 等 映射 .一 个 区 间 
代数 的 一 个 子 代 数 未 必 同 构 于 一 个 区 间 代 数 , 但 是 
一 个 区 间 代 数 的 子 代 数 却 具有 一 个 很 强 的 性 质 , 即 
收缩 性 ,这 就 是 鲁 宾 (Rubin ，M. ) 证 明 的 一 个 定理 
一 个 区 间 代 数 的 每 一 个 子 代数 都 是 收缩 的 . 
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霍 普 夫 -布尔 代数 (Hopfian-Boolean algebra) 
一 种 特殊 的 布尔 代数 . 布尔 代数 4 是 霍 普 夫 的 ,如 
RA 是 无 穷 的 并 且 每 一 个 满 自 同 态 是 一 对 一 的 . € 
普 夫 (Hopf，H) 在 研究 李 群 的 同调 与 余 同 调 时 ,于 
1935 年 首次 提出 . 

康 托 尔 - 本 迪克 松 导数 (Cantor-Bendixson deri- 
vative) 拓 补 空间 的 所 有 非 孤 立 点 组 成 的 子 空间 . 
布尔 空间 X 的 一 阶 康 托 尔 - 本 迪克 松 导 数 是 指 X = 
XNLCOXD RE 1,(X) 表 示 X 的 孤立 点 的 集合 , 即 
1(X) 二 {xEXIz 是 X 的 孤立 点 ). 然后 规定 X 的 
闭 子 集 的 一 个 递减 序列 (X。)seo, 这 里 ord 表示 一 
切 序数 的 类 

Xo— X Xas = (Xa) X= N Xe 
4A 是 极限 序数 时 ,X。 称 为 X 的 a 阶 康 托 尔 - 本 迪 
克 松 导数 . 

康 托 尔 -本 迪克 松 不 变量 (Cantor-Bendixson in- 
variant) 超 原子 代数 研究 中 的 重要 概念 . 设 4 是 
超 原 子 布尔 代数 , 且 X BED MS. 存在 惟一 
的 对 (a(4),n(4A)) 二 (a(XX),n(X)) 使 得 : 

1. WR 4 平凡 , 则 e(A=—-1 H nlA)=0; E 
WW CAD ERR, H n CAD EIE E IC. 

2. 如 果 A 非 平 凡 , 则 4 A B a(4) 阶 康 托 尔 
-本 迪克 松 导 数 , 是 有 限 的 且 正 好 具有 nCAD CT. 

3. 当 A JE IRE AY Le CAD) — | AL * Se CADRE n CA ) B 
为 4 的 康 托 尔 -本 迪克 松 不 变量 ， 

此 概念 在 康 托 尔 -本 迪克 松 分 析 中 ,被 用 来 了 解 
超 原 子 代数 的 结构 . 

布尔 代数 的 基数 序列 (cardinal sequence of a 
Boolean algebra) 一 个 特殊 的 序列 . 令 A 是 非 平凡 
超 原子 布尔 代数 ,4 的 基数 序列 是 序列 C= (Ca cp 
这 里 o—aCD,. HC. Æ AADK ER, At CA) Æ A 
的 a 阶 康 托 尔 -本 迪克 松 导数 的 原子 的 集合 . 

递归 布尔 代数 (recursive Boolean algebra)  R. 
有 递归 性 质 的 布尔 代数 . 设 =A, H,’ ,04， 
14) 是 一 个 可 数 布 尔 代 数 ( 即 4 至 多 含 可 数 个 元 
R) WR A 的 论 域 4 是 自然 数 集 N 的 一 个 递归 子 
集 , 并 且 运 算 十 ,。 和 “是 部 分 递归 的 ,那么 称 红 是 
一 个 递归 布尔 代数 (参见 (数学 辞海 第 四 卷 《 数 理 逻 
辑 ) 中 的 有 关 条 目 ). 

可 判定 布尔 代数 (decidable Boolean algebra) 
能 用 程序 来 决定 其 命题 真 假 的 布尔 代数 . ww 
一 人 4, 十 ,。， ,04,14) 是 一 个 可 数 布尔 代数 ( 即 4 
至 多 含 可 数 个 元 素 ). 如 果 4 是 自然 数 集 N 的 一 个 
递归 子 集 , 并 且 7 的 理论 Th Aspat a 0a las 
tia)sea) 是 可 判定 的 ,那么 就 称 红 是 可 判定 的 布尔 
代数 (参见 (数学 辞海 第 四 卷 《 数 理 逻 辑 ) 中 的 有 关 
条 目 ). 


36 VA AY A Æ Tp ZR. RW (recursively enumerable 
Boolean algebra) 一 种 特殊 的 布尔 代数 . 设 WH 
一 (4, 十 ,。， ,04a，,14) 是 一 个 可 数 布 尔 代 数 ( 即 4 
至 多 含 可 数 个 元 素 ). 如 4 是 自然 数 集 N 的 一 个 递 
归 子 集 , 并 且 运 算 十 ,。 和 “是 部 分 递归 的 ,而 且 相 
等 关系 “= 是 递归 可 枚 举 的 ( 即 存 在 一 个 关于 十 ， 
* 和 的 递归 可 枚 举 合同 关系 “= 二 a” 使 得 2 / — 是 
一 个 布尔 代数 ), 那 么 就 称 CC 为 一 个 递归 可 枚 举 布 
尔 代数 (参见 《数学 辞海 ) 第 四 卷 《4 数 理 逻 辑 》 中 的 有 
关 条 目 ). 

算术 布尔 代数 (arithmetic Boolean algebra) 
一 种 特殊 的 布尔 代数 . 设 — (A. ,04,14) 
是 一 个 可 数 布 尔 代 数 ( 即 4 至 多 含 可 数 个 元 素 ). 如 
果 4 是 自然 数 集合 N 的 一 个 算术 子 集 , 并 且 运 算 十 ， 
。 和 “是 算术 的 ,而 且 4 上 的 相等 关系 也 是 算术 的 ， 
则 称 20 是 一 个 算术 布尔 代数 .n 元 关系 R 是 算术 
的 ,如 果 存 在 一 个 ntm 元 递归 关系 S 使 得 

RE OY CO sts 

(GAS 

其 中 Q AV RI G=1,2,++5m). 

布尔 代数 的 可 判定 性 (decidability of Boolean 


algebra) ”数理 逻辑 中 的 重要 概念 之 一 . 关于 布尔 
代数 的 可 判定 性 主要 有 以 下 结 

l. 塔 尔 斯 基 定 理 :布尔 代数 的 一 阶 理论 
Th (BA) fe n Fi ZEB. 


2. 鲁 宾 定理 ;有 一 个 特异 子 代 数 的 布尔 代数 的 
一 阶 理论 是 不 可 判定 的 . 例如 , 设 BE 4 的 一 个 子 
布尔 代数 , 则 C4,B) 的 一 阶 理论 是 不 可 判定 的 . 


布尔 函数 与 方程 


布尔 表达 式 (Boolean expression) 简称 布 尔 
公式 . 布尔 代数 研究 的 基本 对 象 . 是 布尔 代数 
《B, 十 ,。,',0,1) 中 按 如 下 递归 定义 的 符号 串 : 

1. B 中 任何 元 素 是 布尔 表达 式 . 

2. 任何 变 元 是 布尔 表达 式 . 

3. 阁 hh 和 hs 是 布尔 表达 式 ,; 则 (hi 十 hs), CA。 
h2) 和 (hi') 也 是 布尔 表达 式 . 

4. 只 有 通过 有 限 次 运用 规则 1,2 与 3 所 构成 的 
符号 串 才 是 布尔 表达 式 . 人 们 将 含有 个 相 异 变 元 
Lis Xo9°** 9 Tn 的 布尔 表达 式 记 为 E(xi, Loots Ln)’ 
FKH n 元 布尔 表达 式 . 

只 有 按 定 义 中 规则 所 得 到 的 符号 串 才 是 布尔 表 
达 式 ,如 有 十 ,。h 均 不 是 布尔 表达 式 .不 同 的 布尔 表 
达 式 可 能 确定 同一 个 布尔 函数 ,如 工 。(y 十 z) 和 
(z。，y) 十 (z。z) 确 定 同一 个 布尔 图 数 . 

布尔 公式 (Boolean formula) ” 即 “ 布 尔 表 达 
I 


fn R AA 5 7; RE 


Tn ^R $e IA zX BJ f& (value of a Boolean expres- 


sion) PK SCE A ES. 设 EG xt ,zi) 为 布尔 代 
HB, +, s ，，0,1) 的 一 个 布尔 表达 式 , 用 B 中 布 


AR BS TG 15425 '** sd, SY BARRE Ca xir PÆ 
元 Liss ,Xa( 称 为 赋值 ), 将 十 ,， ,理解 为 B 中 
相应 的 具体 运算 ,其 所 得 到 的 结果 就 称 为 布尔 表达 
XB JP EL DAE Cai sas 2,2. BRE XF EG, 
Zi du) = Copa) ou tr), KEJE wo is 
分 别 代 以 1,0, 1 时 得 天 (1,0,1) 一 (1 十 0)。(0 十 0) 
=] . 0 一 0, 即 其 值 为 0. 显然 对 同一 布尔 表达 式 赋 
EA I] , CL RT BE TH [e]. 如 上 例 ECO 0,0) — (0+0) 
°(1+1)=0°* 1=0=E(1,0,1). 

布尔 表达 式 的 相等 (equality of Boolean ex- 
pressions) ”两 布尔 表达 式 间 的 一 种 等 价 关系 . 对 于 
两 个 元 布尔 表达 式 Fry 909908 Ti) g CTT, 
La) ,如 果 对 于 任意 元 列 a1,as，… sa, E B, 5A 

f (a,,a5,***,a,) = ga1, G2 san)s 

则 称 布尔 表达 式 了 与 布尔 表达 式 g 在 布尔 代数 B 
上 相等 . 例如 ,布尔 表达 式 zx。 (y 十 z) 与 布尔 表达 式 
ZT。，y 十 Tz，z 是 相等 的 . 

布尔 函数 (Boolean function) — fp Fe sk eg ZA. 
能 用 布尔 代数 B E BS n 26 fp AR IK SOR ES BE PR 
数 f.B'—B. 可 以 证 明 : 对 于 二 元 布尔 代数 (0,1}) 而 
言 ,{(0,1 必 到 40,1) 的 任意 一 个 函数 ,都 是 布尔 函 
数 . 注意 :对 于 1B| 宇 4, 从 B" 到 B 的 函数 未 必 蚌 布 
尔 函 数 . 比如 取 布 尔 代数 B= 二 {0,1,2,3),n 二 2, 且 规 
定 :g((0,1))= 二 g((0,2))=g((l1,2))= gg((2,1)) 
=g((3,1))=0,g((0,0))=g((1,0))=g((1,1)) 
=g((2,2)) =g((2,3))=1,g((2,0)) =g((3,2)) 
=g((3,3))=2,g((0,3))=g((1,3))=g((3,0)) 
一 3, 那 么 8:B 一 已 就 不 是 布尔 函数 . 即 g 不 能 用 布 
尔 表 达 式 来 表示 . 在 二 元 布尔 代数 B= (0,1) 中 ,不 
同 的 ”元 布尔 函数 只 有 2? 个 . 

布尔 函数 的 相等 (equality of Boolean functi- 
ons) 布尔 函数 间 的 一 种 等 价 关 系 . 两 个 元 布尔 
PAM SC Lis Los tts Ln) A gCiste x), WU R 
fCaisazs* Qn) =g Cai 925° an WER n 26 £H Ca, 
azs san) € B" MIL, WM PA 4 ZR PRS A 
F Girt an) = BC aaa 2). AE 
J ist) =m Ca a) se et) SH ea *335 
WW Cy Cr 

布尔 函数 的 代数 (Calgebra of Boolean functi- 
ons) 一 种 特殊 的 布尔 代数 , 设 (B, 十 ,，, ,0,1) 是 
布尔 代数 ,FB(X) 是 此 代数 的 所 有 元 布尔 函数 
f(X) 的 集合 ,对 FBC(X) 中 任 两 个 元 素 f:B'>B, 
g:B’>B,e NM ftesfeg RSME: 
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布 尔 代 数 


Cf * g)CX) = F(X) + gCXD 

FO Oo» 

(XP FE fay X = n,.7:,5)€ B") 
如 此 得 到 的 (FB(X), 十 ,，,',0,1) 是 一 个 布尔 代数 
(其 中 0 为 恒 取 值 0 的 函数 ,1 为 恒 取 值 1 的 函数 )， 
BRAT ia ZR PR CY) FIC. 

初等 积 (elementary product) 亦 称 积 范式 或 

单项 式 . 一 种 特殊 的 布尔 表达 式 . 它 由 有 限 个 布尔 变 
元 或 变 元 的 补 之 积 所 构成 .可 写成 Lle 的 形式 ,其 


中 心 或 为 二 或 为 二 ,而 了 为 基 有 限 指标 集 . 在 命 
题 代 数 中 ,初等 积 又 称 为 小 项 或 简单 合 取 . 例如 x, 
T eysa. y ez HARRIER. 初等 积 是 命题 代数 
中 简单 合 取 概 念 的 推广 ,在 初等 积 中 ,如 至 少 有 一 
个 变 元 及 其 补 同时 出 现 , 则 此 初等 积 恒 等 于 0. 


(f+ g)(X) = foo je | 


A 3$ 3t (normal form of product) 即 “ 初 等 
积 d 

布尔 代数 的 单项 式 (monomial of a Boolean al- 
gebra) 即 “ 初 等 积 "g “ 积 范 式 ” 


初等 和 (elementary sum) 亦 称 和 范式 或 单 因 
XX. 一 种 特殊 的 布尔 表达 式 . 它 由 有 限 个 布尔 变 元 或 
变 元 的 补 的 和 所 构成 . 可 写成 Dat 的 形式 ,其 中 d 
或 为 zx; KA x) ,而 了 为 某 一 有 限 指标 集 . 在 命题 代 
数 中 ,初等 和 又 称 为 大 项 或 简单 析 取 .例如 zx',x' 十 
y zy 十 z' 均 为 初等 和 . 在 初等 和 中 ,如 果 至 少 有 
一 个 变 元 及 其 补 同时 出 现 , 则 此 初等 和 恒 等 于 1. 

和 范式 (sum normal form) BEP REA”. 

布尔 代数 的 单 因 式 (single factor of a Boolean 
algebra)” 即 “初等 和 ”或 “和 范式 ”. 

析 取 范式 (disjunctive normal form) 亦 称 积 
和 范式 、 多 项 式 或 加 性 范式 .一 种 特殊 的 布尔 表达 
式 . 它 由 有 限 个 初等 积 之 和 构成 ,可 写成 


2 Py 
其 中 P; 是 初等 积 . 任 一 布尔 表达 式 可 通过 对 合 律 ， 
德 。 摩根 律 ,分 配 律 及 其 他 布尔 代数 运算 律 化 为 析 
取 范 式 . 例如 
[r +z + (y +z] + zy 
Grp) Se) quy 
x'z'Cy T z) b ay 
= x'z'y--zxzzz-rrzy 


= xyz + ry, 
析 取 范式 不 是 惟一 的 .例如 z 十 (>》。z) 是 析 取 范式 ， 
但 它 亦 可 写成 
Pop Gye 2) Sa yy) cun re) 
= 
积 和 范式 (product sum normal form) BP“ 
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取 范 式 ”. 
布尔 代数 的 多 项 式 (polynomial of a Boolean 
即 “ 析 取 范 式 ” 或 “ 积 和 范式 ”. 
合 取 范式 (conjunctive normal form) RERA 
积 范 式 或 多 因 式 .一 种 特殊 的 布尔 表达 式 . 它 是 有 限 
个 初等 和 之 积 ,可 写成 形状 HP. 这 里 P. 是 初等 
和 ,了 7 是 有 限 指标 集 . 任 一 布尔 表达 式 可 通过 德 。 摩 
RE ,对 合 律 ,分 配 律 及 其 他 布尔 代数 运算 律 将 其 化 
为 合 取 范 式 . 例如 
Pete we) Gr y = [Ce 39! ee Ge say) 
一 (zy dz) + y) 
= (t 十 z)(y +z) + y). 


algebra) 


合 取 范式 不 是 惟一 的 ,例如 zx。(y 十 xz) 是 合 取 范式 ， 
但 它 亦 可 写成 工 。(y 十 z) 一 (z。y) 十 (z。z) 


= 

和 积 范 式 (sum product normal form) 
取 范 式 ” 

布尔 代数 的 多 因 式 (multiple factor of a Bool- 
ean algebra)” 即 “ 合 取 范式 ”或 “和 积 范式 ”. 

布尔 代数 的 极 小 项 (minimal term of a Boolean 
algebra) 亦 称 布尔 代数 的 最 小 项 或 基本 积 . 一 种 
特殊 的 布尔 表达 式 . 对 于 个 布尔 变 元 xn, 
来 说 , 它 是 形 如 


即 “ 合 


li^ 
之 初等 积 ,并 且 对 于 每 个 LyX; 表示 Ti 或 zi» A az; 5 
Zzi 恰 有 一 个 出 现 . 对 于 一 个 变 元 x KUL. A 2" 个 极 
小 项 :z 与 x ;对 于 两 个 变 元 x,y 来 说 ,有 2° 个 极 小 
Mice yore y t eyd | y ;一 般 地 ,对 于 nn 个 变 
元 Ziv Lost ,Xa 来 说 ,共有 2” 个 极 小 项 ;x e xi ton 
“Ta t ay 。，"”。Xa. 极 小 项 是 一 种 特殊 的 
初等 积 , 比 初等 积 具有 更 规范 的 形式 . 极 小 项 有 简单 
的 表示 法 , 称 为 回 量 表示 法 374 A= (ai5a55**,a,)€ 
(40,1)", 则 用 X^ 表示 极 小 项 xh t xm tot xin. Bil 
如 
Ao tu au cups 
A NO Moa NEP RR. 

X 称 为 极 小 项 X’ 的 底 向 量 , 而 4 称 为 极 小 项 X’ 
的 指向 量 . 在 二 值 布尔 代数 B= (0,1) Pon PBI 
的 极 小 项 的 2" 个 不 同 的 赋值 中 ,有 且 只 有 一 个 赋值 
使 该 极 小 项 取 值 为 1, 其 余 的 赋值 均 使 该 极 小 项 取 
值 为 0, 称 此 极 小 项 为 使 该 项 为 1 的 那个 赋值 所 对 
应 的 极 小 项 . 

布尔 代数 的 最 小 项 (minimal term of a Boolean 
algebra) ” 即 “ 布 尔 代数 的 极 小 项 ”. 

基本 积 (fundamental product) 
的 极 小 项 ”. 


即 “ 布 尔 代数 


布尔 代数 的 极 大 项 (maximal term of a Boolean 
algebra) ” 亦 称 布尔 代数 的 最 大 项 或 基本 和 .一 种 
特殊 的 布尔 表达 式 . 对 于 n 个 布尔 变 元 X1:225'** 9 Ln 
来 说 , 它 是 具有 形状 


n 
> v 
i=] 


之 初等 和 ,并 且 对 每 个 i,xf 表示 Xx; 或 x;' AP z 
与 zi' 恰 有 一 个 出 现 . 对 于 一 个 变 元 x 来 说 ,有 2 个 
极 大 项 ;x 与 x' ;对 于 两 个 变 元 ry 来 说 ,共有 2 个 
极 大 项 ;zx 十 y,z 十 y sa’ yx! y ;一般 地 ,对 个 
变 元 Tis T29 Ut Yo RA 2 个 极 大 项 :zl due: 
Coat dean! den dx. KI — BR 9 
初等 和 , 它 比 初等 和 具有 更 规范 的 形式 , 极 大 项 可 通 
过 极 小 项 的 简便 表示 法 表示 ; 
qud RE a 

TE — [B 7p AR RH ERR n 变 元 的 极 大 项 ,在 
它 的 2" 种 不 同 赋值 中 有 且 仪 有 一 个 赋值 使 该 项 取 
值 为 0, 其 余 赋值 下 该 项 均 取 值 1, 称 该 极 大 项 为 使 
它 为 0 的 那个 赋值 的 对 应 极 大 项 . 

布尔 代数 的 最 大 项 (maximal term of a Boolean 
algebra) ” 即 “ 布 尔 代数 的 极 大 项 ”. 

基本 和 (fundamental sum) 即 “ 布 尔 代 数 的 极 
Ki”. 

布尔 代数 的 析 取 范式 定理 (theorem of disjunc- 
tive normal form of a Boolean algebra) 关于 布尔 
表达 式 的 一 个 表示 定理 . E E Cis 229° s 2a) FE AA 
代数 (五 ,十 ,。，,0,1? 上 任何 一 个 布尔 表达 式 , 则 它 
一 定 能 写成 如 下 形式 : 


Ez, RS OE PE 

1 1 1 
55252955 
a,—0 az 一 0 a,=0 


[ E(a, ,05,***,0,) * Lily Larger Todi 


Ti (a; = 1), 


例如 
FE(zyz) 一 [Zz 十 zx 十 (yy 十 z) +zrz.y 
“yz Or ey eaz 
十 1。zZ eyez’ + 0exrey ez 
+]lereyer2’ +0¢e2r-ey' ez 
pO eae Boysen 
一 yz 十 zyvz 十 yz 
布尔 代数 的 合 取 范式 定理 (theorem of conjunc- 
tive normal form of a Boolean algebra) 关于 布尔 
表达 式 的 一 个 表示 定理 . 若 上 (zi,zxs，… zs) 是 布尔 
代数 (4B, 十 ,，,， ,0,1); 上 任 一 布尔 表达 式 , 则 它 可 写 


=G 


LX VY 


Ez, »425,"'** D) 


fp ^ o: MHA TE 


1 1 1 
— Ib: TT EEC «22 
a=0 a,—0 a,—0 


+t +r +e +y], 

zr; (a; = 0), 

x c x; (aj = 1). 

例如 五 (zzz) CECO,0 + xi + z) 
e (£00,1) + 24 + z) 
VCECISO) + zi! m 
ORCI) ME wy es 

布尔 方程 (Boolean equation) 一 类 特殊 方程 . 
指 布尔 代数 B ERARE: SX) =g), 
其 中 FOX S ege BES HR BM. 4X 
= Gn 5X0 s Ln) BT, PRT EA n 元 布尔 方程 ,而 
称 Lis X29""" 9 Fn 为 未 知 元 . BA Q1»Qd;»*** a, € B 使 
Pd f (a15a5,**,a,2— FCA, 929° san) s MER Ca as, 
a, An Zü di KA ER B] AR. 对 于 具有 形状 
hCOX) —0 RACX)=1 的 布尔 方程 ; 称 为 0-1 布尔 
方程 . 可 以 证 明 : 形 如 f(X) 二 gC(X) 的 布尔 方程 均 可 
化 为 等 价 的 0-1 布尔 方程 . 解 0-1 布尔 方程 的 一 个 
可 行 方法 是 逐次 消 元 法 . 对 于 布尔 函数 中 仅 含 0 与 
1 为 其 常量 的 0-1 布 尔 方 程 有 三 种 解法 : 即 分 项 求 
解法 ,分 文 解法 及 卡 诺 图 解法 .求解 布尔 方程 不 仅 具 
有 理论 意义 ,而 且 在 计算 机 科学 及 电路 设计 中 均 有 
重要 应 用 . 对 于 布尔 方程 c y—acb 显然 有 一 解 : 

r-a,y-b. | 

0 -1 1575 FF (0-1 Boolean equation) 
ARA RU. 

15 RÝ ¥ BJ f (solution of a Boolean equation) 
布尔 方程 的 基本 概念 之 一 . 在 布尔 代数 B 中 ,如 果 
存在 一 个 元 列 asar a, EB 满足 布尔 方程 

fartsa) =p nr a) 

则 称 n 元 列 Qj 3425 *'* 3d, 为 布尔 方程 在 B 中 的 一 个 
特 解 ,简称 布尔 方程 的 解 ( 所 谓 a.a: ,a; 满足 布 
尔 方 程 PCR tis s Zn) =g (21s Bis Lr)’ E TA 
f(a15d55***,a,) =g Cay sda55** a, 20. 例如 ,x 二 a' 为 
布尔 方程 a 十 x 二 1 的 一 个 解 ,并 且 x—a'! tulu 是 布 
尔 代 数 B 中 任意 元 素 ) 也 是 方程 的 解 .为 区 别 起 见 ， 
称 前 者 为 特 解 , 后 者 为 通 解 一 一 方程 的 每 个 解 所 具 
有 的 一 般 形式 . 

布尔 方程 的 特 解 (particular solution of a Bool- 
ean equation)” 见 “布尔 方程 的 解 ”. 

布尔 方程 的 通 解 (general solution of a Boolean 
见 “ 布 尔 方程 的 解 ”. 

布尔 方程 组 (system of Boolean equations) 
布尔 方程 构成 的 方程 组 . 在 布尔 代数 B 中 ,由 2m 个 
n IEH ^R PRÉC CRT 412 PEE fF Gn x2 m0 gin 
Los ts La) 6 — 1,2* mo HJ £8 Jm "e fg JR ZEE 

691 


见 “ 布 


equation) 


布 OR S 


f; in » X02 » *** Mp eC PTS e, Y) (1—]1,2,**5, 
m) ,这 m 个 方程 所 构成 的 方程 组 

Finan to =p a 

fy Eis x, s Ln) =B T1 xt m), 

Jost pij eme rp: 45.) 
PRA B 上 的 布尔 方程 组 . 


布尔 方程 组 的 解 (solution of system of Bool- 
ean equations) 布尔 方程 组 的 基本 概念 之 一 .在 布 
尔 代数 B 中 ,如 果 存 在 一 个 nn 元 列 aaz san, EB 
满足 布尔 方程 组 Silts £st s Ba) = Bi CLs Ze， 
Inds G=1,25°% ,;m) 的 每 个 方程 ; 则 称 n 元 列 C19C2， 
ya, 为 布尔 方程 组 在 B 中 的 一 个 特 解 ,简称 布尔 
方程 组 的 解 . 而 所 有 解 的 一 般 形式 称 为 通 解 . 如 布尔 


方程 组 
rty=1, 
"m 
z+z=1 
有 通 解 
r—u-Jd-v, 
poen, 
z-—uw-d-w, 


其 中 uv w 为 布尔 代数 中 的 任意 元 素 . 
布尔 方程 组 的 特 解 (particular solution of sys- 
tem of Boolean equations)” 见 “布尔 方程 组 的 解 . 
布尔 方程 组 的 通 解 (general solution of system 
见 “ 布 尔 方 程 组 的 解 ”. 


命题 代数 


fp AM (propositional algebra) 一 种 特殊 的 
布尔 代数 . 设 W 是 某 一 语言 中 所 有 命 ir fell FY BL B5) SE 
tO ART SF ANAK Rim. VA. 12: 32g 
命题 的 析 取 , 合 取 ,否定 联结 词 , 则 布尔 代数 (W,，V ， 
A，1, 了 了, 下) 就 是 命题 代数 (参见 “逻辑 代数 ?或 “ 林 
登 鲍 姆 - 塔 尔 斯 基 人 代数”). 

命题 (proposition ) 命题 代数 的 基本 概念 之 
—. 指 一 个 有 真 假 可 言 的 陈述 句 . FLAS d$ OE RE 
辑 》 同 名 条 . 

命题 常 元 (propositional constant) JP PRAT 
定 元 .初等 代数 中 的 常数 或 常 元 在 命题 代数 中 
应 概念 . 在 命题 代数 W 中 ,用 一 个 字母 表示 W 的 某 
个 固定 的 命题 ,这 个 字母 称 为 W 的 第 元 或 定 元 . 如 
FAT BREST. 

命题 定 元 (propositional constant) 


T. 


p 


of Boolean equations) 


即 “命题 常 


命题 变 元 (propositional variable) 初等 代数 
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命题 运算 符号 .用 它们 可 以 将 简单 命 


中 的 变数 或 变 元 在 命题 代数 中 的 对 应 概念 . 在 命 
代数 (W,，V ,A ,下 ,FT) 中 用 一 个 字母 表示 W 
的 某 个 可 变 的 不 固定 的 命题 ,这 个 字母 称 为 命题 变 
元 . 命题 变 元 常用 字母 zx,y,… 表 示 ,z 表示 的 命题 
可 能 为 真 ( 取 值 为 了 ), 也 可 能 为 假 ( 取 值 为 ). 如 果 
不 考虑 命题 的 实际 意义 ,而 只 考虑 它 的 取 值 , 则 当 x 
表示 确定 的 命题 a it, HE RRE T K F. 

A ER Ma RK (finite propositional algebra) 
一 种 特殊 的 命题 代数 . 即 由 有 限 个 命题 构成 的 布尔 
代数 (B,V LASS FATO AP BAA B da BS 
合 . 如 二 元 命题 代数 B= {fF,T). 任 给 一 个 命题 变 元 
PP; 通 过 布尔 代数 的 V ,人 ,站 这 三 个 联结 词 可 组 成 
下 面 2 二 4 个 命题 蚂 数 :Ff,p,，1p,T, 即 除 p 自身 
外 ,再 通过 否定 词 形 成 pp, 通 过 析 取 词 形 成 pV 
b 二 了 ,通过 合 取 词 形 成 p 和 “1p 二 Ff. 如果 把 Ff,p， 
T 作为 元 素 组 成 4 元 集合 Bj 二 {F,p, 1p, 
T) WeExtV.A, ISA. 由 此 可 构成 一 个 4 元 布 
尔 代 数 的 具体 模型 ({F,p, 卫 1p,T},V,，A,， 1,F， 
To. 对 任 给 个 命题 变 元 bis pisc pa UV, 
A ,一 可 组 成 2* 个 不 同 的 命题 函数 ,并 由 27 个 不 同 
的 命题 函数 可 组 成 到 元 集合 Br ERV, AH 
闭 . 由 此 可 构成 一 个 22 元 布尔 代数 的 具体 模型 

UB VM dy AEST 

AR Cruth table) 一 种 数 表 . 指 布尔 表达 
式 在 其 变 元 的 不 同 赋值 下 所 对 应 的 真 假 值 列 出 的 
表 . A 是 命题 代数 中 的 布尔 表达 式 . ziyzz，…m 
是 出 现在 4 中 的 所 有 命 TRAE IC. 给 Lisso £n dH 


定 一 组 真 值 , 称 为 对 4 的 一 个 指派 (或 赋值 ). A 在 
其 所 有 可 能 指派 下 取得 的 值 列 成 的 表格 , 称 为 4 的 
y ) 的 真 值 表 为 : 


RER. 例如 《x，y) 十 《x 


Æ A (tautology) 亦 称 恒 真 命题 . 一 种 命题 
公式 . 指 对 于 命题 变 元 的 所 有 真 值 指派 总 取 真 值 了 
的 命题 公式 . AAV (pV -ig) 是 重 言 式 ， 
这 可 用 真 值 表 来 验证 . 重 言 式 常 简 记 为 T. 
恒 真 命题 (identically true proposition) 
HX. 
fb EK 4 idl (propositional connectives) ”一 种 
题 组 合成 复合 


BD “ 重 


命题 . 常用 的 命题 联结 词 有 以 下 五 个 : 

1. & ig i] GE SR dEO 1: A 是 一 命题 ,用 A 
表示 与 4 真 值 相反 的 命题 , 称 为 4 的 否定 命题 .站 
是 命题 代数 的 布尔 补 运 算 . 否定 词 汪 与 自然 语言 
的 “不 ”相似 . 

2. 合 取 词 GE S8 SD A i ARI B 都 是 命题 ,用 
AAB 表 示 4 与 B 的 合 取 命题 ,A 人 B 为 真 , 当 且 仅 
当 A,B 同时 为 真 . 人 是 命题 代数 的 布尔 积 , 它 与 自 
然 语 言 中 的 “与 ”意义 相似 . 

3. Fr ig] GE SECRID V: RAM BREA, A 
AVB 表示 A 5 B 的 析 取 命题 ,AVB AR 4AM 
4A BAN AR. V 是 命题 代数 的 布尔 和 , 它 与 自 
然 语言 中 的 “或 ”意义 相似 . 

4. Zi à i]: x A 和 B 都 是 命题 , 则 A 一 B 表 
示 A 与 B 的 蕴含 命题 ,A 一 B 为 假 当 且 仅 当 4 真 且 
B 假 .在 A 一 B 中 4 称 为 前 件 ,而 B 称 为 后 件 .“ 一 ” 
与 自然 语言 中 的 “如 果 …… 则 …… ”意义 相似 . 

5. Z8 i ^: AB 表示 命题 AS B BASS 
含 命题 . A B 真 当 且 仅 当 4 5 BAAN RI. 
“>” 与 自然 语言 中 的 “ 当 且 仅 当 ”相似 . 命题 连结 词 
的 符号 形式 不 是 惟一 的 ,不 同 的 逻辑 系统 中 ,不 同 的 
逻辑 著作 中 ,所 用 的 符号 并 不 相同 ,其 常用 的 几 种 形 
式 列 表 如 下 : 


命题 的 运算 (operation of propositions) Jl 


“命题 联结 词 ”. 
GEA (negation) ” 见 “ 命 题 联结 词 ”. 
逻辑 非 (logical not)” 即 “否定 词 ”. 
合 取 词 (conjunction)” 见 “命题 联结 词 ”. 
逻辑 积 (logical product)” 即 “ 合 取 词 ”. 
析 取 词 (disjunction)” 见 “命题 联结 词 ”. 
逻辑 和 (logical sum) 即 “ 析 取 词 ” 
蕴含 词 (implication) JL“ Area”. 


XX 28 & (double implication) 见 “ 命 题 联 结 
Tal”. 


命题 公式 (propositional formula) 


命题 代数 


命 题 代 数 


中 的 一 种 布尔 表达 式 . 其 递归 定义 如 下 : 

1. 命题 常 元 和 命题 变 元 是 命题 公式 ， 

2. 如 果 p 是 命题 公式 ,那么 “1p 是 命题 公式 . 

3. 如 果 p 和 gq 是 命题 公式 ,那么 pVgq,pAgq 是 
命题 公式 . 

4. 只 有 有 限 次 地 应 用 定义 1 至 定义 3 得 到 的 符 
号 串 才 是 命题 公式 . 

命题 函数 (propositional function) 一 种 特殊 
pK aN. fe PN Gi{F.T}">{F,T}. 此 困 数 具有 7 个 
命题 变 元 cimo. tttm. 其 定义 域 是 {ff,T)" 而 值 域 
{F.,T}. 

F IB 3X (contradictory expression) 亦 称 恒 假 
命题 . 一 种 命题 公式 . 指 对 于 命题 变 元 的 所 有 真 值 指 
派 总 取 真 值 正 的 命题 公式 .例如 ,用 真 值 表 可 以 验 
UE q ACo A 1p RA JÉ XX. FISK IR OU F. 

恒 假 命题 (identically false proposition) 即 
“FERA”. 

fp AY Ha & (implication of propositions) ft 
题 间 的 一 种 关系 . 命题 A 蕴含 命题 B,4SAMYA 
>B ERSA MWEN ASB. 4 蕴含 B 意味 着 如 果 
A 真 则 B 必 真 , 即 A 是 B 的 充分 条 件 ,或 B 是 4 的 
必要 条 件 . 

条 件 命题 (conditional proposition) 命题 的 一 
种 变形 ,严格 说 来 是 一 种 谓词 或 命题 另 数 . 在 一 个 语 
句 中 如 果 含 有 一 个 未 确定 的 字母 x (也 可 以 为 多 
个 ), 它 可 以 代表 一 定 范 围 内 的 任何 个 体 或 对 象 ,这 
样 的 字母 称 为 个 体 变 元 ,简称 变 元 . 给 定 的 取 值 范围 
称 为 全 集 , 记 为 U. 当 个 体 变 元 x 表示 某 一 特定 个 
体 , 且 此 个 体 是 用 某 个 特定 的 字母 a 表示 时 ,可 记 为 
ZX 三 a, 此 时 称 x 取 值 为 a, 字母 a 称 为 个 体 常 元 . 设 
U 为 全 集 ,p(x) 为 含有 个 体 变 元 xz 的 陈述 语句 , 当 > 
在 U 中 任意 取 定 一 值 a 时 ,pl(a) 变 成 命题 .此 时 称 
P(X) 为 U 上 的 条 件 命 题 ,全 集 U 称 为 条 件 命 题 
Pr) ICR, PRE CR. 例如, 当 全 集 U 取 为 实数 
RHF, (2— 3) G7— 10220 是 一 个 条 件 命题 . 数学 中 通 
常见 到 的 方程 及 不 等 式 都 是 条 件 命题 . 

命题 的 等 价 (equivalence of propositions) fi 
题 间 的 一 种 关系 . 设 4,B 为 两 个 命题 , 当 且 仅 当 
AB 为 重 言 式 时 , 称 命 题 4 与 命题 B 等 价 , 记 为 
ASB, A MT B 意味 着 4A 真 当 且 仅 当 B 真 , 即 4 
是 B 的 充分 必要 条 件 .例如 ,pg 5j 15 Va 在 任何 
指派 下 取 相 同 的 真 值 . 故 pa 1» V q. Sime 
是 等 价 的 (参见 本 卷 (形式 逻辑 ?中 的 “等 值 命题 ”). 

种 命题 (four propositions) ”命题 变形 里 各 
相关 命题 的 统称 . 一 个 命题 的 前 提 和 结论 是 由 条 件 
命题 组 成 的 . 当 它们 经 过 交换 、 否 定 等 变形 后 ,就 会 
得 出 与 该 命题 相关 的 各 种 命题 . B> A, 1A— 1 
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fp R 代 X 


B, 1B> 14 分 别称 为 A—>B 的 道 命 题 , 否 命 题 及 
逆 否 命题 ,而 称 4 一 B 为 它们 的 原 命题 .一 般 称 为 四 
种 命题 . 例如 “车 两 三 角形 同 底 且 等 高 , 则 这 两 个 三 
角形 等 积 ”( 真 ) 作 为 原 命题 时 ,其 道 命 题 \ 否 命题 及 
逆 否 命题 分 别 是 “车 两 三 角形 等 积 , 则 这 两 个 三 角形 
同 底 等 高 ”*( 假 ), “车 两 三 角形 不 同 底 等 高 , 则 这 两 个 
三 角形 不 等 积 ”( 假 ),“ 若 两 三 角形 不 等 积 , 则 这 两 个 
三 角形 不 等 积 , 则 这 两 个 三 角形 不 同 底 等 高 ”( 真 ). 
这 四 种 命题 之 间 的 关系 是 : 互 为 逆 否 的 两 命题 是 等 
fri. Bl (A>B)@S(1B> A), CB— A) 6C 31A 
— B). 由 真 值 表 容易 验 明 . 

四 种 命题 间 的 关系 (relations among the four 
四 种 命题 间 的 逻辑 关系 . 原 命题 
pr q(2) dg E g(a > p(x), Bip M I plr) 
一 g(x), 道 否 命 题 丫 g(x) 一 一 p(x) 之 间 的 关系 
可 用 真 值 表 给 出 (下 表 是 当 z 在 论 域 中 取 定 一 个 元 
素 为 值 后 ,各 命题 的 真 假 ): 


pe) | «GO TORT 


T 


propositions) 


由 上 表 可 以 看 出 plr)>qglr)S qo), 
gia pO) Tp(r) 一 g(x), 即 原 命 题 和 道 否 


命题 逻辑 等 值 , 逆 命 题 和 否 命题 逻辑 等 值 . 四 种 命题 
间 的 关系 可 由 下 图 表示 出 来 . 


HOA Sr E 


原 命 题 (primitive proposition) ”四 种 命题 中 最 
简单 的 一 种 命题 . 常 取 作 讨论 的 出 发 点 ,该 命题 相对 
于 其 他 三 种 命题 而 言 是 原 命题 . 在 数学 中 许多 命题 
都 是 全 称 命题 . TES PR or BA“ OT BA x, pla) > 
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g(x)” 中 ,通常 省 略 “ 对 所 有 的 z”, 用 形式 “zz) 一 
g(x) ”来 表示 . 有 时 ,以 p(x) 一 g(x) 为 出 发 点 来 讨论 
其 他 命题 和 它 的 关系 ,这 时 ,可 以 把 p(x) q(x) ER 
为 (相对 于 其 他 命题 的 ) 原 命题 ,其 中 p(x) 称 为 前 提 
或 前 件 ,g (xz) 称 为 结论 或 后 件 . 

逆 命 题 (inverse proposition) 一 类 基本 的 、 常 
见 的 命题 .在 原 命 题 pq (zx) 中 ,交换 前 提 p(x) 
与 结论 g(x) ,得 到 的 命题 g(x) 一 p(x) 称 为 原 命题 
p G4 GOBJ E d RA , 8) PR 

否 命 题 negative proposition) 一 类 基本 的 、 
常见 的 命题 . 把 原 命题 p(r) 一 q(x) 的 前 提 和 结论 同 
时 否定 得 到 的 命题 p(x) 一 “gq(z). 简称 否 . 

it A th wl (converse-negative proposition) 一 
8 SEAS Bone LS ae. 把 原 命题 p(x) 一 q(x) 的 前 
提 与 结论 交换 ,并 同时 否定 得 到 的 命题 g(a) 3 
plz) 称 为 原 命 题 的 逆 否 命题 ,简称 逆 否 . 

偏 命题 (partial proposition) 一 种 特殊 结构 的 
命题 . 即 在 命题 的 特殊 变形 里 部 分 前 提 条 件 保持 不 
变 时 所 得 各 相关 命题 的 统称 . 如 果 给 出 一 个 如 下 形 
式 的 假 言 命题 :p(x) Ag(zx) 一 r(xzx), 其 前 提 由 两 个 
(或 两 个 以 上 ) 并 列 条 件 构成 ,如 pr) A q GO BD : 
结论 是 一 个 , 即 >(z). 如 果 将 某 个 (或 某 些 ) 条 件 , 如 
p(X), 视 为 前 提 中 的 不 变 部 分 ,讨论 四 种 变形 所 得 
的 命题 均 称 为 原来 命题 的 偏 命题 ,其 中 p(x) 人 g(x) 
一 r(x) 称 为 偏 原 命题 ;pC(rx)Ar《zx) 一 g(x) 称 为 偏 逆 
fiiis pr) A dq (rx) 一 r《(z) 称 为 偏 否 命 题 ;p(x) 
A 一 x(z)> 一 g(z) 称 为 偏 逆 否 命题 .例如 命题 “ 同 
底 且 等 高 的 两 个 三 角形 必 等 积 ”( 真 ), 在 此 例 中 ， 
pz),qCz),rCz) 分 别 代 表 条 件 命题 : 三 角形 x 与 
三 角形 ABE”. “三 角形 x 与 三 角形 4 等 高 "， 三 
角形 x 与 三 角形 4 等 积 ”, 其 中 4 为 任 一 取 定 的 与 
三 角形 x 同 底 的 三 角形 . 那么 原来 的 命题 便 是 一 个 
偏 ( 原 ) 命 题 , 其 偏 逆 命 题 , 偏 否 命题 及 偏 逆 否 命题 分 
别 是 “ 同 底 等 积 的 两 个 三 角形 必 等 高 ” 真 )， 同 底 不 
等 高 的 两 个 三 角形 必 不 等 积 ”( 真 )，“ 同 底 不 等 积 的 
两 个 三 角形 必 不 等 高 ”"( 真 ). 又 如 命题 “ 知 一 三 角形 
有 两 边 及 其 夹 角 与 男 一 三 角形 的 两 边 及 其 夹 角 对 应 
相等 , 则 这 两 个 等 角 所 对 的 边 也 相等 ”( 真 ), 在 比例 
Hy p(x) galr), rr) sr) DA RRA OF R^ 1E 
AABC FIAA'B'CH, AB= 7B”, “FEZAABC 和 
AA'B'C’#H, BC = B'C'”, “FE AABC HAA BC 
中 ,4C=4'C” 若 认定 前 两 个 条 件 命题 是 前 提 中 的 
不 变 部 分 , 则 这 个 命题 便 是 一 个 偏 命 题 ,其 偏 原 命 
题 \ 偏 逆 命 题 \ 偏 否 命 题 及 偏 逆 否 题 分 别 是 : 

pr) AqOQORArCGO-5sx: 

“在 人 4BC, 信 4A'B'C' 中 ,车 人 人 B= 人 B', BC 
—B'C',AB— A'B' ,ilj AC—A'C'"CRD. 


plx) Agl) (\sG) rix) 
“FE AABC, AA'B'C'H & ZB = ZB', BC 
= B'C', AC— A'C' ,W| AB—A'B'"(IBD. 
Pie) Aga) A Ir) 12s: 
“FE /AABC, AA'B'C'H G&G ZB = LL B', BC 
= B'C' , AB4A'B' , M) ACzEA'C'" CER). 
Pa hae@) hs" 17a) 
"XE AABC, AA BCH FZ ZB = YB, 
BC=B'C',AC4A'C' , M] ABzEA'B'" (CH). 
FH REKE D Be BA Ap Da ate weed Se att Pe ad 
逻辑 等 值 的 : 
Lolz) Mgq(z)—>r(z)] 
eisi2AqGOA-37r(G) 184G)], 
Lp(X) Aq GO A rGOrG) | 
eisG2)AqXGOA-731sGOo-—7r(G)]. 
Ay 335 ta eS d T fir A (2. 3 32 E Ae ELIT : 
Lp(X) Ar G8 G2] 
eiseG2AqGO)A-14GO-rG) ], 
Lp(X) AqGO AsGoO—rGO | 
eisG2AqGOA r(x) > 15G) ]. 
偏 原 命题 (partial primitive proposition) — Jl, 
“ 偏 命 题 ”. 
ia 3A fp RE (partial inverse proposition) 
命题 ” 
偏 否 命题 (partial negative proposition) Jy, 
Er 
{fq i G fp RA (partial inverse negative proposi- 
tion) 见 “ 偏 命题 ”. 
存在 命题 (existential proposition) 一 种 特殊 
结构 的 命题 . 设 p(xz) 为 全 集 U 上 的 条 件 命题 ,利用 
它 写 出 如 下 形式 的 命题 ;“ 存 在 zx, 使 得 po)” th AT 
表示 为 “xXEU,p(rz)”, 或 “jzxp (zx)”. 这 样 的 命题 
称 为 存在 命题 . 条 件 命 题 前 所 加 的 短语 “存在 x”, 称 
为 存在 量词 , 记 为 3z. 存在 命题 已 不 是 条 件 命题 ,而 
变 成 了 为 真 或 为 假 的 确定 的 命题 .存在 命题 的 真 假 
可 如 下 给 出 ;如 果 存 在 xEU, 使 p(xz) 为 真 , 则 
dap) 为 真 ;如果 对 任何 x. p (xz) 都 为 假 , 则 
Jp) ABR. BIA A= (ixl pd} M AA OH, 
jxp (xz) 为 真 ; 当 4 一 好 时 ,了 zzpb(z) 为 假 ， 特别 地 , 若 
PAA x Hara, WM ei zp=p. 
存在 量词 (existential quantifier ) 
题 ” 
命题 函数 的 析 取 范式 (disjunctive normal form 
of propositional functions) 命题 函数 的 一 种 特 丈 
JE X. 如 果 n TOA APB /zi 025° ,Xx;) BATA 
取 式 AX Ao AZ, GS <i, LR) K 
析 取 ,其 中 qid uk T.— dg (142,994 , 式 


Ji," Ai 


见 “ 存 在 命 


命 题 代 数 


中 用 V 隔 开 的 部 分 称 为 f Gaz x BR. 例如 
fpa MD = PAND (mpAgqAr)V (pAr) 是 析 取 
范式 ,其 中 pAg, 1pAgqAr,pAr 都 是 项 .对 任何 
一 个 布尔 表达 式 , 求 它 的 析 取 范式 可 通过 下 列 步骤 


完成 : 
1. 利用 德 。 摩根 律 将 求 补 运算 移 到 各 布尔 变 元 
之 前 . 


2. 利用 分 配 律 、 结 合 律 将 公式 归 约 为 析 取 范式 . 

On el EE BAY & ASE sk (conjunctive normal form 
of propositional functions) 命题 图 数 的 一 种 特殊 
形式 . 如 果 ? 元 命题 函数 Fy xot n0 ,是 若干 析 
Rust X VE Vee V Fi, Gig << PRK) H 
合 取 ,其 中 Tn (la 
中 用 信 隔 开 的 部 分 称 为 fais xis ,zx,) 的 项 . 例如 
fIipsqsr)—CapVa)ACpVr2A (o4 VrodE RI 
HEP obVq.pVr.q Vr 是 项 .对 任何 一 个 布尔 
RAR , 求 它 的 合 取 范式 可 通过 下 列 步 又 完成 

1. 利用 德 。 摩根 律 将 求 补 运算 移 到 各 布尔 变 元 
之 前 . 

2. 利用 分 配 律 、 结 合 律 将 公式 归 约 为 合 取 范式 . 

命题 函数 的 主 析 取 范 式 (primary disjunctive 


normal form of propositional functions) 一 种 规范 
的 析 取 范式 . 指 n Tu fit BL PR AX TCA 9 之 29 2x, HJ 以 


化 成 如 下 形式 : 

fG zx...) = A, V A, V ow V Ap 
其 中 每 个 项 A 二 1,2,…,m) 都 是 个 变 元 或 变 元 
的 补 的 合 取 , 即 TAZA AEG — x mi — 
visi 二 1,…,n), 这 里 的 每 个 项 NZA AT, 称 
为 最 小 项 .例如 f(p,g,r) 二 (pATigAr)yVOp 
A gh INV (pAgqAr)V GAGA rr) 是 主 析 取 
范式 . 每 个 命题 图 数 都 可 归 约 到 与 它 等 价 的 主 析 取 
范式 . 

命题 范 数 的 主 合 取 范 式 (pPrimary conjunctive 
normal form of propositional functions) 一 种 规范 
的 合 取 范式 . 指 TOA PRA S Go saxo x2 AT 
化 成 如 下 形式 : 

Filtet ol =A AA N A AN Ap 
Rp ARS, 2, mm ARSE n PETC RM AB IG 
的 补 的 析 取 , 即 ZV Vo VGH ze MZ = 
zi 二 1,2,…,n), 这 里 的 每 个 项 ZV ZV… VE, 
称 为 最 大 项 .例如 f(p,q,r) 二 (pVaV INN Vg 
Vr)A (pV Oa V INKER RIK. 每 个 命题 
了 哨 数 都 可 归 约 到 与 它 等 价 的 主 合 取 范式 . 

推理 (inference) 见 本 卷 《 形 式 逻 辑 》 同 名 条 . 

推理 规则 (inference rule) 数理 逻辑 中 的 基本 
概念 之 一 . 即 正确 的 推理 形式 . 在 形式 逻辑 学 中 研究 
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布 尔 代 S 


推理 时 ,往往 只 研究 推理 形式 ,而 不 研究 推理 的 具体 
AR. 推理 形式 实质 上 是 对 有 具体 内 容 的 推理 的 一 
种 抽象 . 推理 形式 有 正确 的 ,也 有 不 正确 的 .正确 的 
推理 形式 是 在 假设 前 提 为 真 时 其 结论 必 真 的 推理 形 
x. 
蕴含 规则 (ule of implication) 亦 称 分 离 规 

则 . 最 基本 的 一 种 推理 规则 . 如 果 前 提 Pg 和 之 为 
真 , 则 命题 g 必 为 真 . 由 此 可 得 推理 规则 : 

pq 

b 


q 
该 规则 称 为 蕴含 规则 ,是 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 建 
立 的 , 它 是 关于 直言 三 段 论 的 符号 化 . 
分 离 规则 (rule of detachment) 
则 ” 
蕴含 传递 规则 (transitive rule of implication) 
推理 规则 的 一 种 . 如 果 已 知 前 提 pg fü qr AB, 
则 命题 por 必 为 真 .由 此 可 得 推理 规则 : 
大 二 他 
gr 
p >r 
这 个 推理 规则 称 为 蕴含 传递 规则 . 
等 价 传递 规则 (transitive rule of equivalence) 
推理 规则 的 一 种 . 如 果 已 知 前 提 peg 和 gor AA, 
则 命题 por 必 为 真 . 由 此 可 得 推理 规则 : 
peg 
ind e 
per 

这 个 推理 规则 称 为 等 价 传递 规则 . 

合 取 引入 规则 (introduction rule of conjunc- 
tion) 推理 规则 的 一 种 . 如 果 前 提 p 为 真 ,g 为 真 ， 
则 得 结论 p 与 a 为 真 , 即 pAg 为 真 . 由 此 可 得 推理 
规则 : 


ME NE 


p 
q 


PAG 
这 个 推理 规则 称 为 合 取 引 入 规则 . 

合 取 消去 规则 (elimination rule of conjunction) 
推理 规则 的 一 种 . 如 果 前 提 pA 为 真 , 则 得 结论 命 
E p 为 真 与 9 为 真 . 由 此 可 得 两 个 推理 规则 ; 

pha pig 
$ : 
这 两 个 规则 称 为 合 取消 去 规则 . 

析 取 引入 规则 (introduction rule of disjunc- 
tion) 推理 规则 的 一 种 . 如果 前 提 p 为 真 (或 9 为 
真 ), 则 可 得 结论 命题 p Vg 为 真 . 由 此 可 得 两 个 扒 
理 规 则 : 

p q 
pVa PVG 
这 两 个 推理 规则 称 为 析 取 引入 规则 . 
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析 取 消去 规则 (elimination rule of disjunction) 
推理 规则 的 一 种 . 如 果 前 提 pVg Mp 均 为 真 , 则 
可 得 结论 命题 g 为 真 . 由 此 可 得 如 下 推理 规则 : 

PVq 
EN 2 
q 
这 个 推理 规则 称 为 析 取 消去 规则 . 

zm & 12 fv XI | (shifting rule of implication) 
推理 规则 的 一 种 .由 pgs 14 p 可 知 , 如 果 已 
知 前 提 p 一 g AHN 19 p 为 真 . 由 此 可 得 推 
理 规则 : 

i RN 
“Tg TP 
这 个 推理 规则 称 为 蕴含 移 位 规则 . 

事件 代数 (event algebra) 一 种 特殊 的 布尔 代 
数 . 设 P(Q) 是 适合 某 种 条 件 的 所 有 事件 的 全 体 . 2 
与 好 分 别 是 必然 事件 与 不 可 能 事件 , U ,用 ,一 分 别 
是 事件 的 和 、 积 . 道 运算 , 则 布尔 代数 (PC2) UN, 
一 ,人 ,名 ) 称 为 事件 代数 . 


开关 代数 


开关 代数 (switch algebra) 开关 代数 的 基本 
概念 之 一 . 指 以 开关 电路 为 讨论 对 象 的 特殊 的 布尔 
代数 . 设 天 是 由 一 些 (抽象 的 ) 开 关 组 成 的 集合 ,1,0 
分 别 表示 恒通 开关 , 恒 断 开关 ,UU ,站 ,一 分 别 表示 
开关 的 并 联 , 串 联 及 反 相 ,由 此 构成 的 布尔 代数 (天 ， 
U.N. 一 ,0,1) 称 为 开关 代数 (有 时 ANB 简单 地 
写成 AB, ASR A). 开关 代数 有 很 重要 的 应 用 价 
值 , 它 是 关于 电路 分 析 和 电路 设计 的 有 力 工 具 . 

开关 电路 (switching circuit) 开关 代数 的 基 
本 概念 之 一 . 指 用 到 开关 的 电路 . 开关 是 在 电路 中 有 
且 仅 有 接 通 ( 关 ) 或 断 开 ( 开 ) 两 种 状态 之 一 的 组 件 ， 
有 动 合 与 静 合 两 种 . 当 控 制 的 设备 启动 时 成 通路 的 
称 为 动 合 开 关 ,否则 称 为 静 合 开关 . 常用 各 种 字母 表 
示 动 合 开关 ,z 王 1 表示 开关 xz 接 通 ,z= 二 0 表示 cH 
FF. 通常 规定 1 和 0 也 表示 开关 ,1 表示 恒通 开关 ,0 
表示 和 恒 断 开关 . 在 电路 分 析 与 电路 设计 中 ,可 通过 接 
通 或 断 开 的 开关 以 及 这 种 开关 的 并 联 与 串联 组 成 各 
种 开关 电路 . 任 一 个 开关 电路 都 可 以 用 含有 逻辑 运 
算 的 公式 来 表达 ;反之 ,任何 一 个 逻辑 运算 公式 也 都 
可 以 代表 开关 电路 . 在 庞大 的 、 复 杂 的 电路 设计 及 分 
DT. uisu ia d D a ie 

B DEOS AOR BIT FE BH. 
& FF X (switch of start lead to close) J 

“开关 电路 ”. 
静 合 开关 (still and close switch) W FRA 
路 ” / 


tB i 7F X (normally closed switch) 
电路 ” 

恒 断 开关 (normally open switch ) 
Be”. 

开关 变 元 (switch variable) 用 来 表示 某 个 一 
般 的 . 非 固 定 的 开关 符号 .在 开关 代数 中 ,常用 字母 
x 表示 开关 , 若 x np ERR 0 和 1 为 值 , 则 称 c 为 
开关 变 元 ,0 和 1 称 为 开关 定 元 . 开关 定 元 与 开关 变 
元 统称 为 开关 元 . 

开关 定 元 (switch constant ) 

JF 2€ T (switch element) 
元 的 统称 . 

开关 并 联 (switch parallel connection) ”开关 
运算 的 一 种 . 两 个 开关 A fü B 的 并 联 是 由 4 和 五 
组 成 的 组 合 开 关 尸 : 己 接 通 , 当 且 仅 当 4 和 瑟 中 至 
少 有 一 个 接 通 .4 和 B 的 并 联 记 为 4UEB ,是 开关 
代数 中 的 布尔 和 . 

FX B HE (switch series connection). Jf Xs 
算 的 一 种 .4 和 B 的 串联 是 由 4 与 B 组 成 的 组 合 开 
KP:P 接 通 , 当 且 仪 当 A 与 B 同时 接 通 .A 与 B 的 
串联 记 为 A 门 B( 或 4B), 门 是 开关 代数 中 的 布尔 
f. 

JF X R 1B (switch negative-phase) ”开关 运算 
的 一 种 . GK B 的 状态 与 开关 4 的 状态 相反 , 即 
A 接 通 时 ,B 断 开 ;4 断 开 时 ,B 接 通 , 则 称 B 为 A 
的 反 相 . 记 为 A' (或 4), 读 作 A 的 反 相 ,是 开关 代数 
中 的 布尔 补 . 

门 (gate) 一 类 基本 开关 . 现代 各 种 高 速 电子 
控制 装置 必 不 可 少 的 组 件 , 即 由 电子 元 件 组 成 的 非 
触 点 开关 . 常用 的 电子 元 件 有 晶体 二 极 管 ,三 极 管 和 
集成 块 .在 门 电 路 中 ,各 种 门 都 有 一 个 或 几 个 输入 端 
和 一 个 输出 端 ,这 些 端 点 起 着 开关 电路 中 的 开关 ( 触 
点 ) 的 作用 .一 般 以 拉丁 字母 表示 端点 并 规定 :A=1 
表示 “4 为 高 电位 ”; A 二 0 表示 “4 为 低 电 位 ”每 个 
端点 的 输入 或 输出 信号 有 且 仅 有 高 电位 或 低 电 位 两 
种 状态 . 这 与 开关 电路 中 开关 的 接 通 与 断 开 两 种 状 
态 相 当 . 常用 的 门 有 与 门 ,或 门 和 非 门 . 

与 门 (AND gate) 一 种 特殊 功能 的 门 . 它 有 两 
A,B 表示 两 个 输入 端 ,P 表 
示 输 出 端 . RIA BÉ 
是 高 电位 时 ,P 是 高 电位 ; 当 
A,B 至 少 有 一 个 是 低 电 位 
时 ,P 是 低 电 位 . 则 该 器 件 称 
为 与 门 , 记 为 AN Bs RE A 
与 B. 也 可 以 用 图 


SUS FPR 


见 “ 开 关 电 


见 “ 开 关 变 元 ” 
开关 变 元 与 开关 定 


[+] 


mW > 


开 关 K AS 


表示 . 与 门 可 视 为 用 上 表 给 出 的 二 元 代数 运算 ,其 中 
0 代表 低 电 位 ,1 代表 高 电位 . 与 门 的 逻辑 功能 相当 
于 逻辑 代数 中 的 乘法 ,电路 功能 相当 于 串联 ,这 种 运 
算 亦 称 与 运算 . 

或 门 (OR gate) 一 种 特殊 功能 的 门 . 它 有 两 
个 输入 端 , 一 个 输出 端 . 设 以 A,B 表示 两 个 输入 端 ， 
P 表示 输出 端 . 如 果 当 4 和 
B 都 是 低 电位 时 ,PP 是 低 电 
位 ; 当 A,B 至 少 有 一 个 是 高 
电位 时 ,P 是 高 电位 . 则 称 该 
电子 元 件 为 或 门 , 记 为 AU 
B, 读 作 A 或 B. 也 可 以 用 图 

cie 
表示 . 或 门 可 视 为 用 右 表 给 出 的 二 元 代数 运算 ,其 中 
0 代表 低 电 位 ,1 代表 高 电位 .或 门 的 逻辑 功能 相当 
于 逻辑 代数 中 的 加 法 ,电路 功能 相当 于 并 联 , 这 种 运 
算 尔 称 或 运算 . 

非 门 人 negation gate) 一 种 特殊 功能 的 门 . E. 
有 一 个 输入 端 ,一 个 输出 端 . 设 以 4 表示 输入 端 , 己 
Xon dg. 如 果 当 A 为 高 电位 时 ,了 P 
为 低 电位 ; 当 4 为 低 电 位 时 , 尸 为 高 电 | 4 OA 
位 . 则 该 电子 元 件 称 为 非 门 , 记 为 4 ， 
读 作 反 相 4, 或 非 A. 也 可 以 用 图 

zs 
表示 . 非 门 可 视 为 用 右 表 给 出 的 一 元 代 
数 运算 ,其 中 0 代表 低 电 位 ,1 代表 高 电位 . 非 门 的 
逻辑 功能 相当 于 逻辑 代数 中 的 非 , 电 路 功能 相当 于 
反 相 ,这 种 运算 亦 称 非 运算 . 

TE 12 48 (positive logic) 开关 代数 的 基本 概念 
之 一 . 它 与 门 和 或 门 的 概念 是 相对 的 . 如 果 规 定 : 用 
1 表示 高 电位 ,用 0 表示 低 电 位 . 则 输入 端 与 输出 端 
之 间 的 关系 称 为 正 逻 辑 . 在 正人 逻辑 之 下 :对 于 与 门 ， 
当量 仅 当 4,B 都 是 1 时 P=1, 也 称 为 正 与 门 . 对 于 
或 门 , 当 且 仅 当 A.B 都 是 0 时 了 ==0, 也 称 为 正 或 
门 . 反 之 ,者 规定 1 表示 低 电 位 ,0 表示 高 电位 , 则 输 
入 羡 与 输出 端 之 间 的 关系 称 为 负 人 逻辑 . 此 时 得 出 的 
门 应 称 为 负 与 门 及 负 或 门 . 正 逻 辑 下 的 命题 “ 当 且 仅 
当 4,B 都 是 1 时 忆 =17 在 负 逻 辑 下 应 改 为 “ 当 且 仅 
4 A.B 都 是 0 时 P=0”. RR ANBS AUB 
KE MANZE AB EE RP. P=Al)B, FER HH 
中 应 为 P= 二 4UB; 反 之 亦 然 .所 以 正 与 门 相当 于 负 
或 门 , 正 或 门 相当 于 负 与 门 . 

正 或 门 (positive OR gate) 见 “ 正 逻辑 ” 

IES | ](positive AND gate) WER”. 

fai #8 (negative logic) 见 “ 正 逻辑 ” 

负 或 门 Cnegative OR gate) MWER”. 

负 与 门人 negative AND gate) 见 “ 正 逻辑 ” 
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A 尔 代 X 
异 或 门 (exclusive OR gate) 
一 种 特殊 功能 的 门 .完成 下 = 王 48 十 
BA 运算 的 逻辑 电路 . 当 输 和 人 A 和 
f A BHRT, S d FO; 
d F—1. 其 真 值 表 如 右 . 
FF E t (switch function) 
JF X AN BEF B8 dp AR R C. 由 开关 元 
BARK 一 ,U, 门 运算 得 到 的 开关 称 为 复合 开关 . 
若 对 开关 变 元 (zz 和 zh) 的 任 一 组 值 Ccl ,a;,…， 
a, )(a;=0 9 1527—1,2,. 2) ,复合 开关 已 都 有 惟 一 
确定 的 值 0 EX 1, RU] P FRA x G— 12. nd HE 
ZU Ij (n TE FRAM, A P-—fGi, 2 (c) EX, P 
= f(X), RB X-—Gio xnHsr2.J9PXGELO 41 
及 单个 开关 变 元 也 都 是 开关 函数 . 
复合 开关 (composite switch) 见 “ 开 关 图 数 ” 
开关 函数 的 相等 (equality of switch functions) 
两 个 开关 函数 间 的 一 种 恒 等 关 系 . 给 定 的 两 个 开关 
PRA SX) 5; g(X) 相 等 ,是 指 对 于 X 的 每 一 个 值 
组 ,开关 函数 f(X) 与 g(X) 的 值 都 相同 . 两 个 开关 
函数 相等 记 为 1(X) 二 g(X). 使 用 代入 法 可 以 鉴别 
两 个 开关 函数 是 否 相 等 . 每 一 个 开关 函数 都 代表 一 
个 电路 . RO FR FF 2S PR HB SE e DU] io TS FP SK R CT IN, 
表 的 电路 是 等 效 的 . 
极 小 化 问题 (minimization problem) 求 出 与 
给 定 电路 等 效 的 一 个 (或 所 有 ) 最 简 电路 的 问题 . 实际 
上 极 小 化 问题 就 是 求 与 给 定 真 值 范 数 ( 一 种 特殊 的 布 
尔 沙 数 ) 的 一 个 (或 所 有 ) 最 简 的 等 值 函数 . 较 复 杂 
开关 函数 , 常 可 化 成 与 它 相 等 但 形式 较 简 单 的 开关 孙 
数 . 例如 , FCA, B,C) = ABU B'C U AB'CU B S 
((A,B,C)=AUB' HH 1A v Eb. f AR, ER 9 B9 
组 件 比 实现 地 的 组 件 要 少许 多 ,而 它们 的 逻辑 功能 却 
相同 . 因此 ,用 电路 yy 来 取代 了 既 符 合 节 省 原则 ,而 且 
还 可 提高 效率 . 所 以 极 小 化 问题 是 开关 电路 中 的 重要 
研究 课题 . 求 最 简 电 路 的 方法 有 多 种 ,如 代数 化 简 法 ， 
硅 因 -麦克 勒 斯 基 法 , 嘎 柴 拉 法 及 卡 诺 图 法 等 . 
代数 化 简 法 (algebraic reduced method) 亦 称 
公式 化 简 法 . 求 极 小 化 问题 的 一 种 方法 . BT TF AR BB 
数 和 真 值 晒 数 都 是 二 值 布尔 代数 B= 40,1} 中 的 布尔 
困 数 ,所 以 这 两 种 果 数 可 看 成 同一 种 真 值 呆 数 . 真 值 
组 数 的 代数 化 简 法 就 是 反复 应 用 下 列 公 式 来 化 简 它 : 
1.AUCAB)=A, A(AUB)=A. 
2. ABUAB'=A, (AUB) (AUB')=A. 
3. AUA'B=AUB, A(A' UB)=AB. 
4. ABUA'CUBCX=ABUA'C, 
(AUB) (A'UC)(BUCUX) — CAU BXCA' UC). 
卡 诺 图 化 简 法 (reduced method of a Karnaugh 
map) 化 简 真 值 函 数 的 方法 之 一 . 它 具 有 几何 直观 
性 这 一 明显 的 特点 ,在 变 元 较 少 (不 超过 六 个 ) 的 情 
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况 下 比较 方便 , 且 能 得 到 最 简 结 果 . 此 法 由 卡 诺 
(Karnaugh,M. ) 于 1953 年 提出 ,其 具体 步骤 如 下 : 

1. 构造 卡 诺 框 . 

2. 在 卡 诺 框 上 做 出 所 给 真 值 郴 数 f 的 卡 诺 图 . 

3. 用 卡 诺 图 化 简 真 值 函数 ,首先 把 相 邻 的 1 字 
块 两 两 合成 矩形 得 到 一 维 块 ;把 2° 个 相 邻 的 1 字 块 
合成 矩形 (或 正方 形 ) 得 到 二 维 块 ; 把 2 个 相 邻 的 1 
字 块 合成 矩形 得 到 三 维 块 等 . 合成 的 各 种 维 块 统称 
f 的 合 块 . 

4. JE. f£ BS E VE FE FERI 字 块 做 成 右 干 个 合 
IR ,这样 一 组 合 块 就 称 为 地 的 一 个 覆盖 组 ,的 一 切 
覆盖 组 中 所 含 块 数 最 小 的 组 即 是 f 的 最 小 覆盖 组 . 

5. 在 最 小 覆盖 组 中 , 合 块 维 数 总 和 最 大 的 组 的 
对 应 式 是 f 的 最 简 式 . 

卡 诺 框 (Karnaugh block) 
JR. 把 一 个 矩形 分 成 
小 方 格 ,使 每 一 个 小 方 格 表 
示 一 个 极 小 项 ,这 样 的 矩形 
称 为 卡 诺 框 . 由 于 个 变 元 
的 一 切 可 能 的 最 小 项 有 2” 
^r Br EL n zu BE VETERA 
2" 个 小 方 格 . E n NB EX 
时 , 卡 诺 框 呈正 方形 ,否则 


卡 诸 图 化 简 法 中 的 


来 构造 卡 诺 框 ,图 中 给 出 三 至 五 元 的 卡 诺 框 的 三 个 


结构 (在 图 2、 图 3 的 小 方 格 中 用 10 进位 数 代 蔡 二 
进位 数 ). AA A (1 委 r 委 2) 称 为 小 项 ,其 中 每 个 
字 分 别 是 变 元 Tis Tzs °°" 9 Tn 中 某 个 变 元 或 变 元 的 
补 , 极 小 项 显然 是 小 项 . 两 个 小 项 中 ,如 果 一 项 有 一 
个 字 与 另 一 项 的 同位 字 互 相 否 定 , 而 其 他 的 字 完 
相同 , 则 称 这 两 个 项 互 为 邻 项 . 如 果 两 极 小 项 互 为 邻 
项 , 则 称 卡 诺 框 中 表示 这 两 项 的 小 格 互 为 邻 格 , 邻 格 
在 框图 中 是 有 公共 边 的 或 关于 某 个 轴 对 称 的 两 个 小 
格 . 卡 诺 框 中 的 各 小 格 称 为 0 维 块 . 两 个 相 邻 的 0 维 
块 合并 成 一 个 一 维 块 . 两 个 相 邻 的 一 维 块 的 对 应 项 
仍 为 邻 项 ,二 者 合并 成 一 个 二 维 块 等 . 

真 值 函数 的 卡 诺 图 (Karnaugh map of truth- 
value function) 求 极 小 B 
化 问题 的 一 种 方法 . 将 所 
给 的 真 值 函数 节 化 成 析 取 
范式 ,把 表示 它 的 极 小 项 ae jp 
的 小 格 标 上 1( 或 相应 的 十 il aE 
进位 数 ), 即 得 了 的 卡 诺 
Al. 例如 , f= AC’ U A' BC A 
UABD 的 卡 诺 图 如 右 图 . 

C 法 (C method) AFERRA RAX S W 
REA 9 的 一 种 方法 . 要 点 是 从 了 的 卡 诺 图 上 选取 
个 数 最 少 、 维 数 尽 可 能 高 的 合 块 组 把 了 BP xe. 
这 个 工作 可 以 不 通过 卡 详 图 来 完成 ,而 用 C 法 , 即 
克 兰 菲尔德 方法 来 完成 . FRAR P 含有 小 项 了 的 
所 有 字 , 则 称 T 是 PP 的 因 式 .容易 证 明 : 设 小 项 本 = 
Wt A,, 其 中 每 个 字 是 变 元 Lis Tzs?” Tn 
rae oc MATCH th ABA T DARA T 为 因 式 
的 一 切 极 小 项 之 和 . EAA aT Ar SDH, 
LEE f 的 析 取 范式 中 ,有 2” 个 极 小 项 包含 了 为 
其 因 式 ,那么 这 些 极 小 项 的 和 必 等 于 T 了 .把 TT 在 f 
的 卡 诺 图 上 表示 出 来 , 便 是 一 个 nn 一 r 维 合 块 .了 就 
是 这 个 合 块 的 对 应 项 . 设 f 中 其 余 极 小 项 的 和 为 g， 
则 jsU7. 帮 了 是 维 数 最 高 的 合 块 的 对 应 项 ,人 
们 便 得 到 最 简 式 2 的 一 个 加 项 了 .对 & 继续 作 同 样 
考虑 , 便 可 逐步 求 出 2 的 其 余 加 项 ， 

质 项 Cprime) ”特殊 的 小 项 . 设 R ARB RM f 
的 卡 诺 图 的 合 块 . A S BA HE ARAB A Su 
R, 则 R 称 为 的 质 块 . 质 块 的 对 应 小 项 称 为 了 的 质 
Jj. 质 项 有 下 列 性 质 : 

1.6 92M f BU RANA. DU) o S BS dE ES CX 
LM. 

2.4 JA00) f LR RW LTD EL RB ARS. 

3. 了 等 于 它 的 全 部 质 项 之 和 . 

因此 ,可 以 由 质 项 求 最 简 式 . 

£ [X] - 3c vg S Hr d& 75 jk (Quine-McCluskey me- 
thod) 亦 称 列表 法 . 求 非 重 言 的 以 基本 积 为 项 的 析 
取 范 式 的 所 有 质 项 的 方法 . 目的 是 使 析 取 范式 极 小 


HK K 数 


化 . wh 7r 3k HH £N (Quine, W. van O. ) A HA 
Æ (McCluskey, E. J. 2H HERA Ra PF it o 
=p d 9$ +e KAP 9 为 极 小 项 . 

1.18 9.9.9 列 成 表 . 

2. 如 表 中 有 o 与 9 它们 分 别 含 有 某 一 变 元 与 
此 变 元 的 补 ,其 余 相 同 , 则 将 其 共同 的 部 分 加 入 表 
PFA Ge So eT kids“v”. 

3. 重复 2 中 所 述 过 程 , 直 到 不 能 再 进行 为 止 .已 
in ?之 合 取 式 可 以 再 次 使 用 . 

在 最 后 所 得 的 表 中 没有 “vv ”号 的 合 取 式 就 是 甸 
的 质 项 . 例如 , 求 D= ABCD +A B'CD+AB'CD 
十 4BC'D' 十 4'BCD 十 4BC'D 的 析 取 范式 : 

1. AB'C'D’—1000v|1,3| 100 * v. 

1.3,4,6| 1*0». 


2. A'B'CD—0011v/[1.4] 1 » 00. 
1,4,3,6 1*0». 


3. AB'C' D—1001v/|2,5| 0 « 11. 
4. ABC’ D' —1100v/|3,6| 1 « 01 V. 


5. A BCD—0111v/|4.6| 110 * v. 
6. ABC' D—1101v. 


上 表 中 没有 记 上 “ww? 号 的 |2,5| 9.3.4.6] (或 
11,4,3,6|) 即 A'CD 和 4C' 是 质 项 ,因此 更 的 质 项 析 
取 范 式 为 
o = A'CD + AC’. 

R 4E tk (Ghazala method) 从 质 项 出 发 求 极 
小 析 取 范式 的 方法 . 此 法 属于 嘎 柴 拉 (Ghazala, M. 
J.). 下面 叙述 的 是 嘎 柴 拉 法 的 几 种 变形 

1. 4t $— a Fe d- eta 28% p 放 在 各 列 , 而 
将 质 项 0; 505, *** ,0j; 放 在 各 行 成 一 表 . 

2.49 ABW o HEA, MEG, DAWE” 
A 

3. EB i IOME BA Gsi), Gsi), 
Gu D, BI EBTIBUX o; 十 0; 十 … 十 0; ,进而 作 


k 
ECA 十 Bi, E ies aps o; ) — Q(0,,0» ,***,0;). 
i=] 


4. 将 QO, 05, *** ,01) 展 开 成 析 取 范式 BAERS 
质 项 0j 505, ”0 中 极 少 的 析 取 项 , 设 为 di sg tg 


oy, ,由 Oj 十 0; 十 … 十 0j, 即 为 所 求 之 极 小 析 取 范式 . 


R fi Ek ARR 杨 成 新 
FA Riis Xu 
审 阅 AKI Pa ARE ME 


XER BIS 
Xi EE 
Ri 
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概率 论 与 统计 学 初步 


概率 论 与 统计 学 初步 (elements of probability 
theory and mathematical statistics) ”概率 论 和 统 
计 学 的 初步 知识 (基础 知识 ). 两 者 都 是 从 数量 侧面 
研究 随机 现象 规律 性 的 学 科 , 但 两 者 的 研究 方法 不 
同 . 概率 论 是 通过 人 研究 随机 事件 概率 之 间 的 定量 
系 来 研究 随机 现象 的 规律 性 . 而 统计 学 则 是 从 具体 
资料 出 发 来 研究 随机 现象 的 规律 性 . 概率 论 最 基本 
的 概念 是 随机 事件 及 其 概率 . 对 于 随机 现象 ,通常 关 
心 的 是 在 试验 或 观察 中 某 种 结果 出 现 的 可 能 性 ,在 
用 数学 方法 研究 随机 现象 的 过 程 中 ,常用 数量 来 表 
示 试 验 结果 . 由 于 随机 试验 的 结果 是 不 确定 的 ,所 以 
表示 试验 结果 的 数量 是 一 个 随 试 验 结果 而 变 的 变 
量 , 这 就 是 随机 变量 的 概念 . 而 统计 学 则 是 针对 实际 
处 理 随 机 现象 的 任务 ,人 研究 如 何 搜 集 、 整 理 从 调查 或 
实验 中 得 到 数据 资料 ,提出 数学 模型 ,并 进行 分 析 和 
推断 ,研究 其 规律 ,提出 解决 问题 的 方法 . 概率 统计 
的 理论 已 广泛 应 用 于 科学 研究 、 经 济 管理 .工农 业 生 
产 和 社会 调查 之 中 . 随 着 电子 计算 机 的 普遍 使 用 ,过 
去 人 力 难以 完成 的 繁重 数字 计算 已 成 为 可 能 ,这 就 
加 强 了 概率 统计 在 科学 研究 和 经 济 决 策 中 的 重要 作 
FA. 由 于 它 能 够 从 部 分 的 数据 资料 进行 统计 分 析 与 
统计 推断 而 认识 总 体 , 因 而 能 在 许多 学 科 中 得 到 广 
iz Bp Fl. 概率 统计 初步 仅 包 含 概率 论 和 统计 学 的 
基础 知识 . 
概率 论 和 统计 学 起 源 于 17 世纪 中 叶 , 当 时 在 测 
量 误 差 、 人 口 统计 、 航 海风 险 、 人 寿 保险 等 问题 中 需 
要 人 研究 庞大 的 统计 资料 ,需要 创立 一 种 专门 研究 大 
量 随 机 现象 的 规律 的 数学 .但 当时 刺激 数学 家 们 思 
考 概率 论 问题 , 却 是 从 赌博 问题 开始 的 . 在 惠 更 斯 
(Huygens,C. ) 去 巴黎 时 得 知 帕 斯 卡 (Pascal,B. ) 和 
$* 4 (Fermat, P. de) 在 通信 中 讨论 有 关 赌 博 的 问 
ml ,对 概率 论 产 生 了 兴趣 ,决心 目 己 解决 这 个 问题 . 
他 于 1657 年 发 表 了 《 论 仍 子 游 戏 的 推理 》 书 中 解决 
了 许多 有 趣 的 问题 ,还 第 一 次 引 和 人 了 数学 期 望 这 个 
念 , 莫 定 了 古典 概率 论 的 基础 .格兰特 (Graunt， 
JF 1662 年 发 表 专 著 《 自 然 与 政治 观测 …… 死 亡 
率 表 》, 通 过 对 已 有 数据 的 计算 和 推理 分 析 , 得 出 伦 
敦 与 威尔士 两 地 的 人 口 预测 . 他 应 用 统计 抽样 和 自 
己 创 立 的 计算 方法 ,对 一 定 范 围 内 的 人 口 状况 做 出 
预测 ,这 是 历史 上 最 早出 现 的 统计 推 断 . 1746 年 , 阿 
享 瓦尔 (Achenwall,G. ) 所 编 统计 学 讲义 , 详 述 了 
Te TK PRR to F E, BE. a td A 
HJ ALI. Eb. re FRG. B 8I SR HET A 
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法 .但 是 ,这 时 的 统计 学 实 为 社会 情况 统计 人 研究 的 学 
科 . 1713 4E. JE 4& dp HB — * (A EE Al (Bernoulli, Jacob 
1 ) 发 表 了 概率 论 原理 的 专著 《 猜 度 术 》, 书 中 提出 : 
“未 知 概 率 可 以 通过 重复 试验 来 确定 ,而 且 多 次 重复 
可 以 增加 其 准确 性 ”, 这 就 是 大 数 定律 的 最 早 形 式 . 
1733 年 , 棣 莫 弗 (De Moivre, A ) 导 出 了 正 态 曲线 ， 
ERT 1799 年 ,使 正 态 理论 成 为 现代 概率 统计 的 岗 
干 . 19 世纪 中 叶 , 凯 特 勒 (Quetelet,L.-A.-]J. ) 在 《 概 
率 通讯 》 上 发 表 了 65 篇 统计 学 方面 的 论文 ,将 统计 
方法 应 用 于 天 文学 .物理 学、 人 类 学 、 生 物 学 以 及 行 
政 管理 等 方面 . 高 尔 顿 (Galton,F. ) 对 遗传 学 的 研 
究 , 是 导致 发 现 相关 与 回归 概念 的 关键 ,回归 一 词 即 
由 高 尔 顿 首先 提出 并 应 用 于 统计 学 的 . 他 还 提出 了 
中 数 、 四 分 数 、 百 分 数 和 四 分 差 等 概念 . 

19 世纪 末 ,概率 理论 迅速 发 展 成 为 理论 数学 的 
一 个 分 支 ,并 开始 和 应 用 统计 学 相 结 合 . O6 EE 
(Gossett, W. S. ) 于 1908 年 发 现 了 Z( 一 Vn (x 
一 1)/S) 服 从 自由 度 为 4 一 1 的 上 上 分布, 开创 了 精确 
样本 理论 的 研究 ,并 为 研究 小 样本 分 布 理论 奠定 了 
重要 基础 ; 费 希 尔 (Fisher,R. A. ) 致 力 于 统计 学 在 
农业 科学 和 遗传 学 中 应 用 的 研究 ,对 当时 被 广泛 应 
用 的 统计 方法 ,进行 了 一 系列 的 理论 研究 ,给 出 了 许 
多 现代 统计 学 中 重要 的 基本 概念 ,如 研究 了 小 样本 
理论 ,用 实验 结果 进行 参数 估计 的 理论 , 葛 定 了 实验 
设计 和 统计 推断 的 基础 . 20 世纪 以 来 ,概率 论 逐 步 
发 展 成 为 具有 严格 理论 基础 的 数学 学 科 , 以 概率 论 
为 理论 基础 的 统计 学 也 获得 了 辉煌 的 进展 和 广泛 的 
应 用 . 


随机 事件 与 概率 


随机 现象 (random phenomenon) 概率 论 的 基 
本 概念 之 一 . 指 在 一 次 试验 或 观测 中 ,其 结果 有 多 种 
可 能 ,事先 无 法 精确 断定 究竟 发 生 哪 一 种 结果 的 现 
象 . 随机 现象 的 本 质 特 点 是 通过 大 量 的 试验 和 多 次 
的 观测 以 后 ,就 其 整体 来 看 ,将 出 现 严格 的 非 偶然 的 
规律 性 . 概率 论 和 统计 学 的 目的 ,就 是 从 数量 方面 去 
研究 这 种 规律 性 . 例如 ,观测 某 城市 近郊 公路 上 汽车 
的 流量 ,在 不 同日 期 的 相同 单位 时 间 内 ,通过 的 汽车 
辆 数 是 预先 不 能 确定 的 ,这 种 现象 就 是 随机 现象 .但 
经 过 多 次 的 观测 ,该 城市 近郊 的 公路 上 在 单位 时 间 
内 汽车 的 流量 总 是 在 某 一 个 常数 附近 摆动 的 . 随机 
现象 可 有 数量 性 的 表现 (如 学 生 的 身高 .体重 ) ,也 可 


有 非 数量 性 的 表现 (如 学 生 的 智力 及 思想 品德 情 
况 ). 后 者 必须 经 过 量化 (如 智力 用 智商 表示 ,思想 品 
德 可 按 某 些 标准 评分 ) 才 适合 用 概率 统计 的 方法 去 
研究 . 

随机 试验 (random trial) 常 简 称 试验 , 亦 称 随 
机 实验 . 概率 论 的 基本 概念 之 一 . 指 在 科学 研究 或 工 
程 技术 中 ,对 随机 现象 在 相同 条 件 下 的 观察 . 对 随机 
现象 的 一 次 观察 (包括 试验 .实验 .测量 和 观测 等 )， 
事先 不 能 精确 地 断定 其 结果 ,而 且 在 相同 条 件 下 可 
以 重复 进行 ,这 种 试验 就 称 为 随机 试验 . 

随机 实验 (random trial) 即 “ 随 机 试验 ” 

随机 事件 (random event) 简称 事件 . 概率 论 
的 基本 概念 之 一 . 指 在 相同 的 确定 条 件 下 ,随机 试验 
所 可 能 有 的 表现 或 结果 . 例如 枪手 射 靶 时 , “命中 10 
环 ” 或 “命中 8 环 以 上 ”等 . 随机 事件 一 般 用 大 写字 母 
A,B,C,… 表 示 . 为 了 研究 的 方便 ,有 两 种 极端 情 
况 , 即 在 相同 条 件 下 ,每 次 试验 中 都 一 定 发 生 和 一 定 
不 发 生 的 事件 ,也 都 当成 随机 事件 ,分 别称 为 必然 事 
件 和 不 可 能 事件 ,以 专用 记号 0 和 名 表示 (参见 “ 基 
本 事件 空间 ”). 随机 事件 可 分 为 基本 事件 与 复合 事 
件 两 类 . 在 概率 论 的 公理 化 体系 中 ,随机 事件 是 基本 
事件 空间 的 子 集 . 

事件 (event) ”随机 事件 的 简称 . 

偶然 事件 (accidental event) 
称 . 

必然 事件 (certain event) ”随机 事件 的 特殊 情 
况 之 一 . 指 在 相同 条 件 下 每 次 试验 都 必然 发 生 的 事 
件 . 例如 “ 掷 一 枚 般 子 ,出现 点 数 小 于 7”. 若 事件 4 
是 必然 事件 , 则 试验 次 就 出 现 n 次 ,所 以 必然 事件 
的 频率 总 为 1, 从 而 必然 事件 的 概率 等 于 1. 

不 可 能 事件 (impossible event) 随机 事件 的 
特殊 情况 之 一 . 指 在 相同 条 件 下 每 次 试验 一 定 不 发 
生 的 事件 . 例如 , 撕 一 枚 骨 子 出现 7 点 .不 可 能 事件 
的 频率 总 等 于 零 ,所 以 不 可 能 事件 的 概率 等 于 零 . 

基本 事件 (elementary event) 亦 称 简 单 事 件 
或 样本 点 . 概率 论 的 基本 概念 之 一 . 特殊 的 随机 事 
件 , 指 不 能 再 分 解 为 几 种 更 简单 情形 的 随机 试验 的 
结果 . 它 是 基本 事件 空间 的 元 素 , 当 把 任何 随机 事件 
看 做 基本 事件 空间 的 子 集 时 ,基本 事件 就 是 其 中 的 
单元 素 子 集 ( 这 里 没有 严格 区 分 一 个 元 素 与 只 含 这 
个 元 素 的 单元 素 集 ). (n, pu — cC CE B 6 面 分 
别 标 有 1 至 6 点 ), 出 现 1 点, 出现 2 点 ,…, 与 出 现 6 
点 ,这 些 事件 都 是 基本 事件 . 不同 的 基本 事件 是 互 不 
相 容 的 事件 . 相对 于 此 ,一 个 事件 如 果 是 两 个 以 上 基 
本 事件 的 并 事件 ,就 称 为 复合 事件 (例如 ,所 一 枚 角 


随机 事件 的 旧 


子 出 现 偶数 点 ). 
简单 事件 (simple event) ” 亦 称 单纯 事件 . 即 
“基本 事件 ” 


随机 事件 与 概率 


样本 点 (sample point) 即 “ 基 本 事件 ” 

复合 事件 (compound event) 见 “ 基 本 事件 ” 

基本 事件 空间 (space of elementary event) f 
率 论 的 基本 概念 之 一 . 指 同 一 问题 中 的 所 有 基本 事 
件 组 成 的 集合 . 通常 用 2 表示 .在 统计 学 中 习惯 称 
为 样本 空间 , 它 的 元 素 称 为 样本 点 , 即 基本 事件 . 基 
本 事件 空间 所 含 元 素 个 数 为 有 限 或 可 数 时 ,分 别称 
为 有 限 基 本 事件 空间 或 离散 基本 事件 空间 . 在 现代 
概率 论 中 ,随机 事件 被 看 做 基本 事件 空间 的 子 集 , 于 
是 不 可 能 事件 就 是 空 集 弛 ,必然 事件 就 是 全 空间 O. 

样本 空间 (sample space) 全 体 样 本 点 的 集合 
(参见 “基本 事件 空间 ”). 

有 限 基本 事件 空间 (finite space of elementary 
events) 一 种 基本 事件 空间 . 即 只 包含 有 限 个 基本 
事件 的 基本 事件 空间 . PR] hn. BR BR UY RE dH 
现 的 点 数 为 1 点 ,2 点 ,…,6 点 , 若 用 44 一 1,2,……， 
6) 表 示 基 本 事件 “出 现 i 点”, 则 用 0 表示 的 基本 事 
件 空 间 


N = 041, 45,544, 45. A4] 
号 是 有 限 基 本 事件 空间 . 

离散 基本 事件 空间 (discrete space of elemen- 
tary events) 一 种 基本 事件 空间 . 指 包 含 可 列 个 基 
本 事件 的 基本 事件 空间 . 例如 ,随机 试验 是 测定 某 城 
市 近郊 公路 上 在 一 日 内 的 汽车 流量 ,其 可 能 结果 用 
非 负 整数 表示 . 这 个 基本 事件 空间 可 记 为 0= (0.1. 
2,3,…), 它 相当 于 可 列 的 非 负 整数 集 , 故 为 离散 基 
本 事件 空间 . 

互 不 相 容 事件 (mutually incompatible events ) 
亦 称 互 斥 事件 . 概率 论 的 基本 概念 之 一 . 指 不 可 能 同 
时 发 生 的 两 个 事件 . 从 集合 的 意义 上 来 讲 , 互 不 相 容 
事件 A 和 B 是 基本 事件 空间 0 中 互 不 相交 的 两 个 
TE. 即 A(1B—.xXiu AB= OS. PM: A= (idi 
查 到 的 不 合格 产品 件数 小 于 30 B= (抽查 到 的 不 合 
格 产品 件数 大 于 5), 则 事件 ALB 是 互 不 相 容 事件 . 

BRS (mutually exclusive events) ”有 即 “ 互 
不 相 容 事件 ”. 

互 逆 事件 (mutually reciprocal events) ” 亦 称 
互补 事件 ,又 称 对 立 事件 . 概率 论 的 基本 概念 之 一 . 
指 在 每 次 随机 试验 中 ,必然 有 一 个 发 生 , 但 又 不 能 同 
时 发 生 的 两 个 随机 事件 .事件 4 和 B 互 逆 必 须 且 只 
GHAUB=Q( HRSA) A AN B= SCA A BES 
件 ). A 与 B 是 互 逆 事件 时 ,A MB 互 称 为 逆 事 件 ， 
记 为 ASBB 表示 BBS). mM B— ACA 表示 
A 的 逆 事 件 ). 若 随机 事件 4 是 基本 事件 空间 0 的 
某 个 子 集 , 则 逆 事 件 4 就 是 4 在 2 中 的 补 集 . 猜测 
在 掌心 中 的 钱币 朝 上 的 一 面 “ 是 正面 ?与 “是 反面 "这 
两 个 事件 就 是 互 逆 事件 . 

互补 事件 (mutually complementary events ) 
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概率 论 与 统计 学 初步 


即 “ 互 逆 事 件 ” 

对 立 事 件 (complementary events ) 
t". 

事件 的 包含 关系 (relation of inclusion of 
events) ”概率 论 的 基本 概念 之 一 .如 A 与 8B 是 两 
个 事件 , 且 A 的 发 生 必 导致 互 发 生 , 则 称 事件 A 含 
于 事件 BR BAD AWA ACB. G ACK MA 
AB=A,AUB=B,P(AD<P(B). RRF ARG 
含 于 事件 B, 可 以 从 集合 的 角度 检查 AREA BHK 
子 集 , 也 可 以 从 推理 上 看 4 发 生 时 是 否 必定 B 发 
^E. 这 二 者 是 一 致 的 .例如 ,检验 某 厂 生产 的 螺钉 是 
否 合格 BR 4 表示 螺 距 不 合格 ,事件 B 表示 产 
品 不 合格 ,此 时 4 发 生 必 然 导 致 妃 发 生 , 所 以 有 4 
CB, 即 事件 4 含 于 事件 B. 

并 事件 (union of events) 亦 称 和 事件 .事件 的 
基本 运算 之 一 . E AB 为 两 个 事件 , 则 A.B 中 至 少 
有 一 个 发 生 这 一 事件 , 称 为 事件 ALB 的 并 事件 . 记 
为 AUB. 特别 地 , 当 4,B 互 不 相 容 时 , 亦 记 为 4 十 
B. 从 集合 论 的 角度 看 ,二 事件 4,B 的 并 就 是 他 们 
作为 集合 的 并 AU B. 例 如 ,随机 试验 是 记录 某 电话 
交换 台 在 一 分 钟 内 接 到 呼唤 的 次 数 ,用 4 表示 每 分 
钟 接 到 一 次 呼唤 ,用 B 表示 每 分 钟 接 到 两 次 呼唤 ， 
则 AUB 表示 每 分 钟 接 到 1 次 或 2 次 呼唤 . 类似 地 ， 
随机 事件 4A;(i 二 1,2,…,n) 中 至 少 有 一 个 发 生 这 一 
事件 称 为 诸 4;(i1 二 1,2,…,n) 的 并 事件 ,或 称 为 A;(i 
二 1,2,…,n) 的 和 事件 , 记 为 


UA, m DA A, 互 不 相 容 时 ). 


和 事件 (sum event) 即 “ 并 事件 ”. 

交 事 件 (intersection of events)” 亦 称 积 事件 . 
事件 的 基本 运算 之 一 . 两 个 事件 4,B 同时 发 生 的 事 
件 , 称 为 事件 A 5 BAXE. 记 为 ANB R AB. 
例如 ,随机 试验 是 检测 某 圆柱 形 产 品 是 否 合格 (假定 
该 产品 合格 与 否 只 由 其 直径 与 长 度 决 定 ), 其 中 4 
表示 直径 合格 ,B 表示 长 度 合格 , 则 ANB 表示 产品 
合格 . 类 似 地 , 诸 事 件 4;(i1= 二 1,2,…,n) 同 时 发 生 这 
一 事件 称 为 诸 A;Gi 二 1,2,…,n) 的 交 事 件 , 记 为 


A, N A, N wv N An = [Ais 


B" Hy St 


Mindy AA A, = [[ Ae 
i=] 


积 事件 (product event) 即 “ 交 事件 所 

事件 运算 的 性 质 (properties of operation of 
events) 概率 论 中 事件 的 运算 性 质 与 集合 论 中 集 
合 的 运算 性 质 是 一 致 的 ,主要 包括 : 

事件 加 法 (并 ) 运 算 的 主要 性 质 : 

WAU B=B UA: 

2. (AUB)UC=AU (BUC). 
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dcc aen ASA. 
事件 乘法 ( 交 ) 运 算 的 主要 性 质 : 
. AB=BA. 
. (AB)C= A(BC). 
. DA= 9. 
AA- Ø. 
. AC BeOS AB — A. 
. AUB=AN)B. 
.AB=AUB. 
-ACBUA)=A,ACBUC)=ABUAC. 

等 可 能 的 (equally probable) 对 样本 空间 中 
的 每 个 样本 点 (基本 事件 ) 的 假设 条 件 . 在 随机 试验 
时 ,者 一 些 随 机 事件 发 生 的 可 能 性 是 完全 相同 的 ,或 
者 说 它们 出 现 的 机 会 是 均等 的 , 则 称 这 些 事件 为 等 
AY RE AY. (ERU. BE PF UR SH. 
出 现 1 6 PAE — Tos SB RT SE PE E 4 In] 
的 , 则 称 这 6 个 事件 是 等 可 能 的 . 

频率 (relative frequency) 概率 论 的 基本 概念 
之 一 . 如 果 在 相同 条 件 下 进行 次 重复 试验 ,事件 4 
在 这 次 试验 中 发 生 了 mK, WR m 称 为 事件 A 
ER n 次 试验 中 出 现 的 频数 ,而 频数 mx 与 试验 的 总 
UK n ZE fF CAD —m/n OA A 在 这 次 试验 中 出 
现 的 频率 . 对 于 任何 事件 A, BA OSS, CAR. 

FAM (absolute frequency) J “FAR”. 

概率 (probability) 亦 称 或 然 率 ` 几率 、 机 率 . 
概率 论 的 基本 概念 之 一 . 随机 事件 发 生 可 能 性 大 小 
的 数字 度量 , 称 为 随机 事件 的 概率 . 在 次 重复 试验 
中 , 当 重 复试 验 的 次 数 n 越 大 时 ,事件 4 发 生 的 频 
率 m/n 总 在 某 个 常数 p 附近 摆动 ,而 频率 与 p 有 显 
著 差 异 的 情况 是 罕见 的 ,就 称 数 pb 为 事件 4 的 概 
率 , 记 为 P(A). 

事件 的 概率 有 下 述 性 质 . 

1. 任何 随机 事件 4 的 概率 总 是 介 于 0 与 1 之 
间 的 一 个 数 , 即 OS PCAO «C1. 

2. 必然 事件 2 的 概率 为 1, 即 P COD — 1; AAT BE 
事件 乞 的 概率 为 零 , 即 PCO) =0. 

3. 若 事件 A, Ars As 互 不 相 容 , 则 


pp oa eo POR 
所 以 , 某 事 件 的 概率 就 是 指 在 一 定 条 件 下 该 随机 事 
件 发 生机 会 的 大 小 ,概率 越 大 ,表示 该 事件 发 生 的 可 
能 性 越 大 .日 常生 活 中 人 们 和 帝 通 过 事件 发 生 的 频率 
来 判断 概率 的 大 小 . 在 古典 概 型 中 可 通过 基本 事件 
的 等 可 能 性 求 得 任 一 随机 事件 的 概率 . 在 近代 概率 
论 中 是 用 公理 化 的 方法 来 定义 概率 的 . 
BY PAR (probability) BI“ WES". 
JL# (probability) — B[* E 5", 
Th #8 HE ® (classical probability model) 一 种 


CON c» OH FE WF LF 


概率 模型 . 如 果 随 机 试验 具有 下 列 性 质 : 
1. 基本 事件 空间 中 的 基本 事件 只 有 有 限 多 个 . 
2. 任 一 基本 事件 发 生 的 可 能 性 都 是 相同 的 ， 
则 称 此 随机 试验 为 古典 概 型 . 
例如 ,投掷 一 枚 完善 的 货 子 ,从 一 本 书 上 任意 地 
查阅 一 页 ,或 从 有 限 件 产品 中 抽样 检查 等 ,都 可 归 为 
古典 概 型 . 设 基本 事件 空间 N= (wy s 054 *7* 20,) HE 
e; ISi<n), RAW HI fE TE E AE WA : 
1. 每 个 基本 事件 的 概率 均等 于 1 /n, BP 
Po) —1/n( xiszn). 
2. 基本 事件 空间 2 的 任 一 子 集 亦 为 随机 事件 . 
若 4 由 有 个 (0 委 &s<<2) 基 本 事件 组 成 , 则 4 的 
概率 为 已 (4) 王 &/]2. 式 中 的 & 称 为 有 利于 事件 4 的 
基本 事件 数 ,或 称 为 4 的 有 利 场合 数 ,n 为 基本 事件 
总 数 或 称 所 有 可 能 的 场合 总 数 . 这 样 
pub o ho 4 包含 的 基本 事件 数 
基本 事件 总 数 
”4 的 有 利 场合 数 
所 有 可 能 的 场合 总 数 、 
古典 概 型 是 概率 论 中 最 简单 且 直 观 的 模型 . 在 
概率 论 的 历史 上 ,许多 概率 的 运算 法 则 都 是 在 古典 
概 型 这 个 模式 中 得 到 证 明 的 ,卡尔 达 诺 (Cardano， 
G. ) 在 所 著 (《 论 赌博 ;一 书 中 已 计算 了 同时 掷 两 颗 或 
三 颗 仍 子 时 ,在 一 切 可 能 情况 中 出 现 某 一 总 点 数 的 
概率 . 塔 尔 塔 利 亚 (Tartaglia, N. ) 也 曾 发 表 过 类 似 
的 计算 . 1812 ^E, du 3E fj Hf (Laplace. P. -S. ) 在 所 著 
的 《关于 概率 的 分 析 理 论 ;一 书 中 给 出 了 只 有 有 限 个 
可 能 结果 出 现时 事件 的 概率 的 古典 定义 . 
基本 事件 数 (numbers of elementary events) 
见 “古典 概 型 ” 
几何 概 型 (geometric probability model) 一 种 
概率 模型 . 它 是 古典 概 型 的 补充 和 推广 . 随机 试验 的 
基本 事件 空间 包含 无 穷 多 个 元 素 , 每 个 基本 事件 由 
在 几何 空间 (一 维 、 二 维 ……: n 维 ) 中 的 某 一 区 域 G 
内 随机 而 取 的 点 的 位 置 来 确定 ,各 个 基本 事件 的 发 
生 或 出 现 是 等 可 能 的 , 即 所 取 点 在 区 域 C 内 的 任意 
位 置 是 等 可 能 的 . 在 此 模型 下 ,随机 事件 4 可 表示 
Fr YEA GaGa 是 G 的 某 个 子 集 . WRA mGa) 
和 m(G) 分 别 表示 区 域 G4 AG 的 测度 (长 度 、 面 积 
或 体积 ) ,这 时 事件 4 的 概率 是 
m(G 4) 
mQG)' 
由 于 对 几何 概 型 中 随机 取 点 的 “随机 ”二 字 理 解 的 不 
同 , 芝 有 同一 问题 引出 不 同 结 果 的 现象 . 几何 概 型 中 
的 一 个 最 有 名 的 例子 是 布 丰 投 针 问 题 ( 参 见 本 着 《 数 
学 辞海 ) 第 四 着 《概率 论 ) 中 的 “ 布 丰 问题 ”). 
概率 加 法 定理 (addition theorem of probabi- 
lity) 亦 称 有 限 可 加 性 ,或 称 概 率 的 加 法 规则 . 概率 


P(A) = 


随机 事件 与 概率 


论 的 重要 定理 之 一 . 即 有 限 个 互 不 相 容 事件 的 和 的 
概率 等 于 这 些 事 件 的 概率 的 和 ， 设 A; —152,.*,n) 
为 4 个 互 不 相 容 的 随机 事件 ,此 定理 可 表达 为 : 


P YA) = P(A,) + P(A,) +e 4+ PCA,). 


概率 加 法 定理 可 作 如 下 推论 ， 
In HERA BAL SB E A; G—1,2,** n0 Fg JN, A. 
不 相 容 的 完备 群 , 则 这 些 事件 的 概率 之 和 等 于 1, 即 


> A 
i=1 


2. 对 立 事 件 的 概率 之 和 等 于 1, 即 P(A) 
十 P(4)==1, 式 中 A 表示 事件 4 的 对 立 事 件 . 有 时 
直接 计算 已 (4) 较 困难 , 常 利 用 此 推论 先 算出 
P(4), 然 后 可 得 PCA). 

3. 任意 两 事件 和 的 概率 等 于 这 两 事件 概率 的 和 
减 去 这 两 事件 积 的 概率 , 即 

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AB). 
当 4,B 两 事件 互 不 相 容 时 , 则 P CA BO =0, BEG Bl 
本 定理 当 i1==2 时 的 特殊 情况 . 

4.49 A; G— 1,2, 1) 是 任意 交 个 随机 事件 , 则 


有 
P(UA) = M PAD — M PG) 
:一 ] i-1 i<i<j<n 
+ >) PAD ~ 


1«i« j«kxn 
+(—1)"'P( IDA). 
i=] 


条 件 概 率 (conditional probability) 概率 论 的 
重要 概念 之 一 . 它 是 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 的 基 
fii. 若 A.B 为 两 个 事件 , 且 PH>, WEFR B 
已 经 发 生 的 条 件 下 ,事件 4 再 发 生 的 概率 称 为 4 X 
于 B 的 条 件 概 率 , 记 为 P(A1B), 并 规定 : 


palp = S. 


相应 地 ,P(A) 可 称 为 无 条 件 概率 . 条 件 概 率 P(A| 
B) 就 是 在 随机 试验 原 有 的 条 件 下 ,增加 了 “事件 B 
已 经 发 生 ” 这 个 附加 条 件 时 ,事件 4 发 生 的 概率 . 例 
如 ,和 袋 中 装 有 8 枚 20 世纪 的 伍 分 硬币 ,其 中 50 年 代 
的 有 两 枚 ,60 年 代 的 有 6 枚 . 今 从 袋 中 两 次 取出 硬 
币 ,每 次 取 1 枚 后 不 放 回 .计算 第 一 次 取出 50 年 代 
币 一 枚 以 后 ,第 二 次 取出 也 是 50 年 代 币 的 概率 . E 
事件 B 表示 第 一 次 取出 的 是 一 枚 50 年 代 币 ,事件 
A 表示 第 二 次 取出 的 是 一 枚 50 年 代 币 , 则 4 表示 
两 次 取出 的 都 是 50 年 代 币 ,而 要 求 的 是 P(A1B). 
TÉ: 


Gy 2... 
C2 
PAB) = G =a, 
8 
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依 条 件 概率 的 定义 , 即 得 : 
pame /十 = 


P(B) 8 

TUR EB aR PF BE X P ZS KA P CAB) 
=PCB)P(C4|IB), 这 个 等 式 称 为 概率 的 乘法 公式 ， 
它 可 推广 到 个 事件 的 情形 (参见 “概率 乘法 定 
Ea"). 

概率 乘法 定理 (multiplication theorem of prob- 
ability) 亦 称 概率 乘法 规则 . 概率 论 的 重要 定理 之 
一 . 即 两 事件 积 的 概率 ,等 于 其 中 一 事件 的 概率 与 另 
一 事件 在 前 一 事件 已 发 生 时 的 条 件 概 率 的 乘积 . 若 
4, 好 为 随机 事件 , 当 P(CB)>0 时 , 则 定理 可 表示 为 

P(AB) = P(B)P(A|B). 
其 中 P(41B) 为 事件 A 关于 事件 B 的 条 件 概 率 . F 
FH, 4 P(A) 0 AY ap a] RA 
P(AB) = P(A)P(BIA). 
若 事 件 4 与 事件 B 相互 独立 时 , 则 有 P(AB) 
=P(A)PCB). dr: AiG — 1.2, n2 ÀJ n > RAILS 
件 (H P(A A; A, 4) 220, WE 
PCA, A; A,) - PCADPCA | A) PCA,] AA) 
PCA, |A At A, 4). 

此 即 上 述 定理 的 推广 , 常 称 此 为 一 般 概 率 乘 法 公式 . 
若 事件 4;(i= 二 1,2,…,n) 相 互 独 立 , 则 有 

P(A, Az A,) = P(A,)PCA,) + P(A,). 

概率 乘法 规则 (multiplication rule of probabili- 
ty) 即 “ 概 率 乘 法 定理 ” 

概率 乘法 公式 (multiplication formula of prob- 
ability)” 见 “概率 乘法 定理 ”和 “条 件 概 率 ”. 

完备 事件 群 (complete events group) 简称 完 
A HE. 概率 论 的 基本 概念 之 一 . 即 试验 中 的 若干 个 事 
件 , 它 们 互 斥 且 至 少 有 一 事件 发 生 . 设 A G=1,2, 
een) A n TEF AWE: 

1. A&A; =Ø GÆj); 


2. 9 Am s 
则 4 ,4 An 称 为 基本 事件 空间 只 的 一 个 有 限 
完备 事件 群 . 

全 概率 公式 (formula of total probability) #4 
率 计算 的 基本 公式 之 一 . 车 事件 组 {B;} (i==1,2,…， 
n), 是 基本 事件 空间 OSE RH. A PCB) 六 0 G= 
1,2,…,n), 则 对 任 一 事件 4, 有 全 概率 公式 

P(A)=P(B)P(A| B) +HP(B)P(A|B) ++ 


+ P(B,)P(A|B,) = 2) P(B)PCA 1B). 


全 概率 公式 可 用 于 概率 的 实际 计算 ,运用 全 概率 公 
式 的 关键 在 于 找 出 完备 事件 群 . 
TA RZ xt (Bayes formula) JR PK xs HERA 
A ,或 称 事后 概率 公式 ,原因 概率 公式 等 .有 关 条 件 
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概率 计算 的 重要 公式 . 若 事 件 组 {Bi;) (i==1,2,…， 
2 ) ,是 基本 事件 空间 2 的 完备 群 , 且 PCB) SO G 
二 1,2,…,n), 则 对 任意 事件 4,P(4)> 盖 0, 有 贝 叶 斯 
ANT ; 

P(B,)PCA|B,) 


S)P(B)P(A|B;) 
r=] 


P(B, |A) => 


(k = 1,2,':,n). 
这 个 公式 的 意义 为 : 若 引 起 事件 4 发 生 的 原因 很 
多 ,它们 是 {B;} G-—1.2, 0, PCA|BO AWA 
做 在 原因 事件 B 已 发 生 的 情况 下 ,事件 A 的 概率 ; 
P(Bi) 称 为 先 验 概率 , 它 反 映 了 各 个 原因 发 生 的 可 
能 性 大 小 . 而 PCBi|4) 可 以 看 做 事件 4 的 发 生 是 由 
原因 B, 引起 的 概率 ,此 称 为 后 验 概率 . 贝 叶 斯 公式 
给 出 了 先 验 概率 与 后 验 概率 的 关系 ,在 统计 中 能 起 
决策 的 作用 . 贝 叶 斯 (Bayes , 工 . ) 在 《 论 有 关机 遇 问 
题 的 求解 》 中 建立 了 条 件 概 率 的 贝 叶 斯 公式 ,使 人 们 
得 以 用 经 验方 法 来 估计 事件 出 现 的 概率 ,在 现代 概 
率 论 和 统计 学 中 起 重要 作用 . 贝 叶 斯 最 先 将 归纳 推 
理 法 用 于 概率 基础 理论 ,以 后 被 一 些 统 计 学 者 发 展 
为 一 种 系统 的 统计 推断 方法 , 称 为 贝 叶 斯 方法 . 贝 叶 
斯 所 采用 的 概率 论 中 的 许多 术语 沿用 至 今 . 
wh E xx xk (formula of inverse probability) 

BN pL 叶 斯 公式 ” 


先 验 概率 (prior probability) 见 “ 贝 叶 斯 公 


A. 
后 验 概率 (posterior probability) JL“ pl np Ej 
独立 事件 (independent events) 概率 论 的 基 


本 概念 之 一 . 两 个 事件 4 与 BASE B 发 生 与 否 
同事 件 4 发 生 的 概率 无 关 , 反 之 亦 然 , 则 称 4 与 B 
是 相互 独立 的 事件 . 两 个 事件 4 与 B 相互 独立 的 充 
分 必要 条 件 是 P(AB)=P(A)P(B). RAY AB X 
示 事 件 A 和 B 同时 发 生 ( 即 4,B 的 交 ). 

两 个 事件 相互 独立 有 如 下 性 质 : 

1. 必然 事件 Q 及 不 可 能 事件 名 与 任何 事件 独 
M. 

2. d P CB) 720, MEF A, B 相互 独立 的 充分 
DEA EL P(A|B)=P(A). 

3. ASFA BHAT MW A E B,AS BA 
4 与 B 这 三 对 事件 也 是 分 别 相 互 独立 的 . 

在 实际 应 用 中 ,判定 两 个 事件 是 否 相 互 独立 , 常 
常 依靠 经 验 直观 的 方法 . 比如 ,两 名 射手 独立 地 射击 
同一 目标 ,他 们 各 自 射 中 的 环 数 是 相互 独立 的 . 对 于 
条 件 复杂 的 试验 ,判定 两 事件 是 否 相 互 独立 要 特别 
着 慎 , 比 如 甲乙 两 地 的 气象 情况 就 不 一 定 是 相互 独 
立 的 ,它们 可 能 存在 某 些 内 在 联系 . 对 于 这 类 条 件 复 
杂 的 问题 就 要 依靠 统计 资料 进行 分 析 , 看 是 否 符合 


事件 相互 独立 的 条 件 来 判定 之 . 

三 个 事件 的 独立 性 (independence of three 
events) ”独立 事件 概念 的 推广 . 对 于 三 个 事件 4， 
B,C ,车 下 面 四 个 等 式 : 

P(AB) = P(A)P(B), 

PCAC) =P (ADF GC) 

P(BC) = P(B)P(C), 

P(ABC) = PCA)PCB)P(C) 
同时 成 立 , 则 称 A4,B,C 这 三 个 事件 是 相互 独立 的 ， 
或 称 这 三 个 事件 总 体 独 立 . 若 三 个 事件 4,B,C 两 
两 独立 ( 即 前 三 个 等 式 成 立 ), 则 还 不 能 保证 三 个 事 
件 相 互 独立 ,因为 上 述 前 三 个 等 式 成 立 不 一 定 能 推 
出 第 四 等 式 的 成 立 . 反之 , 仅 有 三 个 事件 之 积 的 概率 
等 于 各 个 事件 概率 之 积 这 第 四 个 等 式 成 立 , 也 不 能 
称 为 三 个 事件 相互 独立 , 亦 因 这 第 四 等 式 成 立 不 一 
定 就 能 推出 前 三 个 等 式 的 成 立 . 因此 ,要 使 三 个 事件 
相互 独立 ,上 述 四 个 等 式 缺 一 不 可 . 

n 个 事件 的 独立 性 (independence of n events) 
独立 事件 概念 的 推广 . 夺 对 于 个 事件 Ay, Anes 
A, I3 Br Bl SE 4A A. 1 i bx. S 
2 一 2 一 1 个 等 式 : 

P(CA;A)) —PCA) PCA,), 

PCA;A,A,) —PCA)DPCA)DPCA, 

P(A,A, A) — PCAOP(CA,D-- PCA,), 
都 能 同时 成 立 , 则 称 事件 A Arse A, 是 相互 独立 
的 ,或 称 事件 AA yA, 总 体 独 立 ， 这 里 第 一 个 
等 式 共 包含 Ci 个 等 式 , 第 二 个 等 式 共 包含 C; 个 等 
式 a 因此 ,共和 包含 

> = 2" 一 nC 一 1 

个 等 式 .2 个 事件 相互 独立 有 如 下 人 性质: 

1. 若 2 个 事件 相互 独立 , 则 它们 中 任意 mA 
(2x5 m < ) 事 件 也 是 相互 独立 的 ,因为 这 和 个 事件 
所 应 满足 的 2 一 m 一 1 个 等 式 已 经 包含 在 其 中 . 

2. 若 随 机 事件 4A1,4,,… A, 相互 独立 , 则 将 A, 
G 二 1,2,…,n) 中 的 任意 几 个 换 成 它们 的 对 立 事件 ， 
所 得 到 的 ”个 事件 仍 是 相互 独立 的 ， 

(8 SERIES (Bernoulli trials) 一 个 著名 的 随 
机 试验 , 即 试验 结果 只 有 A 和 A 两 个 基本 事件 的 随 
机 试验 EE. 把 伯 努 利 试验 五 在 相同 条 件 下 重复 地 独 
立 进行 n 次 的 试验 称 为 n 重 伯 努 利 试验 , 常 记 为 
E". 将 伯 努 利 试验 独立 地 重复 可 列 无 穷 多 次 的 试 
验 称 为 可 列 重 伯 努 利 试验 . 以 上 三 种 伯 努 利 试 验 统 
称 为 们 努 利 概 型 . 如 投手 钱币 的 试验 ,产品 抽样 (有 
放 回 的 ) 检 查 的 合格 与 天 的 试验 都 属于 伯 努 利 概 型 . 
它 是 最 早 被 研究 的 随机 试验 模型 之 一 ,概率 论 中 许 


随机 变量 与 分 布 函数 


多 极限 定理 都 是 先 在 这 种 模型 下 得 到 的 . 雅 各 布 第 
— + {A & A] (Bernoulli,Jacob I ) 在 《 猜 度 术 中 最 
先 给 出 这 种 随机 试验 的 概 型 . 

n 重 伯 努 利 试验 (n-fold Bernoulli trials) J 
"AB SCRI AS". 

可 列 重 伯 努 利 试验 (countable fold Bernoulli 
trials)” 见 “ 伯 努 利 试 验 ”. 

{A SE Fi) #E (Bernoulli probability model) Jl 
“ 伯 努 利 试 验 ”. 


Ra PL Se St Th E EI 


随机 变量 (random variable) 概率 论 的 基本 概 
念 之 一 . 指定 义 于 基本 事件 空间 O= {w} 上 的 单 值 实 
P C Co). 和 常见 的 随机 变量 有 离散 型 和 连续 型 两 类 
(参见 本 卷 (数学 辞海 第 四 卷 同名 条 )， 

离散 型 分 布 (discrete distribution) 随机 变量 
的 两 个 常用 的 分 布 类 型 之 一 . 可 用 分 布 列 去 描述 它 
所 可 能 取 的 值 及 取 这 些 值 的 概率 . 

l. 只 取 有 限 或 可 列 个 值 Xs:2D25»775 9 Xn 或 Tis T2’ 
Utm, HY RAL E ,其 概率 分 布 可 用 数列 已 (和 一 
Xi) 二 pi(i 二 1,2,…) 表 示 , 称 为 一 维 ( 实 值 ) 离 散 型 随 
机 变量 ,简称 离散 型 随机 变量 . 它 的 概率 分 布 称 为 离 
散 型 分 布 . 离散 型 分 布 还 可 用 列表 法 或 图 示 法 表示 : 

1) 用 列表 法 表示 离散 型 随机 变量 § 的 分 布 表 : 


P(E=z;) 
并 称 此 表 为 随机 变量 的 分 布 列 ,或 称 为 分 布 律 , 亦 
简称 分 布 . 

2) 用 图 示 法 表示 离散 型 随机 变量 E 的 分 布 图 ， 


P 


3 
Hp A dg upon 
图 中 各 垂直 线段 (表示 p; 的 值 ) 都 在 横 轴 上 方 , 且 各 
线段 长 度 之 和 为 1. 
离散 型 随机 变量 的 分 布 列 必须 满足 下 面 两 个 条 
iF: 
(D (1)P(£—x)-—pfp;zo (1—15,2,***,n,**). 


Cx 


(2) Dib: =]. 
离散 型 分 布 的 分 布 函数 为 
F(x) = >) bi. 
2. 定义 在 基本 事件 空间 OE HY n 维 随机 向 量 & 
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= oe rn ae 只 取 有 限 或 可 列 组 值 ( 实 值 ) 
ry Xy tt ， R 2 
CHI = 1,25***37 = 1525**n); 

其 概率 分 布 可 以 用 n 重 数 列表 示 

PCE Hay B mmy 9°08 Sj Lye tme mx) 

本 G ji —],2,-:;j—1.2.:- n) 

称 为 2 上 的 离散 型 随机 向 量 , 它 的 分 布 是 离散 型 分 
fg. 

d CE D e HERUM BL Ee. PUAN Ca sb) 
(i,7 二 1，2,… ), 则 概率 P(£—aj;,9—bj)-—pi G,j= 
1,2,…), 称 为 人,7) 的 联合 分 布 . 


由 此 表 中 可 以 看 到 在 联合 分 布 加 的 右边 多 了 一 列 ， 
它 是 将 每 行 中 的 加 对 了 相 加 而 得 到 的 pe RDA S 
的 分 布 列 ;又 由 此 表 的 下 边 看 到 联合 分 布 p;; 的 下 面 
也 增加 了 一 行 , 它 是 将 每 一 列 中 的 pos c 相 加 而 得 
到 的 p.;, 即 7 的 分 布 列 .这样 ,& 和 7 的 分 布 列 的 位 
置 就 在 ($,7) 的 联合 分 布 的 边 上 ,因而 常 形 象 地 称 E 
和 7 的 分 布 列 是 (6,7) 联 合 分 布 的 边际 分 布 或 边缘 
分 布 . 

二 维 离散 型 随机 变量 (和 ,7) 的 联合 分 布 具有 下 
面 三 个 性 质 

1) p4zÉ0 G.j—1,2,-). 


2) 5 b =]. 


i=1 j=1 


P(E = d) = i 二 一 RE 
4 


j=l 
P = b;) = 2 Bs = P. 
i=l 


常用 的 离散 型 分 布 有 退化 分 布 . 两 点 分 布 .二 项 分 
布 、 泊 松 分 布 、 几 何 分 布 . 超 几何 分 布 、 帕 斯 卡 分 布 等 
(参见 本 卷 《 数 学 辞海 第 四 卷 《概率 论 ) 中 的 “离散 型 
随机 变量 ”及 “离散 型 随机 向 量 ”). 

离散 型 随机 向 量 (discrete random vector) J 
“离散 型 分 布 ”. 

离散 型 随机 变量 (discrete random variable) 
见 “ 离 散 型 分 布 ”. 

单 点 分 布 (one-point distribution) 亦 称 一 点 
分 布 , 或 称 退 化 分 布 . 一 种 最 简单 的 离散 型 分 布 . A 
随机 变量 CMD APA PCE=c)=1, WR 5 Bk M 0 
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点 分 布 . 这 时 只 取 一 个 值 , 且 取 * 的 概率 为 1. 这 
样 的 上 并 不 随机 ,而 是 把 它 看 成 随机 变量 的 退化 情 


Ü Cr c3 
F = 
Pm u (Tr £A 
iB 44 5} fp (degenerated distribution) 即 “ 单 点 
分 布 nm 
两 点 分 布 (two-points distribution ) ZR ff 4H 


努 利 分 布 .一 种 基本 的 离散 型 分 布 . ARLE EE 5 的 
SENA P(E=27,) =p, P(E=2x,) =1—p, 0< p< 
1, WK é 服从 两 点 分 布 . aa xı =l, zz 一 0 时 , 则 称 3 
服从 0 一 1 分 布 . 当 试 验 五 是 们 努 利 试验 时 , 即 瑟 只 
有 两 个 可 能 结果 :A 及 4, 且 P(A4A)==p, 可 定义 随机 
AR € ECA) —1,6CAD0 —0, 0) £ ÆRA 0 一 1 分 布 
的 随机 变量 ,因此 , 伯 努 利 试 验 均 可 用 两 点 分 布 来 描 
述 . 0 一 1 分 布 的 随机 变量 的 分 布 旺 数 为 


0 (Z<0)， 
rozi (0S2<1), 
1 (a1), 
(B S Fil 4) fa (Bernoulli distribution) 即 “ 两 点 
分 布 ” 
泊 松 分 布 (Poisson distribution) 一 种 重要 的 


离散 型 分 布 . 知 离散 型 随机 变量 上 可 取 一 切 非 负 整 
数值 , 且 有 


Pu 
P = b) = e 31 (k = 0,1,2,*), 


WW PR 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 .其 中 4 二 0,e 是 自 
然 对 数 的 底 . 此 分 布 的 平均 值 m = A, On HE o 
— V4. 当 二 项 分 布 中 成 功 的 概率 p 较 小 时 ,用 泊 
松 分 布 近似 地 计算 二 项 分 布 较为 方便 . 泊 松 分 布 描 
述 的 是 稀有 事件 的 概率 ,这 种 事件 在 每 次 试验 中 出 
现 的 概率 p 很 小 ,但 试验 的 次 数 较 大 .例如 ,在 一 
定 空间 内 所 测 到 的 放射 性 有 害 粒子 数 ;在 一 定时 间 
内 电话 交换 台 收 到 的 呼唤 次 数 等 都 服从 泊 松 分 布 . 
一 般 地 , 若 用 $j 表示 时 间 区 间 (a,6j] 中 某 一 事件 
发 生 的 次 数 , 且 这 一 事件 的 发 生 满足 条 件 : 

1. FRE: PEu =k RY b—a RAR. 

2. 无 后 效 性 ;对 任意 不 相交 的 区 间 Ca; bi], 
£o, au Lin, BELT vr. 

3. 普通 性 : 即 


lim +P Esa > 2) = 0. 
t—0 


这 时 和 .上 必 服 从 泊 松 分 布 . 泊 松 (Poisson,S. -D. ) 是 


近代 概率 论 黄 基 人 之 一 . 他 在 1837 年 发 表 的 《概率 
在 刑事 与 民事 诉讼 方面 应 用 的 研究 中 ,给 出 了 描述 
这 种 离散 型 随机 变量 的 分 布 . 

二 项 分 布 (binomial distribution? 一 种 重要 的 
离散 型 分 布 . TE n 重 伯 努 利 试 验 中 , 某 一 随机 事件 A 


发 生 的 次 数 是 随机 变量 ,车 的 所 有 可 能 取 值 为 & 
二 0,1,2,…,n, 其 分 布 列 为 
P(€=k) —Cip'q* (0 p—1.H p+q=1). 
其 中 p 为 随机 事件 4 发 生 的 概率 .由 于 上 述 概率 恰 
为 二 项 式 (p 十 9)" 展开 式 中 的 各 项 , 故 称 上 述 6 的 
分 布 为 二 项 分 布 , 它 仍 满足 : 
1. P(E 二 &) 的 每 一 个 数 都 非 负 , 即 Cip 
2. 所 有 各 概率 之 和 为 1, 即 


> C! pq" a—k __ 
述 二 项 分 布 的 参数 n 和 p 确定 时 ,可 作 随 机 变量 


KM 这 里 设 n=20,p=0. 25, 作 概率 分 
布 图 如 下 : 

pa 

0. 207 

0. 18 

0. 16f 

0. 14} 

0.12 

0. 10 

0. 08 

0. 06 

0. 04 

0. 02 


‘720, 


é 


1 f t s e > 
1 2 345 6 7 8 91011121314 


AE Paya iE, 4 ki, PES) FG SK 
到 某 一 极 值 后 又 减少 . 
格 点 分 布 (lattice distribution) 亦 称 格子 点 分 
布 .一 种 基本 的 离散 型 分 布 . 大 离散 型 随机 变量 取 
的 值 Xx，G = 二 1,2,…,n,…), 是 直线 上 的 等 距 点 列 
) ,其 分 布 列 为 P(E=zxi)==p; (i 二 1,2,*… sn， 
), 则 称 和 服从 格 点 分 布 . 其 中 1 为 任意 整数 ,a,h 
为 固定 实数 二 项 分 布 , 泊 松 分 布 都 是 格 点 分 布 的 特 
几何 分 布 (geometrical distribution) 一 种 常 
见 的 离散 型 分 布 . 在 伯 努 利 试 验 中 ,成 功 的 概率 为 
p, 藻 表示 出 现 首次 成 功 时 的 试验 次 数 , 则 《是 离 
散 型 随机 变量 , 它 只 取 正 整数 , 且 有 PCE— 0 — I 
一 p)*!1p (二 1 ,2,… ,0 二 p 过 1), 此 时 称 随机 变量 E 
服从 几何 分 布 . "7 8938 587g 1/ p.21 2828 (0 — p2/ p. 
注意 :和 等 于 有 的 充分 必要 条 件 是 前 & 一 1 次 试验 都 
失败 ,而 第 次 试验 成 功 . 又 因为 


SIPEG = b= »Ma 22 


k=} 


= P = 
“1 一 下 一 2) : 


这 表明 最 终 取得 成 功 的 概率 为 1. 


随机 变量 与 分 布 函 数 


超 几 何 分 布 (hypergeometric distribution) 一 
种 常用 的 离散 型 分 布 . 设 有 NN 件 产品 ,其 中 M 件 是 
次 品 , 现 不 放 回 地 随机 抽取 件 , 设 4 表示 所 抽 n 件 
产品 中 的 次 品 数 , 则 是 离散 型 随机 变量 , 当 Esk 


(k—0,1,2,***,) 时 的 概率 为 
CuCN-u 
此 时 称 《服从 参数 为 N,M 的 超 几 何 分 布 . 其 均值 
nM | M . N 一 7 
N | 
较 小 ,N 较 大 时 ,有 下 述 近似 公式 
CHON Ey k ic. 
Cy ~ Pq 


其 中 p=M/N,q=1— p. 即 是 说 这 时 超 几 何 分 布 的 
概率 计算 可 以 近似 地 用 二 项 分 布 来 代替 . 超 几 何 分 
布 是 不 放 回 抽样 ,而 二 项 分 布 则 是 放 回 抽样 , 当 产 品 
总 数 N 很 大 时 ,不 放 回 抽样 近似 于 放 回 抽样 . 超 几 
何 分 布 在 产品 检验 中 经 常用 到 . 

帕斯卡 分 布 (Pascal distribution) 亦 称 负 二 项 
分 布 . 一 种 常用 的 离散 型 分 布 . 在 伯 努 利 试 验 中 ,成 
功 的 概率 用 p 表示 , 令 《 表 示 出 现 第 7r 次 成 功 时 的 
试验 次 数 , 则 《是 离散 型 随机 变量 ,é 的 取 值 范围 是 
(rer 十 1,r 十 2,…，} ,其 概率 分 布 为 

PE SSO Soe ca) 
JE ETE ER E BRA B BTR ot 4p. 其 中 p 表示 每 次 试验 出 
现成 功 的 概率 ,而 9 二 1 一 p. 它 的 期 望 为 r/p, 方 差 
为 rq/ p's 4 r=1 BY, BI AJL fuf p dn. 帕斯卡 《Pas- 
cal,B. ) 曾 于 1654 年 与 费 马 (Fermat,P. de) 在 通信 
中 研讨 有 关 概 率 问题 ,他 们 的 研究 被 认为 共同 莫 定 
了 概率 论 和 组 合 分 析 的 基础 . 在 他 的 《算术 三 角形 》 
一 书 中 ,建立 了 概率 论 的 基本 原理 和 者 于 重要 的 组 
合 定理 . 此 分 布 即 由 帕斯卡 首先 引 人 并 载 于 此 书 中 . 

负 二 项 分 布 Cnegative binomial distribution) 
即 “ 帕 斯 卡 分 布 ”. 

广义 二 项 分 布 (generalized binomial distribu- 
tion) 二 项 分 布 的 一 种 推广 .在 们 努 利 试验 E=E, 
XE,X "XE, 中 ,第 :次 试验 成 功 的 概率 为 Pn € 
表示 成 功 的 次 数 , 则 w Sa A LEB. C— b HN 
概率 为 


II + pix) ae. 


的 展开 式 中 x 项 的 系数 (一 0,1,2,…,n). EET BR £ 
服从 广义 二 项 分 布 , 其 中 gi = 1— pi. (1) 式 称 为 概率 
EY pK BX. 
H Æ He HW probability generating function) 
见 “广义 二 项 分 布 ” 
BE xk 5) dp B3 A (distribution function of proba- 
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bility) 描述 随机 变量 取 值 的 概率 规律 的 函数 . 若 # 
为 随机 变量 ,对 任意 实数 z, 称 

Por) PES a) = Plano EF = x) 
AE 的 概率 分 布 函数 . 

概率 分 布 函数 具有 下 述 性 质 : 

1. 单调 性 . zz Xx 二 x V FODEFC). 

2.F(— œ) = lim F(x) = 0, 

F(4 œ) = lim F(x) =1. 
3. 右 连 续 性 . 即 lim F (2) =F (x). 


T-*T 


LUE Sp PB AY EIJE BROAN Od Ah HR OR A AF ES 
密度 函数 的 图 形 称 为 分 布 曲线 . 

^y Th H OZ (distribution curve) 
T. 

XE EU 4 15 (continuous distribution) 随机 变 
量 的 两 个 常用 的 分 布 类 型 之 一 . E RA p PR CAS BE 
用 列表 方式 表示 . AMENAR 6 BY ESET CIR] (c,d) 
中 的 一 切 值 , 且 存 在 一 个 非 负 可 积 函 数 f(x), 使 得 
的 分 布 函数 FC A ARH 


Fiz) 一 | fody Gem. 


则 称 服从 连续 型 分 布 ,或 称 4 是 连续 型 随机 变量 ， 
了 (zx) 称 为 E 的 分 布 密度 . 
连续 型 分 布 函 数 F(zx) 有 如 下 主要 性 质 .; 


Mes 
1. | f(y)dy = lim F(x) = 1. 


见 “ 分 布 PR 


b 
BP AZE) = FG) — FG) = | fO) dy. 


即 连续 型 随机 变量 & 落 在 任 一 区 间 (a,65j 内 的 概率 
等 于 分 布 密度 在 该 区 间 上 的 积分 . 
3. 因为 F(x) 是 连续 函数 , 故 有 
P(é=a)=F(a)—Fla—0)=Fl(a)—Fl(a)=0, 
即 连续 型 随机 变量 取 任 一 单个 值 的 概率 为 0. 
4. 46 xo Ji f Cx P] ade t a. s ti 
F' (x) = f (xo) È 0. 
o. F' Go) FETE BE p RC Il] 
FG) 一 | Fdy, 


即 此 时 概率 分 布 密度 就 是 F GO. 

常用 的 连续 型 分 布 有 正 态 分 布 .均匀 分 布 、 指 数 
分 布 、 对 数 正 态 分 部 、 韦 布尔 分 布 . 矿 分 布 .B 分 布 等 
(参见 本 卷 《 数 学 辞海 第 四 着 《概率 论 ) 中 的 “连续 型 
随机 变量 ”和 “连续 型 随机 向 量 ”). 

对 二 维 随机 向 量 ($6,7), 用 F(x,y) 表 示 它 们 的 
分 布 函数 , 若 存 在 非 负 的 二 元 函数 f(x,y), 使 对 任 
意 实数 z,y 有 


Fizy) zii | f (u,v)dudv, 


WY C£ 2) PRIN 3E SEI BB BL I8] Eb Fes y) PRO Xe Be 
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密度 有 如 下 性 质 : 
1 


十 co foo 
2. | | f(x,y)dxdy = 1. 


3.4 flr EAC, WATE. MWA 


FE (a yy) 
Bray Gn»). 


4. 47 G Æ Oy Fi E R5 — ThE BR, Ma (8,7) 
落 在 C 内 的 概率 为 


PIG. = G} |[Fee.»rdedy, 
G 


亦 即 概率 P{(§,7)EG}) 等 于 以 G 为 底 、 以 曲面 z= 

f(x,y) 为 项 面 的 柱 体 体积 . 

连续 型 分 布 函数 (continuous distribution func- 
见 “ 连 续 型 分 布 ”. 

连续 型 随机 变量 (continuous random variable) 

见 “ 连 续 型 分 布 ”. 

概率 分 布 密度 (density of probability distribu- 
见 “ 连 续 型 分 布 ”. 

均匀 分 布 Cuniform distribution) ” 亦 称 一 致 分 

布 , 又 称 等 概率 分 布 . 一 种 常用 的 连续 型 分 布 . 即 随 

机 变量 在 确定 的 区 间 中 取 每 个 值 具有 等 可 能 性 的 分 

布 . ab 是 两 个 有 限 数 ,而 随机 变量 的 分 布 密度 


tion) 


tion) 


为 
l 
f(x) = TE inicie 
0 (x € lasba 
NER € AR [a.b] EBH Ar tp. 其 分 布 图 数 为 
0 (xr -« a), 
F(x)—4;—5 (axz«D, 
1 (x >b). 


均匀 分 布 反映 上 的 一 切 可 能 值 充满 整个 有 限 区 间 
[a,bj, 并 且 在 该 区 间 内 的 任 一 点 有 相同 的 分 布 密 
度 , 即 分 布 密度 fo) ERT Le DIE AHS. 在 数值 
计算 中 , 拟 在 小 数 点 后 第 位 上 进行 四 全 五 人 人 , 奉 用 
7 表示 汗 人 误差 , 则 7 服从 区 间 


1 zr d E 
| 2 10 z= w] 


上 的 均匀 分 布 . 

一 致 分 布 (uniform distribution) 
ab 

等 概率 分 布 (equal probability distribution) 
BN“ 2 4} fp ". 

IEA 4 TB (normal distribution) ” 亦 称 常态 分 
fg . 误差 分布 .高 斯 分 布 . 概率 论 中 最 重要 的 一 种 连 
续 型 分 布 . 若 随 机 变量 取 不 超过 实数 x 的 值 这 一 
事件 的 概率 为 


BH “均匀 分 


Lop 一 所 多 

=|" dt, 
Hao HEBER, H o> OW ê 的 分 布 称 为 (一 
维 ) 正 态 分 布 , 简 记 为 WCGa,o). 它 的 密度 函数 为 


2 
Cr—a) 
l are ae 


€ 20 


PES e 


(x € R)). 


qr ;a ,0) — 


实 参 数 ao? 分 别 是 正 
态 分 布 的 数学 期 望 和 
方差 ,所 以 正 态 分 布 是 
由 其 数学 期 望 和 方差 
惟一 确定 的 . 

正 态 分 布 N Ca, 
5) 的 密度 函数 pra, 
0) 的 图 象 是 一 条 位 于 x 
轴 上 方 的 钟 形 曲线 (图 m1 
1), È Æ r=a 处 达到 
最 大 值 , 且 关于 直线 x 二 a 成 轴 对 称 ;o 越 小 ,分 布 越 
集中 于 r=a 附近 ,o 越 大 ,分 布 越 分 散 ; 曲 线 在 远离 
xa 处 迅速 趋 于 zz 轴 . FENE E RAES S A 
N Ca ,o?) , M); 

PC|8 — a| < 20) 22 95.45%, 
P(C|£& — a| < 3o) zz 99.73%. 
EAA N(Ga,0)34 a4—0,0—1 EE, BI NCO, D, Ff 
为 标准 正 态 分 布 , 其 分 布 函数 及 密度 孔 数 分 别 为 ; 


M oats 

D(x) =f e ?dy (x ER’); 
Vv Lhe 

yer se as eS end. 


4/22 

对 于 给 定 的 z, 标 准 正 态 分 布 的 分 布 函数 B(x) 的 值 
可 从 正 态 分 布 表 中 查 得 . 标准 正 态 变量 落 入 任何 
[X [B] Cri ,zxs) 内 的 概率 可 通过 查 表 求 出 ,根据 下 式 : 

Donc ee P(E re P(e 
= Br,) — D(x). 

对 于 一 般 正 态 分 布 N (a,o?) 的 变量 的 分 布 函数 
P(E 之 xz) 的 值 ,只 要 经 过 变换 
PES g= 2| 


r- a 


$ 


亦 可 从 正 态 分 布 表 中 查 到 . 在 二 维 情 形 , 当 随机 向 量 
“一 (XY) 的 分 布 密度 函数 为 


fa =— ew | —s 5 

2n0,0, /1— p 26 ey ae 

[Sem Pete mor mo Lomo) 
d 010; 2» 


时 , 称 服从 二 维 正 态 分 布 , 简 记 为 Niycl;7az， 
02;P). 其 中 m mss0i,02 分 别 是 两 个 边际 分 布 的 数 
学 期 望 和 标准 差 ,而 p 是 XX,Y 之 间 的 相关 系数 (图 
2). 大 某 个 随机 变量 受到 大 量 的 .相互 独立 的 随机 因 


随机 变量 与 分 布 函 数 


素 的 影响 ,而 每 个 因素 
在 总 的 影响 中 都 是 均 
匀 微 小 的 , 则 这 种 变量 
一 般 都 是 服从 正 态 分 
布 的 .例如 ,测量 误差 、 
炮弹 落 点 分 布 . 某 工厂 
的 总 耗 电 量 、 一 定 条 件 
下 某 校 学 生 的 考试 成 
绩 等 都 是 服从 正 态 分 
布 的 . BR SE 3B (De 
Moivre, A. ) F 1733 年 
首次 给 出 正 态 分 布 , 作 
为 二 项 分 布 当 参数 n 较 大 时 的 近似 分 布 . 19 世纪 
初 , 拉 普 拉 斯 (Laplace,P.-S.) 和 高 斯 (Gauss,C. 
F. ) 又 各 自 独 立地 重新 发 现 了 正 态 分 布 . 


图 2 


误差 分 布 (errors distribution) 即 “ 正 态 分 
布 ”. 

高 斯 分 布 (Gauss distribution) BIERS 
Tg ". 


bx HE JE AS 2B (standard normal distribution) 
Wh“ EAA AR”. 
韦 布 尔 分 布 (Weibull distribution) 一 种 常用 
的 连续 型 分 布 .各 随 机 变量 上 的 分 布 密度 为 
m ai r)” 
ees T Sea ey), 


0 (roc 73 

WW BR E ARIA 45 AR OD AH. 其 中 m> 称 为 形状 参数 ， 
Y 称 为 位 置 参数 ,a>0 称 为 尺度 参数 . HAH BMA 

ra fi- sh 

0 (pum y 

韦 布尔 分 布 最 初 是 在 解释 疲劳 数据 时 提出 的 ,后 被 
用 于 有 关 生 存 现象 的 领域 中 .例如 , 当 某 对 象 适合 最 
弱 链 模型 时 ,此 对 象 的 寿命 就 服从 韦 布 尔 分 布 . 韦 布 
尔 分 布 在 工程 技术 中 有 广泛 应 用 价值 ,还 在 可 靠 性 
问题 中 占有 重要 的 地 位 . 此 分 布 是 韦 布尔 (Weibull， 
W. ) 于 1939 年 首次 提出 的 . 

指数 分 布 (exponential distribution) 一 种 常 
用 的 连续 型 分 布 . 它 是 韦 布 尔 分 布 的 特殊 情况 . 指 分 
布 密度 中 mm% 二 1,1/a 二 4 的 韦 布 尔 分 布 . 分 布 密度 为 

fa =f” «25. 
0 (xr <7). 
其 中 参数 4 为 正 的 常数 . 相应 的 分 布 函数 为 
(x «). 

其 数学 期 望 为 ”十 1/4, 方 差 为 1/. 指数 分 布 具有 
无 记忆 性 . 

Ac 服从 指数 分 布 , 则 对 任何 s>0,1>0,8 
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POS)! ste >) ps) = PCS fX 
d HI E on SR AM a BY E FF ao. LE Bs LY 
TE 2h Ag it VT E A) s. DUI ZEA a Es 小 时 
的 条 件 下 , 它 总 共 能 使 用 至 少 * 十 上 小 时 的 概率 ,等 
于 从 “小 时 开始 使 用 时 算 起 它 至 少 再 能 用 上 小 时 的 
概率 . 即 是 说 , 当 仪器 在 时 刻 * 仍 在 被 使 用 时 , 它 的 
剩余 使 用 寿命 的 分 布 与 它 原 来 使 用 寿命 的 分 布 相同 
〈( 即 是 说 仪器 对 它 已 使 用 过 s 小 时 无 记忆 ). 

指数 分 布 是 惟一 具有 无 记忆 性 的 连续 型 分 布 . 
服从 指数 分 布 的 随机 变量 和 篆 被 用 于 摘 述 仪器 的 使 
用 寿命 .排队 等 候 服务 的 时 间 等 . 指数 分 布 是 瑞 利 
(Rayleigh,J. W. ) 提 出 的 . 

r 4 4 (gamma distribution) 
续 型 分 布 . AEE SS) A EJ 


A A 
a -re e E 
0 (tS 0). 

FOP DOGO BRE ATP ALARDE D 消 数 ， 
分 布 参数 A> 0,a>0, WIRE REOS D op in. D 4n 38 fa 
WAT CAs QE fo) 
的 数学 期 望 为 
Qa/4, 方 差 为 a/X. 
当 a=1 时 本 分 布 
即 指数 分 布 . 当 a 
为 正 整 数 时 ,工分 
布 是 a 个 指数 分 
布 的 卷 积 . 当 a= 
n/2,4 二 1/2 时 , 研 分 布 就 是 自由 度 为 n 的 分 布 ， 
因此 可 以 把 XX 分 布 看 做 本 分 布 的 特殊 情形 .本 分 布 
在 统计 学 和 随机 服务 系统 中 都 有 广泛 应 用 . 另外 推 
导 光 分布 t 分 布 和 分 布 时 都 要 用 到 它 .其 分 布 密 
度 图 形 如 上 . 

B 分 布 (beta distribution) 一 种 常用 的 连续 型 
分 布 . 若 随 机 变量 E 的 分 布 密度 为 


PPG) s-i i 
f(x) = {Por (Liew (Oe 1) 
i G «05 xc. 
其 中 Cp) = | sted 
0 


Æ T ARM. p>0.g>0 为 分 布 参数 . 由 于 f(x) 的 形 
AS B 函数 的 积分 表示 
We ROPES P) 


B(p,q) = | a — x)? dx = Poco 
有 密切 联系 , 故 称 4 服 从 B 分 布 . 它 的 数学 期 望 为 


pug 
方差 为 


pq 
OP Fo CP sacs 
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一 种 常用 的 连 


B 分 布 在 统计 学 中 常用 以 描述 统计 量 . 
柯 西 分 布 (Cauchy distribution) ”概率 论 的 著 
名 分 布 之 一 . 若 随 机 变量 的 分 布 密度 为 
ji 
Jir) = 一 一 一 一 
ml 1 F [= z " | 
(一 oo«;r«4-0o05;À420,—00« 0 «-Foo), 
Wi gk BE MA S OA A BY fel PG Arn ALG) dp 28 RE 
图 形 如 下 图 . 4 0=0,A=1 时 ,化 为 | 


gio) = 


(3004 qw oe Os 


l 
m1 + 2°) 
通常 称 g(Cz) 为 标准 
柯 西 分 布 . 由 于 柯 西 
分 布 的 数学 期 望 和 
方差 都 不 存在 ,使 得 
它 在 分 布 理论 中 占 
有 特殊 的 地 位 ,党 以 
^ fik HG 
值 . 方 差 等 ) 的 反例 
而 出 现 于 各 概率 论 
的 教材 中 , 柯 西 分 布 
在 力学 .电学 .心理 
生物 学 、 人 类 学 和 计量 学 中 都 有 应 用 . 

标准 柯 西 分 布 (standard Cauchy distribution) 
见 “ 柯 西 分 布 ”. 

= 4¢ BB PL [8] BE (two-dimensional random vari- 
able) 亦 称 二 维 随机 变量 . 概率 论 的 基本 概念 之 
—. 若 随 机 试验 五 的 样本 空间 2 = {eo}, ME), 
7(w) 是 定义 在 2 上 的 随机 变量 , 则 由 它们 构成 的 向 
量 (6(w),7Cw)) 称 为 二 维 随机 向 量 . 在 实际 试验 中 ， 
有 些 随 机 试验 的 结果 需 用 两 个 有 顺序 的 实数 来 描 
述 , 于 是 产生 了 二 维 随机 向 量 的 概念 . 例如 ,要 研究 
炮弹 落地 位 置 的 分 布 情况 ,在 平面 坐标 系 中 用 坐标 
(6,7) 来 确定 炮弹 的 位 置 ,(§$,7) 就 是 二 维 随机 向 量 . 
同样 地 ,对 需要 个 变量 来 描述 的 随机 现象 , 亦 可 定 
X. n 维 随机 问 量 的 概念 . 

联合 分 布 范 数 (joint distribution function) Jf 
BR Ae HE} Ff PB. GL I] E AY Od n eC. 以 二 维 情 形 
为 例 . 若 (6,7) 是 二 维 随机 向 量 ,z,y 是 任意 两 个 实 
数 , 则 称 二 元 函数 

F(x,y) = P(E x,7 y) 
为 人 上,7) 的 分 布 函数 , 亦 称 为 《和 7 的 联合 分 布 函 
数 . 它 有 如 下 性 质 : 

1. i y Bi xg WW F Ges y) A r HAR A x 
固定 , 则 F(z,y) 是 y 的 不 减 函 数 . 

2.0<F(2.y)<S1,H 

F(—9o9,y)— lim F(asy)=0, 


一 4 一 3 一 2 一 1 0 1 2 3 42 


Por, Aco) = lim F(x,y)-—0, 
F(+00,+00)= lim FCGz,32— 1. 
T+ + 00 


b Mad 


3. Fr RF c AER, EXT y 右 连续 . 
4. 对 于 任意 a, «b T PR 有 不 等 式 
Fu b; =F Oya =F (asb) HE (aj saz) Z0. 
a i ^y dh OB WC multidimensional distribution 
function) BU“ERQ 4) fi phi Be”. 
边际 分 布 (marginal distribution) ” 亦 称 边缘 分 
dg. 概率 论 的 基本 概念 之 一 . 常 有 下 列 情形 : 
1. 若 二 维 离散 型 随机 向 量 ($,7)， 
PGs) == Gri, Vj} = pGisyj 
(i = 1,2,*737— 1,2,°%°) 
是 它 的 联合 分 布 函 数 , 则 称 
Pilz) Vp) G-—1,,-)i 


bip = PDI G1.) 


分 别 为 p(xzi,yj;) 关 于 和 7 的 边际 分 布 ,或 称 边际 
概率 函数 (参见 “离散 型 分 布 ”). 

2. 奉 二 维 连续 型 随机 向 量 ($,7), f(x,y) 是 它 
的 密度 函数 , 则 称 


十 co 
pi x— i Flasy)dy, 


十 ea 
por) | Ta ods 


为 关于 上 和 7 BY a Bs oy Ap 9E Ear CS) BY a f ERR 
Æ F(x,y), ll 
F(x) = lim F(z,y),F,(y) = lim 下 (zy)， 
yr too r+ +00 


分 别称 为 “和 7 的 边际 分 布 函 数 ， 

边缘 分 布 (marginal distribution) 
布 ” 

边际 概率 函数 (marginal probability function) 
即 “ 边 际 分 布 ” 

边际 分 布 密度 (marginal distribution density) 
见 “ 边 际 分 布 ”. 

边际 分 布 函数 (marginal distribution function) 
见 “ 边 际 分 布 ”. 

随机 变量 的 独立 性 (independence of random 
variables) 概率 论 的 重要 概念 之 一 . GML 
BC. DNR AH RAIA Fry) AF EM K 
X1 Es 2 ti BRD BIA Peo) A Fy Cy), Bü] 24 RAR 
Fr,y)-—FiG) * F,CyOXI— UJ] x Al y RLT, ER E 
和 7 相互 独立 . 即 独 立 随 机 变量 的 二 维 分 布 函 数 等 
于 它们 的 边际 分 布 消 数 的 乘积 . E CS SD FF EE BE E 
BE pl(z,y), 且 和 ”的 密度 分 别 为 p(x) 和 py(y)， 
则 和 ”相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 p(x,y) = 
pal(X)，。prly) 能 成 立 , 其 中 xz,y 为 任意 实数 . 由 此 
得 知 : 若 连 续 型 随机 向 量 (6,7) 的 分 布 密度 可 表示 为 


BI “边际 分 


随机 变量 的 数字 特征 


plrzsy) 二 f(z)g(y) 的 形式 ,是 
+00 十 co 
| (md 1 [ & Wdy =], 


则 “和 7 相互 独立 . EP PS RC BL EE A m B9 — 
切 可 能 值 分别 为 Listasta AA 21/5999 7 Yj" 
则 和 7 独立 的 充分 必要 条 件 是 :对 一 切 i,; 有 

PR(S = 9 = PE=z)PQ=y), 
DRBR pCGrio y) = pelzi) pu Cy D. 


随机 变量 的 数字 特征 


随机 变量 的 数字 特征 (numerical characteris- 
tics of random variables) 概率 论 的 基本 概念 之 
—. 指 由 随机 变量 的 分 布 函数 所 确定 的 某 些 参数 , 它 
能 反映 随机 变量 某 方面 的 特征 .最 常用 的 数字 特征 
有 数学 期 望 , 方 差 \. 各 阶 窍 、 半 不 变量 和 相关 系数 等 ， 
它们 分 别 反映 随机 变量 取 值 的 平均 值 . 离 散 程 度 或 
相关 程度 等 统计 特征 . 

数学 期 望 (mathematical expectation) 简称 期 
组 , 亦 称 平均 值 . 随机 变量 的 重要 数字 特征 之 一 . 1H 
反映 随机 变量 取 值 的 平均 水 平 的 量 . 随机 变量 的 
数学 期 望 常用 EEEE, ME 或 MCO Xm. 

1. 有 限 总 体 的 总 体 平均 数 ,也 称 该 有 限 总 体 的 
数学 期 望 . 

2. 若是 离散 型 随机 变量 , 它 的 概率 分 布 列 为 
Pie =p) GH 1s 2s ye 


绝对 收敛 , 则 
Es = eee 


称 为 《的 数学 期 望 . S € 只 取 有 限 个 值 , 则 应 把 级 数 
改 为 有 限 和 . 若是 连续 型 随机 变量 ,概率 密度 函数 
是 f(x) , AFR 


MEISTE 
绝对 收敛 , 则 称 
ES MEE 
AS WASH. Soe 5 HER MMI BE DLAE EE 
PCE) BY CHE 3 28 E 
EED) = | "eco f Gods. 


3. 设 X=(5,7) 是 二 维 随机 向 量 , 当 X 是 离散 
型 随机 向 量 时 ,其 联合 分 布 为 P(6= ar, y) 
=p; (5,j—1,2,*).. X gla WEES Tsy 的 单 
EEEE 


DD 
i=] j=l 
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则 Y 了 二 g(§,7) 是 离散 型 随机 变量 , 它 的 数学 期 望 为 


EY = E(g(@,9)) = 3 228 Gy 


M OX 是 连续 型 随机 向 量 , EL Y og (6,7) EIE HI GR 
数 ,(6,7) 的 联合 密度 函数 为 Acz,y) 时 ,Y 的 数学 期 
B 

EY = Elg) =| | ele f(r,y)drdy. 


数学 期 望 有 以 下 重要 性 质 : 
1. 4$ E HIC MBS TOT HBAS, Bl ECO 
=C C 为 常量 . 
2. 常量 与 随机 变量 的 乘积 的 数学 期 望 等 于 这 个 
常量 与 随机 变量 的 数学 期 望 的 乘积 . 即 
ECG) .= CECE): 
3. 两 个 随机 变量 之 和 的 数学 期 望 等 于 这 两 个 随 
机 变量 的 数学 期 望 之 和 . 即 
Eé+y=E6 + EG). 
4. GRAAL § 与 了 相互 独立 , 则 
E(f5) = ECE) * EG). 
5. 两 个 随机 变量 乘积 的 数学 期 望 的 绝对 值 的 平 
方 不 大 于 这 两 个 随机 变量 各 自 平 方 后 的 数学 期 望 之 
积 , 即 
ECE p| SEE) ECP). 
GAS SSA BRA MADERA. 
前 面 性 质 中 所 涉及 的 数学 期 望都 存在 . 其 中 性 
质 3 和 4 可 以 推广 到 任意 有 限 个 随机 变量 的 情况 . 
即 ECE HE SEE FEM + HEG; E 
<,7,… 沙 是 相互 独立 的 , 则 
Elser p = ECE) EQ” + EG). 
HÆ (variance) ”随机 变量 的 重要 数字 特征 之 
一 . 指 反 映 随机 变量 的 取 值 与 其 数学 期 望 偏离 程度 
的 量 . 因 随机 变量 类 型 的 差异 , 常 有 以 下 几 种 定义 : 
1. 设 为 离散 型 随机 变量 ,其 数学 期 望 EC(6) 存 
HE 


D(£) = 2j [zx; — EC) Pp; < ceo, 
W DORA & 的 方差 . 


2. We 6 JJ Ye Se A B DLE BE. aE ea OY 


E(é) = I fada 
存在 , 则 
DG) = | [x EDP God < oc 


称 为 的 方差 
3. 一 般 地 ,二 随机 变量 § 的 数学 期 望 为 (6)， 
则 数值 DOGD-—E[S—EC(GD Pomp A 5 的 方差 .无 
论 随 机 变量 上 是 离散 型 或 连续 型 , 右 方 差 刀 (6) 存 
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在 , 则 称 方差 的 算术 根 VD(E) 为 二 的 标准 差 , 或 均 
方差 、 根 方差 . 

方差 有 如 下 性 质 . 

1. 和 常数 c 的 方差 为 零 , 即 De — 0. 

2. 常数 c 与 随机 变量 乘积 的 方差 等 于 随机 变 
E 6 的 方差 乘 以 常数 c 的 平方 . 即 DCE) —c DE. 

3. 两 个 相互 独立 的 随机 变量 6 与 7 之 和 (或 差 ) 
的 方差 ,等 于 它们 的 方差 之 和 . 即 

DE 9) = DE+ Dy. 

4. 随机 变量 与 常量 之 和 (或 差 ) 的 方差 ,等 于 这 
个 随机 变量 的 方差 . 即 DE) = DE. 

均 方 差 (mean square deviation) WJ”. 

标准 差 (standard deviation)” 见 “方差 ”, 

(moment) 随机 变量 的 重要 数字 特征 之 一 . 
WR DLE Bt oA ROA F EEEa" 的 数学 期 
望 存在 , 则 E(E—a)"(n=1,25° RA BÉ SLE E 
uk HE 4 F n Br. 4a=OW ECE") (2 一 1， 
2,0 PA EMF Rn SEAE. 当 a= ECORE , BU 
ELESE l) (n— 1,2, OR E R F BS n 阶 中 
XR. — Br gt si 8 BIA 8328 , Br rp Ag B7; 25. 
由 于 下 列 计 算式 : 


fe = > 2s Rc | rf(r)dr; 
i-1 aan 


X py m Ec = Jl Lf lodz. 


i=] 


5j V BE P R PE a SH DL a HL 
FA ST HES HERA PR. 


BAH (origin moment) I," 5B". 
HDE (central moment) — I," 4p ". 
iE & 4B (mixed moment) 描述 两 个 随机 变量 


之 积 的 数学 期 望 的 数字 特征 . 若 ,7 为 随机 变量 ,并 
且 E(E7|) 二 oo(k 和 7 是 目 然 数 ), 则 7 的 数学 
期 望 ECS PRA EM y A+ 阶 混合 矩 . 若 ECE 
—E£|* * |5— Eg |) «too, hil] ELE EE) (7— Eq] 
称 为 和 7 的 & 十 !/ 阶 混合 中 心 矩 . 5 k=l=1 时 ， 
cov(é,7) = EL (E — EE) — Ey) | 
称 为 《与 7 的 协 方差 . 协 方 差 是 阶 数 为 1 十 1 的 混合 
中 心 矩 . 
混合 中 心 矩 (central mixed moment) WRS 

ge". 
HA Æ (covariance) 亦 称 相关 和 矩 ,又 称 二 阶 混 
Aub Fe. 两 个 随机 变量 之 间 线 性 联系 程度 的 数字 
度量 . 车 随机 变量 与 7 的 数学 期 望 56 和 7 都 存 
Æ, H EED —oo, Il] ELCE— Ef) (7 — En) A E 
与 7 的 协 方差 , 记 为 cov(6,7) RA ce 24 6,2 Y 
为 离散 型 随机 变量 , 且 (6,7) 的 分 布 列 为 PO x7 
= yj) — pill. 


p > (x; — E&) Cy; — EQ) pij. 


4 &,7 均 为 连续 型 随机 变量 ,有 目 ($,7) 的 密度 函数 为 
Sx sy) AT 
cov(&,7) = ime (r— EC) Cy— En) f Cr , y)dzdy. 

相关 和 矩 (correlation moment) BIA By 3E ". 

Z BriR & ty #6 (second-order central mixed 
moment) ” 即 “ 协 方差 ”. 

#8X (correlation) 亦 称 相关 关系 . 是 描述 两 
个 随机 变量 的 取 值 之 间 关 系 的 常用 术语 .大 在 两 个 
随机 变量 与 7 所 取 的 值 之 间 存 在 着 赋 有 某 种 规律 
性 而 又 不 十 分 确定 的 关系 , 则 称 这 两 个 随机 变量 E 
与 7 之 间 存 在 着 相关 关系 . 例如 ,儿童 的 身高 一 般 随 
年 龄 的 增 大 而 增加 ,但 二 者 之 间 又 不 存在 一 个 在 各 
个 时 期 对 所 有 儿童 都 适用 的 关系 ,就 属于 这 种 情况 . 
为 了 反映 随机 变量 之 间 的 这 种 关系 ,概率 论 中 对 于 
任意 两 个 随机 变量 与 7, 引进 了 相关 系数 Oe BRL 
念 (参见 “相关 系数 ”). 严格 地 说 , 当 ps 天 0 BY, BK E 
与 7 相关 ;ps,y 二 0 NK 6 5 m TK. 当 oe, > 0, 
称 与 7 正 相 关 , 这 时 7 之 值 随 着 《之 值 增 大 而 有 
增 大 的 趋势 ; 当 ps, 二 0 时 , 则 称 与 7 负 相 关 , 这 时 
7 有 随 & 增 大 而 减 小 的 趋势 (注意 这 里 说 的 仅 是 数 
量 关 系 ,而 非 因果 关系 ). 

正 相 关 (positive correlation) 见 “ 相 关 ?”. 

f H X (negative correlation) 见 “ 相 关 ?”. 

相关 系数 (correlation coefficient) 反映 随机 
变量 之 间 线 性 关系 的 密切 程度 的 数字 特征 . 设 随 机 
变量 ,7 的 方差 DE, D) 存在 且 大 于 0, 则 

= cov(€,7) 
"U^ ADE- Dy 

称 为 《与 了 的 相关 系数 .由 此 定义 知 , 随 机 变量 与 
7 的 相关 系数 就 等 于 随机 变量 “与 7 的 协 方差 除 以 
它们 的 均 方 差 的 乘积 所 得 的 商 . 

两 个 随机 变量 的 相关 性 有 如 下 人 性质: 

1. 任意 两 个 随机 变量 与 7 的 相关 系数 的 绝对 
值 不 大 于 1, 即 |p:,| 志 1. 

2. 当 且 仅 当 与 7 之 间 存 在 线性 关系 o RE +6 
的 概率 为 1 时 ,它们 的 相关 系数 的 绝对 值 等 于 1, 即 


cov(,7) = 


_ >0), 
X EET 
由 此 可 知 , 当 一 个 变量 增 大 时 男 一 个 变量 有 按 线 性 


关系 增 大 (4 二 0) 或 减 小 (4 二 0) 的 趋势 . 当 相关 系数 
愈 接近 于 1 或 一 1 时 ,这 种 趋势 就 愈 明显 . 

3. 独立 随机 变量 的 相关 系数 为 零 , 这 时 称 6 5 
7 不 相关 . E 与 7 相互 独立 , 则 有 o:,=0,B ES m 
不 相关 . 


不 相关 (uncorrelation) 见 “ 相 关系 数 ”. 


大 数 定 律己 中 心 极限 定理 


大 数 定律 与 中 心 极限 定理 


大 数 定律 (law of large numbers) ” 亦 称 大 数 法 
则 ,或 称 大 数 定理 . 概率 论 与 统计 学 的 基本 定律 之 
一 .在 对 大 量 随机 现象 的 重复 试验 和 观察 中 , 随 着 试 
验 次 数 的 增多 ,往往 出 现 某 种 几乎 必然 的 规律 性 . 大 
数 定 律 通常 是 指 ,在 一 定 条 件 下 ,一 个 随机 变量 序列 
的 算术 平均 值 收敛 于 所 希望 的 平均 值 的 各 种 定律 
设 5 5 是 随机 变量 序列 , 令 
= _fit&te +6 
在 存在 第 数 序列 aaa 
e, THU 


,… 使 得 对 于 任意 正 数 


hin P6 e mu E) m. 


Wu gi Fr 5 (5,5 BRA 858 GE Bt. FE PBT PK AE IE A 
对 上 述 随 机 变量 序列 {6&,) ,存在 常数 序列 {a,)} ,使 

P Clim ¢, —a,)=0) =1, 
则 称 序列 46} 服从 强大 数 定律 . 大 数 定律 从 理论 上 
说 明了 频率 相对 于 概率 的 稳定 性 ,样本 均值 相对 于 
数学 期 望 的 稳定 性 , 它 为 统计 学 中 从 样本 出 发 来 估 
计 总 体 分 布 参数 提供 了 理论 依据 . 

大 数 法 则 (law of large numbers ) 
a. 

A WE (theorem of large numbers) 
数 定律 ” 

切 比 雪夫 大 数 定律 (Chebyshev law of large 
numbers) 一 种 重要 的 大 数 定 律 . 在 一 个 相互 独立 
的 随机 变量 序列 人 6 Pe ES, 存在 , 且 De, C 
<(oo(k=1,2,°"), — c0, BA 


+e + UE <e 
X Ht, EK (E, } 服 从 切 mE. 此 大 数 定 律 表 
明 , 对 同一 随机 变量 的 次 独立 观察 值 61 ,6,,…: 
E, 的 平均 ,收敛 于 它 的 数学 期 望 ECE). 在 统计 学 中 ， ; 
就 依据 这 一 点 而 取 多 次 重复 观测 的 算术 平均 作为 
E(&) 的 较 精 确 的 估计 . 切 比 雪夫 (He6bnmes, M. J.) 
于 1887 年 发 表 的 论文 《概率 论 的 两 个 定理 ) 中 提出 
了 此 定律 . 

马尔 可 夫 大 数 定律 (Markov law of large num- 
bers) 一 种 弱 大 数 定律 . 大 随机 变量 序列 (&,) 满 足 

马尔 可 夫 条 件 


SD( $336] o, 
则 对 任意 60, BA 
limP(|&, — E(é,)| >e) = 0. 
这 时 称 人 纪 } 服 从 马尔 可 夫 大 数 定 律 .马尔 可 夫 
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Bp KLE 


Bp “HR 


lim » [|i =]. 


概率 论 与 统计 学 初步 


(Mapkon, A. A. ) 认 真 研 究 了 切 比 雪夫 大 数 定 律 , 并 
利用 切 比 雪夫 不 等 式 给 出 了 此 和 定律 的 证 明 . 

泊 松 大 数 定 律 (Poission law of large numbers) 
一 种 应 用 广泛 的 弱 大 数 定律 . 在 独立 试验 序列 中 , 事 
件 4 在 第 & 次 试验 中 出 现 的 概率 为 pi, 若 前 n 次 试 
验 中 事件 4 出 现 的 次 数 为 w, 则 对 任意 s 盖 0, 都 有 

lim Pi £- A LA E > e) = 
这 时 称 随 机 变量 序列 {6,} 服 从 泊 松 大 数 定律 . 泊 松 
(Poisson,S. -D. ) 在 论文 《关于 判断 的 概率 之 研究 》 
中 ,给 出 了 此 大 数 定律 ,最 初 他 只 是 作为 雅 各 布 第 一 
。 伯 努 利 (Bernoullis ,Jacob 1 28g ZH zv E & B 3r 
似 而 导出 的 ,而 现在 它 已 成 为 分 析 放 射 现象 .运输 量 
以 及 一 般 分 布 等 问题 的 基础 . 

伯 努 利 大 数 定律 (Bernoulli law of large num- 
bers) ” 泊 松 大 数 定 律 的 特殊 情形 . 在 重复 独立 的 伯 
努 利 试验 中 ,事件 4 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 为 p, 
而 前 ”次 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 为 总, 则 对 任意 
e>0, AA 

lim P| £- p]>e}= 0. 

这 是 泊 松 大 数 定 律 当 p= p 的 特殊 情形 .上 式 说 明 
pul n 依 概率 收敛 于 p. 这 一 结论 表明 ,对 任意 小 的 正 
数 6, AB nn 充分 大 ,频率 m/n 与 概率 p 发生 大 于 € 
的 偏离 的 机 会 很 小 , 即 大 多 数 试验 只 使 m/n 5 p 发 
生 较 小 的 偏离 . 雅 各 布 第 一 ， 伯 努 利 (Bernoulli ,Ja- 
cob I ) 在 他 所 著 《 猜 度 术 》 一 书 中 给 出 并 证 明了 上 
yh E f. 

马尔 可 夫 不 等 式 (Markov inequality) ”用 于 求 
概率 上 界 的 重要 不 等 式 . 若 随 机 变量 只 取 非 负 值 ， 
它 的 数学 期 望 为 五 (人 ), 则 对 任意 实数 a> 有 下 列 
马尔 可 夫 不 等 式 

PC canys 

马尔 可 夫 不 等 式 的 重要 性 在 于 , 当 仪 知道 概率 分 布 

的 均值 时 , 它 能 得 到 概率 的 界限 , 例如 , 设 随机 变量 

是 某 厂 一 周 的 产量 ,如 果 只 知 这 周 产 量 的 均值 为 

50, 求 该 三 这 周 产量 将 超过 75 的 概率 . 由 马尔 可 夫 
不 等 式 得 

P( > 75) S 


ECE) 
mm. 


EG) =. 50. :. 

7 --- $5 
4 ZR nf X CMapkoB, A. A. ) 在 其 《概率 演算 》 中 给 出 并 
证 明了 此 不 等 式 . 

切 比 雪夫 不 等 式 (Chebyshev inequality) FH 
于 证 明 弱 大 数 定律 的 重要 工具 . 对 任何 具有 有 限 方 
差 的 随机 变量 $, 任 给 6€ 0. MA 
P(E — E>0 < PÈ, 

切 比 雪夫 不 等 式 对 随机 变量 的 分 布 并 无 特殊 要 求 ， 
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T 


仅 利 用 ERDE DE RMT E 的 取 值 与 56 发 生 较 大 
偏离 的 概率 做 出 估计 ,因而 有 较 广 泛 的 实用 性 . 如 果 
jz) 为 非 负 递增 函数 , 且 期 望 五 帮 GE) 存在 ,不 等 式 
EFC 

f (a) 

亦 称 为 切 比 雪夫 不 等 式 . EE A SE CBienaymé, I. - 
J. ) 在 1853 年 的 论文 中 已 提出 类 似 的 表述 ,但 未 给 
thi WEAR. EE 5 X CHe6nunen, IT. JI. ) 读 了 比 安 内 梅 的 
论文 后 对 此 产生 了 兴趣 ,经 研究 后 于 1867 年 给 出 更 
明确 的 表述 和 证 明 ， 

AE REX WOE EZ (Khintchine law of large num- 
bers) 一 种 弱 大 数 定律 . 即 以 次 测量 值 的 算术 均 
值 代 替 需 测 值 的 理论 根据 ,因而 有 重要 应 用 价值 . 若 
(2 )} 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,和 有 有 穷 的 数 
学 期 望 a, 则 对 任意 60.8 

lim PCs ae) = 0; 
其 中 心 A 1,6,，,…,$, 的 平均 值 . XX BER US HA SE 
钦 大 数 定 律 . Ce A BELA UXOR n 的 增 大 ,随机 变量 
观察 值 的 平均 


PAE 2G) 


5 一 2 

依 概率 收敛 于 随机 变量 的 数学 期 望 .要 指出 的 是 , 辛 
钦 大 数 定 律 并 未 假定 名 WD 22 TE TE. SE AK (Xn, 
A. 51. ) 在 1929 年 发 表 的 论文 中 首次 给 出 并 证 明了 
作为 强大 数 定律 先 声 的 弱 大 数 定 律 ,因而 ,此 定律 亦 
称 辛 钦 弱 大 数 定律 . 

55 X BU (weak law of large numbers) W 
“大 数 定律 ”. 

中 心 极限 定理 (central limit theorem) 概率 论 
的 重要 定理 之 一 . 指 概率 论 中 讨论 随机 变量 序列 部 
分 和 的 分 布 , 如 何 能 近似 于 正 态 分 布 的 一 类 定理 的 
总 称 . 它 是 概率 论 的 重要 内 容 , 也 是 统计 学 的 基石 之 
一 . 寿 相 互 独立 的 随机 变量 序列 5,5, ,6,，"… 有 
有 限期 望 a; — EC; MIT 35 b = DE, (1 二 1,2,…), 记 


Bi= RS - Y 


1— 


PLIES RRR EF EBA PSI AL PE, 


2 


l | e ?du, 
vaa Mas 

即 证 明 7, RY od AR coe F ER HE IE AS ot 1B EI RE EE , ABER 
为 中 心 极限 定理 . 这 是 1920 年 由 波 利 亚 (Polya， 
G. ) 首 先 提出 并 使 用 的 .中 心 极 限定 理 从 理论 上 证 
明了 某 个 量 受 到 大 量 互 相 独 立 的 随机 因素 的 影响 ， 
而 每 个 因素 在 总 影响 中 又 都 很 微小 , 则 这 个 量 必 服 
从 或 近似 地 服从 正 态 分 布 . 中 心 极 限定 理 有 广泛 的 
实用 性 ,例如 ,测量 误差 可 看 成 一 个 随机 变量 ,它们 
共同 影响 着 测量 的 结果 ,而 每 一 个 影响 测量 结果 的 


(n 1,25°**) 


hm PC, < z) = 


因素 作用 又 都 是 微小 的 , 则 这 个 变量 是 服从 正 态 分 
fp iN. | 

棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 (De Moivre-Laplace the- 
orem) 数学 史上 发 现 最 早 的 中 心 极 限定 理 . 它 确 
定 了 二 项 随机 变量 的 渐 近 正 态 性 质 .在 ” 重 伯 努 利 
试验 中 , 若 事件 4 出 现 的 次 数 为 mm, 每 次 试验 中 A 
出 现 的 概率 为 PCAD — p. WA. 

1. 对 任意 的 有 限 区 间 [La ,0 ,满足 不 等 式 


b—np 
— oo «Ca xx, = — « b« oo 
t Yap — p) 
jap AE ru pee 
EISE 1 ] -i4 


VERIS quc 
这 称 为 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 局 部 极限 定理 . 
2. Xt a,b C— ooa boo) — SU 


Ka 一 np 1 fs -= 
lim P a< -< 外 ~ IE ?d : 
n= V71 力 (] — p) us V 9z 4 a * 


1X Bp A BR Be Hbri rA TIR E E. 

Ext WI x ACER A BR BS FG TL i HT EBL. 数学 
FERPR ON PDR EH. MEM n BIAS 
利 试验 中 ,事件 4 出 现 的 次 数 us 的 分 布 渐 近 于 正 
态 分 布 的 问题 . 1718 4g, BRE XE JB (De Moivre,A. ) 发 
表 的 《机 遇 论 》 是 概率 论 早 期 的 重要 著作 , 书 中 对 n 
重 伯 努 利 试验 的 局 部 极限 定理 的 特殊 情况 , B 
p—1/24E T i ie. 1812 4E, fr3E fu Sfr (Laplace, P. - 
S. ) 在 《概率 的 分 析 理 论 ;一 书 中 总 结 了 概率 论 所 有 
已 经 得 到 的 成 果 , 并 将 此 定理 推广 到 一 般 情 形 . 

棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 局 部 极限 定理 (De Moivre- 
Laplace local limit theorem) 见 “ 标 葛 弗 - 拉 普 拉 斯 
EH”. 

棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定理 (De Moivre- 
Laplace integral limit theorem) M “PR A H- E 
拉 斯 定理 ”. 

强大 数 定律 (strong law of large numbers) MW 
“大 数 定 律 ”常见 的 强大 数 定 律 有 : 

1. 波 莱 尔 强大 数 定律 . 若 n 次 独立 重复 试验 中 
事件 4 出 现 的 次 数 为 ,事件 A 的 概率 P(A)=p， 
则 有 

P| tim t = p]= 1. 

即 jy/n 以 概率 1 AAF p. 波 莱 尔 (Borel (F. -E.- 
J. 2E. ) 在 任 巴黎 大 学 教授 期 间 , 于 1909 年 引进 可 
数 事件 集 的 概率 ,填补 了 古典 概 型 和 几何 概 型 之 间 
的 空白 . 当时 ,他 还 证 明了 上 述 强 大 数 定 律 当 p 
二 1/2 时 是 成 立 的 ,以 后 才 证 明了 对 一 般 的 p 定理 
亦 成 立 . 

2. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强 大 数 定 律 . (5) AR vr T] 


Zt 计 学 WE 论 


分 布 的 随机 变量 序列 , 且 存 在 有 限 数 学 期 望 n 
= Eé,, Ml) 


(b—1,2,***). Tr 
— DE, 
bs MEA LI 


n 


. 1 ^A = u 
则 有 P lim ae — E) = JR 1. 


其 中 E, DE, 分 别 表示 & 的 数学 期 望 和 方差 . 上述 
两 式 都 表明 在 一 定 条 件 下 , 随 观 察 次 数 n 的 增 大 , 随 
机 变量 观察 值 的 平均 

Se 
是 以 概率 1 收敛 于 随机 变量 的 期 望 . 此 两 定律 都 是 
Pi] OR BL 8T 38 HK CKonmoropos, A. H.) 于 1928 年 首次 
给 出 并 证 明 . | 

iE 3E 2R 98 X E (i (Borel strong law of large 
numbers)” 见 “强大 数 定律 ”. 

H oR BS KK AE EB (Kolmogorov strong 
law of large numbers) J “SRA REE”. 

林 德 伯 格 - 莱 维 中 心 极限 定理 (Lindeberg-Levy 
central limit theorem) 亦 称 独立 同 分 布 随机 变量 
的 中 心 极 限定 理 . 它 是 大 样本 统计 推断 理论 依据 之 
一 . 该 定理 断言 : 若 S10 So ,6 是 独立 同 分 布 的 
随机 变量 序列 ,并 且 有 (有 限 的 ) 数 学 期 望 E =a 和 
方差 Dé, o! G=1,2,-") WA 


> Cima) 1 f " 
i= =  ?Qt. 
"Wwe | aee 


由 随机 变量 的 和 DE 标准 化 以 后 所 得 的 随机 变量 


= $& —a 
uic ie 

的 分 布 函数 , 当 n>co 时 的 极限 为 标准 正 态 分 布 , 因 

而 当 很 大 时 可 以 把 独立 同 分 布 随机 变量 名 (i==1， 

2, 0 ZUR. > 近似 地 当做 正 态 变量 . 这 在 统计 

学 中 很 有 用 ,使 得 这 个 定理 成 为 处 理 大 样本 的 重要 

TR. 由 它 还 可 推出 棣 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 


统计 学 概论 


lim P 


RAE (population) 统计 学 的 基本 概念 之 一 . 在 

用 统计 方法 研究 大 量 同 类 现象 的 规律 性 时 , 常 把 被 

研究 的 对 象 的 全 体 称 为 总 体 或 母体 , 而 把 要 研究 的 

每 一 个 对 象 ,也 就 是 组 成 总 体 的 每 一 个 基本 单元 称 
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为 个 体 . 由 于 数学 研究 的 是 对 象 的 数量 特征 ,所 以 对 
统计 学 中 所 说 的 个 体 , 实 指 被 研究 对 象 的 某 一 项 或 
几 项 数量 指标 ,而 总 体 就 是 这 些 数值 的 集合 . 例如 ， 
在 调查 某 地 区 学 龄 儿童 的 健康 状况 时 ,可 以 确定 每 
个 儿童 的 身高 及 体重 (两 个 数值 ) 作 为 个 体 ,而 这 时 
的 总 体 就 是 该 地 区 所 有 学 龄 儿童 的 这 两 项 指标 . 在 
研究 某 厂 生产 的 灯泡 的 使 用 寿命 时 , 则 在 确定 时 间 
范围 内 (一 月 或 一 年 ) 该 厂 生产 的 所 有 灯泡 的 寿命 是 
总 体 ,每 个 灯泡 的 寿命 就 是 个 体 . 由 此 看 来 ,总 体 可 
看 做 一 个 可 取 不 同 数值 的 变量 ,其 取 值 有 随机 性 ( 例 
如 随意 选取 的 灯泡 的 寿命 ). 因此 在 统计 学 中 ,一 个 
总 体 就 用 一 个 随机 变量 来 描写 . 这 个 随机 变量 可 
以 是 一 维 的 (如 上 例 中 的 灯泡 寿命 ), 也 可 以 是 多 维 
的 (如 上 例 中 儿童 的 身高 及 体重 ) ,每 个 个 体 就 是 这 
个 随机 变量 可 取 的 值 . 这 个 随机 变量 6 的 概率 分 布 
卫 数 ,就 是 总 体 和 的 分 布 . 任何 个 体 的 数值 都 可 以 通 
过 试验 等 手段 获得 ,而 由 于 各 种 原因 ,总 体 的 情况 则 
未 知 或 不 可 能 直接 了 解 到 (例如 不 可 能 将 所 有 灯泡 
在 出 三 前 都 使 用 直到 报废 ,以 确定 它们 的 准确 寿 
命 ), 从 而 必须 由 总 体 中 按照 一 定 的 原则 抽取 一 部 分 
个 体 ( 参 见 “ 抽 样 ”), 由 从 这 一 部 分 个 体 了 解 到 的 信 
息 去 推测 、 估 计 总 体 的 情况 ,或 检验 对 总 体 所 作 的 一 
些 假 设 是 否 可 靠 . 统计 学 的 任务 就 是 从 描写 总 体 的 
随机 变量 所 取 到 的 有 限 个 数值 出 发 ,运用 数学 的 方 
法 ,去 研究 确定 这 个 随机 变量 的 概率 分 布 及 各 种 统 
计 特 征 . 

个 体 Cobject) 见 “ 总 体 ”. 

总 体 分 布 (population distribution) 一 种 分 布 
pk AX. 即 描写 总 体 的 随机 变量 的 概率 分 布 函数 . EE 
般 是 未 知 的 ,或 只 知 它 的 类 型 ,但 所 包含 的 一 些 参数 
待定 . 

总 体 容量 (size of population) 
构成 总 体 的 所 有 个 体 ( 元 素 ) 的 个 数 . 

总 体 均 值 (population mean) 亦 称 总 体 平 均 
数 . 刻画 总 体 取 值 的 平均 水 平 的 特征 数 . 总 体 中 所 有 
个 体 的 算术 平均 值 称 为 总 体 均值 , 记 为 扩 .和 若 总 体 《 
中 共有 个 个 体 E Ene V RU 


p= l3. 
当 总 体 容 量 非 有 限时 ,总 体 均 值 就 是 描写 总 体 随 机 
变量 的 数学 期 望 . 


统计 学 术语 . 指 


总 体 平 均 数 (population mean) 即 “ 总 体 均 
fü". 
总 体 方差 (population variance) 刻画 总 体 中 


各 个 体 与 总 体 均值 偏离 程度 的 数字 特征 . 总 体 中 各 
个 体 与 总 体 均值 的 差 的 平方 的 平均 数 称 为 总 体 方 
差 , 记 为 0°. ARR E PSEA n TIGR bs bao Gs 
Aye 为 总 体 均 值 , 则 
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ee - 2 
daos 2. 


总 体 方差 的 算术 平方 根 o 称 为 总 体 标 准 差 


oO = [> 
b md 


总 体 标准 差 只 有 在 总 体 元 素 有 限时 可 以 计算 , 当 总 
体 中 元 素 无 限时 常用 样本 标准 差 估 计 . 

总 体 标 准 差 (standard deviation of population) 
见 “ 总 体 方差 ”. 

总 体 特 征 模 人 population characteristic modu- 
lus) 统计 学 术语 .总 体 均 值 和 总 体 方差 的 统称 . 

样本 (sample) 亦 称 子 样 .抽样 的 结果 . 统计 学 
的 基本 概念 之 一 . 从 总 体 中 随机 地 抽取 个 个 体 
£,,6,,*,6, BR CE 6 0g RH E 的 一 个 样本 . 
样本 中 个 体 的 数目 ” 称 为 样本 容量 . AFR EG 
二 1,2,…,n) 从 总 体 中 被 抽出 的 随机 性 ,所 以 必须 
把 每 个 6; 都 视 为 随机 变量 ,容量 为 n 的 样本 (&§,,é,， 
… ,6,) 则 视 为 n 维 随机 问 量 ,而 对 一 次 抽取 得 到 的 
个 具体 确定 的 数值 (zi,x;,… ,x,) 称 为 样本 (6&1, 6;， 
…,6,) 的 观察 值 ,简称 样本 值 . 一 般 地 说 ,一 个 样本 
值 就 是 一 个 元 有 序数 组 . (61 ,6,,… ,6,) 所 有 可 能 
取 的 全 体 样本 值 的 集合 , 称 为 样本 空间 , 它 是 抽样 理 
论 中 的 一 个 基本 空间 . 样本 空间 的 样本 值 Czi,zs， 
…,X;) 就 是 样本 空间 中 的 点 , 称 为 样本 点 . 人 们 常用 
“从 总 体 中 抽取 样本 61,6,,…,$,” 这 一 术语 ,是 指 
从 总 体 中 随机 地 抽取 容量 为 的 样本 ,并 用 OES, 
… ,6, 表示 . Bb EKR £e E, 都 是 随机 变量 ， 
(6§1,6;，,… ED fi n 维 随机 向 量 . 当 总 体 相当 大 时 ,只 
可 能 从 总 体 中 抽取 部 分 个 体 即 样本 来 研究 ,从 样本 
的 研究 中 对 总 体 的 特性 做 出 估计 与 推断 . 

样本 容量 (size of sample) 简称 样本 量 , 见 “ 样 
本 ”. 

EAH (sample value) 见 “ 样 本 ” 

样本 点 (sample point) ” 见 “ 样 本 ”. 

fh Fe (sampling) 统计 学 的 基本 概念 之 一 .在 
实际 工作 中 ,为 了 了 解 总 体 的 某 些 数字 特性 ,常常 从 
总 体 中 按 一 定 的 法 则 抽取 部 分 个 体 为 样本 来 进行 观 
测 ,用 统计 的 方法 进行 分 析 , 从 中 获取 关于 总 体 的 信 
息 . 这 种 从 总 体 中 抽取 样本 的 过 程 称 为 抽样 .为 了 能 
由 抽取 的 样本 对 总 体 的 概率 分 布 和 数字 特征 进行 估 
计 和 推断 ,必须 使 抽取 的 样本 能 全 面 地 反映 总 体 的 
情况 ,因而 抽样 必须 遵循 两 条 原则 : 

1. 随机 原则 : 即 总 体 中 每 一 个 个 体 有 同等 机 会 
被 抽 人 样本 ,这样 才 能 保证 样本 61.5; ,6, 中 的 每 
一 个 都 与 总 体 有 相同 分 布 . 

2. 独立 性 原则 ; 即 样 本 中 每 个 分 量 61 ,6,,… ,6 
是 相互 独立 的 随机 变量 ,也 就 是 说 样本 的 每 一 分 量 


的 取 值 并 不 影响 其 他 分 量 的 取 值 . 

满足 以 上 两 个 原则 的 抽样 称 为 简单 随机 抽样 ， 
用 简单 随机 抽样 抽取 的 样本 , 称 为 简单 随机 样本 . 

简单 随机 抽样 (simple random sampling) J 
“抽样 ” 

简单 随机 样本 (simple random sample) 
RE". 

统计 量 (statistic) ”统计 学 的 基本 概念 之 一 . A 
Sa 是 容量 为 n 的 简单 随机 样本 ,而 函数 
7T (6 人 2) 是 随机 变量 且 不 含 未 知 参 数 , 则 称 
此 枉 数 为 统计 量 . 具体 地 ,是 根据 样本 计算 出 ,能 代 
表 样 本 数据 的 某 种 性 质 , 如 集中 趋势 、 离 散 程 度 、 相 
关 程 度 等 特征 的 各 种 量 . 例如 ,样本 均值 .样本 标准 
Ze .样本 相关 系数 等 . 统计 量 的 分 布 称 为 抽样 分 布 . 

I FR BE it Hi Cordered statistics) ” 亦 称 次 序 统 
计量 .一 种 常用 的 统计 量 . 设 (61,6,,… ,6,) 是 从 总 体 
E 中 抽取 的 容量 为 的 样本 , Gnome ,zx,) 是 样本 
的 一 组 观察 值 . 将 观察 值 的 各 分 量 按 大 小 递增 顺序 
排列 ,并 把 最 小 的 记 为 ro B 2 小 的 记 为 ze, 依 此 
类 推 ,直到 最 大 的 记 为 xo, 得 到 toS toS 
Stea 如果 其 中 有 两 个 观察 值 x; 和 zx; 的 值 相 等 ， 
它们 二 者 的 顺序 则 无 先后 之 分 ,可 以 相 邻 排列 . 当 样 


JL," 


AS CE, 8, ,£0 AY EB Cr, (X257 x H[.4E X 
£4; BUB Lek)’ 由 此 得 到 的 £ays Ey s ttt Ec ER CE 


e bd ,£,2 BJ — £RL DI FE E TT E ,必然 有 NE 
SE ,其 中 ,总 是 取样 本 观察 值 中 的 最 小 值 , 即 


= = min es 


故 随机 变量 Eo BRA Be) 顺序 统计 量 而 “总 是 取 
样本 观察 值 中 的 最 大 值 , 即 


Fo = max &;, 


ESE 


故 随机 变量 Eo RARAY BT AR. 

最 小 顺序 统计 量 (smallest ordered statistic) 
见 “ 顺 序 统 计量 ” 

最 大 顺序 统计 量 (largest ordered statistic ) 
见 “ 顺 序 统计 量 ”. 

HA BW (parameter of distribution) 统计 学 
的 基本 概念 之 一 . d8 SE IT 2E PAL XK SI a PR BTR 
(FoloEgG@} 中 的 各 个 分 布 的 指标 0 的 函数 g(90) 和 分 
布 的 数字 特征 ,如 总 体 均 值 . 总 体 标准 差 . 总 体 相关 
系数 等 . 参数 的 所 有 可 能 值 组 成 的 集合 O 称 为 参数 
zs [B]. 参数 一 般 不 易 获 得 ,可 根据 反映 总 体 情况 的 样 
本 求 出 的 统计 量 去 估计 它 . 这 种 由 样本 对 总 体 参 数 
作 推断 , 正 是 统计 推断 经 常 要 进行 的 工作 . 

参数 空间 (parameter space) 见 “ 分 布 参数 ” 

频率 分 布 表 (table of frequency distribution ) 
亦 称 频数 分 布 表 , 又 称 次 数 分 布 表 . 一 种 统计 学 数 
dk. 指 统计 学 中 表示 样本 数据 频率 分 布 规律 的 表格 . 


统 计 学 概 论 


今 以 275 名 学 生 的 数学 考试 成 绩 为 例 , 作 频 率 分 布 
RUF: 


制作 频率 分 布 表 的 步骤 如 下 : 

1. 求 全 距 ( 全 距 亦 称 极 差 ). 从 数据 中 找 出 最 大 
值 M EB LPR ENN. 本 例 中 最 大 值 
M —100, B LL 二 42, 故 全 距 为 M—L=100—42 
—58. 从 全 距 可 以 初步 了 解数 据 的 差异 幅度 ,同时 亦 
为 决定 组 距 与 组 数 提供 了 依据 . 

2. 决定 组 距 与 组 数 .组 数 刀 和 组 距 之 间 有 关 
RA D=(M—L)/K. AB PR K=5, N] D=(M 
—L)/K=58/5=11. 612, 4th 12 组 . 

3. 决定 组 限 . 组 限 就 是 表明 每 组 界限 的 两 个 数 
值 , 其 中 每 组 的 起 点 数值 称 为 下 限 ,终点 数值 称 为 上 
限 . 为 了 避免 样本 数据 落 在 分 点 上 ,本 例 是 将 上 一 组 
的 下 限 减 去 0. 1 作为 下 一 组 的 上 限 , 如 第 二 组 的 下 
限 为 45, 则 以 45 一 0. 1= 44. 9 作为 第 一 组 的 上 限 . 
余 类 推 ， 

4. 列 频率 分 布 表 . 其 中 落 在 各 个 小 组 内 的 数据 
个 数 即 为 频数 (或 称 次 数 ), 常 用 f 表示 . 每 一 小 组 
的 频数 与 样本 容量 的 比值 即 为 频率 . 

5. 累积 频率 . 将 各 组 的 频率 由 下 往 上 逐一 相 加 ， 
称 为 向 上 累积 频率 ;同样 , 行 是 由 上 往 下 逐一 相 加 ， 
则 称 为 回 下 累积 频率 . 

频率 分 布 表 中 的 统计 项 目 可 以 根据 需要 有 所 取 
舍 , 例 如 有 的 表 中 还 设计 了 组 中 值 、 累 积 频 数 、 组 中 
值 与 频数 的 乘积 等 . 

频数 分 布 表 (table of frequency distribution) 
即 “ 频 率 分 布 表 ”. 

频率 直方 图 (relative frequency histogram) 
亦 称 频 率 分 布 直方 图 . 统计 学 中 表示 频率 分 布 的 图 
JE. 在 直角 坐标 系 中 ,用 横 轴 表 示 随 机 变量 的 取 值 ， 
横 轴 上 的 每 个 小 区 间 对 应 一 个 组 的 组 距 , 作 为 小 甜 
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形 的 底 边 ; 纵 轴 表示 频率 与 组 距 的 比值 ,并 用 它 作 小 
矩形 的 高 ,以 这 种 小 矩形 构成 的 一 组 图 称 为 频率 直 
WA. 于 是 

小 矩形 的 面积 一 组 距 X PE gei 
因此 ,所 有 和 矩形 面积 之 和 等 于 频率 的 总 和 , 即 等 于 
1. 在 频率 直方 图 中 ， 


ASSET o AT RE T 
因为 组 距 与 样本 容量 都 是 常数 , 则 
1 
组 距 X 样本 容量 
也 是 常数 ,所 以 小 矩形 的 高 与 频数 成 正比 ,利用 这 个 


+ 频率 
组 是 


0 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95100 分 数 


性 质 来 确定 各 小 矩形 的 高 比较 方便 . 今 以 275 名 学 
生 的 数学 成 绩 ( 参 见 “ 频 率 分 布 表 ”) 为 例 , 作 频率 直 
方 图 (如 图 ). 对 连续 型 随机 变量 的 观察 值 , 当 观测 数 
据 无 限 增多 组 距 逐 渐 缩 小 时 ,频率 直方 图 各 和 矩形 的 
顶 边 将 接近 于 该 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 曲线 . 

样本 数字 特征 (sample numerical characteris- 
tics) ” 亦 称 样本 特征 值 . 统计 学 的 基本 概念 之 一 . 指 
统计 学 中 描述 随机 样本 的 某 些 特征 的 数字 . 在 实际 
问题 中 ,总 体 数 字 特 征 往往 是 未 知 的 ,只 能 从 样本 的 
数字 特征 入 手 ,去 推断 总 体 的 数字 特征 ,从 而 了 解 总 
体 的 某 些 数学 性 质 . 常用 的 样本 数字 特征 有 两 类 

1. 表示 样本 观察 值 的 位 置 特征 的 ,如 样本 均值 、 
样本 加 权 均 值 \ 样 本 阶 原点 矩 等 . 

2. 表示 样本 观察 值 离散 特征 的 ,如 样本 方差 、 样 
本 极 差 .样本 阶 中 心 距 等 . 

样本 特征 值 (sample characteristic value) 即 
“样本 数字 特征 ”. 

KE AS. 4 1p cR BL (sample distribution function) 
亦 称 经 验 分 布 函 数 . 统计 学 中 的 基本 概念 之 一 . 设 
(51,62, E) 是 从 总 体 § 中 随机 抽取 的 容量 为 n 的 
样本 ， 当 顺 序 统计 量 £go tt eo) 的 值 固定 时 ,对 
任何 实数 z, 函数 

6 
Fiw Cr) = = (foy r« tau) , 

l X559. 
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(b—1,2,*,n—1), 

BR A E E EAE AS Op tp PR. 函数 Fus (xz) 是 单调 、 
IE RE. A ERN, BP Sa Saco WEE r= Eu Ab 
AR BTR. OSPF Gy (2) <1, BO AED p PE CT EK 
的 性 质 . 对 于 给 定 的 CF onyx) FERRER CE, , 3$ *** E 
中 事件 £r 发 生 的 频率 . 当 样 本 容量 ”无 限 增 大 
BE. Fo; Co) DAE 1 关于 z 一 致 地 收敛 于 该 样本 的 
4r n BR F Cr). RE n PBK, A di ORC 
F oy Gc) 5 s B 438 PRICE Ca BRERA OD 89 5, B 
BY FHF oC) HEUER IK BR TB PRICE Cr). 样本 分 
4p eR BSC BS] ep UT REL E BT RE AS E. 

25 Ws ^r 15 c HW (empirical distribution function) 
即 “ 样 本 分 布防 数 ”. 

集中 趋势 量 数 (measures of concentration ten- 
dency) 简称 集中 量 数 . 亦 称 位 置 量 数 .统计 学 的 基 
本 概念 之 一 . 指 统计 学 中 反映 样本 频率 分 布 基本 特 
征 的 一 类 统计 量 . 它 是 反映 样本 频率 分 布 中 大 量 数 
据 向 哪 一 点 集中 这 种 趋势 的 量 . 其 功用 如 下 : 

1. 它 是 一 组 数据 的 代表 数值 ,可 以 用 来 说 明 一 
组 数据 全 貌 的 一 个 方面 的 特征 , 即 它 们 的 典型 情况 . 

2. 它 可 用 来 进行 组 间 比 较 , 以 确定 两 组 不 同 数 
值 的 数据 之 间 的 数值 差别 . 

常用 的 集中 趋势 量 数 有 算术 均值 ,加 权 均 值 , 几 
何 均值 ,中 位 数 , 众 数 等 . 

集中 量 数 (measures of concentration tendency) 
集中 趋势 量 数 的 简称 . 

位 置 量 数 (location measure) 
BU. 

样本 均值 (sample mean) 亦 称 样本 算术 均值 . 
统计 学 的 基本 概念 之 一 . 指 统计 学 中 反映 样本 数据 
集中 趋势 的 统计 量 . AMBRE 中 取得 容量 为 的 
PEAS CE, ,6,,… ,6,), 则 统计 量 


TESI 
称 为 样本 均值 . 样本 均值 就 是 样本 一 阶 原点 矩 , 它 反 
映 了 总 体 均值 的 有 关 信息 . 通常 用 样本 均值 去 估计 


总 体 均 值 ,样本 容量 越 大 ,这 种 估计 越 准 确 . PES 
的 观察 值 为 (zi m2 t2 则 的 观察 值 记 为 
T = FPES 

样本 均值 的 观察 值 东 有 下 列 数 学 性 质 : 

1. 样本 均值 的 观察 值 五 与 样本 容量 的 乘积 所 
于 样本 各 数据 的 总 和 . 

2. PEAS WSR FEE Cri i22 tet ,zx,) 中 每 个 数据 都 增 
加 或 减少 数值 a, 等 于 也 增加 或 减少 a. 

3. 样 本 观察 值 (x1,x;，,… ,zx,) 中 每 个 数据 都 乘 
以 或 除 以 数值 a FF x tHE BRA a. 

4. FE AS WBE Cris m2 tn) 中 各 数据 与 T 的 


即 “ 集 中 趋势 量 


离 差 之 和 为 0. 

5. PRAWN REE Crises, PS RES x 
离 差 平方 之 和 为 最 小 . 

样本 算术 均值 (sample arithmetic mean) 即 
“样本 均值 ”. 


样本 加 权 均 值 (sample weighted mean) 亦 称 
加 权 算 术 均 值 . 统计 学 的 基本 概念 之 一. 指 统 计 学 中 
反映 样本 数据 集中 趋势 的 统计 量 . 大 ($1,6。,… E) 
是 从 总 体 中 抽取 的 容量 为 的 随机 样本 ,其 中 & 
出 现 的 频数 为 f;,i 二 1,2,…,n, 则 

wy fit hibit the, 

fith tee C 
称 为 样本 加 权 均 值 . 其 中 f; ERA E (i 二 1,2,*…,n) 
的 权 数 . 而 把 SL /Athtbe +h PKA S; 的 相对 权 
数 ,或 称 为 6 的 比重 .所 有 相对 权 数 之 和 为 1. 

加 权 算 术 均 值 (weighted arithmetic mean) 即 
“样本 加 权 均 值 ”. 

相对 权 数 (relative weighted number) 
本 加 权 均 值 ”. 

样本 几何 均值 (sample geometric mean) JPR 
对 数 均值 . 统计 学 的 基本 概念 之 一 . 指 统 计 学 中 反映 
样本 数据 集中 趋势 的 统计 量 . 总 体 《 中 随机 抽取 的 
容量 ^n 的 样本 Eis 5 的 连 乘积 yn 次 正方 
根 称 为 样本 几何 均值 . 常用 符号 Ms 表示 : 


JL" RE 


当 样本 容量 3o Tt e E CERE E 
将 上 式 两 边 取 对 数 , 即 


aS 
IgM, = = 2 les 


从 上 式 中 可 以 看 出 :样本 几何 均值 的 对 数 等 于 各 随 
机 变量 的 对 数 的 样本 均值 . 

样本 几何 均值 有 如 下 性 质 ; 

1. 同一 样本 的 几何 均值 小 于 样本 均值 , 仅 当 样 
本 中 各 数据 相同 时 ,它们 相等 . 

2. 样本 的 各 个 数据 中 知 有 一 个 数据 为 零 , 则 样 
本 几何 均值 为 零 . 

对 数 均值 (logarithmic mean value) 
几何 均值 ”. 

样本 调和 均值 (sample harmonic mean) 亦 称 
倒数 均值 . 统计 学 的 基本 概念 之 一 . 指 统 计 学 中 反映 
样本 数据 集中 趋势 的 统计 量 . ACE, TT ow ,5 ) 是 从 
总 体 中 随机 抽取 的 容量 为 的 样本 , 则 


Wn 

Boe E 

称 为 & 的 样本 调和 均值 . 样本 调和 均值 等 于 样本 中 
各 变量 倒数 的 样本 均值 的 倒数 


即 “ 样 本 


St i 学 d 


倒数 均值 (mean of inverse number) 
调和 均值 ” 

样本 中 位 数 (sample median) ” 亦 称 中 数 . 统计 
学 中 反映 样本 数据 集中 趋势 的 统计 量 . a MB E 
中 抽取 容量 为 的 样本 (人 ,6,,… ,和 ), 当 顺序 统计 
E! ss 的 值 固 定时 ,位 于 顺序 统计 量 正 
中 间 的 那个 变量 称 为 样本 中 位 数 , 常 用 符号 Md XX 
示 . 当 n 为 奇数 时 ,以 “( 叶 !) 为 样本 中 位 数 ; 当 ? 为 
偶数 时 ,以 $( 4) 或 $441) 中 的 任 一 个 为 中 位 数 . 但 
习惯 上 常 取 这 二 者 的 平均 值 为 样本 中 位 数 . 样本 中 
位 数 可 作为 总 体 中 位 数 的 估计 量 . 

中 数 (mean)〉 即 “ 样 本 中 位 数 ”. 

众 数 (mode) ” 亦 称 范 数 ,又 称 密集 数 . 统计 学 
中 反映 样本 值 集中 趋势 的 统计 量 . 一 组 样本 数据 ( 即 
样本 值 ) 中 出 现 次 数 最 多 的 一 个 数值 称 为 众 数 . 它 常 
用 符号 Mo Xn. 众 数 有 粗略 众 数 与 理论 众 数 两 种 . 
右 资料 已 经 过 分 组 . 归 类 ,整理 成 频率 分 布 表 , 则 表 
中 含有 最 大 频数 之 组 的 组 中 值 即 为 众 数 . 这 种 分 组 
后 由 观察 法 定 出 的 众 数 称 为 粗略 众 数 ,其 所 以 “ 粗 
略 ”, 是 因为 它 是 以 假定 这 一 组 内 频数 分 配 均匀 为 前 
提 的 . 粗略 众 数 很 不 稳定 , 奋 在 数据 分 组 时 ,改变 了 
组 距 的 大 小 ,粗略 众 数 亦 随 之 而 改变 ,因此 ,统计 中 
采用 较 少 ;用 插入 法 计算 出 的 众 数 称 为 理论 众 数 , 理 
论 众 数 的 数值 很 稳定 ,但 计算 比较 复杂 . 在 一 组 样本 
数据 中 ,如 果 每 个 数据 出 现 的 次 数 都 相同 ,就 说 这 组 
数据 无 众 数 . 如 果 有 两 个 (或 两 个 以 上 ) 数 据 出 现 的 
次 数 都 最 多 , 且 出 现 的 次 数 相同 ,就 说 这 两 个 (或 多 
个 ) 数 值 都 是 众 数 ,此 种 情形 称 为 复 众 数 , 在 次 数 分 
布 中 是 多 峰 的 . 如 果 只 有 一 个 众 数 则 是 单 峰 的 . 

寻求 众 数 的 常用 方法 有 下 面 几 种 : 

1. 观察 法 . 知 数据 已 归 类 , 则 出 现 频数 最 多 的 数 
据 即 为 众 数 ; 知 数据 已 分 组 , 则 频数 最 多 的 那 一 组 的 
组 中 值 即 为 众 数 . 用 观察 法 求 得 的 众 数 ,一 般 是 粗略 
AX. 

2. 4 EK ii ATER RR. 其 计算 公式 为 


即 “ 样 本 


E J; i 

Mood eee PN 

a ee ee 

或 eee EU acum Pe 


XP L 为 众 数 所 在 组 的 精确 下 限 LU 为 众 数 所 在 组 
的 精确 上 限 ,f 为 与 众 数 组 下 限 相 邻 组 的 频数 , 太 
为 与 众 数 组 上 限 相 邻 组 的 频数 ,z 为 组 距 . 
3. 皮尔 还 经 验 法 求 众 数 . 其 计算 公式 为 
Mo = € — 3(€ — Md) 
式 中 5 为 样本 均值 ,Md 为 中 数 . AR RMA RITE 
所 得 众 数 近似 于 理论 众 数 , 常 称 为 皮尔 还 近似 众 数 . 
RRL EE OR i (Pearson, K. ) 最 先 提 出 并 在 生物 统 
计 学 中 使 用 的 . 以 上 是 数据 出 自 于 离散 型 随机 变量 
719 


概率 论 与 统计 学 初步 


时 求 众 数 的 方法 . 对 于 连续 型 随机 变量 ,和 奇 概 率 密 
度 函 数 为 S.A f 恰 有 一 个 最 大 值 , 则 此 最 大 值 称 为 
E 的 众 数 . 有 时 也 把 f 的 极 大 值 称 为 众 数 ;f 有 两 个 
以 上 极 大 值 时 , 认 称 为 复 众 数 . 

范 数 Cnorm) 即 “ 众 数 ” 

密集 数 (number of density) BP RÄ”. 

粗略 众 数 (crude mode) 见 “ 众 数 ” 

理论 众 数 (theoretical mode) WERA”. 

复 众 数 (Bi-modal)” 见 “ 众 数 ”. 

差异 量 数 (measures of dispersion) ” 亦 称 变异 
BA. 又 称 离散 趋势 量 数 . 统计 学 的 基本 概念 之 一 . 
指 表 示 样 本 数据 偏离 中 间 数 值 的 趋势 的 量 数 , 或 者 
说 它 是 反映 样本 频率 分 布 离散 程度 的 量 数 . 差异 量 
数 大 ,表示 各 数值 分 布 的 范围 广 且 参差 不 齐 ; 差 异 量 
数 小 ,表示 各 数值 较 集中 、 整 齐 ,波动 的 范围 幅度 小 . 
因此 ,集中 量 数 的 代表 性 如 何 , 可 由 差异 量 数 得 到 反 
映 . 差异 量 数 您 大 , 则 集中 量 数 的 代表 性 愈 小 ; 差异 
量 数 愈 小 , 则 集中 量 数 的 代表 性 您 大 .所 以 ,考察 某 
种 分 布 的 差异 量 数 ,还 有 助 于 对 集中 量 数 的 理解 . 常 
用 的 差异 量 数 有 : 极 差 ,四 分 位 差 ,平均 差 ,方差 , 标 
准 差 等 . 

a FA (measures of dispersion) 
BR”. 

离散 趋势 量 数 (measures of discrete tendency?) 
即 “ 差 异 量 数 ”. | 

he (range) IPAM, MASH. 统计 学 
中 反映 样本 值 离散 程度 的 统计 量 . E C5 660 
是 从 总 体 中 随机 抽取 的 容量 为 n 的 样本 ,$6,,， 
£y» ,mw 是 样本 的 顺序 统计 量 , 则 样本 的 最 大 顺 
序 统 计量 和 和 最 小 顺序 统计 量 Eo Z E RS E 
一 6, 称 为 样本 的 极 差 . 它 反 映 了 样本 数据 的 波 
动 幅度 . 在 正 态 总 体 中 , 极 差 的 期 望 与 总 体 的 标准 差 
只 相差 一 个 仅 依 赖 于 样本 容量 的 常数 因子 .在 质量 
管理 中 ,常用 极 差 的 平均 值 乘 上 适当 的 常数 因子 来 
估计 正 态 总 体 中 的 标准 差 . 如 果 样 本 数据 已 分 组 , 设 
zx 为 最 高 组 的 组 中 值 ,zi 为 最 低 组 的 组 中 值 , 相 减 
即 得 极 差 ;或 以 最 高 组 的 上 限 x, 减 去 最 低 组 的 下 限 
zi 羡 为 极 差 . 由 于 极 差 是 由 两 个 极端 数值 决定 ,车 
样本 分 布 中 两 极端 数值 有 异常 ,都 将 影响 极 差 的 大 
小 ,所 以 极 差 是 一 个 不 可 靠 和 不 稳定 的 差异 量 数 . 因 
此 , 极 差 党 用 于 预备 性 检查 ,目的 在 于 粗略 地 了 解 样 
本 数据 的 分 散 情 况 ,以 便 确 定数 据 分 组 的 方法 . 

ZEE (range) 即 “ 极 差 ” 

四 分 位 差 (quartile deviation) ”简称 四 分 差 , 亦 
PRE A DUP EB. 统计 学 中 反映 样本 数据 离散 程度 的 
EA. 知 用 三 个 点 把 整个 样本 分 布 分 为 四 部 分 ,各 部 
分 数据 的 个 数 相等 ,三 个 分 点 自 左 至 右 依次 称 为 第 
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即 “ 差异 


i 四 分 位 数 , 记 为 QiG=1,2,3). 则 第 3 四 分 位 数 减 
第 1 四 分 位 数 之 差 的 一 半 , 称 为 四 分 位 差 , 常 用 符号 
Q Em: 
g= Q; ; Qi 

其 计算 方法 有 下 面 两 种 情况 : 

1. 求 未 分 组 数据 的 四 分 位 差 , 先 把 样本 数据 按 
大 小 顺序 由 小 到 大 排列 ,然后 将 样本 容量 除 以 4, 确 
定 四 分 位 数 的 位 置 , 找 出 代表 Q 和 Qi 的 数据 代入 
上 述 公 式 即 可 . 

2. 求 已 分 组 数据 的 四 分 位 差 , 要 先 计算 出 Qs 与 
Q 两 点 的 数值 代入 公式 . 关于 从 分 组 资料 求 Qs 与 
Q 有 下 面 公 式 


Q= L+ fo 


* 1. 


Q — L-- Ta 


其 中 工 为 该 四 分 位 数 所 在 组 的 下 限 ,fo » fo, 分 别 为 
QQ 所 在 组 的 数据 个 数 ,F; 为 向 上 累加 到 该 四 分 
位 数 所 在 组 的 数据 个 数 ,i 为 组 距 ,n 为 全 部 数据 的 
个 数 ( 即 样 本 容量 ). 者 分 布 形式 为 正 态 , 中 数 Q; 应 
在 Qi 与 QQ; 的 正中 间 BD Q =Q =Q: —Q;. Zr Q — 
Q: <Q; -Q NWA ATE RW Th a AS A Q: —Q;—Q, 
一 Qi, 则 分 布 形式 为 正 偏 态 . 四 分 位 差 的 优点 是 意 
义 明 晰 ,容易 理解 , 它 的 抽样 稳定 性 虽 不 如 标准 差 ， 
但 若 数据 是 按 大 小 顺序 排列 的 ,或 已 按 组 距 分 了 组 
的 , 则 易于 计算 也 是 它 的 优点 . 当 数 据 分 布 中 有 极端 
数据 存在 ,或 要 用 数据 的 中 间 部 分 来 说 明 差 异 情况 
时 ,都 可 用 四 分 位 差 . 当 数 据 的 频率 分 布 两 端 有 不 确 
定 的 组 距 时 ,其 他 差异 量 数 无 法 计算 ,而 四 分 位 差 却 
可 以 求 得 .但 四 分 位 差 和 全 距 一 样 ,难以 反映 全 部 变 
量 分 布 的 差异 情况 ,不 能 用 它 作 进一步 的 计算 ,基本 
上 限制 在 描述 统计 的 范围 内 . 只 在 当 它 的 特点 发 挥 
好 作用 而 标准 差 起 消极 作用 时 , 才 予 以 采用 . 

四 分 差 (quartile deviation) ”四 分 位 差 的 简称 . 


半 内 四 分 距 《semi-interquartile range) BI“ 
分 位 差 m. : 
FE AB 3E 15 (sample mean deviation) 统计 学 


中 反映 样本 分 布 对 其 中 央 数 值 (平均 数 或 中 位 数 ) 偏 
离 和 分 散 程度 的 量 数 . 样本 数据 中 各 量 数 对 其 平均 
数 或 中 位 数 之 差 的 绝对 值 之 和 的 平均 数 称 为 样本 平 
均 差 ,常用 符号 ALD 或 M.D 表示 . 具体 计算 方法 
有 下 述 两 种 ， 
1. 求 未 分 组 样本 数据 的 平均 差 公式 为 
Vli — El 


4. = 三 -一 一 一 ， 


n 


stip & WERE EAERI n 为 样本 容量 . 
2. 求 已 分 组 样本 数据 的 平均 差 公式 为 


A. D = 一 一. 


AP m 为 第 i 组 的 组 中 值 ,f; 为 第 i 组 的 频数 ,6 为 
样本 均值 ,n 为 样本 容量 . 样本 平均 差 的 优点 是 容易 
理解 ,易于 计算 ,能 说 明 样 本 分 布 中 全 部 数值 的 差异 
情况 . 若 各 个 数据 要 适当 加 权 ,或 者 要 求 计 算 较 快 的 
差异 量 数 ,可 选用 平均 差 , 其 缺点 是 它 只 使 用 离 差 的 
绝对 值 ,不 太 合理 ,不 适合 代数 方法 的 处 理 , 致 使 其 
用 途 受 到 限制 . 
Bt {i = (percentile deviation) 一 种 差异 量 
数 . 指 用 百 分 位 数 的 差距 来 描述 样本 数据 偏离 中 间 
数值 趋势 的 差异 量 数 . 把 按 大 小 顺序 排列 的 样本 数 
据 用 99 个 点 将 其 分 为 100 等 份 , 每 个 点 所 在 位 置 的 
数值 称 为 百 分 位 数 . 常用 符号 已 (mm 二 1，2，…，99) 
表示 . 并 称 P 为 第 1 百 分 位 数 ,P 为 第 2 百 分 位 数 
eee Po A 99 百 分 位 数 . 
百 分 位 数 的 计算 方法 有 下 面 两 种 情况 : 
1. 求 未 分 组 数据 的 百 分 位 数 . 先 用 公式 
| m + 1) 
ee C 
求 出 Pu 所 在 的 位 置 数 p,( 式 中 为 样本 容量 ). 然 
后 用 公式 Pu Lu itt Pm} X Ly ya 7 Lr, 1) 求 出 
第 m 个 百 分 位 数 . 式 中 Pa 为 第 m AAW, {pn} 
为 Pm 的 小 数 部 分 ,Lp 为 bs 的 整数 部 分 ,Zr ga M 
Lo 分 别 为 P。 所 在 位 置 的 后 一 位 和 前 一 位 的 样本 


数据 值 ( 即 样本 中 的 第 [pj 十 1 位 和 第 [pj 位 数 
值 ). 例如 ,已 知 120 名 学 生 的 数学 考试 成 绩 按 顺序 
排列 如 下 : 


42 42 45 46 50 50 51 54 54 54 54 54 


(m = 1,2,°**,99). 


55 55 56 56 57 58 58 59 59 60 62 62 

62 62 63 63 64 64 64 64 65 66 66 67 

67 68 68 68 68 68 68 68 69 69 69 69 

69 70 72 72 TZ. 72 72 72 72 73 N 73 

73 73 73 74 #74 74 74 74 74 74 74 74 

75 75 76 76 76 76 77 77 77 78 378 78 

79 79 79 79 79 79 80 81 82 82 82 82 

82 83 83 83 83 84 84 84 84 84 85 86 

86 87 88 88 89 90 90 92 93 94 94 98 
KR P 和 Py; 的 百 分 位 差 ? 用 前 面 公式 求 得 Ps 
一 55.52 和 P2=79 后 得 所 求 的 百 分 位 差 为 : 

Py. — Py, 79 — 55.52 = 23. 48. 

2. 求 已 分 组 数据 的 百 分 位 数 . 已 分 组 数据 求 百 

分 位 数 的 公式 为 : 


LJ —F, 
puc x ; 
n| | —F, 
或 Pa=U —-— F "1, 


AP Pa AB m 百 分 位 数 , 工 为 P。 所 在 组 的 下 限 ， 
U 为 P. 所 在 组 的 上 限 ,f A Pn 所 在 组 的 频数 ,n 为 
总 次 数 ( 即 样本 容量 ) ,Fi KAFU BS RJ SF. 
为 小 于 工 的 累加 次 数 . 

样本 方差 (sample variance) ”统计 学 中 常用 的 
反映 离散 趋势 的 统计 量 . 设 (61,6,,…,6,) 是 从 总 体 
E 中 随机 抽取 的 容量 为 WHA, H E 为 样本 均值 ， 
则 统计 量 


s-l3&-b-l[e-a 
称 为 样本 方差 .但 也 有 用 1/(x 一 1) 来 取代 上 式 中 的 
系数 1/n BJ. 当 充分 大 时 ,两 者 的 计算 结果 无 其 差 
异 .但 当 ” 较 小 时 ,用 1/(2 一 1) 代 替 1/2 则 有 无 偏 
性 的 优点 .因此 ,这 样 定 义 的 样本 方差 是 总 体 分 布 方 
差 的 无 偏 估 计量 . 样本 方差 反映 了 样本 取 值 的 离散 
程度 ,样本 方差 越 大 ,样本 数值 的 波动 越 大 、 越 分 散 ， 
样本 方差 也 反映 总 体 方差 的 有 关 信 息 , 常 用 来 估计 
总 体 方差 . 它 的 算术 平方 根 称 为 样本 标准 差 . 标准 差 
— qi] & & OR 3h (Pearson, K. ) 在 生物 统计 学 中 最 先 
提出 并 使 用 的 . 

样本 标准 差 (sample standard deviation) W 
“样本 方差 ”. 

变 差 系数 (coefficient of variation) 亦 称 变异 
系数 . 随机 变量 的 特征 之 一 . 指标 准 差 对 平均 数 的 百 
分 比 . 样本 标准 差 S. 与 样本 均值 “的 比 . 记 为 C.V， 
即 


ix 
UG — £y 
e 

称 为 变 差 系数 (参见 “样本 均值 ”和 “样本 方差 ”. 利 
用 变 差 系 数 , 就 可 比较 样本 均值 有 差异 的 各 种 变量 
的 分 散 情 况 . 即使 方差 的 绝对 数值 较 大 ,但 若 相 对 于 
测定 值 很 小 , 仍 可 认为 随机 变量 取 值 不 是 很 分 散 
的 , 变 差 系 数 即 基于 此 提出 . 变 差 系数 是 皮尔 进 
(Pearson, K. ) 在 1896 年 的 论文 回归。 遗传 和 随 
机 交配 》 中 给 出 的 ， 


S 
St * 100% 


变异 系数 人 (coefficient of variation) B[ “#4 
系数 ”. 
KEANE (sample moments) 一 种 基本 统计 量 . 


iG E. CO de M E 中 随机 抽取 的 容量 为 n 
HJ FEAR Fo) SE REAR} A PRG SLIT RE 
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概率 论 与 统计 学 初步 


A= Lg = | dF, a) (r = lod) 
称 为 样本 r 阶 矩 或 称 样本 > 阶 原点 和 矩 . 统计 量 


4c 
=| (2 — x) dF, (x) (r = 1,2,*:) 


称 为 > 阶 样 本 中 心 矩 . RE AS B3 I. A O E BE BR 
样本 距 . 24 r=1 时 A, =¢, BUR SS (Es r= 2 时 
一 S$ , 即 样本 方差 . FE AS AB AY BER BY 28 HE 

到 多 维 总 体 , 它 们 常用 以 作 总 体 相 应 矩 的 估计 . 

样本 原点 矩 (sample origin moment) 见 “ 样 本 
iB ". 

样本 中 心 矩 (sample central moment) 
本 和 矩 ” 

HE AS fii HE (sample skewness) 一 种 基本 统计 
E. REAR = Br PU PRA EAS BT AY 3/2 次 
TEES IA Sk, Bil 


lx à 
Bol m2i 
ag (Bv a 1 n : 3/2* 
Te — =) 
样本 偏 度 常用 作 总 体 偏 度 的 估计 量 和 检验 总 体 分 布 
正 态 性 的 统计 量 . 而 总 体 偏 度 是 一 个 描述 总 体 分 布 
不 对 称 性 的 数字 特征 . 正 态 分 布 是 左右 对 称 的 ,因而 
' B9 m EAE. 
样本 峰 度 (sample kurtosis) 一 种 基本 统计 
E. 样本 四 阶 中 心 矩 除 以 样本 二 阶 中 心 矩 平方 的 商 
再 减 去 3, 记 为 Ku, Bl 


ix , 
B qoc 
CB)" C Tq... — 3 " : "ims 
es) | 


样本 峰 度 常 用 以 作 总 体 峰 度 的 估计 量 . 正 态 分 布 的 
峰 度 为 零 . 非 正 态 分 布 的 峰 度 是 以 正 态 分 布 的 峰 度 
为 标准 来 描述 其 分 布 密度 形状 为 陡峭 或 平坦 的 一 
数字 特征 . 样本 的 峰 度 和 偏 度 都 是 作为 检验 总 体 分 
布 正 态 性 的 统计 量 . 


参数 估计 与 假设 检验 


参数 估计 (estimation of parameters) 统计 学 
的 重要 概念 之 一 . 运用 从 总 体 抽取 的 随机 样本 对 总 
体 分 布 中 的 未 知 参 数值 做 出 估计 , 称 为 参数 估计 . 它 
是 统计 推断 的 一 种 基本 方法 . 当 总 体 分 布 函 数 的 形 
式 已 知 时 ,往往 有 一 个 或 多 个 参数 为 未 知 , 如 何 从 样 
本 出 发 构造 一 些 统计 量 来 对 总 体 的 未 知 参 数 进 行 估 
计 ; 或 者 总 体 的 分 布 类 型 为 未 知 时 ,有 几 个 数字 特征 
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JU" RE 


Aw = 


Ji Co BH 28,75 25 n b CS SR lix 4E S X 
估计 问题 . 参数 估计 研究 的 是 估计 的 方法 和 评价 这 
些 方法 优 劣 的 准则 . 根据 样本 构造 一 个 统计 量 , 用 以 
对 总 体 参 数 进行 估计 , 称 为 点 估计 ;有 时 不 是 要 求 对 
参数 做 出 定 值 估 计 , 而 是 把 根据 样本 构造 的 两 个 统 
计量 作为 一 个 区 间 的 两 个 端点 ,使 这 个 区 间 包 含 参 
数 真 值 的 概率 不 小 于 一 个 预先 给 定 的 数 1 一 aC0<a 
<1), 称 为 参数 的 区 间 估 计 . 由 于 总 体 参 数 是 常数 ， 
而 从 样本 构造 的 估计 量 和 区 间 估 计 的 端点 都 是 统计 
量 , 统 计量 随 着 样本 的 变化 而 变化 ,所 以 如 何 构造 具 
有 各 种 优良 性 质 的 估计 量 , 以 及 怎样 衡量 这 些 估计 
量 的 优 劣 就 是 参数 估计 所 要 研究 的 重要 内 容 . 

点 估计 (point estimation) 一 种 基本 的 参数 估 
计 . 设 F(z,9) 为 总 体 § 的 分 布 函数 ,其 中 x 是 变 元 ， 
0 为 未 知 参数 ,9E 晶 ,9 为 参数 空间 , (81,6,,…… ,6,) 
为 总 体 & 的 一 个 随机 样本 . 今 由 样本 构造 一 个 不 带 
未 知 参 数 的 统计 量 OE, ,58,,…,6,) 来 作 总 体 未 知 参 
BOM OM RR e OMIT. MOR CORR 
TA B5] SE RE GE (Ls WA B8 28 77; 25 KA. OO 
或 g(C2O) 通 常 取 实 数值 或 为 & 维 实 向 量 , 因 不 维 实 向 
量 可 表 为 & 维 欧 氏 空间 中 的 点 , 故 称 估计 量 0 为 9 
或 g(0) 的 点 估计 . 由 样本 观察 值 计算 出 的 估计 量 之 
值 称 为 估计 值 , 是 用 来 估计 总 体 参 数 的 近似 值 . 例 
如 , 某 灯泡 厂 对 所 生产 灯泡 的 使 用 寿命 进行 测定 ,由 
于 每 个 灯泡 的 使 用 寿命 总 是 不 同 的 ,所 以 灯泡 使 用 
Em E 是 一 个 随机 变量 ,要 求 估计 该 厂 所 产 灯 泡 的 
平均 使 用 寿命 nes RU] py 就 是 需要 估计 的 参数 .为 此 ， 
从 该 厂 所 生产 的 灯泡 中 抽出 个 灯泡 作 使 用 寿命 的 
测定 , 测 得 这 x 个 灯泡 的 寿命 分 别 为 51,6,,… H 
KREEK, H n 足够 大 时 ,样本 平均 值 6 将 与 y= 
E(E) 十 分 接近 ,因此 ,就 可 以 把 样本 平均 寿命 5 作 
为 总 体 $ 的 平均 寿命 u 的 估计 量 , 即 CE, En ob) 
=F. 常用 的 构造 估计 量 的 方法 有 和 矩 法 .最 大 似 然 法 、 
最 小 二 乘法 `. 贝 叶 斯 法 .最 小 入 法 、 极 小 极 大 化 法 
等 . 各 种 估计 方法 所 得 出 的 估计 有 不 同 的 优良 性 质 . 
衡量 优良 性 质 的 准则 有 无 偏 性 一 致 性 、 有 效 性 等 . 

[x [8] f& if (interval estimation) 0, ^ X fh 
th”. 所 谓 区 间 估 计 主 要 是 根据 置信 和 度 求 置 信 区 间 
(参见 “置信 区 间 ”). 

4B & fal (confidence interval) 统计 学 的 基本 
概念 之 一 . 指 由 样本 根据 置信 度 确定 的 一 个 区 间 . 设 
E BJ Ar TB eM c 是 变 元 ,0 是 参数 . 

给 定 了 一 个 概率 数值 1 一 %, 再 由 样本 (6 S20 ) 

确定 两 个 参数 值 Ô, pu 0, , f 得 对 于 给 定 值 a(0«a 
二 1) ,满足 

PO, x;0x:0,) —1— a (0<a<1), 
WU B& SL EX [8] CÂ, ,0;] 称 为 9 的 (1 一 a) 置 信 区 间 . 1 一 a 
称 为 区 间 [0,,0,] 的 置信 和 概率 ,或 称 置信 系数 ,又 称 


置信 度 ,简称 信和 度 . a 称 为 显著 性 水 平 . 9, 及 0, 称 为 
0 的 (1 一 a) 置 信和 限 , 分 别称 ô b 为 置信 下 限 及 置信 
上 限 . 置信 区 间 这 个 名 词 在 直观 上 可 以 理解 为 :对 于 
“KECA ,2 包含 2" 这 个 推断 ,可 以 给 予 一 定 程度 
的 相信 ,其 相信 程度 则 由 置信 系数 1 一 a 来 表示 . 置 
信 区 间 [w,2] 是 随机 区 间 ,是 因为 这 个 区 间 的 置信 
ER. 0, 0, 都 是 由 随机 样本 确定 的 ,每 组 不 同 的 样本 值 
确定 不 同 的 区 间 , 因 此 0, 和 0, 是 随机 变量 ,以 随机 
变量 为 端点 组 成 的 区 间 自 然 称 为 随机 区 间 . 在 反复 
多 次 以 相同 的 容量 进行 抽样 试验 , 则 每 组 样本 值 都 
确定 一 个 区 间 ,在 这 样 多 的 区 间 中 有 可 能 包含 0 真 
值 ,也 有 可 能 不 包含 O 真 值 ,其 中 包含 9 真 值 的 约 占 
1 一 a, 而 不 包含 96 真 值 的 约 占 a. 如 果 设 a 二 0.05, 就 
是 说 作 100 次 容量 为 的 抽样 试验 ,其 中 约 有 5 次 
试验 所 确定 的 区 间 [01,0;] 不 包含 9 真 值 , 约 有 95 次 
试验 所 确定 的 区 间 [0,,0;j] 是 包含 9 真 值 的 . Re 
(Neyman,J. ) 于 1934 年 创立 一 种 严格 的 区 间 估 计 
理论 ,定义 了 可 信 区 间 估 计 概 念 . 

置信 系数 (confidence coefficient) 
间 ”. 

置信 概率 (confidence probability) 
fij”. 

mH (confidence limits) Jl“ E IX fR] ". 

4S BR (confidence limits) JU“ EE IR]. 

估计 优良 准则 (optimal criterion of estimation) 
评价 参数 估计 优良 性 的 标准 . 对 于 同一 个 总 体 参数 
0 的 估计 ,用 不 同 的 统计 量 ( 不 同 的 统计 方法 ) 去 估 
计 它 ,所 确定 的 估计 量 和 置信 区 间 是 不 同 的 . 如 何 来 
衡量 它们 的 优 劣 呢 ? 由 于 统计 量 取 值 的 随机 性 ,所 以 
不 能 以 一 次 取 值 定 其 优 劣 ,而 必须 从 概率 和 统计 的 
观点 出 发 ,建立 一 些 衡 量 的 准则 , 称 这 些 准 则 为 估计 
优良 准则 . 常用 以 衡量 点 估计 的 优良 痊 则 有 无 偏 性 
准则 .一 致 性 准则 .有 效 性 准则 等 ,衡量 区 间 估 计 的 
优良 准则 有 一 臻 最 精确 准则 .一 臻 最 精确 无 偏 性 准 
WU .平均 长 度 最 短 准 则 等 .如果 把 参数 估计 用 于 统计 
决策 ,还 可 采用 统计 决策 理论 中 的 优良 准则 (如 同 变 
性 准则 ). 

Zt fa fait (unbiased estimation) 一 种 优良 点 
估计 . 在 点 估计 中 对 估计 量 0 的 基本 要 求 就 是 0 EB] 
绕 被 估 参 数 9 而 摆动 ,其 数学 期 望 应 等 于 被 估 参 数 . 
设 总 体 的 概率 分 布 函数 为 下 (zi0) RAP x E 
元 ,0 为 未 知 参 数 ,OEG@,9 称 为 参数 空间 . ($1,é;， 
e, 09 BUB BR E — PREBLE AS, TH ACE. E, 
…,é&,) 是 参数 9 的 估计 量 ARRA 

EOE, 5&2 50° ,é€,)] — 0 
成 立 , 其 中 天 [06 人 5) ] dion CAE HH 28 , DU] 
偏 性 . 例如 ,估计 总 体 平 均值 4 时 ,者 以 样本 平均 值 


JL" Ef EX 


见 “ 置 信 区 
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E 为 估计 量 , 则 可 算得 上 的 数学 期 望 ECD — p. iX i 
明和 是 总 体 平 均值 e 的 无 偏 估 计量 . 当 ”~>ce 时 ,对 
一 切 OEB@, 若 有 

lim EAE, Esi] = 0, 


述 无 偏 性 的 估计 称 为 无 偏 估 计 . 无 偏 估 计量 0 与 9 
的 俩 差 的 平均 值 随 使 用 次 数 的 增多 而 趋 于 零 . 因此 ， 
无 偏 性 只 有 在 多 次 重复 使 用 中 ,各 次 误差 相互 抵消 ， 
才能 显 出 其 优良 性 . 无 偏 估 计 并 不 总 是 存在 的 ,如 服 
从 二 项 分 布 的 总 体 B(x,p),0 二 pp 二 1, 则 1/p 的 无 
偏 估 计 就 不 存在 .有 了 时 ,无 偏 估计 虽然 存在 ,但 不 够 
合理 .又 有 些 问题 中 ,无 偶 估 计 很 多 , 则 其 优良 性 由 
它们 的 方差 来 决定 ,方差 越 小 越 优 良 . 

sr ut Zc fa (& it (asymptotically unbiased esti- 
mator)” 见 “无 偏 估 计 ”. 

有 效 性 (efficiency) 统计 学 术语 . 指 参 数 估计 
的 一 种 优良 准则 . 总 体 分 布 所 含 参 数 9 的 一 个 好 的 
估计 量 2 的 基本 要 求 是 0 密集 地 围绕 被 估 参 数 0 而 
摆动 . 由 切 比 雪夫 不 等 式 推 知 ,随机 变量 O 取 值 落 在 
它 的 期 望 EO 邻近 的 概率 与 这 个 随机 变量 9 的 方差 
有 关 , 因 此 ,好 的 估计 量 9 还 应 有 尽 可 能 小 的 方差 ， 
这 就 是 估计 的 有 效 性 . (hit BASRA A LT 7G 
近 , 如 果 0, kc 0; 更 密集 在 9 附近 ,就 认为 0. E 0; 优 
R. 它们 的 优良 性 由 其 方差 来 衡量 ,方差 越 小 越 优 
R. 设 它们 的 方差 分 别 为 DODA DÂ), ERER 
D(01) 二 D(C0;) 成 立 , 则 称 估计 量 ô, 比 六 有效. 

一 致 估计 (consistent estimator) ” 亦 称 相合 估 
计 和 相 容 估计 . 一 种 优良 点 估计 . 设 总 体 和 的 概率 分 
45 ABA F (230) 0O€COKKHMER, RI 14 HR 
g(0) 估 计量 OE, é 60 4 n 趋 于 无 穷 时 ,在 某 种 
意义 下 收敛 于 g (0, WI $k0C5,,8, En E g O E 
这 种 收敛 意义 下 的 一 致 估计 . 它 要 求 作为 估计 量 的 
统计 量 , 当 样本 容量 无 限 增 大 时 ,在 某 种 意义 下 , 收 
敛 于 待 估计 参数 的 真 值 . 按 收敛 的 意义 不 同 将 一 致 
Jh YF at 29 VAVRE : E EAA ”一 co 时 ,对 任意 给 定 
的 s 盖 0, 有 

lim P LACE, 5252778.) — (| Se} = 1, 


则 Océ, ,2 92 LEON ZOO WSs — Bat BA 

P (lim ÔC, $D) = g(0)} =1, 
则 0(£,,£,,- ) 称 为 g(0) 的 强 一 致 估计 . 一 致 估 
计 是 点 估计 中 最 基本 的 大 样本 准则 . 例如 , 正 态 总 体 
N (py, 中 ) 的 样本 均值 6 就 是 (58) 的 一 致 估计 ,因为 

in P(E - me je 
成 立 . 这 就 表明 < ARECDBISS — S fidi. 

TAa 
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相合 估计 (consistent estimator) 即 “ 一 致 估 
tt ae 

相 容 估计 《consistent estimator)  B[^— fh 
计 


弱 一 致 估 计 《weak consistent estimator) J, 
“一 致 估计 ”. 
强 一 致 估 计 《strong consistent estimator) Ji 
"sit. 
kB fh it jk Cestimation by the method of mo- 
ments) 亦 称 数字 特征 法 . 求 估 计量 的 一 种 常用 方 
法 . 以 样本 矩 的 某 一 函数 代替 总 体 矩 的 同一 函数 来 
构造 估计 量 的 方法 称 为 矩 估 计 法 . 因为 样本 可 确定 
一 个 经 验 分 布 函 数 , 由 这 个 经 验 分 布 函 数 可 确定 样 
本 的 各 阶 矩 . 而 样本 又 是 从 总 体 中 随机 抽取 的 ,样本 
的 分 布 及 其 各 阶 矩 都 在 一 定 程度 上 反映 了 总 体 参 数 
的 特征 , 当 样 本 容量 ”无 限 增 大 时 ,样本 矩 与 相应 的 
总 体 矩 任意 接近 的 概率 趋 于 1, 因而 可 用 样本 和 矩 代 
蔡 总 体 矩 构造 一 个 含有 未 知 参 数 的 方程 或 方程 组 ， 
方程 的 解 就 给 出 总 体 参 数 的 估计 量 . 设 总 体 和 具有 
UE SuSE E) F(z;01,0,,… ,0;), 其 中 01,0, , ***,0, 
是 未 知 参 数 . Ar AL H 总 体 e 的 一 个 样本 CELE saa 
£2 HJ k Bre ECO , hj 
ECE) = q(0,,0,,--*,0,) 


E r'dF(x;0,,0,,---,0,) (1E, 
为 0,0, , TA 的 函数 . 而 i BYE AS RBA 
J - 125 (epe b. 
使 同 阶 的 总 体 矩 与 样本 矩 相等 ， 即 令 
Oa) = $ mm i6 (i = 1,2,.,k), 


就 得 到 包含 k 个 未 知 参 数 01,0,,… s Or 的 上 个 方程 . 
此 方程 组 的 解 8, T pti T^ 就 可 作为 总 体 参 数 0,502, 
0, 的 估计 量 . 这 是 参数 估计 中 最 为 古老 的 一 种 估 
计 法 .例如 , 设 服从 正 态 分 布 NC(p,0 ) 的 总 体 为 &， 
其 总 体 均 值 和 总 体 方差 分 别 为 x 和 of, 即 未 知 参数 
0= (u0). 变异 系数 o/e Ce 00 Jc S — Br I es E 
LI Br APL RB o^ BO ERG TERES CB So oe 50 RB 
一 阶 原点 矩 和 二 阶 中 心 矩 分 别 为 


- 工 > 8 和 e=1y E-E, 
i=] i=l 


而 用 465 /£ 去 估计 of/p 就 是 典型 的 矩 估计 法 .和 矩 佑 
计 法 是 皮尔 还 (Pearson,K.) 于 1894 年 首次 提出 
B. 

数字 特征 法 (method of numerical characteris- 
tics) 即 “ 矩 舍 计 法 ” 

最 大 似 然 估计 (maximum likelihood estima- 
tion) 一 种 重要 而 普遍 的 求 估计 量 的 方法 . 设 已 知 

724 


中 (CO ,0,,- 


总 体 和 的 概率 分 布 密度 函数 jz;0), 则 总 体 的 样 


本 (61,6,，,… ,6,) 的 联合 概率 分 布 密度 她 数 为 
een 0), 
若 固 定 H19X29°** 9 Ly ,将 其 视 为 6 的 函数 , 记 为 


L(0y- pinum 6H IL fx 0), 


称 为 似 然 函 数 . 它 可 视 作 随机 变量 9 取 值 的 概率 (这 
是 不 严格 说 法 ). 车 9==9 时 上 (90) 取 到 最 大 值 ,这 表 
明 在 随机 变量 (61,6,,…,6,) 已 取 值 (xi, mtm) 
的 情况 下 ,参数 0 取 值 9 的 概率 最 大 ,因此 ,可 把 9 
作为 9 的 估计 量 . BE LO = LGn x2 t x0) 
(2,400, W OR ABR O 的 最 大 


— max LOG s23 °" 


似 然 估计 值 . 用 样本 (Eis &, i e) 代替 观察 值 
CTP 552s zc.) 所 得 的 ACE, ,56,，,… ,6,) 称 为 0 的 最 大 


似 然 估 计量 . 上 述 估计 就 称 为 最 大 似 然 估计 ， 
由 微 积分 知 求 最 大 似 然 估 计量 的 具体 做 法 ,就 
是 在 已 知 样本 值 的 条 件 下 , 求 方程 
a = (1) 
的 解 . FA In LCD LOA FB [e] A RL. ROK 
In LCO) WR SK L(0) 的 极 值 点 更 容易 ,所 以 常 
用 求 方 程 


aln LC) 
30 
的 解 以 代 之 . 此 方程 也 可 写成 
1 9 f (xi;0) 
2. f Cri40) ; a 

上 面 (1) 一 (3) 式 称 为 似 然 方程 ,或 称 为 最 大 似 然 方 
程 . 例如 ,为 了 估计 正 态 分 布 N (py;o) 中 的 参数 和 
o 而 提出 的 估计 量 和 人 ,就 是 jy 和 oi 的 最 大 似 然 
估计 量 . 最 大 似 然 估计 是 在 总 体 分 布 类 型 为 已 知 的 
条 件 下 估计 未 知 参 数 的 一 种 较 好 的 方法 .在 一 般 条 
件 下 ,最 大 似 然 佑 计 是 渐 近 有 效 的 和 渐 近 正 态 分 布 
的 . 有 时 由 于 似 然 方 程 复 杂 ,难于 求解 , 常 借助 数值 
计算 以 寻求 最 大 似 然 估计 值 ,而 难于 写 出 估计 量 的 

最 大 似 然 估 计 法 是 费 希 尔 (Fisher,R. A. ) F 
1912 年 首次 提出 ,并 于 1921 年 和 1925 年 的 工作 中 
加 以 发 展 使 其 更 至 于 完善 . 它 在 统计 推断 中 无 需 有 
关 事 前 概率 的 信息 , 殉 服 了 贝 叶 斯 法 的 致命 的 罚 点 ， 
是 统计 学 史上 一 大 突破 . 

似 然 函数 (likelihood function) 
估计 ”. 

似 然 方 程 (likelihood equation) 
da. 

线性 估计 (linear estimator) 一 种 简便 的 参数 
估计 方法 . 设 总 体 $ 有 概率 分 布 密度 函数 f(x;0),0 


= 0 (2) 


= 0. (3) 


见 “ 最 大 似 然 


见 “ 最 大 似 然 


为 未 知 参 数 . 由 取 A 总 体 AY EAR CE oo ,5,) 的 


线性 函数 


n 
> aj, 6 


构成 的 估计 量 , 称 为 线性 估计 , 它 可 用 作 总 体 的 某 些 
参数 的 估计 量 . 另外 REAR CE; AT Ec $2.) 的 一 个 顺序 
统计 量 Eosi st s E AIER TE PR R 


Danio 
亦 称 为 线性 估计 .样本 中 位 数 就 是 一 例 . 设 样本 
CILE ,$,) 是 按 大 小 顺序 排列 的 ,定义 居中 的 一 


个 数 & 的 观察 值 为 中 位 数 , 并 记 为 


T 
$—41 
y (Er t Sets) (n = 2k), 


WY £ FEAR AS (CE) 52,50 AY PRI. E 可 用 来 估计 总 体 
均值 w, 即 A= E. 线性 估计 由 于 其 构造 简单 ,计算 方 
便 , 常 被 采用 . 

最 小 二 乘 估 计 (east square estimation) 亦 称 
最 小 平方 估计 . 一 种 重要 的 参数 估计 方法 . 设 两 个 随 
机 变量 和 7 之 间 有 相关 关系 HSE M+ HHS 
可 以 是 多 项 式 或 其 他 连续 函数 ,68 为 未 知 参 数 ,e Nik 
zi. 现在 要 用 (§,7) 的 n 组 观察 值 Czi » o )4 (x25 Y2)» 
Gn» y R fO 0 PHARASR B. 由 最 小 二 
乘法 原理 知 , 可 以 求解 使 观察 值 的 误差 平方 和 


3 s SaD 


为 最 小 的 8. 用 这 种 方法 得 到 的 AO DPA 
数 B8 的 估计 量 , 称 为 最 小 二 乘 估计 . 如 果 将 上 述 组 
观察 值 视 为 点 的 坐标 ,就 可 在 平面 直角 坐标 系 中 得 
到 ?个 点 :PCzy ni) Pal£2s y2) stts Panl£ns Yn). Œ 
定 这 些 点 近似 地 在 一 条 直线 AB 上 ,这 时 二 和 7 的 
相关 关系 可 视 为 线性 相关 ,其 关系 式 为 1 (6; 8B) 二 
PEt p. 此 即 直 线 AB 的 方程 . 设 通过 点 Pi Pto 
P, H.5 y 轴 平 行 的 直线 与 直线 AB 交 于 Qi Cy) 
Qr ys Qu Gv Wn) ,其 中 y; foxi: + £i (—1, 
2,0). B Bosh: 使 


U = 2, PQ = 2 — »»* 


达到 最 小 ,为 此 令 

JU JU 

29 79 Hb 3g 7 
即 得 方程 


n 


| 22 spe | Y zx) 2, T 2,20, = Q, 


n n 


5 | DD qon = Xy: = 0. 


A pci 


此 方程 称 为 正规 方程. 解 此 方程 可 求 出 B, 与 8 的 


参数 估计 与 假设 检验 


最 小 二 乘 估计 为 


在 线性 模型 的 参数 估计 问题 中 ,最 小 二 乘 估 计 
被 广泛 采用 . 1795 年 ,年 仅 18 岁 的 高 斯 (Gauss ,C. 
F. ) 为 计算 小 行星 轨道 ,需要 修正 观察 数据 的 误差 
而 首次 提出 的 方法 .后 又 被 勒 让 德 (Legendre,A.- 
M. ) 于 1806 年 独立 提出 ,并 由 马尔 可 夫 (MapkoB, A. 
A. ) 于 1900 年 加 以 发 展 ,使 之 更 至 于 完善 . 它 主要 
用 于 线性 统计 模型 中 的 参数 估计 . 

最 小 平方 估计 (least square estimation) — Bf 
“最 小 二 乘 估计 ?” 

假设 检验 (hypothesis testing) ” 亦 称 统计 假设 
检验 , 统计 学 的 基本 概念 之 一 . 假设 检验 的 基本 思路 
是 带 有 概率 性 质 的 反 证 法 . 即 先 对 要 检验 的 对 象 ( 如 
总 体 的 某 个 参数 ) 作 一 假设 , 称 为 原 假 设 ( 或 称 待 验 
(Ri). ®t HH. 表示. 然后 确定 一 个 适当 的 统计 量 
(对 于 任 一 样本 ,这 个 统计 量 应 有 确定 的 值 ,并 且 它 
的 分 布 应 是 已 知 的 ) ,并 建立 一 个 检验 法 则 ,在 预先 
给 定 一 个 小 概率 a( 一 般 选 取 Oa <0. 05) 的 情况 
下 ,利用 小 概率 原理 做 出 拒绝 假设 或 者 接受 原 假 设 
的 判断 . 即 如 果 抽 样 结果 是 小 概率 事件 , 则 拒绝 原 假 
设 , 否 则 接受 原 假设 . 这 种 判断 是 接受 或 否定 原 假设 
H, 的 方法 称 为 假设 检验 . 若 原 假设 H., 是 属于 总 体 
参数 的 , 则 称 为 参数 假设 . 若 原 假设 H. 是 属于 总 体 
分 布 的 , 则 称 为 分 布 假设 . 检验 分 布 假 设 问题 称 为 分 
布 检验 , 亦 称 非 参 数 检验 . 例如 ,在 总 体 分 布 为 正 态 
N (po0?)(py 未 知 ,oo 已 知 ) 的 情况 下 ,要 检验 总 体 均 
fe 等 于 常数 m 是 否 可 信 , 可 分 下 面 6 个 步骤 进 
行 : 

1. 提出 原 假 设 . 本 例 中 为 Ho: jp. 

2. 选 定 统 计量 .一 般 选 相应 参数 的 估计 量 ( 参 见 
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“参数 估计 ”). 本 例 中 取样 本 平均 值 


5 一 工 2 6 
(其 中 6,6,,… ,8,) 为 任 一 容量 为 n 的 样本 ) 为 检验 


统计 量 . 

3. 计算 统计 量 的 值 . 将 随机 变量 (6 EE) 
以 样本 观察 值 (zxi,x;,…,z,) 代 入 ,可 得 统计 量 的 
值 . 本 例 中 的 观察 值 为 


4. 确定 所 选 统计 量 的 概率 分 布 . 本 例 中 在 接受 
原 假设 Ho : y= m 时 ， V n (£— m) /a 服从 N(0,1) 
(标准 正 态 分 布 ). 

5. 确定 显著 性 水 平 (参见 “显著 性 水 平 ”). 即 根 
据 实际 情况 及 要 求 ,确定 数 a(0 二 a<1, 一 般 取 a= 
0. 1,0. 05,0. 01 等 ), 作 为 原 假设 本 来 为 真 ,但 却 被 
拒绝 的 概率 . 

6. 根 据 显 著 性 水 平 ,确定 Ho 的 临界 域 ( 参 见 
“拒绝 域 "). 当 统 计量 的 值 属于 临界 域 ,就 拒绝 原 假 
KA, BWR Ho APPA x Eus 应 相差 很 小 ， 
故 可 由 N(0,1) 的 表 中 查 出 使 已 (1 站 | >c) =a 的 临 
界 值 ,然后 按照 “ 若 | 二 一 pe|>co/ Vn 则 拒绝 H, 
否则 接受 HV" 的 原则 ,决定 是 否 接受 Ho. 

分 布 假设 (distribution hypothesis) 
检验 ”. 

分 布 检 验 (distribution test) JL“ (Rie KY”. 

检验 法 则 (test rule) 一 种 检验 方法 . 指 根据 
样本 和 预先 给 定 的 概率 做 出 接受 或 拒绝 原 假 设 的 具 
体 法 则 . 在 假设 检验 中 ,对 随机 变量 ,要 根据 它 的 
样本 观察 值 (zi,x;,… ,zx,) 和 预先 给 定 的 显著 性 水 
Æ a(0 过 a 二 <1), 来 做 出 拒绝 或 接受 原 假设 Ho 的 判 
断 的 具体 法 则 . 

原 假设 (null hypothesis) ” 亦 称 待 验 假设 、 虚 无 
假设 、 解 消 假设 . 统计 学 的 基本 概念 之 一 . 假设 检验 
中 , 待 检验 的 有 关 总 体 分 布 的 一 项 命题 的 假设 称 为 
原 假 设 ,一 般 记 为 Ho. 例如 , 某 建筑 材料 的 抗 断 强度 
指标 是 服从 正 态 分 布 的 ,要 检验 采用 新 配方 后 所 生 
产 的 建筑 材料 的 强度 指标 是 否 仍 服从 正 态 分 布 , 则 
得 原 假 设 Hy: F(x) =pl), xXx B F GO e6CGO4r 3l 
表示 原 建 筑 材料 的 抗 断 强度 指标 的 分 布 函 数 和 按 新 
配方 生产 的 建筑 材料 的 抗 断 强度 指标 的 分 布 函 数 . 
又 如 , 某 工 业 产 品 , 国 家 标准 次 品 率 不 得 超过 2%， 
才能 出 三, 则 os pO. 02 就 是 原 假 设 . 

待 验 假设 (null hypothesis) 即 “ 原 假设 ” 

解 消 假设 Cnull hypothesis) Bl“ Jg E i". 

备 择 假设 (alternative hypothesis) 亦 称 研 究 
假设 . 统计 学 的 基本 概念 之 一 .假设 检验 中 需要 证 实 
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见 “ 假 设 


的 有 关 总 体 分 布 的 假设 , 它 包 含 关于 总 体 分 布 的 一 
切 使 原 假设 不 成 立 的 命题 . 常 记 为 五 ,或 记 为 Hi. 
例如 , 原 假 设 Ho: y= po, 则 备 择 假 设 为 Ha: pA tes. 
又 如 , 原 假设 Ha us LUI AR PEU ON H.: [y= fe. 
备 择 假设 是 原 假设 被 否定 时 准备 接受 的 假设 , 它 是 
按 少 犯 第 二 类 错误 (参见 “两 类 错误 ”) 来 比较 检验 法 
优 劣 时 必 不 可 少 的 .但 在 实际 问题 中 ,有 时 并 不 按 上 
面 所 述 进 行 严 格 划 分 ,如 取 原 假设 Ho: p=0. 04, 而 
HU RI Ha: p>0. 04 Ha: p<0. 04 等 . 

研究 假设 (research hypothesis) 即 “ 备 择 假 
a". 

检验 统计 量 (test statistics) 假设 检验 中 用 以 
检验 原 假设 的 统计 量 . 假设 检验 是 根据 样本 的 信息 
来 判断 总 体 分 布 是 否 具 有 某 指 定 的 特征 ,就 必须 先 
提出 与 总 体 有 关 的 命题 作为 假设 , 常 称 为 原 假 设 . 然 
后 根据 原 假设 Ho 的 内 容 建 立 适 当 的 样本 函数 ,此 
样本 函数 称 为 检验 统计 量 , 用 以 对 原 假设 进行 检验 ， 
原 假设 是 被 拒绝 或 是 被 接受 需要 根据 检验 统计 量 的 
分 布 或 渐 近 分 布 来 判定 . 为 了 能 够 把 样本 观察 值 代 
入 计算 以 求 出 具体 数值 ,所 建立 的 检验 统计 量 应 使 
其 分 布 不 含 未 知 参数 . 常用 的 检验 统计 量 有 Ut, 
x 等 . 

拒绝 域 (rejection region) ” 亦 称 否定 域 ,又 称 
临界 域 .统计 学 的 基本 概念 之 一 . 指 在 假设 检验 中 ， 
据 以 拒绝 原 假设 的 统计 量 的 取 值 范围 . 假设 检验 中 
根据 检验 统计 量 的 分 布 ,由 给 定 的 小 概率 (Oa 
1) 作 为 显著 性 水 平 所 确定 的 拒绝 原 假设 Ho K DX] 
称 为 拒绝 域 . 即 统计 量 在 其 中 取 值 的 概率 为 a 的 区 
域 . 例如 ,对 某 检 验 问 题 ,提出 原 假 设 Ho: y= pu, 这 
里 4 是 总 体 成 正 态 分 布 的 总 体 均 值 ,yo 是 已 知 
数 . 适当 选取 显著 性 水 平 a(0 二 a 二 1), 并 建立 检验 
统计 量 为 


Tae o Ho) 


其 中 o 为 已 知 , 且 忌服 从 标准 正 态 分 布 N(0,1). 确 
XE Ii AR us, BDH RAM PU | 之 wuss D =a. Hip 
准 正 态 分 布 表 确定 us 的 值 . 然后 根据 样本 值 的 计 
算 作 出 判断 ,大 |U | Zuan, AU AE iz Hy» Ft RK 
[U | Zw HR 2f d. BC EU | uus, WU BEAR E 
W FE PKU | uus BESSER INTE VER 

否定 域 Crejection region) 即 “ 拒 绝 域 ” 

l& FR (critical region) 即 “ 拒 绝 域 ” 

接受 域 (acceptance region) 见 “ 拒 绝 域 ” 

容许 域 (admissible region) M “JE Hih”. 

两 类 错误 (errors of two kinds) 统计 学 的 基 
本 概念 之 一 . 指 假设 检验 中 可 能 出 现 的 弃 真 和 纳 伪 
的 错误 . 假设 检验 是 根据 从 总 体 抽取 的 样本 资料 来 
对 总 体 的 某 种 特征 作出 判断 的 ,而 样本 只 能 代表 总 


体 的 一 部 分 特征 ,由 它 来 推断 总 体 特征 就 绝 不 可 能 
有 百分之百 的 把 握 ,因而 可 能 做 出 错误 的 判断 . 其 
一 , 原 假 设 Ho 本 来 是 正确 的 ,但 判断 Ho 为 不 正确 
而 产生 错误 ,这 是 一 种 弃 真 错误 ,在 统计 学 中 称 为 第 
一 类 错误 ,或 称 I 型 错误 . 其 二 , 原 假设 H AKE 
不 正确 的 ,但 判断 Ay 为 正确 而 产生 错误 ,这 是 一 种 
纳 伪 错 误 ,在 统计 学 中 称 为 第 二 类 错误 ,或 称 1 型 错 
ix. 它们 统称 为 假设 检验 中 的 两 类 错误 . 这 两 类 错误 
严重 程度 常用 它们 出 现 的 概率 来 度量 , 犯 第 一 类 错 
误 的 概率 常用 其 显著 性 水 平 a 表示 , 犯 第 二 类 错误 
的 概率 常用 8 表示 . 如 何 避 免 这 两 类 错误 是 假设 检 
验 中 的 困难 问题 . 如 降低 显著 性 水 平 a, 即 选择 较 高 
的 概率 为 显著 性 水 平 ( 如 令 a =0.10 或 0. 15, 甚 至 
更 高 ), 可 以 减少 原 假 设 态 , 被 接受 的 机 会 ,但 同时 
也 增加 了 备 择 假设 HH. 被 握 弃 的 机 会 . 相应 地 接受 
域 变 小 了 ,因而 犯 第 二 类 错误 的 概率 8 也 就 变 大 . 
反之 亦 然 .要 同时 减少 这 两 类 错误 尚 无 万 全 之 策 . 所 
以 在 实际 应 用 中 人 们 常 采 用 适中 的 显著 性 水 平 ( 例 
如 令 a=0. 05 或 0.01 等 ), 以 使 两 类 错误 相对 减少 . 
还 可 根据 问题 的 性 质 或 具体 情况 确定 适当 的 显著 性 
水 平 ,例如 , 若 握 弃 某 假设 后 果 严 重 , 则 采用 较 高 的 
显著 性 水 平 ; 反 之 , 则 选用 较 低 的 显著 性 水 平等 .在 
假设 检验 中 可 能 犯 两 类 错误 的 理论 是 由 奈 昌 (Ney- 
man,J. ) fü Rz $R X (Pearson, K. ) 合 作 研 究 时 ,对 假 
设 检 验 提 出 的 系统 理论 中 给 出 的 . 

第 一 类 错误 (error of the first kind) 
din". 

第 二 类 错误 (error of the second kind) 
类 错误 “. 

显著 性 水 平 (level of significance) 亦 称 信和 度 . 
表示 假设 检验 中 判断 概率 精度 的 数 . 在 假设 检验 中 ， 
确定 临界 值 或 拒绝 域 时 ,控制 犯 I 型 错误 的 概率 a, 
称 为 显著 性 水 平 . 常 取 a 为 0.01,0. 05 等 值 . 

信和 度 (trust limits) ” 即 “ 显 著 性 水 平 ”. 

简单 假设 (simple hypothesis) 一 种 常用 的 最 
简单 的 假设 . 指 假设 检验 中 ,只 涉及 一 个 分 布 函 数 的 
假设 . 例如 ,要 检验 两 点 分 布 总 体 中 的 数学 期 望 p 
是 0.02 还 是 0.03. 设 原 假设 为 Ho : p= 二 0.02, 则 备 
择 假设 为 H. : p 二 0.03, 它 们 都 是 简单 假设 . 

复合 假设 (composite hypothesis) 一 种 常用 
的 最 简单 的 假设 . 指 在 假设 检验 中 ,涉及 一 个 以 上 分 
布 函数 的 假设 . 例如 ,检验 正 态 总 体 N(py;o ) 的 数学 
期 望 w 而 提出 的 原 假设 Ho: y= pw, 则 备 择 假设 
H, 5: p> Al uu 都 是 复合 假设 ,因为 这 里 H, 中 
所 包含 的 假设 都 涉及 一 族 正 态 分 布 函 数 . 

参数 假设 检验 (parametric hypothesis test) 
简称 参数 检验 . 一 种 常用 的 假设 检验 . 在 假设 检验 
中 ,车 原 假设 是 属于 总 体 分 布 的 参数 , 则 称 为 参数 假 


见 “ 两 类 


见 “ 两 


参数 估计 与 假设 检验 


设 . 若 总 体 分 布 的 类 型 (zx;9) 为 已 知 ,但 参数 9 为 
未 知 ,假设 检验 只 涉及 对 未 知 参 数 9 的 检验 , 则 称 为 
参数 检验 . 如 U 检验 .、T 检验 .Ff 检验 等 都 是 参数 检 
a. 

HH d (parametric test) 
简 y. 

$7] FRIZ (parametric hypothesis) 
设 检 验 ”. 

JIE SH g (nonparametric test)” 亦 称 非 参 数 
假设 检验 . 一 种 常用 的 假设 检验 . 在 参数 假设 检验 
中 , 待 检验 的 假设 是 在 总 体 分 布 的 类 型 为 已 知 ,而 总 
体 分 布 的 某 些 参数 为 未 知 的 条 件 下 进行 的 . 但 在 许 
多 场合 下 ,总 体 的 分 布 情况 并 不 清楚 ,因而 建立 了 非 
参数 检验 . 在 非 参 数 检验 中 , 待 检 验 的 假设 是 有 关 总 
体 分 布 的 类 型 形式 或 其 他 特性 ,这 些 假设 都 不 能 明 
确 地 依赖 于 总 体 分 布 的 有 限 个 实 参数 ,有 关 这 些 假 
设 的 检验 统称 为 非 参数 检验 ,如 检验 正 态 总 体 的 大 
检验 、 检 验 相 关 数 据 差 数 的 符号 检验 、 差 数 的 符号 秩 
和 检验 等 都 是 非 参 数 检验 . 

显著 性 检验 (significance test) 一 种 常用 的 假 
设 检验 . 在 假设 检验 中 ,不 考虑 备 择 假设 ,只 规定 原 
假设 的 检验 称 为 显著 性 检验 . 例如, 某 校 一 年 级 学 生 
的 数学 成 绩 , 一 般 认为 是 服从 正 态 分 布 N(y,o ) 的 ， 
为 了 提高 教学 质量 抽取 其 中 一 个 班 的 名 学 生 进行 
新 教学 方法 试验 后 , 测 得 这 x 名 学 生 的 平均 成 绩 为 
Am 在 给 定 拒绝 概率 a 为 显著 性 水 平 下 ,检验 总 体 的 
原 假设 Ho: nos REPOS. 因为 这 种 
检验 可 以 评价 新 教学 方法 后 的 学 生平 均 成 绩 mm 与 
原来 的 学 生成 绩 py 之 间 是 否 有 显著 的 差别 . 

U 检验 (U-test) 一 种 参数 检验 . 即 已 知 正 态 总 
体 的 方差 ,检验 其 数学 期 望 的 一 类 显著 性 检验 . 大 总 
体 服从 正 态 分 布 N(y,o), 其 中 方差 已 知 ,而 
二 (人 ,6,，,…,$,) 是 总 体 的 随机 样本 ,& 为 样本 均值 ， 
则 检验 统计 量 


参数 假设 检验 的 


T “RUB 


U= E 


服从 标准 正 态 分 布 N(0,1). 上 述 检验 称 为 U 检验 ， 
U 检验 是 对 正 态 总 体 的 数学 期 望 y 进行 下 面 几 种 
显著 性 检验 : 

1: 原 假 设 Ho: y= m iB 3X 


| £— pu | Zu, i 
2 
2. 原 假 设 Ho: Lp ,拒绝 域 


£22 po ue * 


n 


O 
Vn 
3. 原 假 设 Hy: Az us dB 2E R 

ES to — us " 


n 
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概率 论 与 统计 学 初步 


其 中 m 是 给 定 的 常数 ,a 为 显著 性 水 平 ,u 为 标准 
正 态 分 布 的 上 a 分 位 数 . 

敬 检 验 中 涉及 两 个 正 态 总 体 N(p;0I) 和 
N(p;02) 时 ,其 中 ol 和 o» 为 已 知 , 且 f= (Siro ses 
EA I= Ms 77) 分 别 为 上 述 两 个 总 体 中 容 
BS An, An. 的 随机 样本 ,样本 均值 各 为 和 7， 
这 时 检验 统计 量 为 


É =- 
ge oe E 
2 2 
di 05 
ny Nə 


则 对 原 假 设 Ao: pn = y 的 检验 , 亦 称 为 U 检验 ,而 
后 者 称 为 双 总 体 U 检验 . 

双边 检验 (two-sided test) 
侧 检 验 . 在 假设 检验 
中 ,用 检验 统计 量 的 
密度 曲线 和 zz UH T 
围 成 的 面积 的 左右 
两 边 的 尾部 面积 来 
构造 临界 区 域 进行 
检验 的 方法 , 称 为 双边 检验 . 今 以 U 检验 为 例 予 以 
说 明 : 当 原 假设 为 Hoi p, ABRAN Ha: H> Ho 
或 /二 pw, 因而 需要 用 双边 检验 ,在 选 定 的 显著 性 水 
平 a 之 下 ,将 a 所 确定 的 握 弃 区 域 平分 为 两 部 分 而 
置 于 正 态 曲线 的 两 边 ( 如 图 ). 即 每 边 面 积 占 有 a/2， 
可 从 正 态 分 布 的 双 侧 分 位 表 中 查 出 临界 值 , 设 查 得 
的 临界 值 为 us， 则 检验 的 拒绝 域 可 表 为 


在 计算 的 统计 量 过 的 值 落 入 此 区 间 ( 即 进入 图 中 阴 
影 部 分 ) 则 拒绝 原 假 设 五 ,; 反 之 ,接受 原 假 设 Ho. 

双 尾 检验 (two-tailed test)” 即 “双边 检验 ”. 

双 侧 检验 (two-sided test) PMN ARA”. 

单 边 检 验 (one-sided test) ” 亦 称 单 尾 检验 ,又 
称 单 侧 检验 . 在 假设 检验 中 ,用 检验 统计 量 的 密度 曲 
线 和 xz 轴 所 围 成 面积 中 的 单 侧 尾部 面积 来 构造 临 
界 区 域 进行 检验 的 方法 称 为 单 边 检验 . AOR OR A 
显著 性 水 平 a 概率 所 确定 的 据 弃 区 域 置 于 密度 曲线 
的 右边 , 则 称 为 右 单 边 检验 (或 称 右 单 尾 检验 , 右 单 
侧 检 验 等 ). 吞 置 于 密度 曲线 的 左边 , 则 称 为 左 单 边 
检验 (或 称 左 单 尾 检验 , 左 单 侧 检 验 等 ). 今 以 U 检 
验 为 例 予 以 说 明 : 当 原 假 设 Ho: ume s RUE FH 
显著 性 水 平 a 概率 所 确定 的 据 弃 区 域 置 于 正 态 曲线 
的 右边 ,可 从 正 态 分 布 的 双 侧 分 位 表 中 查 出 临界 值 ， 
设 查 得 的 临界 值 为 w, 则 右 单 边 检 验 的 拒绝 域 为 
Cuas Foo). 如 果 计 算出 的 统计 量 U 的 值 落 入 此 区 间 
则 拒绝 原 假设 ;反之 ,接受 原 假 设 . JR) RS Ho: y> 
Ho 时 ,使 用 左 单 边 检验 ,其 拒绝 域 为 (一 2 ,一 zx). 如 
果 计 算出 的 统计 量 U 的 值 落 入 此 区 间 , 则 拒绝 原 假 
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亦 称 双 尾 检验 、 双 


if 
-Hs 0 vus 


设 ; 反 之 ,接受 原 假 设 . 

单 尾 检验 (one-tailed test) B ^28 uy js us". 

单 侧 检验 (Cone-sided test) Bl“ Hid WR”. 

右 单 边 检 验 (right one-sided test) 见 “ 单 边 检 
验 ” 

左 单 边 检验 (left one-sided test) ” 见 “ 单 边 检 
验 ” 

T 检验 (7-test) 一 种 参数 检验 . 即 正 态 总 体 
方差 未 知 时 检验 其 数学 期 望 的 一 类 显著 性 检验 . 假 
E REF, A ARA ESA A N Cu, o^) , 而 e 
—(8,,6,,-,£,) fé BRP A BA n 的 一 个 随机 样 
本 ,样本 均值 为 和 ,在 辟 检 验 中 总 体 方差 是 已 知 的 ， 
但 在 通常 情况 下 这 个 要 求 是 难于 满足 的 ,一 个 很 自 
然 的 想法 就 是 用 o 的 无 偏 估计 量 SAREE. MW 
检验 统计 量 
服从 自由 度 为 ”一 1 的 上 上 分布, 上述 检 验 称 为 了 检 
验 .TT 检验 可 对 数学 期 望 y 进行 显著 性 水 平 为 a 的 
假设 检验 : 

1. 原 假设 Ho: uro, FE ARA 


S 
EI Ep ^ rcge 
à vV n 


2 原 假 设 Ho: KÈ po ,拒绝 域 为 


S 
ES 0 ta . 
Ho — te 
3. 原 假 设 Hy: y= no 3B ARA 
S 
& 一 0 = a/2 . 
| Lo | laj "m 


上 述 检验 都 称 为 了 检验 .其 中 临界 值 Lo A 
是 ”一 1 的 上 分 布 的 上 wa 分 位 数 , 其 具体 数值 可 从 上 
分 布 表 中 查 得 . 
若 检 验 涉 及 两 个 正 态 总 体 N (m, 0) F N Cos, 
0^) ,但 它们 的 方差 相同 时 , 原 假设 为 Ho : y= p 的 
检验 也 可 以 用 了 检验 ,这 时 检验 统计 量 为 
"i = | ERD, 
V (n, — DS! + m — DS} REC 
RB E, 5151.52 分 别 是 取 自 两 个 正 态 总 体 其 容量 
检验 常用 于 小 样本 的 检验 ,其 检验 统计 量 了 
是 20 世纪 初 由 英国 统计 学 家 艾 塞 特 (Gosset, W. 
S. ) 于 1908 年 以 学 生 (student ) 为 笔名 发 表 的 关于 
精密 样本 论 的 研究 论文 中 给 出 的 ,因此 被 命名 为 学 
AE AY dg , 亦 称 上 分 布 ， 
t 分 布 (i-distribution) 见 “7 检验 ” 
学 生 分 布 (student distribution) 见 “ 人 检验 ” 
Él Hi RE (degrees of freedom) 统计 学 的 基本 
概念 之 一 . 常 指 样 本 内 能 随意 变动 的 变量 的 个 数 ,用 


符号 df 表示 . 一 个 随机 变量 的 目 由 度 (d 力 是 自由 
观测 值 的 个 数 , 即 样本 大 小 ” 减 去 由 该 样本 佑 计 的 
参数 的 个 数 v BI df=n—v. 例如 ,对 于 期 望 为 aJI 
差 为 1 的 正 态 随机 变量 4 的 n WMI 3.6. 
… ,6,, 统 计量 


X eni c: bc E 3L 
i=1 


服从 自由 度 dj 一 ”一 1 的 入 分 布 ,因为 以 5 估计 a, 
从 而 减少 一 个 自由 度 . 

下 检验 (F-test) 一 种 参数 检验 . 即 检 验 两 个 
正 态 总 体 中 方差 的 大 小 关系 的 一 类 显著 性 检验 . 假 
设 检 验 中 ,涉及 两 个 正 态 总 体 N Cr , o1) ffl N Cui, 
02) , M E= (6£,,6,*, 6, ) 和 N= MNs sM, 2 2) BM 
是 取 自 两 个 总 体 且 容量 各 为 mm 和 n; 的 随机 样本 ， 
它们 的 样本 均值 分 别 为 &,7, 样 本 方差 分 别 为 S1, 
S52, 则 检验 统计 量 下 二 S1/Sz 服从 自由 度 为 (ni 一 1， 
nz 一 1) 的 下 分布 .上 述 检验 称 为 F 检验 .关于 比较 
总 体 方 差 ci M 02 的 大 小 关系 的 原 假设 ,有 以 下 几 种 
显著 性 水 平 为 a 的 检验 : 

1. 原 假设 Hy :o( 202, BIB EROS Si/SI<F _.. 

2. 原 假设 Hoo} 07, BIB EROS 51/5; F.. 

3. 原 假设 Hoioi— oi BIB RN S/S >F, nN 

S So Sede ie uos 

其 中 PF. EA BBEX G;—1,m DR F rds ig 
上 e 分 位 数 , 具 体 数 值 可 从 五 检验 临界 值 表 中 查 
得 . 

X 检验 (X-test) 利用 六 统计 量 进行 检验 的 
方法 . 常用 的 有 方差 显著 性 检验 , 拟 合 良好 性 检验 ， 
独立 性 检验 等 .例如 ,对 总 体 服 从 正 态 分 布 
NG ) ,其 数学 期 望 4 未 知 时 对 总 体 方差 0^ 进行 
检验 . 设 6 一 (6 ,所 6) 是 从 总 体 抽取 的 容量 为 n 
的 随机 样本 , 则 所 采用 的 检验 统计 量 


>) — &)? 
Y: — izl 元 
服从 自由 度 为 n 一 1 的 x 分布. 上 述 检 验 称 为 X du 
Jy. 其 中 样本 均值 ,oi 为 已 知 数 . 给 定 显著 性 水 平 
a, 要 对 原 假设 Ho =o 进行 检验 ,因为 ORE 
不 对 称 的 ,对 于 给 定 的 显著 性 水 平 ,由 


PO Ay —-1- $ RPO ZA) - 


确定 临界 值 EE 
它们 可 由 分 布 临 
界 值 表 查 出 .图 中 阴 
影 部 分 表示 拒绝 域 . 
于 是 , 可 用 统计 量 
X 进行 对 0 By 


C1) 


a 


2 


参数 估计 与 假设 检验 


验 . 由 样本 观察 值 算出 x PCIE 24 X LA X Y'— 
À; FT IB ZR Ec Ho, 24 ALLY! AS 时 ,接受 原 假设 
Ho. WE Ph XH, : >o 8X Hy? o^ Sop 也 可 用 上 述 
统计 量 , 取 不 同 的 拒绝 域 进行 检验 . 

X Re Se OR 7 i) (Pearson, K. ) 于 1900 年 首次 
提出 , 故 x SLIP LA RRMA. 

皮尔 还 公式 (Pearson formula) W“ Eus. 

拟 合 良好 性 检验 (test of goodness of fit) JR 
称 拟 合 优 度 检验 .一 种 常用 的 x 检验 . 指 假 设 检验 
中 ,检验 总 体 分 布 为 某 一 个 或 某 一 类 具体 分 布 
Fis OWS Pe RIED BR. 最 常用 的 拟 合 良 好 
性 检验 有 x 拟 合 良好 性 检验 . 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检 验 
AF. 这 些 检验 法 都 属于 非 参 数 检验 . 

拟 合 优 度 检 验 (test of goodness of fit) 
合 良 好 性 检验 ” 

X 拟 合 良好 性 检验 (和 X test of goodness of fit) 
一 种 常用 的 拟 合 良 好 性 检验 . 指 假设 检验 中 ,用 天 
统计 量 来 检验 总 体 是 否 服 从 某 个 已 知 分 布 ,或 是 否 
服从 某 一 类 分 布 {fo,9EB), 其 中 09 为 未 知 参数 ,0 
为 2 的 所 有 可 能 取 值 的 集合 ( 称 参数 空间 ). 例如 ,在 
检验 总 体 是 否 服 从 已 知 分 布 C(x) 的 问题 中 ,把 总 体 
分 为 k 个 两 两 无 公共 点 的 区 间 [a,ai41), 求 出 样本 
观察 值 落 入 每 个 小 区 间 的 观测 频数 7; 和 理论 频数 

Bw = nF Cla) — F(a) ] G = 1,2,+5k), 
其 中 为 样本 容量 . 然后 计算 检验 统计 量 
yi y oe LEM 

X; F(Gu)0—F(a220,:—1,2,:,E, W) 34 nook, 
X^ 的 渐 近 分 布 是 日 由 度 为 £ 一 1 的 分 布 .于 是 在 
样本 容量 相当 大 时 ,可 以 从 x 分布 表 查 得 Xx 的 
上 a 分 位 数 X&4_w, 即 可 得 到 检验 显著 性 水 平 为 a 
HJ TR 46 IR (7 2 Y E RC Hy 为 检验 总 体 服 
A rdg iE F0 EO, 0 为 未 知 参 数 ,而 8 为 9 的 参 
数 空间 ,只 要 在 计算 理论 频数 7; 时 ,用 9 的 极 大 似 
然 估 计量 2 代替 2 计算 x 统计 量 ,也 可 得 到 类 似 的 
拒绝 域 .但 此 时 渐 近 分 布 的 自由 度 为 & 一 /一 1, 式 中 
/为 2 中 独立 参数 的 个 数 .大 拟 合 良好 性 检验 对 任 
何 分 布 都 适合 . 

X AA BB TUER E d BR R te Pearson, K. ) F 
1900 年 首次 提出 , 它 是 检验 多 项 分 布 的 一 种 大 样本 
方法 . 后 来 , 费 希 尔 (Fisher,R.A. ) 对 其 作 了 改进 . 

独立 性 检验 (independence test) ZR ERAI EX X 
独立 性 检验 .一 种 常用 的 Xx 检 验 . 指 关 于 两 种 指标 
分 类 独立 性 的 一 种 非 参 数 检 验方 法 .假设 有 一 个 容 
量 为 ”的 样本 ,可 按 4,B 两 种 属性 分 类 ,其 中 按 A 
种 属性 分 为 Ai, Az. A, H r 类, 按 B 种 属性 分 为 
Bi, Bs, B, it k 类 , 排 成 具有 r ÍT k 列 的 表 如 下 : 
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即 “ 拟 


概率 论 与 统计 学 初步 


此 表 称 为 r+X& 列 联 表 . 表 中 ni 表示 样本 中 按 属性 A 
取 值 为 第 i 部 分 , 按 属性 B 取 值 为 第 ;部 分 的 观察 
ETA = 1,250 sr; fH1,2,°° 5k). X 


则 可 用 列 联 表 中 数据 检验 属性 4 与 属性 B 是 否 独 
立 ,并 按 如 下 步骤 进行 : 

1. 建立 原 假设 Ho: bi pz. pio pe 分 别 表示 属性 
A 和 属性 B 的 待 检验 特性 . 

2. 将 列 联 表 中 数据 代入 检验 统计 量 


r= n2, » ES 
进行 计算 . 此 统计 量 渐 近 地 服从 自由 度 为 
df 一 人 一 1)(R 一 1) 

的 X^ aa. | 

3. 在 取 定 的 显著 性 水 平 为 a 的 情况 下 , 查 X 分 
布 数值 表 ,确定 检验 临界 值 Xara. 

4. 夺 久之 Xiay.w, 拒 绝 原 假设 ;反之 ,接受 原 假 
设 . 


万 差分 析 与 回归 分 析 


方差 分 析 (analysis of variance) ” 亦 称 变异 数 
分 析 , 又 称 离 势 分 析 . 统计 学 中 分 析 试 验 数据 的 一 种 
基本 方法 .在 科学 实验 和 生产 实践 中 ,造成 试验 数据 
差异 的 原因 可 分 为 两 个 方面 :一 方面 是 由 于 试验 条 
件 不 同 造 成 的 差异 , 称 为 条 件 误 差 ; 另 一 方面 是 由 于 
存在 偶然 因素 带 来 的 差异 , 称 为 试验 误差 . 为 了 确定 
某 种 条 件 对 试验 结果 影响 的 大 小 ,需要 在 该 种 条 件 
的 多 个 水 平 之 下 ,进行 多 次 试验 ,取得 数据 . 再 进行 
误差 分 析 , 分 出 条 件 误差 和 试验 误差 ,并 将 两 者 进行 
比较 ,然后 做 出 这 种 条 件 对 试验 结果 的 影响 是 否 显 
著 的 结论 . 这 种 分 析 误 差 的 方法 , 称 为 方差 分 析 . 按 
所 考虑 的 条 件 或 因素 个 数 的 多 少 可 分 为 : 单 因 素 方 
差分 析 、 双 因素 方差 分 析 和 多 因素 方差 分 析 等 .方差 
分 析 是 费 希 尔 (Fisher,R. A. ) 于 1923 年 所 创 , 已 成 
为 统计 分 析 的 常用 方法 . 

离 势 分 析 (analysis of dispersion) 
析 ”. 

& {F iR Æ (conditional errors) 
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即 “方差 分 


见 “ 方 差分 


pr. 

in, 4 iR Æ experimental errors) 51, "方差 分 
br. 

单 因 素 方 差分 析 (analysis of variance of sin- 

glefactor)” 亦 称 单 向 方差 分 析 , 又 称 一 元 方差 分 
DT. 一 种 常用 的 方差 分 析 . 它 是 从 影响 试验 结果 的 某 
些 因 素 中 , 找 出 一 个 因素 作为 造成 条 件 误差 的 因素 ， 
其 他 因素 都 看 做 带 来 试验 误差 的 因素 . 这 样 把 试验 
所 得 数据 , 按 造成 条 件 误 差 的 因素 的 水 平分 为 若干 
组 , 称 为 样本 组 . 对 这 些 样本 组 的 平均 数 之 间 差 异 的 
显著 性 进行 方差 分 析 , 称 为 单 因素 方差 分 析 . 假设 
Xis Xost, Xm 是 相互 独立 的 服从 正 态 分 布 Nu, 
DR m 47H TR [R] DT 25 07 ELM CX Xs Xin) 
是 第 i 个 总 体 X; 的 容量 为 n HHA, I; G-1,2, 
inis m;j—1.2,:,n E X; 的 第 J 次 试验 结果 ,要 求 
由 试验 得 到 的 m 个 样本 值 检 验 原 假设 Ho: jp =e 
= =n, 由 于 方差 分 析 的 计算 过 程 较 繁 , 须 按照 一 
定 程序 进行 . 其 计算 步骤 和 公式 如 下 : 

1. 计算 总 平均 值 ( 即 全 部 观察 值 的 平均 数 ) 


X- L3 x. 
.计算 总 离 差 平方 和 


D 


.计算 组 间 离 差 平方 和 
Q, = 23 (X; eS XX. 
.计算 组 内 离 差 平方 和 


m 


Qu > OS 

. 计算 组 间 平 均 离 差 平方 和 

Q,/ (m — 1). 
. 计算 组 内 平均 离 差 平方 和 

Q,/m(n — 1). 
.计算 检验 统计 量 
QUO — 1) 
Q,/m(n — 1) 
Sit FARM Bw EEA m—1,m(n—-1)) BS F 4 
布 .于 是 按 选 定 的 显著 性 水 平 e 去 查 下 检验 表 , 找 
出 检验 临界 值 ,进行 比较 ,做 出 显著 性 的 判断 . 当 
F『 放 时 ,做 出 拒绝 原 假 设 的 判断 , 即 认为 该 因素 对 
试验 结果 的 影响 是 显著 的 . 否则 作 相 反 判 断 . 这 里 的 
Q 反映 了 总 的 试验 误差 的 大 小 ,Q; 则 反映 了 条 件 
误差 的 大 小 .Q=Qi 十 Q:, 即 总 误差 是 这 两 种 误差 之 
Al. 而 统计 量 F 则 大 致 上 反映 了 这 两 种 误差 的 比值 
Q;/Qj 的 大 小 . 因而 在 到 的 观察 值 较 大 时 ,说 明 条 件 
误差 相对 于 试验 误差 较 大 ,在 这 种 情况 下 ,一般 应 认 
为 该 因素 对 试验 结果 影响 显著 . 这 是 对 方差 分 析 方 


ww 


A 


c1 


jo» 


~] 


r= 


法 的 直观 粗糙 的 解释 . 

单 向 方差 分 析 (analysis of variance of single- 
即 “ 单 因素 方差 分 析 ”. 

一 元 方差 分 析 (univariate analysis of variance) 
即 “ 单 因素 方差 分 析 ”. 

双 因 素 方 差分 析 (analysis of variance of two 
factors) 一 种 常用 的 方差 分 析 . 当 影 响 试验 结果 的 
因素 有 两 个 时 ,应 用 统计 学 理论 ,按照 试验 所 得 的 样 
本 值 去 分 析 这 些 因 素 对 试验 结果 的 影响 是 否 显著 的 
方法 , 称 为 双 因 素 方差 分 析 . 它 可 以 分 为 两 种 情况 : 
一 种 是 不 考虑 这 两 个 因素 间 的 相互 影响 及 作用 ,为 
无 交互 作用 的 ; 男 一 种 是 考虑 这 两 个 因素 间 的 相互 
影响 和 作用 ,为 有 交互 作用 的 .它们 的 基本 方法 分 述 
mF: 

1. 无 交互 作用 的 双 因 素 方 差分 析 . 设 欲 分 析 因 
素 和 A4,B 对 试验 结果 的 影响 ,可 取 因 素 4 的 和 个 水 
Æ A1, An RAK BW n 个 水 平 Bis Bst, 
B, Tk 8 2H KOR BA, BDZ PHA — KA US 
BUE x, G—1.2, mij 1.2.7 o0. 3X 8 zi; 都 
可 看 做 相应 的 随机 变量 (母体 )X;; 的 抽样 . 假定 每 个 
X;; 服 从 方差 相同 的 正 态 分 布 NC(p;,0), 则 需要 检 


factor) 


验 的 假设 是 : 

Hy ty. = fas mtt m Hn. = Hs 
其 中 Hi. E (lss m), 

i m 

poo 24 Da pejs 

oot ft. Seg FH Ben bs 
其 中 Hj "PL l, 23° en), 

oom 

PUT IW = c us 
4 Ay RRS LEAR 4 的 不 同 水 平 下 试验 


结果 差别 不 大 ,于 是 做 出 因素 4 对 试验 影响 不 显著 
的 判断 ,否则 作 相 反 判 断 . 为 检验 假设 五 需要 建立 
统计 量 : 


F, = Qf/ m a 1) 


Q:/(m — Dn — 1)’ 
HH Qisna), (zi. — 2), 
i=] 


Qr = >) >》 Cty — X. — E44 xy. 


i=) j=] 


可 证 Fa 服从 自 由 度 为 (mm — 1, Gn—1)G— DOS F 
分 布 . 如 果 相 应 于 显著 性 水 平 e Bud A EO Fa M 


方差 分 析 与 回归 分 析 


4 F,>F, 时 拒绝 原 假设 Ho ,fa 过 FF。 时 接受 原 假 
it 0, 类 似 地 可 建立 统计 量 ， 

Qs/ nO— 1) 
Qr/ (m — DD — 1)’ 


其 中 Qa = m >) (Zy — D), 
而 =F Mee 
(其 余 如 Qsz, 同 前 ) 以 检验 假设 Hoos Fs 服从 上 自由 
度 为 4 一 1,《m 一 1)(n 一 1)) 的 下 分 布 .从 而 同 理 可 
判断 因素 B 对 试验 结果 的 影响 是 否 显著 . 

2. 有 交互 作用 的 双 因 素 方差 分 析 . 这 时 不 同 的 
是 ,为 了 判断 因素 A,B 的 交互 作用 对 试验 结果 的 影 
Ws] » 必须 在 它们 的 各 个 水 平 的 搭配 (4 B) = 1,2, 
,M3;J 二 1，2,…,n), 都 进行 多 次 试验 ( 设 为 p 次 ， 
Pp 之 2). 设 全 部 试验 数据 为 (zin} Aim, 1<j<n, 
1 志 k 志 pp), 它 们 分 别 取 自 方差 相同 的 正 态 母体 入 
(ji,0 ). 这 时 需要 检验 的 假设 除了 无 交互 作用 情形 
的 Ho» Ho Zab XS 

Huit. d fy — iy = Ht 
(1x ix m.,lejzeln,.]bx kx p) 
拒绝 或 接受 假设 Hos ,分 别 给 出 因素 ALBLAX B 对 
试验 结果 的 影响 显著 和 不 显著 的 判断 . 为 了 检验 这 
三 个 假设 Has, Hos Hos Bras BS EIT SIT E 与 前 
TE A AIA. 这 时 ,为 检验 A. Asie 
F S 4/ (n — 1) 
^  Sy/mn(p — 1)’ 

ERRA A fa RE Gn — 1 mn Ce — 0I] F fp. AES US; 
Hn] HAE 


F= 


ke = 


Sg/ (n =) 
Sg/mn(p — 1)’ 
ERRA B hE 1, mn Cp — DO K F ^r. ARK 
于 ws 需 用 统计 量 
Saxs/m — 1)(n— D 
SE/mnlp — 1) : 
C BRA B B BE Coa — 1) O1— Domn Cp — DO RS F ^r 
fg. 其 中 


Pays 一 


7 一 ] j=l 
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- 1 _ ] ANON 
ud pute T= mnp 4 2; 2; 2,20 
以 上 的 Sa,Ss,Saxgs 和 SE 与 试验 数据 的 离 差 平方 和 
Q= > (zj 一 元)2( 无 交互 作用 时 ) 


i=] j=l 


BY Q = Y p > (xij P 元 )2( 有 交互 作用 时 ) 


t=] 7 一 ] &-1 


有 很 简单 的 关系 ,Q=Qas 十 Qs 十 Qr (无 交互 作用 ) 或 
Q 王 Ga 十 Qs 十 Qaxs 十 Qr. 因此 ， 由 直观 分 析 可 见 ， 
Qa 和 Qs 分 别 反 映 了 因素 A 和 BB 水平 的 变化 引起 
的 误差 ,Qaxs 反 映 了 因素 A I B 交互 作用 引起 的 谍 
差 , 而 Qe 则 反 蜡 了 随机 因素 引起 的 误差 . 从 而 上 述 
的 统计 量 fa ,Fgp,Faxs 反 映 了 各 种 条 件 误差 与 试验 
误差 相 比 的 大 小 ,由 其 取 值 能 够 判断 试验 条 件 的 变 
化 对 结果 有 无 显著 的 影响 . 这 是 从 直观 上 对 双 因 素 
方差 分 析 方 法 的 粗糙 解释 . 

回归 分 析 (regression analysis) 统计 学 的 一 
个 分 支 . 又 是 统计 学 中 处 理 两 个 或 多 个 随机 变量 之 
间 相 关 关 系 的 一 种 数学 方法 . 对 于 相关 的 随机 变量 
(参见 “相关 ”及 “相关 系数 ”) ,虽然 找 不 出 它们 之 间 
的 确定 性 关系 ,但 在 大 量 的 偶然 性 中 蕴藏 着 必然 性 
的 规律 ,可 以 用 统计 的 方法 在 大 量 的 实践 和 观察 中 
找到 这 种 规律 . 这 类 统计 规律 称 为 回归 关系 . 有 关 回 
归 关 系 的 计算 理论 和 方法 称 为 回归 分 析 , 它 已 发 展 
成 为 统计 学 的 一 个 重要 分 支 , 在 工农 业 生 产 和 科学 
研究 中 都 有 广泛 的 应 用 . 研究 两 个 变量 间 的 回归 关 
系 称 为 一 元 回归 分 析 , 确 定 多 个 变量 间 的 回归 关系 
称 为 多 元 回归 分 析 . 回归 分 析 的 主要 内 容 是 : 

1. 从 试验 或 观测 数据 出 发 ,确定 适当 的 回归 方 
程 ,或 检验 某 种 确定 的 回归 方程 是 否 合用 . 

2. 对 回归 方程 中 的 未 知 参数 进行 估计 . 

3. 检验 有 关 这 些 参数 的 假设 . 

4. 对 随机 误差 s 的 影响 程度 进 
的 是 估计 e WAZ o. 

5. 利用 已 建立 的 回归 方程 进行 预测 和 控制 ， 

回归 是 高 尔 顿 (Galton F. ) 在 1889 年 发 表 的 有 
关 遗 传 学 的 论文 中 首次 提出 的 . 他 在 研究 祖先 与 后 
代 身 高 之 间 的 相互 关系 中 ,发 现 后 代 的 身高 有 返 归 
种 族 平 均 高 度 的 趋势 ,他 把 这 种 趋势 命名 为 回归 原 
理 ,此 即 回归 在 遗传 学 上 的 含义 .在 统计 学 中 回归 一 
词 的 含义 已 扩展 为 :凡是 由 一 个 变量 的 变化 推测 另 
一 变量 的 变化 ,都 可 称 为 回归 . 

回归 关系 (regression relation) 

线性 回归 (linear regression)” 亦 称 直 线 回 归 . 
回归 分 析 中 最 基本 的 情形 . 设 有 个 变量 XiX, 
s X, 和 随机 变量 Y, 而 Y 的 值 可 以 分 解 为 两 部 分 ， 
一 部 分 是 由 于 Xi;(i 二 1,2,…,k) 的 影响 ,表示 为 
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行 估 计 , 最 常用 


见 “ 回 归 分 


FOX Xo Xs Bir Bost ) of AG A wR MBA 
回归 函数 . 其 中 B,(i1==1,2,…,p) 是 由 观察 数据 估计 
的 未 知 参 数 . 男 一 部 分 是 随机 误差 e. 故 一 般 的 回归 
模型 可 表示 为 Y= f OX, X, ORAE C C 
+e. 通常 回归 方程 可 由 所 研究 问题 的 有 关 理 论 
出 ,或 根据 经 验 数据 和 数学 处 理 上 去 选择 . 最 党 
形式 是 Y= 二 Bo 十 B1X1 十 BX 十 … 十 BiXi, 它 是 待定 
参数 Bor Bist ,Be 的 线性 函数 , 故 称 为 线性 回归 ,Pi 
称 为 Y 对 X; 的 线性 回归 系数 ,i 二 1,2,…,k. 寻求 各 
种 回归 中 未 知 参 数 的 有 力 工 具 是 最 小 二 乘法 . £e 
归 eR XY FOX» Xoo Xas Bis Boo ,ps) 不 是 未 知 参 
BX Bis Bests B, 的 线性 函数 时 , 则 称 此 回归 为 非 线 
性 回归 . 当 线 性 回归 中 的 自 变量 X 的 个 数 & 一 1 时 ， 
则 称 此 回归 为 一 元 线性 回归 k= 2 时 称 为 二 元 线性 
回归 ,4 之 2 时 称 为 多 元 线性 回归 . 

直线 回归 (line regression) ” 即 “ 线 性 回归 ”. 

非 线性 回归 (nonlinear regression)” 见 “线性 
回归 ”. 

一 元 线性 回归 (univariate linear regression) 
见 “ 线 性 回归 ”. 

散布 图 (scatter diagram) 亦 称 散 点 图 ,又 称 
分 布 图 . 表示 随机 变量 Y 与 自 变量 X 之 间 相关 关系 
的 图 形 . 设 XX 与 Y 代表 两 个 有 相关 关系 的 变量 ,对 
T A 变量 X 的 一 组 不 全 相同 的 值 Lis Tzs?” uy = 
X—32;,G—1,2, nm) REPLY 所 取 的 值 为 y;， 
i 二 1,2,…,n, 这 样 就 得 到 n 对 样本 观察 值 (xi ,1)， 
(zyy)， (tae on). 在 平面 直角 坐标 系 中 , 诸 点 
Gi» y (i 二 1,2,…,n) 的 散布 位 置 所 构成 的 图 形 称 
为 散布 图 .两 变量 X 与 了 之 间 的 相关 形态 与 程度 如 
何 , 可 从 散布 图 中 得 到 近似 的 认识 . 

散 点 图 (scatter diagram) 即 “ 散 布 图 ” 

分 布 图 (scatter diagram) ” 即 “ 散 布 图 ”. 

回归 直线 (regression straight line) 线性 回归 
的 几何 表示 . 指 两 个 变量 间 的 回归 关系 为 线性 关系 
时 ,回归 方程 的 图 形 . X.Y 是 两 个 随机 变量 ,如 果 
由 (X,Y) 的 一 组 观察 数据 (zi,y;) (二 1,2,…,n) 作 
出 的 各 点 大 致 散布 在 某 一 条 直线 附近 , 便 可 设 XY 
之 间 的 回归 关系 为 线性 关系 ,回归 方程 为 Y= 二 a 
十 bX. 回归 分 析 将 给 出 在 某 种 意义 下 a,b 的 最 佳 数 
值 ,从 而 大 致 确定 和 与 了 的 关系 . MAX SY WR 
系 确实 是 Y==a 十 bX, 则 当 XX 取 值 x; 时 Y 的 值 应 为 
二 a 十 bxi, 它 与 相应 的 观察 值 y; (i 二 1,2,…,n) 之 
间 的 总 侦 差 可 由 


er Soy — 30 = 3 ica 


的 大 小 反映 出 来 Te HW FE a,b F 可 以 取 的 所 有 数值 
当中 , 取 使 得 Q(a,6b) 达 到 最 小 值 的 那 一 组 . 这 种 确 
XE a.b 的 方法 称 为 最 小 二 乘法 . 按照 求 极 值 的 方法 


ALA :a=y—bz, KP 


9 — ira 209 , 
5G — Dy — 7) I 
b= 二 -一 — e 
Ls 
I up 


(Ly 和 1 分 别 表示 最 后 一 一 式 的 分 子 和 分 母 ). 实际 计 
算 中 ,可 先 算 6 后 算 a. 

相关 系数 的 检验 (test of correlation coeffi- 
cients) ”线性 统计 推断 中 对 相关 系数 的 显著 性 检 
验 . 从 回归 直线 建立 的 过 程 知道 (参见 “回归 直线 ”)， 
对 任何 一 组 试验 观察 数据 (x;,y;) (i 二 1,2,…,n) ,不 


管 和 与 了 之 间 是 否 确实 存在 线性 关系 ,都 可 以 用 最 
小 二 乘法 求 得 Y 对 X 的 回归 直线 方程 . VOR X SY 
之 间 根 本 没有 线性 相关 关系 , 则 所 求 得 的 回归 直线 
方程 也 就 没有 实际 意义 了 . 因此 ,必须 用 相关 系数 


= (x; — X) (y;—9) 


进行 显著 性 检验 (其 中 NEUTER 参见 “回归 


HA”). 由 回归 直线 方程 的 建立 过 程 知 
Q= Soe 一 bx;)’, (2) 
— E Q0, 8E O— 905,20, iffi 
=> (y; 50! SO, 


e |e|<1. 由 (2) 式 看 出 ， 当 |p| 越 接近 于 1 时 ,Q 就 
越 接 近 于 0, 说 明 XX 与 Y 越 接近 于 线性 关系 ; 当 |p| 
—] BE. Bl Cry) (i 二 1,2,…,n) 都 落 在 一 条 直线 
上 ; 当 |p| 越 接近 于 0 时, 则 QQ 的 值 越 大 ,这 时 XX 与 
Y 之 间 有 非 线 性 关系 或 者 无 关系 .因此 ,|121 的 大 小 
反映 了 X 和 Y 之 间 的 关系 与 线性 关系 接近 的 程度 ， 
而 这 只 有 在 对 相关 系数 o 进行 显著 性 检验 后 才能 判 
定 . 其 检验 步骤 如 下 : 

1. 将 试验 所 得 样本 观察 值 (xi,yi) (i 二 1,2,…， 
2) 列 表 整 理 后 代入 (1) 式 计算 相关 系数 o. 

2. 给 定 显 著 性 水 平 a(a=0. 01 或 0.05), 按 自 
由 度 df=n—2 的 数值 从 相关 系数 检验 表 中 查 出 相 
应 的 临界 值 2.. 

3. 比较 12| 与 e. NK. A Lol Zo MAA X 
与 了 之 间 存 在 线性 相关 关系 ,并 称 o 在 水 平 下 显 
著 ; 若 1p| 过 ps, 则 认为 XX 与 Y 之 间 不 存在 线性 相关 
关系 ,并 称 o 在 水 平 下 是 不 显著 的 . 


有 些 问 题 不 要 求 做 出 回归 直线 ,只 需 了 解 变量 


万 差分 析 与 回归 分 析 


间 是 否 线 性 相关 ,就 可 用 样本 相关 系数 检验 . 

F Fe Ex AE Æ (residual standard deviation) 统 
计 学 的 基本 概念 之 一 . 因 变量 Y 与 拟 合 的 回归 方程 
在 x, 处 的 值 之 差 的 平方 和 


»IS — y)? = Yo ba — a — bx)! = bl,, 
称 为 回归 平方 和 ， 它 是 由 自 变 量 X 的 变化 而 引起 
的 . 又 

CLE ui m bg 


称 为 剩余 平方 和 ,或 称 残 差 平方 和 , 它 是 由 试验 误差 
以 及 其 他 未 加 控制 的 因素 引起 的 , 它 的 大 小 反映 了 
试验 误差 及 其 他 因素 对 试验 结果 的 影响 . 剩余 平方 


和 除 以 它 的 自由 度 所 得 的 商 
» Cy; = x)? 
Sa n c ' 


称 为 剩余 方差 ,或 称 剩 余 均 方 . 它 是 排除 了 和 对 了 
的 线性 影响 后 (或 者 说 当 X 固定 时 ), 衡 量 Y 随机 波 
动 大 小 的 一 个 估计 量 . 它 的 值 愈 小 ,表示 所 建立 的 回 
归 方 程 愈 符合 实际 . 它 的 算术 平方 根 


称 为 剩余 标准 y 
差 , 它 描述 回归 
直线 的 精度 ,可 
以 用 来 衡量 所 
有 随机 因素 对 了 
的 观察 值 的 平 “人 
均 变 差 的 大 小 . í = 
对 于 试验 范围 
内 的 每 个 zx, 有 95. 4%% 的 y 值 落 在 两 条 平行 直线 
多 一 2 十 pz 一 23 和 y'—a--bx-- 2s 之 间 ( 如 图 ); 有 
99.7% 的 y 值 落 在 两 条 平行 直线 

y! —a--bx— 3s, y" —a--bx-3s 


.y" =atbr+2s 
a ?一 “十 bx 
vy —adbr—2s 


«Bis 

[2] JH 3E 7; FA (regression sum of squares) Jil 
“剩余 标准 差 ”. 

剩余 平方 和 (residual sum of squares) — JL "3| 
余 标准 差 ”. 

H £ A Æ (residual variance) 
x". 

回归 预测 (regression forecasting) 回归 方程 
的 一 项 重要 应 用 .所谓 预 测 就 是 对 给 定 的 X 值 , 估 
计 Y 值 将 落 在 什么 范围 . 设 变量 X,Y 有 线性 关系 ， 
且 线 性 回归 方程 $= 二 a 十 bx 的 拟 合 度 是 较 好 的 ,但 


由 于 X,Y 并 非 确定 性 关系 , 故 对 任意 zx 一 xzo, 不 能 
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见 “ 剩 余 标准 
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精确 地 求 得 相应 的 Yo f&. 不 过 将 x = Xo RA EVA 
线 方 程 可 计算 出 Yo 的 估计 值 2 一 4 十 pzo, 那 么 用 Yo 
作为 yo 的 估计 值 时 , 需 从 概率 统计 的 角度 确定 其 偏 
ZERALA. 即 当 x 二 zo 时 ,在 给 定 的 显著 性 水 平 
a 下 , 找 出 正 数 6, 使 得 能 够 推断 实际 观察 值 yo 以 1 
— a BTE ORTA TE DX IR] C39 — 0 $97 6 A , Bf 
POH yy EO) — 1, 
当 随 机 变量 X,Y 的 观察 值 为 (zi, yi) t= 152,000, 
在 充分 大 时 ,由 中 心 极 限定 理 知道 ,对 于 每 个 确定 
HJ r= To » Yo 是 具有 某 正 态 分 布 的 随机 变量 . 根据 正 
态 分 布 的 性 质 知 , 此 分 布 的 数学 期 望 为 y, 标 准 差 
近似 等 于 剩余 标准 差 S. 亦 即 随机 变量 yo 近似 服从 
正 态 分 布 N(%%,S), 因 而 它们 之 间 有 下 述 关 系 :区 
间 ESEE yo 的 概率 约 为 68%; 区 间 各 士 2S 包 
人 Yo 的 概率 约 为 95% ;区间 yo 士 39 包含 Yo 的 概率 
约 为 99.71%. 于 是 对 于 任 一 固定 的 z 一 zo, 有 95% 
的 把 握 断 言 区 间 ho — 28. Ho +28) LE yo ,这 个 区 
间 称 为 Y 的 概率 为 0. 95 的 预测 区 间 . 即 
PCH — 28 < yo < $o + 2S) = 95%, 

同样 ,可 以 有 99. 7 6 BO ELS H ei CIR] Cyo — 3S ,yo 十 
35048) & E yo. BH 

P= 38 « yg «9, + 350 — 99.7%. 
由 此 可 见 ,S 愈 小 , 则 从 回归 方程 预测 Y 的 值 就 愈 精 
确 . 因而 可 以 把 剩余 标准 差 作 为 预测 精度 的 标志 . 从 
“剩余 标准 差 " 条 的 图 中 看 出 ,中 间 的 实 直 线 是 由 试 
验 观 察 数据 X SY 得 到 的 回归 直线 y-—a-d- ox. E 
侧 虚 直线 是 y==a 十 bx 十 2;, 下 侧 虚 直线 是 y 二 a 十 
bx — 2s. 则 可 预料 ,在 全 部 可 能 出 现 的 Y 值 中 ,大 约 
有 95% 的 点 落 在 两 条 虚 直 线 所 夹 的 范围 内 . 

回归 控制 (regression control) 回归 方程 的 一 
项 重要 应 用 . 利用 拟 合 性 好 的 回归 方程 对 自 变 量 X 
的 取 值 进行 控制 ,以 确保 Y 值 被 包含 在 指定 的 范围 
内 . 上 述 控制 称 为 回归 控制 . 它 是 回归 预测 问题 的 逆 
问题 . 如 果 和 希望 了 EREE TEE Cy) <A M 
X 值 的 控制 区 间 可 以 从 下 图 中 虚线 所 示 的 对 应 关 
系 确定 . 


y, =a- brt 2s 
y=a-} bx 
y Hat ba—2s 

O ut T 
人 
XY 

yi 一 4 十 zi 一 25 (1) 

y: =a Hbr, + 2s (2) 


up E xis. 但 只 有 yi— yi > 4s 时 ,所 求 控 制 区 间 
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才 有 意义 . 

一 元 非 线 性 回归 (univariate nonlinear regres- 
sion) JR ff — zu Bii ZX [e] UH. 一 种 简单 的 非 线 性 加 
归 . 它 是 将 有 非 线性 关系 的 两 个 随机 变量 进行 适当 
的 变换 ,转化 成 线性 关系 的 一 类 回归 分 析 . 回归 函数 
的 形式 为 Y= 二 A(X BB BOSSES 
Bis Bost 的 线性 函数 . 这 时 由 试验 数据 所 得 诸 点 
(zy ,Ci 二 1,2,…,n) 在 平面 直角 坐标 系 中 的 散布 
图 形成 曲线 . 在 实际 问题 中 ,两 个 变量 之 间 的 回归 关 
系 大 多 数 都 是 非 线 性 的 . 其 中 有 的 可 先 作 适当 的 变 
量 替 换 ,使 两 个 新 变量 成 线性 回归 ,再 应 用 最 小 二 乘 
法 求 出 新 变量 的 线性 回归 方程 ,最 后 还 原 到 原来 的 
变量 , 即 可 得 到 所 要 求 的 一 元 非 线 性 回归 方程 . 这 类 
问题 通常 称 为 化 曲线 为 直线 的 回归 问题 .其 化 法 可 
按 如 下 步骤 进行 : 

1. 确定 和 与 了 之 间 的 内 在 关系 的 函数 类 型 . A 
难于 根据 专业 知识 (从 理论 上 推导 或 根据 以 往 积 累 
的 实际 经 验 ) 来 确定 两 个 变量 之 间 的 函数 关系 时 , 常 
根据 试验 所 得 观察 数 对 的 散布 图 的 分 布 形状 及 其 特 
点 ,选择 适当 的 曲线 来 拟 合 这 些 试验 数据 . 

2. 通过 变量 替换 ,化 曲线 方程 为 直线 方程 ,然后 
用 线性 回归 方法 求 出 它 . 

3. 还 原 到 原来 的 变量 , 即 可 得 到 所 要 求 的 一 元 
非 线 性 回归 方程 . 

最 后 必须 指出 :各 种 回归 方程 的 适用 范围 ,一般 
只 局 限于 原来 观测 数据 的 变动 范围 ,而 不 能 随意 外 
推 . 在 必须 进行 外 推 的 情况 下 ,也 要 十 分 小 心 , 一 定 
要 在 实际 中 对 所 得 结果 进行 检验 ,看 是 否 合 理 . 

一 元 曲线 回归 (univariate curve regression) 
即 “ 一 元 非 线 性 回归 ”. 

二 元 线性 回归 (binary linear regression) 有 
两 个 自 变 量 的 线性 回归 . 设 随机 变量 Y 与 变量 Xs. 
X; 存在 相关 关系 ,车 XX, 固定 时 ,Y 服从 正 态 分 
布 , Gxu za Vi) (二 1,2,… on) FECK, X,Y) Bn Ff 
观察 值 , 亦 可 由 最 小 二 乘法 确定 一 个 线性 回归 方程 

Y=b Fbi Xi 5X; (1) 
ALY 5 XiX 之 间 是 相关 的 ,所 以 把 散布 点 集 Cxi;， 
Tas yi) (i 二 1,2,…,n) 描 绘 在 空间 直角 坐标 系 中 , 则 
这 7 个 点 的 散布 图 构成 一 个 空间 点 集 , 称 为 三 维 空 
间 散 布 图 . FA AA S3 IR AT LAR RUG CX, XDA 
Y 两 者 间 关 系 的 最 佳之 线性 方程 , 即 用 方程 (1 ) 表 示 
的 这 样 一 个 平面 , 它 使 在 诸 点 《xi,xzi) 的 观察 值 y; 
与 相应 了 值 之 间 的 离 差 平方 和 为 最 小 . 称 此 平面 为 
Y 对 XX. 的 回归 平面 .上 述 回 归 分 析 称 为 二 元 线 
性 回归 . 其 中 为 常数 项 ,而 ,2 分 别称 为 Y 对 
X; 5g X, 的 偏 回 归 系 数 . 要 确定 回归 平面 必须 选取 
使 离 差 平方 和 


Q (bo b; 162) = p? Cy; — bo — bx — bz)" 
i=] 


达到 最 小 的 一 组 ,2 b: 用 求 偏 导数 的 方法 可 得 到 
b, +b; sb: 满足 的 正规 方程 组 


= = "Me — by — bx; — bx) = 0, 
: i=l 
B = 3 yi 7 bo d bx m bX 93) Lii = Q, 
1 : 
x d 23 yi — — b,x; — Óyxg)ra = 0. 
一 b, X, 确定 . 其 中 


EA b 由 下 式 :bo =< Y — X, 
X3 Xi De 分 别 为 其 观察 值 Ni s Ai s Toi 的 平均 数 ， Bll 


iN»X a LYNX = 3S 
为 了 简化 上 述 本 方程 组 的 形式 , 令 ， 
li = Met = I| Ma^ 


-X4-l(Nel 
la = la = Mns T Deu) ( Mel: 
by = Dais ~ H Yaw) (Dy) 


lar = Mass — L Dyan} (2194. 


则 正规 方程 组 可 写成 
Libi + Dub; = Lys 
+ lab: = Ly. 
解 此 方程 组 , 则 可 求 得 5 和 6; 的 值 为 : 


LiyL2? — 2rl12 Loyly, — hiyla 

a [jl — li E Dl — liz i 

三 维 空间 散布 图 (tri-dimensional scatter dia- 
gram)” 见 “二 元 线性 回归 ”. 

问 归 平 面 (regression plane) 
Bie 

偏 回 归 系 数 (partial regression coefficient) 
见 “ 二 元 线性 回归 ”. 

正规 方程 组 (normal system of equations) J, 
“二 元 线性 回归 ”. 

复 相 关系 数 (multiple correlation coefficient) 
亦 称 多 重 相 关系 数 . 二 元 以 上 线性 回归 方程 的 显著 
性 检验 中 的 重要 概念 . 在 多 元 线性 回归 中 用 复 相关 
系数 检验 回归 效果 的 好 坏 , 或 者 说 衡量 随机 变量 了 
与 自 变量 XX. Xn 的 线性 关系 的 密切 程度 . 设 
H 变量 X19X29° Xm 和 和 随机 变量 y 是 相关 的 uc 次 
试验 所 得 它们 的 观察 值 为 Cries Leese? 
1,2,…,n), 而 线性 回归 方程 为 


见 “ 二 元 线性 回 


,Tm ya) Ck = 


方差 分 析 与 回归 分 析 


Y = b, + bX, + bX: H n H 5X, 
式 中 bo 为 常数 项 Diss ttt Sb, 为 回归 系数 ， 则 可 用 
样本 观察 值 来 计算 复 相 关系 数 R, 其 计算 公式 为 


> 元 ) (y —y)b; 
» (ye y 


多 元 线性 回归 nil verdes linear regression ) 

一 种 较 复 杂 的 线性 回归 .有 两 个 以 上 (包含 两 个 ) 自 
变量 的 线性 回归 , 称 为 多 元 线性 回归 . 设 影响 变量 了 
的 自 变 量 共 有 m "A a i ot n 次 试 
验 得 到 它们 的 ZARB Coes Lon Lms Ved ok 
=1,2,-+,n. 如 果 变 量 Y 5 Xi, X, X, 之 间 是 
相关 的 , 则 可 用 m 元 线性 回归 方程 了 ==66 十 Bb 六 | 十 
bo Aa hn O aA We. 式 中 的 偏 回归 系数 bos bi sts 
b 必须 满足 下 面 正规 方程 组 

ba = Y — bX, — bX, — + — by Xms 

lb, + Gub; + rn + Dub, = y, 

lb, + loeb, + n + lombn = hy, 


Lb 十 lnb 十 abad 十 PP — l.y- 
— ]l « = 
其 中 了 = 二 Xy X-l 
Us n 
= > (Li 
k=] 


(2,J = 1 ,2，… ,7m), 


i (i —1,2,*,m), 
kel 


= Xi) (ty EE X,) 


ly = X) Cra — X) O — Y) (i =1,2,°*",m), 


Ly = >) — Y)?. 
又 设 上 述 只 合 b, 5625 4D, 的 线性 方程 组 的 系数 矩 


阵 和 其 逆 和 矩阵 分 别 为 
hy 4h c D, 
pe la Lz lom l 
L La od 
Cil Cig Cim 
Lo- Cor- €22 Com 


Cm) C m2 [EN Cin 


则 回归 系数 可 用 向 量 表示 为 6 二 = 2, 其 中 
b= (b; , b; 5° dn Dm) „sly = um CAy of 2s yn) 


ROW IUE ERE 田 范 基 刘 策 GU 
REF KRE PER Rae HRR 
审 阅 刘 秀 芳 KER HO BA 
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A B Tf 号 表 


数学 符号 表 编 写 说 明 


《数学 辞海 ) 第 一 至 五 卷 正文 之 后 , 均 附 有 数学 符号 表 , 提供 读者 查阅 之 用 . 本 表 所 收 符号 比较 齐全 , 除 包 
含 “ 中 国 数学 物理 名 词 委员 会 "审定 的 《数学 物理 符号 表 》 中 的 全 部 数学 符号 外 ,还 收入 了 国内 外 数学 界 已 普 
遍 使 用 的 数学 符号 ,总 共 列 和 人 数学 符号 1158 个 . 

一 些 新 兴学 科 , 如 小 波 分 析 、 分 形 几 何 、 数 理 语言 学 、 机 器 证 明 等 ,都 是 20 世纪 中 叶 以 后 发 展 起 来 的 ,这 
些 学 科 的 数学 符号 在 国际 国内 还 不 统一 ,《 数 学 辞海 ) 将 其 收入 , 仅 供 读者 参考 . 

本 表 所 收 数学 符号 并 非 仅 限于 《数学 辞海 ) 的 正文 ,有 的 符号 虽然 在 本 辞书 的 正文 中 (如 模糊 数学 中 的 一 
些 专 用 数学 符号 ) 未 曾 出 现 , 但 由 于 这 些 符号 已 经 广泛 应 用 于 国内 外 的 教学 .科研 .工程 技术 中 ,因此 亦 作 了 
ií SMR UREE. 

数学 符号 表 的 体例 :数学 符号 表 共 设 五 个 横 栏 RU TEES RE EE AE BE 
备注 栏 . 

数学 符号 的 编排 分 类 :数学 辞海 》 共 六 卷 ,包含 数学 科学 的 100 多 个 分 支 学 科 或 专题 项 目 ,所 涉及 的 数 
学 符号 种 类 繁多 . 为 便于 读者 查找 而 采取 分 类 编排 .因此 ,本 表 将 数学 符号 按 学 科 类 型 分 为 以 下 7 类 : 

1. 算术 与 数论 :算术 中 包括 最 常用 的 数学 符号 ,如 十 ,一 ,X ,一 ,=，, 短 等 , 它 的 应 用 范围 遍及 所 有 分 支 学 
BL. 数论 则 包括 初等 数论 .代数 数论 .解析 数论 .几何 数论 等 . 

2. 逻辑 与 集合 :包括 数学 基础 ,形式 逻辑 数理 逻辑 .集合 论 . 公 理 集合 论 UT STR SS. 

3. 几何 与 拓扑 :包括 平面 几何 .立体 几何 .平面 三 角 \ 球 面 三 角 、 解 析 几 何 、 高 等 几何 、 微 分 几何 、 凸 集 几 
何 、 距 离 几 何 、 一 般 拓 扑 学 、 代 数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 等 . 

4. 代数 学 :包括 初等 代数 、 高 等 代数 ,布尔 代数 、 线 性 代数 与 多 重 线性 代数 、 环 与 代数 、 模 与 同调 代数 、 群 
及 其 推广 , 域 与 伽 罗 瓦 理论 . 李 群 与 李 代 数 .范畴 论 与 代数 天 理论 代数 几何 、 奇 点 理论 与 突变 理论 等 . 

5. 分 析 学 :包括 数学 分 析 、 实 变 函 数论 . 复 变 函数 论 . 多 复 变 与 复 空间 NIRE YE LZ BR AT T ABA US .函数 逼 
近 论 .调和 分 析 ` 流 形 上 的 分 析 、 位 势 论 . 凸 分 析 , 非 标准 分 析 、 小 波 分 析 、 分 形 几何 、 常 微分 方程 . 偏 微分 方程 、 
积分 方程 与 函数 方程 .动力 系统 .特殊 函数 等 . 

6. 概率 统计 :包括 组 合 学 、 概 率 论 、 随 机 过 程 、 统 计 学 等 . 

7. 应 用 数学 :包括 计算 数学 、 模 糊 数 学 、 生 物 数学 经 济 数学 、 数 学 物理 与 理论 物理 .运筹 学 、 系 统 理论 、 控 
制 理论 .通信 和 与 信息 理论 .测绘 学 力学 .天 文学 .数理 语言 学 等 . 

数学 符号 表 的 编排 顺序 :本 表 所 列 数 学 符号 ,大 体 上 按 它 们 在 《数学 辞海 》 中 出 现 的 先后 顺序 编排 . 由 于 
很 多 数学 符号 的 含义 及 使 用 范围 比较 复杂 , 若 要 准确 地 归 人 哪 一 类 ,实际 上 是 很 困难 的 ,因而 制订 下 列 编排 
原则 : 

1. 多 学 科 共 用 符号 ,将 其 编 人 最 和 出 现 的 分 支 学 科 中 . 例如 ,运算 符号 十 ,一 ,X, 二 等 ,是 所 有 学 科 共 用 
的 ,就 编 人 本 表 最 前 面 的 学 科 一 一 算术 中 . 

2. 同形 同 义 的 符号 ,就 只 在 某 一 分 支 学 科 符 号 表 内 出 现 一 次 . 例如 ,符号 “R” 在 集合 论 中 表示 实数 集 , 而 
在 代数 学 和 分 析 学 中 也 表示 实数 集 ,其 意义 是 相同 的 ,就 将 符号 “R” 只 列 人 集合 论 的 符号 表 , 而 在 代数 学 和 
分 析 学 的 符号 表 中 不 再 出 现 . 

3. 同形 而 不 同 义 的 符号 , 则 分 别 列 入 相应 分 支 学 科 . 如 “Im” 在 初等 代数 中 表示 复数 的 虚 部 ,而 在 集合 论 
和 代数 学 中 则 表示 映射 的 像 ,就 将 其 分 别 列 和 各 个 学 科 的 符号 表 中 ;又 如 “8 ”在 应 用 数学 中 表示 高 斯 常数 ， 
在 微分 几何 中 表示 曲率 ,而 在 特殊 函数 中 则 表示 贝克 函数 ,这 样 便 分 别 将 其 列 入 应 用 数学 、 微 分 几何 特殊 函 
数 的 符号 表 中 . 

4. 异形 同 义 的 符号 ,首先 将 (数学 物理 符号 表 ) 中 核定 的 符号 列 入 符号 栏 ,而 将 其 异形 符号 列 和 人 备注 栏 ， 
如 几何 中 将 Rt 二 列 于 符号 栏 ,而 将 曾 用 符 导 rt 二 和 及 一 列 人 备注 栏 ; 其 次 , 凡 目 前 国际 国内 用 法 尚未 统一 的 
异形 同 义 符 号 ,如 代数 中 的 “4 “4 ”都 表示 矩阵 A 的 转 置 矩阵 , 则 一 同 列 于 符号 栏 . 

o. 过 去 用 过 ,而 现在 少 用 或 不 用 的 数学 符号 ,本 表 将 其 列 和 人 备注 栏 , 以 利 读者 阅读 古旧 数学 资料 时 参考 . 
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除 号 ;分 
HY GRO £X 


, 


三 
| 


: 比 ration at:bB[l a tb» 
整除 exact division az 即 整数 4 整除 整数 8 


算 X 和 数 dt 


算术 和 数论 (Arithmetic & Number theory) 


sign of division, fraction 


stroke 


不 能 整除 
眼界 整除 
最 小 公 倍数 
最 大 公约 数 


a Bg n iX 
Jj; GRO 


平方 根 号 


ME 


L 


»*» 


] 


n KRS 


绝对 值 ; 模 
等 号 
不 等 号 
恒 等 号 
小 于 
大 于 或 小 于 
小 于 或 大 于 


小 于 或 等 于 ， 
不 大 于 


大 于 或 等 于 ; 
不 小 于 


远 小 于 
远大 于 
约 等 于 
相当 于 
成 正比 
数值 范围 


数 点 


> 


/N 


"MIHI | "EP 


循环 小 数 


Pd 


nonaliquot 
bound exact division 
least common multiple 


greatest common divisor 


a to the power n 
square root sign 
n-th root sign 


absolute value; modules 
equal sign 

inequality sign 

identity symbol 

less than 


greater than 


greater than or less than 


less than or greater than 


less than or equal to 


greater than or equal to 


much less than 


much greater than 


& d 
正 号 常 可 略 去 不 写 


T 义 或 举例 


例如 , 十 2 即 正 2;ae 十 2 即 a 与 2 相 加 
例如 , 一 1 即 负 1;a 一 5 即 a 与 5 的 差 | 


例如 , 士 2, 即 正 2 Sk f& 2: a — 5 Bl a Jn zx p ^ 


例如 , 干 2 即 负 2 RIE 2: a T P Bl a RIN P 


乘 号 在 括号 前 或 字母 
间 常 可 上 略 去 


例如 ,2 X 3B 23€ 3: a+b Ma Hed 


去 > a/b, Bl a RELL b. 5 分 之 a 


afb 即 整 数 a 不 能 整除 整数 2 


a* || b Bp a^ FERRO, {B a^! ARERR b 
[ai :425*** ,an 表示 整数 Q1 5*2» *** s» On B RD 


a! b. H atl yb 
亦 可 用 LCM 表示 
亦 可 用 GCD 表示 


n= 2,3 Bf , 4) aller 
HREN. 


(a) $:425,*** +n) Ben E A{,sA25%**s An 的 最 大 公约 数 


例如 ,51 BD 5 的 4 次 方 ( 宕 ) 
Ja Pa 开平 广 


lal 表 示 a 的 绝对 值 或 模 亦 可 用 abs a 表示 


a=b BU a>b Ka<xh 


a&b Bl a-bzX ab 


a «b Bl a 小 于 或 等 于 b, 或 a 不 大 于 5 一 般 不 用 符号 “三 ” 


a 之 5b 即 a 大 于 或 等 于 5b, 或 a 不 小 于 5 一 般 不 用 符号 “ 宇 ” 


a X b Bl a xc/ 3r 5 


a»bfBlhaxXkT65 


approximately equal 
equivalent to 
is direct ratio to 


numerical range 


decimal point 


recurring decimal 


曾 用 二 , 现 已 不 用 
曾 用 < , 现 已 不 用 


a =~ b ila HEF 5 
1 cm 全 10 km 表示 图 上 1 cm 相当 于 实际 距离 10 km 
a cob 表示 4 与 5 成 正比 


例如 ,5 一 10 即 由 5 至 10 现 已 不 用 “一 ， 
小 数 点 记 于 个 位 数字 
例如 ,8.59 即 8 又 100 分 之 59 后 的 下 中 
rae 记 于 循环 节 的 首 末 位 
2.4231 即 2.423 123 123 1+ 数字 上 方 


137 


E 
Hk 
i 

à 
5 


C») 圆 括号 | parenthesis 亦 称 小 括号 
C] 方 插 号 square brackets 例如 ,3[5 一 (2 十 1)] 亦 称 中 括号 


无 穷 大 | infinity lim 二 = oc BIBUNT 当 z 趋 近 于 0 时 无 限 地 增 大 | 亦 称 无 限 或 无 限 大 


ME: 
H 

ES 

x 

IN 

ag 


pi 


alib 亦 可 用 a bie :一 


dm 


: TEE. def 
a is definition equal to 5 例如 ,a =b MA ^ ARR a 


& 
| & 
> 
of 
il 
x 


common difference 


m 等 比 数列 任 相 邻 两 项 之 比 〈 后 项 比 前 项 ) 均 相等 ,这 
个 共同 的 比 & 称 为 此 数列 的 公 比 
例如 ,等 差 数 列 a,atd,-+,at+ (n— 1)d,… ,前 nn 项 


之 和 SS, = na + no Ed 7 D 


ea a 例如 , 实 系数 一 元 二 次 方程 ax? 十 bx 十 c= 二 0C(a 关 0) | 利用 A 可 判别 该 方程 
的 判别 式 A = b? 一 4ac 根 的 状况 


表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 例如， 亦 记 为 ent(x), 来 自 
[1.2] = 1, [- 1.2] =— 2 法 文 entier 


只 能 是 0 或 正 的 纯 小 数 , 它 满足 :0 科 (z) < 过 1，| 亦 称 分 数 部 分 记号 ， 
JRi A {x} 


等 差 数 列 任 相 邻 两 项 之 差 ( 后 项 减 前 项 ) 均 相等 ,这 
个 共同 的 差 d 称 为 此 数列 的 公差 


> 
由 


Spn sum of the first n terms 


数列 前 n 项 和 


判别 式 


Elz), [2] | 整数 部 分 记号 


symbol of integral part 


ix 


{x} 小 数 部 分 记号 


symbol of decimal part 


M 
P> 
banm 


例如 ,{1.2} 王 0.2，( 一 1.2) 一 0. 


) 8 
sign of integers summa- 对 不 超过 z BUIESEXE n KA. 例如， 
tion Zn-lt2t3t4t5ct6—2l 


} 


之 整数 求 和 号 
sign of integers summa- RAN F x AIEEE n OK A. 例如 ， 

E SUR do 二 ”一 1 十 2 十 3 十 4 十 5 一 15 
E ah 对 不 超过 x 的 素数 p RA. 例如 ， 

>, 素数 求 和 号 | O L ae MUMPer XZp-icit5éT-di 


对 小 于 z 的 素数 p RA. 例如 ， 
素数 求 和 号 summation oP meee pe ae 


i ivisor s z tn 的 所 有 不 同 因 子 d RA. 例如 ， 


Xp n AAAS d RA. 例如， 
除数 求 积 号 I]=1°2+3+6= 36 


d|6 


sign of prime number 
por 


[n 


A 


sign of divisor mensura- 


tion 


II 
d|n { 

sign of prime divisor Xn MAAR RAF p 求 和 . 例如 ， 
, . ivi XE n 的 所 有 不 同 素 因 子 p RA. 例如 ， 
Il : sign of prime divisor 
A KIRECRPAS mensuration Ii =2+3=6 


求 对 zx; 从 xi EMS) s 的 总 和 , 即 
Za = Xl + I2 + Y + Xn 


总 和 号 sign of grand sum 


IMa 


-. 


sign of continued prod- 


求 对 zx Mx 连 乘 到 x, 的 积 , 即 [av = rire, 


congruence modulo-n 用 nn 除 a 及 5 所 得 余数 相同 


non-congruence modulo- inka 及 45 所 得 余数 不 同 


I ERE 


O 
ec 


a=h(modn) Kin 同 余 


agÉb(modn) | fin KAA 


n 


f(x) 三 g(x) (modp), 即 整 系数 多 项 式 f 与 g 的 对 | 亦 可 记 为 
应 系数 均 模 p AR F(a) =-g (x) (mod p) 
f(a) $ g(x) (modp), Bl f(x) 与 g(x) 的 对 应 系数 | 亦 可 记 为 
WE p ARAN f (a)F2rg (x) (mod p) 


恒 等 同 余 


identity congruence 


4 不 恒 等 同 余 


non-identity congruence 
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符号 
a-i(modn) 


rmodn 


slp | wj |^ 
-——— aaa 


3 [&. 


d(n) 


d, G1) 


a(n) 


ain) 


P(n) 


P(n) 


gcn) 


ACn) 


ACn) 


w(n) 


Nn) 


AC 


mr) 


Xn) 


p(n) 


Un) 


E Cn) 


Nm) 
Cr) 


glr) 


ao 术 和 SD 论 


l : VE 
英文 名 称 E OX 或 o Wi 备 注 


与 a 相 乘 后 用 除 余数 是 1 的 整数 . 例如 ， | - 
2-1(mod 5) = 3, 3-! (mod 4) = 3 这 是 一 个 同 余 类 


包含 r hen 的 同 余 类 .例如 ， 
ulo-n 2 (mod 5) = {( m 8, m 3,2.7.12.***) 亦 称 剩余 类 
residue class ring TR n 的 全 体 剩 余 类 对 类 的 加 法 和 乘法 组 成 的 环 a 


F 1, py1a, 且 4 是 二 次 剩余 (modp) 
EE 


中 文 名 称 


inverse of modulo-z 


Bi n Hw 


congruence class of mod- 


模 n 的 同 余 类 


剩余 类 环 


—l.Pla.H a BOKIRA (mod) 户 为 奇 素数 ,a 为 整数 
0, pla 


勒 让 德 符号 | Legendre's symbol 


if =| 当 m hy ECCE BN 


雅 可 比 符号 | Jacobi's symbol uide 
Gn = piper bis pi EG (m,a) = 1) 


hr 


克 罗 内 克 符 号 | Kronecker's symbol ; r= 


让 德 符号 


除数 函数 divisor function dn) 3X&m n 的 正 因子 的 个 数 .例如 ,4(12) = 6 2o T(n) mk T (n) 
Jh" By 示 


、 generalized divisor func- 1 = YXdi-iGn) 
m 表示 正 整 数 n 的 所 有 正 因数 的 和 . 例如 ， 
除数 和 sum of divisor a= 142494610 JK FY Sn) X 


eneralize sum of divi- aoln) = d(n) 为 除数 
8 TO l daln) = 2.4" 例如 ,03(4) EX 1? T 23 + 43 PR X 30, Cn) = a(n) 为 


SOT 
除数 和 
product of positive divi- 


ETUR RT TERN AES ETTITITUESW. 


1, = n=] 时 ， 
Mobius function co 当 n 能 被 素数 的 平方 整除 时 ， 
(一 1)"， 当 n 为 7 个 相 异 素数 之 积 时 


广义 除数 和 


正 因 数 之 积 PO) = Td. BUSH PCE) —1]1+2+3+6 = 36 


BK hr eg BX 


BK Lt, Nr eR BK 


Inp, n RR p 的 正 乘 方 ; 


Von Mangoldt function | A(n)= rt 其 他 


IR FF PRB 


ie ZH ,若是 一 素数 的 (SOR, 
1 了 = m 
0, 其 他 


THE XXI different prime factor | 例如 ,wo(24) 王 ww(23。3) 王 1 十 1 一 2, 即 24 有 2 个 不 同 
数 个 数 numbers 的 素 因 数 


表示 正 整 数 n 的 所 有 素 因 数 的 个 数 .例如 ， 
素 因数 个 数 0(24) = QU .3) = 3+1=4 


Liouville's function An) (C— 1599 


symbol of the prime | 表示 不 超过 正 实数 x 的 素数 个 数 . 例如 , 00 —4 


对 模 m 之 一 特征 X00 BUE Go 070 =1 时 有 定义 , 且 
X(1) 关 0; FH ab CGnodm), Myla) =x) s X lab) = 
X(a)HXCH) 
把 正 整数 分 成 若干 个 正 整 数 的 和 , 称 为 n 的 一 种 分 
整数 分 拆 函 数 H p(n) 表示 分 拆 的 种 数 .例如 ,加 (4) = 5. BRE 

分 拆 中 的 加 数 不 超 过 7, 则 这 类 分 拆 数 以 pn) 表示 


奇 分 折 | odd partition U G0 为 把 n 分 为 奇数 个 互 异 数 之 和 的 分 拆 数 DS 
[RAE | even partition E(n) 为 把 ”分 为 偶数 个 互 异 数 之 和 的 分 拆 数 a: 


曼 戈 尔 特 
PR IX I 


Von Mangoldt function 
] 


prime factor numbers 


XI] HE AR eR BK 
素数 个 数 符号 


numbers 


若 (nym) > 1 AT, 
X(n) = 0 


characteristic function 


特征 函数 


integral partition func- 


tion 


将 所 有 线性 型 依 modm 分 类 , 则 分 类 的 个 数 称 为 模 
m AE. GER m 对 应 于 方 阵 4, 则 NOn) —detA 
Chebyshev function 9(X) 表 示 对 不 大 于 z 的 素数 的 对 数 求 和 

E Inp, fj AGO AB XR REPRE 


p" <ar 


模 m we moment of module m 
切 比 雪夫 函数 


WER pw RK 


d) = Aln) = 
NE 


Chebyshev function 
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数 学 符号 表 


L ES 
E 左 结 合 left association A ——B 表示 存在 模 方 阵 U ,使 4 = 二 UB, 并 称 方 阵 B 
左 结合 于 方 阵 4 


ag BUR BOBO | 无 理 数 化 成 的 连 分 数 
为 无 限 连 分 数 


1 1 
[aosa1» yy ax] 一 ao 十 一 D 
a2 


ai 十 
化 成 的 连 分 数 


Ala saz, e (04) RIR Al ,Q»5 , *** ,Q, 的 判别 式 ， 
4 二 A(R(9)) 表 示 代 数 数 域 R(9) 的 判别 式 


WR n = g*(mod m), WR a Ant FR m AW eA 
底 的 指数 , 记 为 a = inden, fic W ind n 


ax*=n(modp) 次 剩余 x*zn(modp)(CpXnYB fit. n RA p B) e veda 


d(A) — inf UD BIE A B9 SE ES AG /nC—U] n | AGO XR 4 中 不 大 
(= | 和 数 符号 “| sum symbol 
希 尔 


f- ees 


之 1) 的 下 确 界 


C= dii Am , 即 集 4 的 浙 近 密 率 为 4(n)/n 当 
一 co 的 极限 值 


设 mr 记 1,4a,b 都 是 整数 , 今 


a b axther' 1 | 
| | ye m. xl E —— (mod m) , 
m r rI 


其 中 xz 是 通过 与 模 m RAR 


WA" XR REIHE. a.b Ek&*， 则 
(a,b) 


加 e Hz? — ax? — by? = 0 fg k c HERE, 
一 1 ,其 他 情形 


、 Ae 一 开 一 | 2 2 
(k) 小 gC) small g(Z) 设 为 一 固定 正 整 数 ,对 任意 工整 数 n, 不 定 方程 一 
d i zb ad bo b at MARRERO ERM s 


设 & 为 一 固定 正 整 数 ,对 充分 大 的 正 整 数 ”, 不 定 方程 


n — xi ax - e at f B XU NIE SEX s 


E RO) 为 n 次 代数 域 ,a = a € RO) aP k= 2. 
Bees D a MIESO S = 32a 称 为 的 迹 
uu 


er Ton BYTE ER PBL 
尔 伯 特 符号 


(uv) 二 土 1 


Hilbert symbol 


n 


N(a) — Le 为 “的 范 数 


k= 


使 xy FF Lo d rs = Yy] t y Ed Voyrtt 
rete + ot = yi t+ voter + yt WR) EBM iG 
为 N(k) ,其 中 MisYo2»s"** Ys 不 是 Xq0.425*** ys 的 重组 


使 zi + xg tere + ry = y t yr ctv + yyy eet art + 
x$ oed xk = yt + yh tee + yt) zit) + xf! 
qoc tL e ytl op yktiop e p oytt! 的 最 小 正 
整数 ;用 MOO 表示 


S(a,X) = Y Yr ) erian/m 
n=] 


sum of equal powers 


strong sum of equal 
powers 


m-—] 
S(n,m) = Y eti n/m ep (a,m) = 1 
r=0 


形 如 2^ —1Cp 为 素数 ) 的 素数 称 为 梅森 数 , 记 为 Mp. 
例如 »M@2.=3,M3;=7 


形 如 22° 十 1 的 数 称 为 费 马 数 ,例如 ,Fs 二 17 
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F; 不 是 素数 


double module congru- | f(z) Æ g(z) (modd p,9(G2) 表示 系数 以 素数 PH 
ence expression 模 , 又 p(x) 整除 f(z) 一 gGO Erg HU [e] is x 


a, ,05 as Jj RCO) PERRO) PIB SU ma + 
7545 + + ha WROD) 中 之 整数 ) 的 整数 所 成 之 
集合 为 理想 数 


HRM RO) 中 全 体 整数 组 成 之 集合 
表示 cusp EE FG) = Or) UACDO 的 第 n 个 系数 . 称 | 
n^ rin) 为 拉 马 努 金 函 数 | 
表示 狄 利克 雷 级 数 D Gun FE m > 1 为 整数 ， 

X 为 mod m 特征 


设 人 是 C 格 , WEG = X! d ERE EM 


Yer 


森 斯 坦 级 数 , 其 中 之 ERX PAE ROR Al 


| 全 称 量 词 universal quantifier YEA, pr): ERME p(7) 对 于 每 一 个 属于 A 的 


x AR 


l(a 示 
IP dye »" 3:€ Ay p GO ,表示 存在 A HER o d Tou TE 
了 existential quantifier GONE 一 个 且 只 有 一 个 元 素 
á 使 PCz) 为 真 


conjunction sign pAg 即 p 和 ag 
y | Ee pV4a 即 或 9 


否定 符号 negation sign 了 pp 即 p 的 否定 , 非 p 
推断 符号 implication sign prog pra 表示 : 若 p 则 gq, pA a 亦 可 用 qp. qp 


等 价 符号 equivalence sign peg Og 表示 pq. H qp. WI p StH F a 亦 称 充分 必要 条 件 


AHR BRE ACB) RA AE- B. H. BEA. BB A E 
W|BE.HBEWAX 


断定 符号 predicative sign em q 随 p 来 ,p 是 或 从 一 公理 而 来 ,或 p 是 同 


(CARRZRT AM 2 RRAR IEO | RGAN A 
- l 亦 可 记 
RAP 


; y& A, y€ AXCR y 不 属于 4A,y 不 是 集 4 的 一 个 元 AADY, 
Sm HE uk 
"E I Jg X. 1 , 这 
puc DM CET PAD, i 
{|} 集合 号 sign of set {xzE€ Alp(z)} 即 使 命题 P COCOS RIS A 中 诸 元 ( 素 ) | PAA (rE A: pC} 
d "E i 组 成 的 集 表示 集 
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可 逆 真 值 符号 | invertible truth sign 


符 号 
V 
V 


数 学 F 号 表 
| See orice: a — á8— nem 
[ | ae [miners [ATWRRASRS ka 


扩张 的 实数 集 


f 
se eee system of the 把 两 个 理想 点 十 co, 一。 加 进 实数 系 所 得 的 集 — 
real numbers 


proper inclusion B 宇 A 表示 A 的 子 集 B 真 包 含 于 有 DP A) FAC S 


包含 于 Te ip 表示 B 是 4 的 子 集 , 即 B 的 每 一 个 元 素 均 属 


不 包含 于 noninclusion CC4 表 示 C 不 是 4 的 子 集 jk n] Rig den 


真 包含 于 


BAS proper inclusion AZBRRABAAB 
包含 inclusion A 二 B 表示 B 是 4 的 子 集 DRA FHO RAR 


| 


AESF | noninclusion ANC 表示 4 不 包含 C 亦 可 用 之 表示 


4UB=(zlrE4VxzERB) 称 为 4 与 已 的 并 集 , 或 
称 为 A 与 B 的 和 集 


并 集 ,和 集 union 


zu 1l 


Ù U i " " 亦 可 用 Ur. y, 或 
l A; =A A; U *** U A,» BIR LN s i 
unions ied : : VES A As Uie: 等 记 法 ,其 中 了 


并 集 表示 指标 集 
intersection A 站 B= {zx|rEAAxEB), 称 为 A 与 B 的 交集 


n 亦 可 用 rats lie: 
NA = A, N A, N tái N A,,, Rig Ai, A, ,A 的 或 f 等 记 法 ,其 中 I 
ied 


交集 为 指标 集 


车 集合 4 与 8 不 相交 , 则 A S B 的 并 集 4AUB 称 为 | 亦 称 不 交 关 


A5 B RS ERI iO ALB 


| 车 了 是 标号 集 4 到 集 族 {X) 的 一 一 对 应 
(fia XO. H3 CC 天 8 时 ,总 有 X, a X; Fe Ø Mic 


为 忆 X。, 并 称 为 集 族 {X) 的 广义 直 和 


symmetric difference AAB = (ANB) U (B\A) KA A,B 的 对 称 差 A- Bm 
as A=U 表示 4 为 全 集 , 即 全 集中 所 有 元 素 x 都 属于 A | 亦 可 用 IQV 表示 


U 
[vA = (xc| x€U AzA) BI AE RU "PEE A BIZ | 亦 可 用 [ ARM. 曾 
C 余 集 , 补 集 | complementary set 集 或 补 集 AS 表示 
y 
T 


intersections 


direct sum of sets 


generalized direct sum 


( 有 序 偶 , 偶 ordered pair (a D) XE a, 6 的 有 序 侦 Jh nj iu Jy Ca, b) 


— a SR E oI 
aN ZN 为 A". 亦 称 直 积 
0 


m susdinal nomber card (A) 表 示 集 4 中 诸 元 的 个 数 , 称 为 A 的 基数 或 势 | ATI A ae! 


母 , 读 Alef 


符 号 中 文 名 称 


correspond between to | 在 映射 下 元 素 间 的 对 应 符号 ,例如 ,整数 集 的 映射 
Qr) = x? W RRM pre r? 


r 


元 素 间 的 对 应 


elements 


= 
x 


mapping 


设 是 集 4 到 8 的 一 个 双 射 , 则 用 fem 8 到 A | 亦 可 用 /71,f; ! 表示 
的 有 的 逆 映 射 . /1f 是 A 的 恒 等 映 射 左 、 右 逆 映 射 


aRb 表示 a 与 5 有 关系 R 
aRb 表示 a 与 5 没有 关系 RR 亦 称 关系 补 
反 关 系 anti-relation d 否定 关系 、 补 关 


对 于 二 元 关系 ROXXY.RR—XXY—ROBRISRE 

关系 q 
" f 对 于 二 元 关系 ROXXY.SRROCYXXOSRHBX | 4AR4 cRNA 
Ro! ee = 
A R 是 集合 A4 上 的 等 价 关 系 ,zE 4, 则 称 [zja 为 R 


[ | 等 价 类 equivalent class 的 等 价 类 , 它 是 由 A 中 那些 能 使 xzRy 成 立 的 所 有 元 
Ay 组 成 的 子 集 


设 R 为 集 4 的 一 个 等 价 关 系 , 则 商 集 A/R 即 由 一 切 
等 价 类 组 成 的 集合 


Hi 5A 355A 表示 集 A 的 所 有 子 集 组 成 的 集 , 称 为 
A BE SE 


设 /了 是 集合 4 上 的 一 个 映射 ,GBS4, 则 六 也 可 看 成 
B 上 的 一 个 映射 称 为 了 在 B 上 的 限制 或 收缩 


limsup 上 极限 superior limit limsup A, 表示 序列 A, 的 上 极限 亦 可 记 为 lim 
liminf 下 极限 inferior limit liminf A, 表示 序列 A, 的 下 极限 亦 可 记 为 lim 


极限 limit limA, 表示 序列 A, 的 极限 
归纳 极限 inductive limit limA; 表示 Aa 的 归纳 极限 


逆 映 射 inverse mapping 


关系 relation 
无 关系 non-relation 


/ fis | quotient set 


ee 


SP wx m A power set 


"aA 收缩 ,限制 restriction 


射影 极限 projective limit JimA; 表示 Aa 的 射影 极限 


" T X 三 为 从 4 到 如 的 一 个 映射 , 则 称 4 为 映射 f 的 定 
定义 域 domain of definition Yin dom f 亦 可 记 为 DCA) 


值 域 Pune f(A) e ranf .车 /为 从 4 到 B 的 一 个 映射 , 则 f(A) | 亦 可 记 为 RC 有 ) 或 记 
为 映射 f 的 值 域 为 ran C 
scd domme relation ene R 的 域 等 于 R 的 定义 域 a 
若是 从 集 4 到 集 巨 的 一 个 映射 , 则 称 集 巨 是 映射 


jan] 
a 


ii & E X f 是 集 4 到 集 8 的 一 个 映射 ,用 Imi 表示 4 中 所 有 
元 素 的 像 构成 的 集 , 称 为 S 的 像 集 
7 _ Bf BRAK BTN BPR LAB 
qoe S 全 原 像 all inverse image 像 组 成 的 集合 f (0) , 称 为 6 的 全 原 像 亦 称 原 像 


弱 序 关系 


weak order relation aXb, a bE A BI f& A 存在 弱 序 关系 | 
强 序 关系 strong order relation axb, a,bE AME A 存在 强 序 关系 


人 


示 每 个 元 DAY Taw fH Jh £f 1H Jj dw. Jh 
EORR ATR A MENTRAS EHDE AAE | MAA OT 
Oow 自然 映射 natural mapping nr di A 的 一 个 元 素 a 映射 成 它 的 等 价 类 [a Jr ee 典 则 
ubg CB) B 的 上 界 upper bound of B a 一 ubr(B) 表 示 a 是 B 的 上 界 ,B 是 半 序 集 的 子 集 j 


BA FR lower bound of B a 二 Lbr(B) 表 示 a 是 B 的 下 界 ,B 是 半 序 集 的 子 集 


ord 一 切 序数 的 类 | class of every ordinals 表示 一 切 序 数 构成 的 类 
共 尾 度 cofinality cf a 表示 o 的 共 尾 度 DEED 


LbgCB) 


strong cardinal number —] a ; 
强 极限 基数 s K< = limK* ,其 中 天 为 正则 的 强 极限 基数 


<k 
m of the limit 


ab 
lmao 


743 


JL fij 5 44 Fh (Geometry & Topology) 


E 


J 


中 文 名 称 英文 名 称 


AB. AB ”|[ 直 ] 线 段 AB 表示 自 点 A 到 点 B 的 直线 自 “ 直 " 常 略 去 不 写 
^ an xi ABRAM AB. YAB X PIILA, WAAR’ 表示 贺 弧 
AB 对 应 的 度数 
rad 弧度 radl, radx 分 别 表示 1 弧度 .x 弧度 Mop 45"; 
radz = 180 
; - Dy 常用 在 军事 数学 中 度 
m \ l s49 » x25 密 位 ， D n 
密 位 mi 例如 ,25-，274- 表 示 25 密 位 ,274 密 位 量 角 的 单位 符号 
ratio of the circumfer- L 
K [m] Fa] 234 ence of a circle to its di- | x23. 141 592 6… 表 示 圆 周 长 与 直径 的 比 类 文 名 称 亦 可 简 记 为 
ameter number x 
fü right angle 等 于 90° 的 角 称 为 直角 , 记 为 Rez =90° 曾经 记 为 rt 了 或 R 人 人 


2 
N 


o 
RH 
SS 


三 角形 triangle 


AABC 表示 4,B,C 三 点 连 线 构成 的 三 角形 
直角 三 角形 | right angle triangle A ABC 表示 直角 三 角形 ABC 亦 可 记 为 Rt 八 ABC 


平行 四 边 形 | parallelogram CIABCD 表示 平行 四 边 形 ABCD 


m 
— 


i 
= 小 
i RS 


i: 
iS 


rectangle 


正方 形 


square | IABCD 表示 正方 形 ABCD 


mm : 
tetragon (\ ABCD 表示 任意 四 边 形 ABCD 任意 二 字 常 略 去 
rhombus OABCD 表示 菱形 ABCD 又 名 diamond 


从 圆心 到 圆周 上 任 一 点 的 线段 称 圆 的 半径 ,常用 + 或 NENNEN 


© 
Ej 


radius 


-E 
m 


Rm 


过 圆心 作 任意 一 条 直线 , 圆 内 部 分 的 线段 称 该 圆 的 
直径 ,常用 4 或 DD 表示 


perimeter 若 圆 的 半径 为 ~, 则 周 长 C = 2xr 


平行 parallel AB//CD 表示 线段 4 了 平行 于 CD 
平行 且 相 等 | parallel and equal 


25 垂直 perpendicular 
一 m congruence AABCZADEF X; A ABC 全 等 于 人 DEF 
等 角 和 多边 形 VABE RARE MEW ABE 多 边 两 字 可 被 省 略 
等 边 多 边 形 LABE GRAB AXE ABE 多 边 两 字 可 被 省 略 
平面 a 和 平面 8 相交 于 直线 MN 所 成 的 角 
pyramid 顶点 是 已 .底面 多 边 形 是 ABE 的 棱锥 


上 底面 是 多 边 形 4B…E, 下 底面 是 多 边 形 4 B…E | KAA, EKRE 
的 棱柱 和 此 记 法 类 似 


直径 diameter 


ES 


a x 
人 ~ » " 
"n 
iH 
YN 


AB //CD 表示 线段 AB 与 CD 平行 且 相等 
ABL CD 表示 线段 AB 垂直 于 CD 


IIs 


equiangular polygon 


. l u 


equilateral polygon 


a-MN-f 


|I 
E 
E 


dihedral angle 


P-AB E 


WE 
iJ 
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JL f 与 $8 Fb 


mA 
at 


中 文 名 称 英文 名 称 意 义 或 举 Bil 
SAABC 表示 /NABC HAR: Sga 表示 某 个 球 冠 的 面 
面积 area 积 


: 


体积 volume Vras 表示 三 棱锥 P-ABC BEL V pee 表示 某 个 
s 拟 柱 体 的 体积 


; 


P 亦 可 用 AB 或 小 写 的 
148| 表 示 4,8 两 点 间 的 距离 或 AB 线段 的 长 A E 


| 

三 | [wrhRAxam | 
z 的 条 不 

2 s c9 


distance 


rr 
3 


sin IE 3% 


O rt e 
e 


ii dise ui) CAM LU 


Uu 
[e 


vers 


EA — s 
AK 


covers 


coversedsine, versedco- covers z= ]— Sinz, 
covers r JJ x WRK PH 
余 sine 现 已 不 用 


Ft (th = FH A BC A XM HE 
sin? x Jj sin xz 的 立方 PRÉC] m 次 方 的 表示 


sine function to the m-th 


正弦 函数 的 
m 次 方 


sine 

ee Arccos x 

principal value of inverse a | _ ES | 一 般 值 表示 成 

cotangent Arccot.r 
ER E principal value of inverse "en | E PEs 一 般 值 表示 成 

secant 2 Arcsecr 
LES ET principal value of inverse "— | Ec A a yo] 一 般 值 表示 成 

cosecant 2 2 ee 

T 周期 periodic fG-ET)— S), T AB/ IEAM. T — 表示 以 x 
为 周期 
= = : ] x 2 ZR 


sin" x 
power 


法 类 似 
一 般 值 表示 成 


arcsin.r . 
Arcsinx 


— EX 
arccos.r 
arctan x 
arccot .r ) 


arcsec r 


arccsc cr 


n ^b ERE AK Ek EA 
圆柱 坐标 cylindrical coordinates 圆柱 坐标 CF JL ae on AR A 
X= PCOSPs V= PSING, T= Z 
X mi A^ bx E Al E 
x=rsin@cosg, y — rsinÜsing, z=rcosé 
aå 问 量 或 矢量 a | vector a TÉ FB s yz B airo ens 表示 笛 卡 儿 坐标 , 则 a — xe, 印刷 常用 黑体 a ,书写 
十 yey 十 zxez, 简 记 为 a= Ze; 常用 a 表示 
jal fi] HIKE | module of a vector (ab- | 向 量 MiM2, a, à 的 模 依 次 记 为 |MIM2| lal. lal. 
(绝对 值 , 长 度 )| solute value, length) 
AE MUN 


问 量 的 大 小 称 为 向 量 的 模 


EUN 单位 向 量 e—a/lal 表示 a 方向 的 单位 向 量 亦 称 么 向 量 


bauen LO;i,j, 上 表示 直角 标 架 ;[O;er,ey,e: 表示 仿 射 标 
T 架 ,其 中 O 为 坐标 原点 ,i,j,k,er,ey,e: 为 基 向 量 

设 a—a.ca,da., KP ar = Ter, ay = yey sa: = zer PR 
为 向 量 a 的 笛 卡 儿 分 量 


单位 向 量 
标量 积 或 数量 | scalar product, inner | ?* b = a,b. + a,b, + ab; 亦 可 表示 成 


unit vector 


exs €, €. unit vector on the Carte- 


i,j,k sian axial coordinates 


"m 向 量 a 的 | Cartesian component of 
TSRS 4 EJL4 | a vector a 


a ° b X ab 


积 . 内 积 \ 点 积 | product, dot product a bz acce Sa;b;;a -a =a? = |a]? (a,b). (a,b), [a,b] 
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数 学 Ff 9 X 


[ «s [wxam| wean suave 


a x b 3E ELT a.b 所 决定 平面 的 向 量 , 是 
向 量 积 、 {lasba X b}) 三 矢量 成 右手 系 .|a x b| = 
Sh FA, AR 


i 人 人 人 E 
la| |b|sinC a.b ), 其 中 (a,b ) 表示 a,b HRA 
(a,b,c) y 从 + 


vector product, exterior 
product,cross product 


BR 
AY 


向 量 a,b,c 的 混合 积 定义 为 由 a,b,c 三 向 量 为 邻 边 ， 亦 可 表示 成 
组 成 的 平行 六 面体 的 有 向 体积 (a X bee 


= 一 M p 
离心 率 
NE 2 
zi 向 量 空间 tensor product of vector 
的 张 量 积 Spaces 
‘ 


亦 称 偏心 率 . 


2 2 
Fi 72 "3 = 1(a >b) m b BRE RH 


若 V 是 nn 维 向 量 空 间 ,W 是 mn Per a, V C9 W 
fen X m 维 向 量 空间 的 二 阶 张 量 


设 V 是 n 维 向 量 空间 ,其 对 偶 空 间 的 二 阶 张 量 为 V*， 
KERV 二 VO… VEOV* O= OV" 
的 元 素 称 为 (r,s) 型 张 量 


设 V,W 是 群 ,VOW= FCV,WO/ROV,Wo 称 为 V,W 
的 张 量 积 


7 


二 阶 张 量 了 的 | Cartesian component of oe 
p T=] er x r EE S pr rex A 
笛 卡 儿 分 量 | tensor T rrezez 十 了 zyerey 十 | 了 .erer 为 分 张 量 


二 阶 张 量 积 | tensor product dyadic | 两 个 二 阶 张 量 了 与 $ 的 张 量 积 TCOS 是 具有 分 量 了 
或 并 矢 积 ”| product Su 的 四 阶 张 量 
两 个 二 阶 张 量 er T- $ 表示 两 个 二 阶 张 量 7 与 8 的 内 积 . EE 具有 分 
的 内 积 inner product 


T*S def 
om LS 
scalar product 


T .a 表示 二 阶 张 量 7 与 矢量 a 的 内 积 . 它 是 具有 分 
ECT a); = ST ya) 的 矢量 


T: $ 表示 两 个 二 阶 张 量 T 与 的 标量 积 . C 具有 标 
EO: S = y xTjS, 
ioj 


点 列 sCAB,C, 0 82 RR SCG b.c, ER IC 
为 s(A, B,C) AS(a b.c.) 


若 Lxj 与 Lx j] 是 两 个 一 维基 本 形 , 则 它们 之 间 的 射影 
X nae Ux AL ] 


TOS 
E T, Sa 一 一 UTiSp~ 的 二 阶 张 量 
J 
T*a 
Z , perspective correspon- 
L 7 , 应 


x 射影 对 aia correspon- 
ence 


亦 可 记 为 JOK.L) 或 
KJL 


partial derived 


偏 导 向 量 TS FR Ait FR 


向 量 函 数 曲线 或 曲面 的 参数 方程 写成 向 量 的 形式 . 亦 称 矢 函数 
设 rG) 同上 , 若 rG) 在 1 处 的 改变 量 Ar = AAt 十 
n 阶 微分 
nn = [5,52 zd 


ix S = Vot Um 是 K 的 生成 复 形 yf = Wott Wy 是 L 的 

oe join 生成 复 形 > st = Vot Um wo Wr, Jill] AAG PAG s*t 
和 它们 的 面 组 成 的 集合 是 一 个 单纯 复 形 , 称 为 天 AL 
的 联 , 记 为 Kx*L 

dr . - " uds ra) — G' a), y G), z (1)) abet ro 的 导 回 "— : 
r^-D O) fk t RII SS n ERR ra) YE t AA n BT SE IR] 

d'r EL jii differentia] dr 在 :点 的 微分 称 为 r(i) E LO n CAS 

Zi r(u,v) = (x(u,v), ylu,v),z(u,v)), WM 
au’du’au 
是 rl(u,v) XF u 的 偏 导 向 量 


vector 
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JA fj 5 拓 Fh 
sxem| nran TEIE 


T(s)=F(s) RIR ll £X, C 在 一 点 处 的 单位 切 向 量 , 其 


Ts) 


中 :为 曲线 C 的 弧 长 参数 


单位 切 向 量 亦 可 表示 成 ws) 
NG) — ÉEN ER I AR C 在 一 点 处 的 主 法 向 量 ， 


主 法 回 量 principal normal vector 亦 可 表示 成 BCs) 
NGs) 指 回 曲 线 C [9] A E85 7r [n] 
副 法 向 量 BO=TOXNORR MR C 在 一 点 处 的 副 法 向 量 5 ne Tm 
T,N.B 依次 构成 右手 系 , 它 们 构成 一 个 标 架 , 称 为 曲 
曲率 & 是 表示 曲线 弯曲 程度 的 量 . 曲率 & 越 大 ,曲线 
弯曲 程度 越 大 ,曲率 小 ,曲线 这 曲 程度 小 Ble ee 


"PPETPCUETTUUITTIXETTET 
torsion K HAHAERERAA, HRM 268 98] (E ^] HARM 
度 小 . 平面 曲线 的 挠 率 为 0 
相对 曲率 表示 平面 曲线 弯曲 程度 和 弯曲 方向 的 量 
去 | 和 Gyds 表示 平面 闭 曲线 C 的 旋转 指标 , 它 pe 


iadd index 是 曲线 C 的 切线 像 (r = T(s)) 在 单位 圆周 上 环绕 的 | 线 , 则 i; = 二 土 1 


曲面 的 第 一 | fundamental quantities 
类 基本 量 


N(s) 


BG») 


(PST N.B) 


b. (Cs) 


ir = 


旋转 指标 


式 中 各 量 均 在 (ayz) 
RË. rurun 依 序 构 
Ira X r, | 


成 右手 系 
对 曲面 > — r(u,v), 其 第 一 类 基本 量 分 别 为 Ee) G>0, 
. , BH fh =r, F.A =T, CU 、 
of first kind for surfaces oe EG— F2?>0 


Si Sri *Fj (i,j = 1,2) 
第 一 基本 形式 是 正定 
I = Edu? + 2Fdudv + Gdv? 的 , 它 决定 曲面 的 内 


蕴 性 质 
fundamental quantities | 对 曲面 > = r(x ,wo) ,其 第 二 类 基本 量 分 别 为 
曲面 的 第 二 H 5 DOCE 
类 基本 量 of second kind for sur- L-—r,*n,M-—r,*n,N-—ry,-*n. 
faces Lij-rij*h (1,J = 1,2) 
曲面 的 第 二 | second fundamental 3 ; à 
基本 形式 form of a surface A nd ey 
agi ee Him EP RYT m a 的 法 截 线 曲率 可 作为 曲面 在 
该 点 的 法 曲率 kn 


yu [kods 表示 曲线 C 的 全 曲率 


曲面 了 一 r(a,z) 上 一 点 P 了 (u,v) 处 的 单位 法 向 量 
FX TF, 


n = 


E,F,G,gij 


first fundamental form 


曲面 的 第 一 
基本 形式 


of a surface 


LLMN Li; 


total curvature 


相对 全 曲率 | relative total curvature K, = | kds 表示 曲线 C 的 相对 全 曲率 


可 按 总 曲率 的 符号 进行 分 类 .天 > 0 的 点 是 椭圆 点 ， 
K — 0 的 点 是 双 曲 点 ,天 二 0 的 点 是 抛物 点 


Gaussian curvature 


平均 曲率 mean curvature 


曲面 的 第 三 | fundamental quantities | 对 曲面 > = rl(wu,v), 其 第 三 类 基本 量 分 别 为 
JS FEA HE of third kind for surfaces e = n, *h,, f —n,*nh,g—n,*n, 


poss o UIS iid JE = dm * dn = edu? + 2fdudv + gdv? 


第 一 类 克 里 | Christoffel symbol of the [pi TE an; à: Jg Ses 
斯 托 费 尔 符号 | Ist kind wt 2 ar) ar 


ef.g 


jk si] 亦 可 表示 成 D jai 


亦 可 表 示 成 ri, 
gT Th RARE 


第 二 类 克 里 斯 | Christoffel symbol of the 
托 费 尔 符号 | 2nd kind 


| 曲面 S 上 的 曲线 C 在 某 一 点 了 的 切 平面 上 的 投影 线 


指数 映射 exp:7Tp 一 5S thm Sb PAOD Te 的 
. 切 向 量 与 曲面 $ 上 点 的 对 应 关系 .着 r? € Tp, 过 卫 沿 
指数 映射 exponential map = 
”的 方向 作 测 地 线 C, 在 C 上 取 点 M, 使 PAM = |v|, W 
expy 一 M 


~ 
Qo 
r 


在 曲面 3 上 过 一 点 PP 作 以 单位 切 向 量 a 为 初始 方向 的 
i iA Cia = uG) v= vG) WMA C TE P RN 
称 为 曲面 S 在 了 点 关于 a 方向 的 测 地 找 率 


以 曲面 S 的 单位 法 向 量 n(u,v) 作为 向 量 函 数 ,表示 
单位 球面 3? cea Sor BR GT OS — S? 是 曲面 与 相应 的 
球面 3? 之 间 的 对 应 关系 


Gauss map 


deg- 信 一己-X(S) 表 示 高 斯 映射 度 , 它 由 曲面 拓扑 所 
决定 ,其 中 x(S) 表 示 欧 拉 示 性 数 


Ua 是 微分 流 形 放 的 开 集 ,%% 是 微分 流 形 Us 到 R* 的 开 
T 3 B5 fal RR 


UNVAD. ep Agog ER HFK XU NI 


coordinate neighbor- 


hoods 


C= 相 容 | ce compatible V) AGU f) VO 的 Ce 微分 同 胚 . 称 (U,p) FIC) 
是 Cr 相 容 的 
(Lx¥)p=lim L- (9-0 Vgc Yp) 
LxY 李 导 数 Lie derivative 


d 
CM (Pi) a Yocp le= 0 


亦 称 第 二 类 克 里 斯 托 
费 尔 符 号 


Riemannian curvature 


Ri = nh — z Dh + DSI5,— DD A Riu = RS 
g mov 
Ric(X,Y) = ER(G;,X,Y e). Bl E ay il aK E d — 


个 (0,2) 型 张 量 场 .由 对 称 性 知 
Ric( X,Y) = Ric(Y,X) 


Ria 黎 曼 曲率 张 量 


tensor 


里 奇 曲率 张 量 | Ricci curvature tensor 


Cija = Rijt — {Regu Raga Rigi — Rigi} + 


l 
—2 


conformal curvature ten- 


亦 称 外 尔 张 量 


SOr 


# fE ACM), M df 
BE f 的 微分 


exterior differential op- 


erator 


亦 称 第 p 个 德 . 拉 姆 
上 同调 空间 


亦 称 协 变 微 商 


X dimM = 2 it, 
K(X,Y) 恰好 是 M dc 
已 点 的 高 斯 曲率 


sectional curvature 


ROX,YOZ = VxCOVyZ) 一 Vy CV xZ) 
— VIxrZ CX ,Y,Z € POM») 


curvature operator 


Laplace-Bertrami opera- Jig ce zl v g gi 2 


tor "x ae! 


WV 00 是 一 个 辛 空间 ,(V,w) 的 自 同 构 的 全 体 构成 
BE GLO 的 一 个 子 群 记 为 SP(V w) ,特别 地 ,标准 辛 
zs [B] (Kw) K B ERRA Spn K). AKER, 
则 把 Spn, K) WWA S,(2n) ,并 称 为 22 维 辛 群 


€ f € ACM). WW ddf) = 0 
B?(M.R) 光滑 p 次 恰当 | space of smooth p-exact | B^(M,R) = {wjw 是 流 形 M 上 的 光滑 p 次 恰当 形 
' 形式 空间 
group 中 的 元 素 称 为 同调 类 
EM 仿 射 联络 affine connection 空间 .M 上 的 仿 射 联络 是 指 映射 了 :T(TM) X 
X VxyY = (OVxYOp 
g OG X)g (Y.Y) — [ge CX, Yo]? 
R(X,Y) 
A 
尔 脱 拉 米 算 子 


s 
G=DG=)) (git Zit — Bilg jk?) 
对 于 任意 «4,0; € AP(M):1.d(a, 十 w) = de, 十 
外 微分 算 子 dwz;2.d(wi A w) = dw, A w + (— 1)?w A de»13. 
Z?(M,R) 光滑 p KA | space of smooth p-closed Z^(M,R) = (w|w 是 流 形 M 上 的 兴 滑 pp 次 闭 形 式 ) 表 
i ' 形式 空间 differential form 示 光 滑 p 次 闭 形式 空间 
differential form A) 表示 光滑 p 次 恰当 形式 空间 
fe - tite | de Rham cohomology | 表示 流 形 M 的 第 pp 个 德 . 拉 姆 + 同调 群 . H?(M,R) 
H^(M,R) We 
上 同调 群 
形式 积分 integral of forms IN = >| fi ow 
WM fin HEC™ HIB CCTM) AM ENC” 向 量 场 
(TM) — PO M) ,满足 四 条 公理 
^ P€ M.Xp € Tp(M).Y AM ERC? zB 
对 任意 两 个 不 共 线 的 切 向 量 X,Y € TrM, 
K(X, 
(X,Y) K(X,Y)=— R(X,Y,X,Y) 
拉 普 拉 斯 - 贝 
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symplectic group 


far Tof 


EDy 


X G») 


U- (1) 


TELM 


V+ 
(R(X ,Y)Z)4+ 


(X,d) 


A 
>< 
hi 


A, clA 


bCA) ,BdA 


Int A, A? 


U(a,0) 


o 
U (a,0) 


W(x) 


XVY 的 槐 和 


A* ,dCA) 


A* ,ext (A) 


流 形 的 切 从 


切 映射 


惠 特 尼 


向 量 从 的 
和 


英文 名 称 


tangent map at a point 


energy HEXA: EG) = E 
体积 元 


aM 流 形 的 边界 | boundary of a manifold 
du 


fE— FARE 
的 切 映 射 


拓 Fh 


TpM 是 实 dimM 维 向 
量 空 间 

a f thot n) E. 则 
l V PE M., f.p Æ E+ 


A fH 与 


E ox xoxo i 
设 MN WRB .S.M—> N SEO FORE 
| lds]? EH 18 M t 


符号 条 件 同上 , CN) =Z laf] 


带 边 流 形 M 中 全 体 边 界 点 的 集 
微分 流 形 MM 在 P 点 处 的 全 体 切 向 量 的 集 记 为 TpM ， 
称 为 MM 在 了 处 的 切 空间 


f:M 一 NN 是 可 微 映射 ,fp:TpM — Tros N 称 为 可 
微 映 射 S TEP E M 处 的 切 映 射 


tangent bundle of mani- 


fold 


tangent map 


Whitney sum of vector 


bundles 


欧 拉 数 Euler number 

EXA f orthogonal component 
法 空间 normal space 
法 联络 normal connection 


正 交 投影 


度量 空间 


闭 包 
边界 
内 部 
域 


邻 


去 心 邻 域 


邻 域 系 
拓扑 空间 


: 


集 


流 形 | Stiefel manifold 


closure 


orthogonal projection 


拓扑 空间 确定 了 拓扑 HRA X 称 为 拓扑 空间 


CTM,x,M) 称 为 微分 流 形 M 的 切 从 ,简称 TM 为 MM 
的 切 从 


设 f:M 一 NN 是 流 形 M SIN 的 可 微 映射 ,Tf :TM 一 
TN 称 为 的 切 映射 
E, 4r 9| fk n HER EEA ECE) CEQ) — BH 


自然 投射 . EODEM, T, B) 是 2 十 & 维 向 量 丛 , 称 
为 “与 了 的 惠 特 尼 和 


Bo = COE. Ah) 是 2 维 定 问 问 量 处 , 则 零 截面 的 月 交 
数 称 为 向 量 从 的 欧 拉 数 


表示 分 向 量 场 U(z) 与 测 地 线 7 正 交 的 分 量 
表示 MM 在 x 处 的 法 空间 , 正 交 于 切 空间 TM 
TM 是 黎 曼 流 形 , 则 Y=- 表示 M 上 的 法 联络 


表示 ROX,YOZ Æ M WHEJANOMD E ERE. SUPR 
是 好 的 曲率 张 量 


[H] ER. 则 Tf.TM 一 
TN 亦 然 
ON BY] RARE X 9 
由 对 角 映 射 f:B—B 
X BRENT SA 

u E= TMa, XE) 就 
是 M 的 欧 拉 示 性 数 


亦 称 距离 空间 


包含 4 的 所 有 闭 集 的 交集 称 为 4 的 闭 包 ， Lo 
它 是 包含 4 的 最 小 财 集 


A 的 全 体 边界 点 组 成 的 集合 称 为 4 的 边界 亦 可 记 为 4A’,94 


neighborhood system 


wedge sum of topologi- 
cal spaces 


boundary 

interior 

neighborhood 

deleted neighborhood 


集 4 的 全 部 内 点 组 成 的 集合 称 为 4 的 内 部 
U(a,0)={x|a-d<r<at OMAR a 的 6 邻 域 点 a 


亦 可 记 为 A 或 4 


称 为 邻 域 的 中 心 ,6 称 为 邻 域 的 半径 


U (a,d)={x|0<|r—al<o HH a 的 去 心 的 6 
邻 域 


点 工 的 邻 域 的 全 体 称 为 x 的 邻 域 系 


设 X,Y 为 两 个 带 有 基点 的 拓扑 空间 . cos yo 分 别 为 
X,Y 的 基点 . 子 空间 XX (yo U ix) X YC X X Y 
FROM X AY 的 棉 和 


smash product of topo- 
logical spaces 


open ball 


closed ball 


diameter 


derived set 


商 空间 X X Y/X V Y Sky X.Y WER 


V n,k == (Cei eo 5 *** yek) le E R” ,er *e€j =; 1i jX 
k) ERX X RRA) KAFR PF Vane 为 一 
个 紧 致 流 形 , 称 为 斯 带 弗 尔 流 形 

设 (X,d) 为 度量 空间 ,a € X,e > 0,Be(a) 
X |d(a.z) « €) MAW a APH e FR 
设 (X,d) 为 度量 空间 ,a € X,e > 0, Ba) 
Xld(a,z) Se} 称 为 以 a 为 中 心 的 < 闭 球 
设 M 为 度量 空间 (X,zZ) 的 子 集 , 定义 OM = 
supid(z,y)|z,.»€ M), RAE M 的 直径 


集 4 的 一 切 聚 点 的 集 称 为 4 的 导 集 


亦 可 记 为 Blase) 


亦 可 记 为 B(a,e) 


亦 可 记 为 diamM 


exterior 


| 集 4 的 全 体外 点 组 成 的 集合 称 为 4 的 外 部 ， 
记 为 A* a extCA) 
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HD 学 符 号 表 


large inductive dimen- | 这 是 在 正则 空间 中 利用 归纳 法 定义 的 维 数 ,在 空间 


这 是 在 正则 空间 中 利用 归纳 法 定义 的 维 数 ,在 空间 


X.Y 同 胚 ,; 则 indX = indY 
E f,g:X~>Y 痢 是 连续 映射 ,T=[0,1], 晶 存在 连续 
和 peat HX XISY, BMA ce X.H (2,0) = | RE HRAMA SE g 
id f(x) Hla, D=ge(x) ll fig 称 为 同 伦 映 射 , 记 为 ， 的 一 个 同 伦 或 伦 移 


Wi t BR. 
同 伦 
f—giX—Y 
fr) Ef 
范 数 
n 维 欧 氏 空间 


f:X 一 Y 是 连续 映射 ,日 f 的 道 映射 连续 , 则 称 了 为 | 亦 称 拓 扑 映射 、 拓 扑 
n 维 射影 空间 


BR 
AY 


亦 称 布 劳 威 尔 - D AR 


一 | 


亦 称 门 杰 - 马 雷 松 维 


n 
EE 


ECA) 


homeomorphism 


[ry HS OR R25 X EY Ri ~Y 变换 


| xz | 表示 赋 范 空间 中 z 的 范 数 或 实 空间 中 向 量 a | 欧 氏 空间 的 向 量 z 的 
的 赋值 . 1228 || el 长 度 概念 的 推广 


E” = { Cx) LY yd) | zx; € R) ,规定 度量 


n-dimensional Euclidean 
space d=a/ 3 Cr; — y; 2? 


域 下 上 的 天 维 射影 空间 常 记 为 FP". id Pr 4 F 
Zé MA ie A RP"; EF ER RAT ie A CP" 
| 五 是 四 元 数 域 H. i A HP” 


norm 


— 
A 
"n 


亦 可 记 为 R" 


n-dimensional projective 


space 


S 


n 维 球面 n-dimensional sphere S^— (x€R'*!.|x| or) 


pl S! 自身 的 2 次 拓扑 乘积 . 记 为 
n-dimensional torus Tr = SIX Sb xx 
n] is 
2 [n 
= |F 


T 


J ROHI n 维 同 调 群 


H 
H"(X,A)=2"(K,A)/B'(K , AYER EE K UAH 
系数 群 的 nn E p DAE 


= n-dimensional cohomolo- 
n 维 上 同调 群 
gy group 


n 
n IE UJ AS n-dimensional Cech co- v 
二 同调 群 homology group H "(X)=limH’" (NORR X 的 nn 维 切 赫 上 同调 群 


H 


n H UJ n-dimensional Cech ho- | ~ 
同调 群 mology group H ,„(X) = JimH,(N) 表示 X Bn SE H A [a] a BE 


; „RER ee homology | H,(K, A0 — Z,CK,A0/ B,CK, ADRRBIB KAU A 


" 维 同 伦 群 ME homotopy | |. (x RB E CS" s (X no BST ODE ie 


^ 


悬垂 同 态 亦 称 同 纬 像 


同 态 


悬垂 同 态 Erpa Sre CSTE), 4a kt] 时 
为 同 构 , 称 为 球面 的 第 个 稳定 同 伦 群 


TS ied 


斯 廷 罗 德 Sg'(z,y) 二 DY Sgi G2 Sq* Cy) 即 工 的 斯 廷 罗 德 方形 
a es Steenrod square jii 
方形 运算 


运算 
斯 廷 罗 德 Play) = E PPC) Bl x HMEP Bp hk 
i Steenrod power itj=r 


IEA Rund 


表示 微分 形式 o, 的 外 积 .w A = Acs (oy). 其 中 
wAn 外 积 exterior product Aside RWRKAT oh kh RRB VG BIKER 


只 
` 
n 
^ 


TX 
a 
sq 


亦 可 记 为 St 


A 是 (十 站 次 外 矢量 


mesh diameter of a com- 单纯 复 形 天 中 诸 单 形 直径 的 最 大 值 称 为 复 形 的 网 
mesh 复 形 的 网 径 plex 42 , BD mesh =max{ | x—»]l las yEo} 


亦 称 拓扑 度 , 又 称 布 
FF BR AR RE 


设 f:$7—S^ 是 上 映射 ,a 是 五 ,.(S") 的 生成 元 ; 则 ff、 (a) 
— pa. 其 中 整数 o RA f 的 映射 度 . 记 为 o=deg(f) 


750 


deg 映射 度 degree of mapping 


PR ABC 25 fB] 


本 性 有 界 
可 测 函 数 


豪 斯 多 夫 空 间 | Hausdorff space 


英文 名 称 
continuous function 
space 


integrable function space 
of order p 
C" class function space 


function of class C 


C™ mapping 


essentially bounded 


function space 


Hilbert space 


functional space 


紧 致 开拓 扑 


el n 4E Hea ee cell of dimension n e? FESS fa] X 的 子 集 


CW CW 复 形 
弱 同 伦 

iis 等 价 公理 
ROCX) ROHR 


compact open topology 


CW-complex 


lens spaces 


weak homotopy equiva- 


lence axiom 


RO-group 
K-group 


RS ,-group 


KO(X) KO 群 
KS,CX) KS, fif 
M, M; 流 形 的 协 边 
MSO, 定向 协 边 群 
MO, 非 定向 协 边 群 
MSO. 分 次 交换 环 
MO. 分 次 交换 代数 
, 定向 奇异 
MSO,(X,A) BR RE 


MSO.(X,A)| 分 次 右 模 
一 点 的 协 边 群 
约 化 群 
非 定 向 奇异 
协 边 群 
分 次 模 


MSO, (Pt) 
MSU, CX) 


MO, (XA) 


MO, (X,A) 


KO-group 


K-group 


KS p-group 


cobordism of manifolds 


oriented bordism group 


unoriented bordism 


group 


graded commutative ring 


graded commutative al- 
gebra 


oriented singular bor- 


dism group 

graded right module 
bordism group of a point 
reduced group 


unoriented bordism 


group 


graded module 


A dg mod fh 


E M 或 举例 


C[a b Rz [a b] E 3 & PRY & 1K 


LAN, Bp) (o> pzo D dé NU RE mS qu]. 2. u) 上 可 
测 而 且 p VR Ay BR ew R AY Se A 


Cla, b (oona bl E n REST mH 
全 体 


对 于 所 有 ,函数 了 是 5 类 的 . 亦 称 了 是 光滑 的 
W.N 是 微分 流 形 ,F:W — NOS Fg 1P,U) — 
WV) Æ C* 的 .U,V 分别 是 W,N 的 坐标 邻 域 


LN, B, DORRA EOTF A) 本 性 有 界 可 测 函 数 
全 体 


Wt X HATS. AX 的 任意 两 个 不 相同 的 点 都 有 
不 相交 的 开 邻 域 则 称 X 为 豪 斯 多 夫 空 间 


设 工 一 (Zi sZase ) sy = (yisy2ett2. Ty E R™ ,定义 


d — AJ SC; — y? UR ,d) 称 为 希 尔 伯 特 空间 


Nev — (fif eK) CU) ,其 中 天 所 和 紧 致 ,CCY 为 
开 集 


备 注 


亦 称 T 空间 


一 个 空间 X HP AY CW 复 形 是 满足 财 包 有 限 和 诱导 弱 
拓扑 两 项 条 件 的 胞 腔 复 形 


Lipyqg) = 8° /Zp 


1 


ES: X > Y 是 弱 同 伦 等 价 关 系 , 则 
T :knC(X ,Xo) ee bO sf Gg) 是 同 构 


表示 X 上 实 向 量 从 的 所 有 稳定 等 价 类 集合 

表示 X 上 复 向 量 从 的 所 有 稳定 等 价 类 集合 

表示 X 上 四 元 向 量 从 的 所 有 稳定 等 价 类 集合 
表示 由 半 群 的 同 态 So KO) 诱导 的 abelian F 


K(X) = K(X) 四 天 ((zo)) 


KS,(X) = RS,(X) D KS (x0)) 


设 Mi, Ms 都 是 紧 致 (无 边 ) 微分 流 形 , 若 存在 紧 致 带 
边 流 形 W 5 hop e] OW = M, x (0) UM: X CD. 
则 称 M, 与 Mz 协 边 


表示 所 有 定向 协 边 类 的 集合 
表示 所 有 非 定 问 协 边 类 的 集合 


MSO, = YXMSO, 


MO, = MO, 


表示 CX,A) 中 定向 奇异 协 边 类 的 集合 


KO(X) = ROCX) @ KOC zxo)) Po 


亦 称 Thom fit 


亦 称 Thom ff 


MSO,(X,A) = 3jMSO,CX.A) 


表示 增 广 同 态 e.:MSO,CX) 一 MSO, (pt) 的 核 


Aon OX A) 中 非 定向 奇异 协 边 类 的 集合 


MO,((X,A) = EMO,CX,A) 
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代数 学 (Algebra) 


最 大 或 极 大 ymax =a 表示 y 的 最 大 ( 极 大 ) 值 等 于 a 
最 小 或 极 小 Yin =b 表示 y 的 最 小 ( 极 小 ) 值 等 于 
O e a E e 
始 于 a 的 个 product of the n-real 例如 ， 


a numbers by the begin- 
实数 之 积 (V2 m= Y 2€Y 2 +1002 22€ Y 2 +3) 


ning at a 


binomial coefficient, | 表示 从 ?个 元 素 中 每 次 取出 请 个 元 素 的 所 有 不 同 组 


combinatorial numbers 合 的 总 数 


all permutation 


combination with repeti- Wt C _ (m+n— l1)! 
tion m — “m+nu—) ` n1! (m NET 1)! 
permutation with repeti- | Un — m", BIA m 4 FH 5E 70 PEMA n PICKS Je ig nom 
tion 许 重复 排列 的 排列 总 数 l " 


P” Jh BY H R} 和 Ray 
n = = > Cha — 1)! (m <n). Ym = n i}, RZ = - 
Ra = p Cae DI On Sn). Pim = RE = | 分 别 表示 平面 环 排列 


与 空间 环 排列 


电工 技术 中 常用 | 
z=athi (|z|= va*--P?) 


| 模 函 数 ` ] ^ (0 (z = 0) 


方 阵 的 行列 式 S PNE of a square | 设 4 为 方 阵 , 则 det4 表示 4 的 行列 式 Ree 式 亦 可 用 


a 为 实数 ,n 为 自然 数 


circular permutation 


(m — 1)! 


imaginary unit 


symbol of complex num- 


z — a + bi DBA a, He SO b B3 LC 


ber 


z=a+bi (Re z=a) 


real part of z 


z=a+bi (Im z-—b) 


imaginary part of z 


trix 


范 数 矩阵 A 的 范 数 为 | A 1 =(TrC441 2 范 数 有 各 种 定义 
Ann SUR— m fin JUREE, Ca: RAGA) 
TRE ai; 的 m Fn HSM 
表示 主 对 角 线 上 元 素 为 disd" Amr RICKS 
为 零 的 方 阵 


表示 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1, 其 他 元 素 都 是 零 的 方 ae 


阵 , 用 I 或 上 表示 , 称 为 单位 矩阵 


inverse of the square ma- | RAM 4 的 行列 式 1|41 关 0,; 则 A44-1= ACA =], 
trix A 其 中 了 为 单位 方 阵 


把 矩阵 A 的 行 换 成 同 序数 的 列 , 得 到 的 新 矩阵 , 称 为 — 
4 pote BIG RE 亦 可 表示 成 A : 


设 a — (d15d2,***.d,) 是 一 个 实 向 量 . X ay saz ,tt* 
A m t nonincreasing vector a; Rai, ,as 的 一 个 排列 且 满 足 a? cma Se 
之 ay , 则 称 a = (a; ,02 ELET Fi ) 是 a 的 不 增 问 量 


代 数 学 


符 号 中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 


wa= (a1 ,a2,***,a,2,B— (5i 55," bn) 是 两 个 非 人 负 
Sr [et MUR a! Sbt yay tas tee tapi <s 
bt LET AR + bris apr aa eet a, = b, + bs 
十 … 十 各， 则 称 有 优 于 a， 记 为 ac 到 有 


A fim X n SBP m <n,PerA = Y: ILajo KH 
a i=] 


A 的 积 和 式 : 其 中 5 fx (1,2, m} $J(1.2,*,2) 
H5 — VIBRANT o OR AN 


formula of sum of prod- 
ucts 


A, | 代数 余子 式 | Ee 9 complement | 在 一 个 行列 式 中 ,G, 访 元素 的 代数 余子 式 HEN 
As 伴随 矩阵 e RET 由 x 阶 方 阵 4 的 所 有 元 素 的 代数 余子 式 Ai; 为 元 素 所 亦 可 用 A m adj A # 


A n 阶 方 阵 (4;; 置 于 第 j 行 第 i 列 交叉 位 置 上 ) 
在 一 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 中 ,再 在 最 后 增加 由 


mem 常数 项 构成 的 列 ,所 得 到 的 矩阵 icd 
其 中 = 1.2, m] == 1,2,**:,n 


ni 


矩阵 (不 一 定 是 方 阵 ) 4 中 不 等 于 零 的 子 式 的 最 大 阶 | 亦 可 用 CA), “HR A” 
MCF) F"*” total matrix ring of order 更 一 般 地 , 可 把 域 F 
direct product of matri- | iX A = (@ijmxnsB= (bi;)rxss i] mr X ns E ERA A 
E 


BW A nk BATE. E A PRG ME MT ARE RI n t 
i 方 阵 的 直 和 


4 AAH | complex conjugate ma- | 将 复 矩 阵 4 的 每 个 元 素 换 成 共 固 复数 所 得 矩阵 记 为 
矩阵 trix of 4 A. RARE 4 WEH kb [UE 
qr. qn 埃 尔 米 特 “| Hermitian conjugate ma- | 和 矩阵 A HM) SAM AM BEA , 称 为 A 的 埃 
, te ee kh RE | trix AR AK FF HE Be b IE 


direct sum of a square | 方 阵 A41,4,,…,Ai, 而 其 余 块 全 为 零 的 分 块 , 则 称 4 
matrix 为 A1 ,4A;,…,A4 的 直 和 , 记 为 
A=A, 4 A; +4 ed A, 


Rx 522; 


TN 


— 1 (5), o ar A 
bu= {0 GAR) (i,kR=1,2,°%%4n) 
系数 属于 环 R、 未 知 量 ( 不 定 元 ) 为 x 的 全 体 多 项 式 ，| 如 果 尺 有 单位 元 1, 则 
对 于 多 项 式 的 普通 加 法 和 乘法 组 成 的 环 规定 2° 一 1 

系数 属于 环 RR, 未 知 量 为 x1,x2z,…,zxi( 不 相关 不 定 | 如 果 环 尺 有 单位 元 1， 


元 ) 的 全 体 多 项 式 ,对 于 多 元 多 项 式 的 普通 加 法 和 乘 | 则 规定 zy = 1, 且 
法 组 成 的 环 ZiT) = YT 


—— nm X 


表示 多 项 式 f(x) 了 关 0 中 系数 不 为 零 的 项 中 最 高 次 项 
的 次 数 
D = TI Gc ED 称 为 次 分 加 多项式 ,其 中 避 ， 
£5, Fon) 为 n 次 原 根 
例如 ,ziyzz,zs 的 初等 对 称 多 项 式 为 :cl = 7, 22 


T302 = X102 + T1403 十 T2739 3 = IT2T3 


nn 元 多 项 式 环 


n -ary polynomial ring 


deg f(x) 多 项 式 的 次 数 | degree of a polynomial 亦 可 用 3 "f(x) 表示 


D(x) 分 圆 多 项 式 | cyclotomic polynomial 


初等 对 称 elementary symmetrical 
Oj sapate" Hm : 
多 项 式 polynomials 


es 最 高 公 因 式 | highest common factor 首 系 数 为 1 且 次 数 最 高 的 公 因 式 亦 称 最 大 公 因 式 


LA Vu 最 低 公 售 式 | least common multiple 首 系 数 为 1 且 次 数 最 低 的 公 倍 式 亦 称 最 小 公 倍 式 


153 


二 


mw 学 符 号 表 
| "9 | 中 文 名 称 英文 名 称 E ox mo i 


ps d coprime 多 项 式 f(z) 5 goo 的 最 高 公 因 式 是 1 ae 
EE: 


column vector 分 量 是 C19C29 9Cn 并 排 成 一 纵 列 的 n 元 向 量 


w F 上 所 有 有 理 分 式 f(x)/g(x)(g(x) 0) XT 

有 理 分 式 域 | rational traction field 理 分 式 的 加 法 和 乘法 所 组 成 的 域 NENNEN 
inverted sequence num- | n T 1,2, sn BÉI— AR HEP sions 中 反 序 个 

数 的 总 和 . 例如 (231) —2.7(32) —3 


> 分 量 是 a1,02,… ,a 并 排 成 一 横行 的 x 元 向 量 
亦 称 逆 序数 
k -cyclic (permutation ) BPH i 变 为 记 ,iz EH iatt ,i BR is 而 别 的 元 素 不 NEN 
动 的 置换 


symbol number of per- | 、 7 _ /十 1 C EWEA), 
en | 的 从 mutation 设 o 是 个 置换 , 令 sgno = 的 1 (c 是 奇 置换 ) 


以 为 基 域 的 元 向 量 的 集合 K". 称 为 K 上 的 向 量 | E > RPT", 
空间 或 线性 空间 MK = C 时 记 为 C"， 
有 时 表示 成 V 


orthogonal vectors 内 积 为 零 的 两 个 向 量 | al 


问 量 与 子 a vector cut a subspace M AN pa 2 亦 可 表示 成 
空间 正 交 bos oralls KRZ 间 中 向 量 a 与 子 空间 W 中 每 个 向 量 都 正 交 (a,W)=0 
V, 与 V 是 欧 氏 空间 的 两 个 子 空间 , 若 Y 中 每 个 向 量 

正 交 子 空间 | orthogonal subspaces 与 Vz 中 每 个 向 量 都 正 交 , 则 称 Vi E Vo HERTS 

间 


W 是 欧 氏 空间 VY 的 一 个 子 空间 ,W+ 表 示 V 中 与 W 正 
orthogonal complement 


问 量 空间 vector space 


交 的 一 切 向 量 所 构成 的 子 空间 
?是 线性 空间 VV 的 一 个 线性 变换 , 子 空间 W 对 8 不 变 ， 


induced transformation 


则 8g 在 W 上 的 限制 称 为 8 在 W 中 的 诱导 变换 


TK Ay F< 表示 子 群 
或 真子 群 


Jk np F<] 表示 正规 
子 群 或 正规 真子 群 


< 子 群 subgroup HCH ER G BOT HE 


N ZG Bl N ##CHIEMT RE 


normal subgroup 


设 G 是 有 限 群 ,使 a* = 1 (Y a EG) 的 最 小 正 整数 4， 
称 为 G 的 方 次 数 


群 C 的 极 大 正规 子 群 且 为 p TE 


正规 闭 包 normal closure 群 G 的 包含 子 集 M 的 最 小 正规 子 群 


| 设 M 是 群 G 的 子 集 , 则 G 的 包含 在 M 中 的 所 有 正规 
HeharG | 特征 子 群 | characteristic subgroup | 群 G 的 在 G 的 在 意 自 同 构 下 不 变 的 子 群 a 


exponent of a finite 


有 限 群 的 指数 
group 


MAEM 


maximal normal p-sub- 
group 


群 的 直 积 有 内 外 之 


G =G XG; X = XG,mmG—Gi1(2Gs C9 69 G, x 
, H 5 — x x . H A Ein 
da — TODO MUSS Rumeurs 
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符 号 中 文 名 称 


英文 名 称 


semidirect product 


: 


HK 半 直 积 


NcGCH) 正规 化 子 


CoelH) 中 心 化 子 


元 素 的 
中 心 化 子 


At 8 | commutator subgroup of 
换 位 子 群 A and B 
# | index of a subgroup 


弗 拉 蒂 尼 子 群 | Frattini subgroup 


symmetric group of de- 


C(G) 群 的 中 心 


[a,b] 换 位 子 


G',(G,G) 换 位 子 群 


. 
a 
- 
a 


v 
pd 


子 群 的 指 


中 (CC) 


S(M), Sm 对 称 群 


ü 


n 次 对 称 群 
gree 7 


交错 群 alternating group 


p^ 型 群 group of p?-type 


A 


n 
oo 


P 


aam 


C(Cp?) 


prüfer additive group 


order of the element 


|a | 
|G | order of a group 


generated subgroup by S 


torsion subgroup 


ERE 


cyclic group of order x 


infinite cyclic group 


monomorphism 


Hi 


surjective homomor- 


1 


ne 


RG 中 所 有 可 与 子 群 HH 交换 的 元 素 组 成 的 集合 
群 G 中 所 有 与 子 群 ORATOR EI ERIT: 
centralizer 的 集合 


代 XS 学 
E 义 或 举例 


G/NSF Rp N BNA AKIEMTH,G= FN, 
其 中 下 是 与 天 同 构 的 子 群 .站 入 = fe} 此 时 G 称 为 


定义 子 集 S 的 正规 化 
子 为 Nc(S ) 
亦 可 表 成 ZG CHD 


C(G) Bl Cec(CC). 亦 可 


用 Z(G) 表示 
üt GPI ERa H 5 BO d fr T JÉ dE G 中 元 素 


换 位 子 亦 可 定义 为 
a-lb-iab.Bl[a.5] = a—b-ab [a,b] = aba-1b-! 


N 与 下 的 半 直 积 


E a REG 的 一 个 元 素 , 则 G 中 所 有 与 a 可 交换 的 元 
素 组 成 的 集合 


pau 
H 


群 G 中 与 C 的 每 个 元 素 都 可 换 的 元 素 组 成 的 集 


、 m 亦 称 G 的 寻 出 群 或 导 
4, 刀 是 群 @G 的 两 个 子 集 . 由 所 有 换 位 子 Lce,bj(CaeE A, 
b € B) PERMIT RE 
(G: H) 可 能 有 限 , 也 
H={(),(2)} T S3, (S3: H)= 3 可 能 无 限 


集合 M 的 全 体 双 射 变换 对 变换 乘法 所 组 成 的 群 ,M 
可 以 是 无 限 集 亦 可 表 成 sym(M) 
一 般 取 
M = (1,2,*",n) 
亦 称 交代 群 


设 [M| = 二, 则 MM 上 的 对 称 群 即 M 的 全 体 双 射 变换 
亦 称 半 循 环 群 


对 变换 乘法 组 成 的 群 , 称 为 4 次 对 称 群 
n 次 对 称 群 5, 中 全 体 偶 置换 组 成 的 群 , 称 为 x 次 交错 
亦 可 用 9 (a) 表示 


群 ,简称 交错 群 
群 G 的 阶 也 可 记 为 


G = U Ga KP G, 为 所 有 p"(p 是 素数 ) 次 单位 根 对 
的 阶 也 记 为 [G : 1] 


乘法 组 成 的 群 . 凡 与 G 同 构 的 群 均 称 为 p^ 型 群 
x S = {asaz san? 


设 p 是 一 固定 素数 , 则 所 有 形 如 a/ ^O 为 任意 正 整 
数 ,a 为 任意 整数 ) 的 有 理 数 组 成 加 群 , 它 对 于 其 子 群 

BE.» Gia, 
ay) BK (asap, yan) 


TH H ER GP PERA) 陪 集 的 个 数 . 例如 ， 


Z( 整 数 加 群 ) 的 商 群 (或 称 差 群 ) 称 为 普 吕 费 尔 加 群 
设 a 是 群 的 元 素 .使 a” 二。 的 最 小 正 整数 , 称 为 a 的 
阶 或 周期 . 车 这 样 的 x 不 存在 , 则 称 a 的 阶 是 ce 或 0 


群 G 中 所 包含 的 元 素 的 个 数 . 例如 ,153| = 6; 整 数 加 
E ZERA co, Bil |Z| = oo 


(S) 是 群 G 中 包含 子 集 5 的 最 小 的 子 群 , 亦 即 C 中 包 
A S 的 所 有 子 群 的 交 . 亦 用 (S) 表示 


群 G 的 所 有 有 限 阶 元 素 组 成 的 子 群 , 称 为 G 的 扭 子 群 ROSSO 


由 一 个 元 素 生 成 的 群 称 为 循环 群 . 即 


Jk A Hj GO 表示 循环 


(a) = {ea ?,a l,e,a,a?,*«) 群 


由 一 个 阶 为 的 元 素 生 成 的 循环 群 
由 一 个 阶 为 无 限 的 元 素 生 成 的 循环 群 记 为 Co 


人 A 到 8B 同 态 映射 ,而 且 又 是 单 射 时 , 记 为 4 多 用 在 同调 代数 中 模 
BREA 0 B 的 同 态 上 
车 8 是 模 A 到 B 的 同 态 映 射 ,而 且 又 是 满 射 时 , 记 为 
A B s 2:4 > B 


表示 集合 M 5 MAARA. BI iM = (1,2,3, 
oe} ,M zz (2,4,6,--) , Bi Q:ne»2n 是 双 射 


G 一 人 表示 9 是 群 G 到 群 吾 的 一 个 同 态 .有 时 也 简 记 
HGG 


多 用 在 同调 代数 中 模 
的 同 态 上 


在 环 或 其 他 代数 系 也 
有 类 似 说 法 
795 


image of an element 


GSG, RRR G 与 群 G 同 构 , 即 群 G 到 群 G 存在 一 


个 保持 运算 的 双 射 


对 环 、 域 . 模 等 代数 系 
的 同 构 , 亦 用 符号 =. 


?是 集合 4A 到 B 的 一 个 映射 ,a E A. TOR a 在 映射 9 
之 下 的 像 ,一 般 用 pa) 表示 . 亦 用 a? MK ap HA 


WG fin TORO = {a ,2,… ,a,)} 上 的 置换 群 ,a € 0, 


Qa = dahl 


则 Ga = {elg € Get = a}, RI G rn—g)fii a 不 动 的 G4 是 群 G 的 一 个 子 群 


置换 组 成 的 集合 


automorphism group 


B GREC (a ww) 上 的 置换 群 ,ee A, 
N] o^ = {as|g € G) 


aC 是 82 的 一 个 子 集 ， 
H [G| = |G.| + |] 


semi- | 群 G 的 全 体 自 同 态 对 变换 的 乘法 组 成 的 半 群 


数 学 符 号 X 
= 同 构 isomorphism 
a? 元 素 的 像 
Ga 稳定 子 群 stable subgroup 
aC 像 的 集合 set of image 
E endomorphism 
group 
Aut G 自 同 构 群 
InnG 内 自 同 构 群 


Out(G) 


GL(n,F) 


PGL, (F) 


SL,CF), 
SL Of) 


PSL,CF) 


SP, CF, J) 


PSP», CF, J) 


U, (E,K) 


SU 


(R, +. *) 环 
<= 子 环 
Char R | 特征 ( 数 ) 
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外 自 同 构 群 


右 正则 表示 


一 般 线 性 群 


射影 一 般 
线性 群 
特殊 线性 群 


射影 特殊 
线性 群 


SE IE CF 


旋 


射影 正 交 群 


inner automorphism | G 是 群 ,a € G,r,:r— ara :是 CC 的 一 个 内 自 同 
group 

group of outer automor- 
phisms 


right regular r 
tion 


holomorph 


epresenta- 


群 C 的 全 体 自 同 构 对 变换 乘法 组 成 的 群 


G 的 全 体内 自 同 构 组 成 一 个 群 , 称 为 G 的 内 自 同 构 群 


群 G 的 自 同 构 群 Aut(G) 对 于 G 的 内 自 同 构 群 
Inn(G) 的 商 群 , 称 为 G 的 外 自 同 构 群 


G 为 群 ,GG 上 一 切 置换 re = | | (g € G) 组 成 的 集 
合 , 称 为 群 G 的 右 正则 表示 


S(G) 为 群 G 上 的 对 称 群 ,RC(G) 为 G 的 右 正 则 表示 ， 
RG) Æ S(G) 中 的 正规 化 子 称 为 群 G 的 全 形 


general linear group 


projective general linear 


group 


special linear group 


dk Fb St n BY ay uk 7; ER HE TH AY PR A R F 
EA RAE. TE RF ER n BESS qn] V 的 全 体 可 
XX £X HE AE Be 2H JL) SE BE GL (V [a] £g «Se GL OV 亦 称 
一 般 线性 群 


亦 可 简 记 为 ACG) 


Kj. | OPA MID A IO. 也 


把 axa ! SX a^ !xa 


RG) Æ G Ex FEE 
的 子 群 


RF En AAR HERE GL, CF) 关于 其 中 心 所 得 的 商 
群 , 称 为 上 射影 一 般 线 性 群 

表示 域 上 行列 式 等 于 1 的 全 体 n 阶 方 阵 对 乘法 组 
成 的 群 


projective special linear 


group 


orthogonal group 


real orthogona 


特殊 线性 群 SL, CF) 关于 其 中 心 所 得 的 商 群 , 称 为 域 
下 上 的 射影 特殊 线性 群 

F 是 特征 不 为 2 的 域 ,S 是 上 任意 一 个 固定 的 n 阶 
AJ i% XT ERE RE OnE S) = (AJA E F,«, H A'SA— 
S) 是 一 个 群 . 称 为 上 (由 S 定义 的 )n 次 正 交 群 


由 实数 域 上 所 有 阶 正 交 方 阵 (4' = AW!) 对 乘法 组 
成 的 群 , 称 为 4 次 实 正 交 群 


SL,CF) Æ GL,CF) fi 
正规 子 群 


由 实数 域 上 所 有 行列 式 等 于 1 的 阶 正 交 方 阵 对 乘 
rotation group 半 组 成 的 群 , 称 为 n 次 旋转 群 


projective 
group 


orthogonal 


TECH O,CF 50 关于 其 中 心 的 商 群 


转 群 
辛 群 


射影 辛 群 


I8 


群 


特殊 西 群 


symplectic gro 


projective 
group 


unitary group 


special unitary 
spinor group 
ring 


subring 


character 


up 


symplectic 


group 


J SEF p 2n Brn] WSC FREE Pon on 中 满足 AJA 
= /的 一 切 A SAREE F 上 的 2n 次 辛 群 


RSP, (FJ) 关于 其 中 心 的 商 群 


元 素 为 复数 的 并 阶 酉 矩阵 的 全 体 关 于 和 矩阵 的 乘法 组 
成 群 , 称 为 n 维 西 群 


UG) 中 行列 式 等 于 1 的 所 有 矩阵 形成 U(w) 的 正规 


子 群 , 称 为 特殊 西 群 | 
与 SO(n) JRR TEJ HG B6 A9 E b 2E BERI OS Die SERE 


JE 空 集合 R 关于 运算 “十 ”与 “…” 组 成 的 环 记 为 《R， 
十 "), 也 常 简 记 为 R 


— 


SQRRENSHBHRATH 


R 为 任意 环 .使 na = 0(Y a € R) I IEEE n BR 
ALR AS FRE. ERR n A FETE ERR BRIE oo 或 
0, 例 如 ,CharZ, =n, CharZ = œ 


| 亦 可 用 二 表示 子 环 


或 真子 环 
Jh EK FF E RL XR OR 的 


特征 亦 用 chR 表示 


A 


数 学 


RR 是 有 单位 元 的 环 ,RR 的 全 体 单位 ( 即 可 谤 元 ) 对 及 的 
UCR) R* | xis 乘法 组 成 群 , 称 为 及 的 单位 群 ,例如 ,整数 环 Z 的 单位 | ILS LPS R M 
B 


高 斯 整 环 Gaussian integral do- 


RAK. 如 果 保 持 R PIE AS AS ,而 乘法 改 为 wa。 = 
ba, Wl) R 对 于 原 加 法 和 新 乘法 。 也 组 成 环 , 称 为 R 的 
道 环 


由 一 切 复数 ea 十 bi (a.b EZ) 所 组 成 的 数 环 


设 RR 是 有 单位 元 的 环 ,G 为 群 , 一 切 有 限 和 Dax la; 
group ring € Roxi € G) 关于 其 (类 似 于 多 项 式 的 ) 加 法 与 乘法 
组 成 的 环 
^k F ALR G 构成 的 群 环 FLG], 再 加 上 中 元 素 与 有 
限 和 Dair la; € F,r; € C) 的 乘法 而 得 到 的 上 的 
代数 


亦 称 反 环 , 并 记 为 R^ 


亦 可 记 为 RG), RG 
或 GR 


环 RR 的 所 有 本 原理 想 的 交 , 称 为 R 的 雅 各 布 森 根 . 当 | 亦 简称 S 根 , 有 多 种 


i R 无 本 原理 想 时 ,规定 :/(R) = R 定义 方法 


| — 亦 可 用 A 表示 理想 


对 于 加 群 的 直 积 也 党 
R=R ORO OR MRR=R+R+ +R, | KARA; 又 子 空间 
BI Rf Ri Roo, Rp 的 直 和 的 直 积 ,都 常用 也 或 
十 表示 


理想 的 根 radical of an ideal AAEM R BERG. VA = {aja € R,J nfa" € 亦 称 理想 4 的 根基 
A}(n 4 a 有关) , 称 为 理想 4 的 根 
当 S 一 CQ d, 
HSER | ated ideal bv S SBA RS TAE AS) 是 R 中 包含 5 的 最 小 理想 ，| AS Ta 
A er ers i 亦 即 R 中 包含 5 的 所 有 理想 的 交 


时 , 常 记 为 (clyaz,…， 
an? BK (a, DEERE FO) 

A,B 是 环 R 的 理想 , 则 一 切 有 限 和 D a;b; (a; € A,b; 

€ B) 组 成 R 的 一 个 理想 , 称 为 理想 4 与 B 的 积 


: 


Zi 


main 


RLG] 群 环 


F(G) 


JCR) 


(a) 


环 的 直 和 


direct sum of rings 


= 
i] 


AB 是 由 一 切 元 素 
abla € A,b € B) Æ 
成 的 理想 


当 R 为 非 交 换 时 ， 
():B 是 R 的 左 理想 


AB 理想 的 积 product of ideals 


零 化 理想 annihilating ideal 


左 零 化 子 left annihilator I R pirs = 0 的 一 切 r 组 成 的 集合 1(S) 是 R 的 左 理 想 
ARTF right annihilator 环 R 中 使 Sr = 0 的 一 切 > 组 成 的 集合 r(S) 是 R HAMA 


克 德 根 Kóthe radical RR Bix KR SCH PMA R OB RR LER KR 


设 A,B EXKI RH, NR pE BE 4 的 一 
切 元 素 x 组 成 R 的 理想 , 称 为 4 与 B 的 商 
设 B 是 交换 环 R 的 理想 , 则 RR 中 满足 xB = 0 的 一 切 
元 素 工 组 成 的 理想 , 称 为 B 的 零 化 理想 


B 


B 


(CS) ,ann Si 


raS) „annn 5, 


之 


e. d u 
iE l a 


Q 


AE 


F(a) 单 扩张 | simple extension | WAR FATRE 的 最 小 扩 域 亦 称 单 扩 域 


S = le so, 
ERR F YRS EW TER. Eth FAS z i 2. 
HEDRA FCS), EER FMS aK 


F(a » O5, .. san) 


FCS) 域 的 扩张 
ERM HT RM EARP FA EEFE | (E: F) 可 能 有 限 ,也 


(E: F), degree of an extended 

ppm] . SUNT 的 维 数 称 为 扩 域 的 次 数 或 扩张 次 数 可 能 无 限 
ds EE 在 了 上 的 |. : .| FRR EW PR ACEP) 是 的 使 的 每 个 元 素 不 

ACE|F) MEER Galois group of E over F 动 的 全 体 自 同 构 组 成 的 群 


FE G 所 E ERFIR G = ACE|FO 之 G1,E 中 所 有 对 
"n 于 Ci 中 任 一 元 都 不 动 的 元 是 五 的 子 域 , 称 为 子 群 Cl |FCGCE(GOZE 
所 属 的 域 


假设 同上 ,又 五 ; dé EBJT XH FC E, C E. W G rp 


所 有 不 使 Ei 中 任意 元 变动 的 元 素 之 集 是 4 的 子 群 ， 
ATR EQ 所 属 的 群 


x 


extension of a field 


E(G1) field belong to subgroup 


子 域 E, Br 


GCE) group belong to subfield 


al 
a 
FE 
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S$ 
d g 
d 
Jl 
Eu 


符 号 


Fy, GF(g) finite field 


Q; 户 进 数 域 


户 进 整数 环 


中 文 名 称 英文 名 称 意 X 或 举例 备 Ë 


"—- 元 素 个 数 相同 的 有 限 
有 限 域 F R GF GO Xon UR PCS q 的 有 限 域 域 都 同 构 
p-adic number field 表示 有 理 数 域 在 p 进 赋 值 下 的 完备 化 域 
ring of p-adic integers 全 体 p 进 整 数组 成 的 环 , 称 为 p 进 整数 环 


Fonal power senes np K[Lzis tests an IRS RRR K PHAR | 亦 可 表示 成 
. 数 环 R{Xi, T2," Zn} 


GAR LUCA) 是 C 分 次 代数 A = A 的 单位 群 . A 
的 一 切 分 次 单位 组 成 UC(4) 的 一 个 子 群 


p V ERP LESELHBA BI. V 的 一切 非 奇异 半 线 性 变换 
OU uo uM 组 成 群 , 称 为 半 线 性 变换 群 


JcCOMD) 雅 各 布 森 Jacobson graded radical RA GCAKH MARK RE. 1 的 一 切 分 次 极 大 模 
分 次 根 B 的 交 , 称 为 M 的 雅 各 布 森 分 次 根 


Zp 


KIL Jl UJESESUBROT 


G,U (CA) 分 次 单位 群 | graded unit group 


semilinear transforma- 


RRS, A RAE la+ b) = d6a4+ 85 5 8(ab) 


ur derivation = (da)b + a(db) 的 变换 5 


A 上 微分 ring of differential oper- 


dd A TA ators over A 


称 UR DA) 为 4 上 线性 微分 算 子 环 


设 4 RMP EPLER, ACA! F) = m WER m 
为 4 的 次 数 


re 4 是 域 下 上 有 限 维 中 心 单 代数 , 且 A= M,(D) 其 中 
DD 是 上 可 除 代数 , 称 deg D 为 4 的 舒 尔 指数 

| | ABERMAN— PTRA, E B= BC CB, 
Bun VENE RUP — 4, 其 中 B, 是 B, 的 理想 , 则 称 B 是 A 的 次 理想 
设 了 是 代数 4 的 一 个 理想 . MRM 4 的 每 个 自 同 态 9 
HA KD C LOWE LS A i T R38 
设 尺 是 有 单位 元 的 交换 天 ,8$ BRORMER 出 二 
ring of fractions 9) a/s(V a € R.s € 5S) 关于 分 式 的 加 法 和 乘法 组 成 
HK Fy REF S 的 分 式 环 


设 P 是 有 单位 元 的 交换 环 R 的 素 理 想 ,Sp = R\P. 称 
SPP Æ R 中 的 收缩 理想 为 P 的 nn 次 符号 客 


称 (zy)z 一 x yz) 为 非 结合 代 数 中 三 个 元 素 x，y，,z 
的 结合 子 


结合 环 尺 的 导 子 在 加 法 与 乘法 [5),6,] = 010; — 6201 
之 下 组 成 的 李 环 , RASTER 


. . number of F-conjugate | RO ÆI FIIR KRADE. WA BOK 
ee EVE i 


deg A 代数 4 的 次 数 | degree of algebra A 


Ind4 舒 尔 指数 


T 理想 T-ideal 


= 


"1 
"S 
SS 
BL 
H 


IM Ts 


(x,y,z) 结合 子 


K 是 域 下 的 有 限 次 扩 域 ,如 是 下 的 含 天 的 代数 闭 包 ; 
又 Fy 92， Oo 为 天 到 2 的 一 切 互 异 的 F Ft Ho me St , 


K ERF BARRI ROP MA KORA: 
ii T 


X 01,05, 7,0, AK BOW —8] 8 5e HS F 3E Sg p Sp, 
RI NEGO = ( D ojca) ) UC Fi 称 为 K 中 元 a 的 范 
. 带 有 赋值 环 BF 
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valued field 


英文 名 称 


submodule 


Te 中 文 名 称 


子 模 


small submodule 


大 子 模 


large submodule 


X x mm 3 
A> M 表示 A RU M 的 一 个 子 模 


设 4 是 模 M 的 一 个 子 模 . 如 果 对 M 的 任意 子 模 Z 有 
4 十 Z — MA Z= MW AJ M 的 小 子 模 , 记 
ADM 


Bl EUR MATE AM 
= MATRA RON IN 
TS 


singular submodule 


| mmm Jeder 


anng T 


character module 


Goldie dimension 


category of R-modules 


想 
M+ p 
G. dim CM) 数 


R-Mod 


H"(X) 


上 同调 模 cohomology modules 


functor Ext 


R RE 


right projective dimen- 
left global dimension 


I* pdrN 


维 
l. gl. dim R 


阶 理 
特征 
XB 
A 
左 整 
右 整 


right global dimension 


E n É 


l. IdM 


设 4 为 模 M 的 子 模 , 若 对 M 的 任意 子 模 Z 有 4 门 Z Ra E. 


MAA REM I BUB f r, n) © Rr E m BRA 
集 是 M 的 子 模 , 称 为 奇异 子 模 , 其 中 
rem) = {r|r € R,mr = 0} 


设 R 是 有 1 环 ,M 是 左 R 模 ,x M, wWanngr= {a € 
Rlaz = 0). £529 x dE R PR fp RR 
M ÈA R I&, M* = Homz(M,Q/Z) SFC er) (2) 
= firx)(f € Mt, rE R, zE Mo ERARA, RA 
M 的 特征 模 

XE REMO TARULSU SU, E xU, 为 直 和 且 为 


M 的 本 质子 模 , 则 称 n OS M i Xs HET 


HAZ 民 模 构成 的 范畴 , 称 为 左 ROR 


a"—!1 dn 
y X^-1 ——— Xr— > Xnt1 —w see 是 环 R 3pe 


亦 称 为 x HER PHS 
化 子 . 记 为 (0 : x) 


A X. 


IH EJE H” (X) = kerd"/Imd" !, $579 X i E [e] yap s 


i M EA R, H Extk(M, —) 表示 Homg(M, —) 
MAS HERE 

设 MEA RE, A Tork(M, 一 ) Xm MOr- HAS 
i K F 


亦 称 左 同调 维 数 , 记 


表示 MHA REM 的 左 投射 维 数 为 1 ,dhxN 
亦 称 右 同调 维 数 , 记 
表示 NAA REN 的 右 投射 维 数 为 r.dhaN 


环 Rc REP 
l. gl. dim R = sup{l. pd4M|M € pe} 


SR R 的 右 整 体 维 数 
r. gl. dim R = sup{r.pdrM|M € pp} 


r. IdR N 


右 内 射 维 数 | right injective dimension 
左 平坦 维 数 


右 平坦 维 数 


模 的 根 


left flat dimension 


l. FdrM 


r. Fd,V right flat dimension 


Mi* M: E 
sed biproduct 


Obj(K) 


class of objects 


Morr (A,B) 


set of morphisms 


(A HE 
《 态 ) 射 的 域 | domain of a morphism 
( 态 ) 射 的 上 域 | codomain of a morphism 


Dom (a) 


Cod(a) 


rad(M) 


socle of module 


Soc (M) 


模 的 基 座 


ker 9 kernel 


左 内 射 维 数 | left injective dimension 表示 左 RE MM 的 左 内 射 维 数 


ETE "Wm 示 模 M 的 所 有 极 大 子 模 的 交 


Bm A REN 的 右 内 射 维 数 


表示 左 尺 模 MM 关 0 的 左 平坦 维 数 
HMA REN 关 0 的 右 平坦 维 数 


设 ME Mi Mose M, 为 RIS. 若 有 模 同 态 0;; M; — 
M 与 nm; M —> M; 满足 fjG = Ô ji 5 Mom, 3 Im» WIER 
TM 是 模 M1,M2，,… 的 双 积 


K 是 一 个 范畴 ,天 的 所 有 对 象 构成 的 类 称 为 天 的 对 
象 类 


A,B 是 范畴 大 的 两 个 对 象 . 由 4 与 妃 所 决定 的 一 个 
集合 称 为 4 与 互 的 ( 态 ) SIS 


亦 称 弱 左 同调 维 数 ， 


亦 称 弱 右 同 调 维 数 记 
为 W.I. dhyN 


亦 称 为 由 4 到 B 的 射 


表示 在 范畴 中 , 设 x6E Morxk (A,B), WA ACA) 84 

a 的 域 

在 范畴 中 , 当 a€ Mork(4,B) 时 , 称 B 为 ( 态 ) 射 a 的 

上 域 

表示 亦 即 M 的 所 有 小 子 模 


表示 模 M 的 所 有 极 小 子 模 的 和 


?是 环 R 模 4 到 B 的 一 个 同 态 映射 , 称 B 中 零 元 素 的 
EKER O emm 


亦 即 M 的 所 有 大 子 模 


对 群 、 环 等 代数 系 也 
有 类 似 概念 


SAS 
ot Sie 


~ 
Ci 
DO 


符 号 


Coker ¢ 


EE PEE RR d did 亦 称 余 核 
N 一 个 同 态 Yo» " 
维 数 


Coim ¢ 


中 文 名 称 英文 名 称 E x 或 举例 


M/N 


商 空间 | quotient space | 表示 两 代数 系 M,N 的 商 空间 


" 域 上 线性 空间 V 的 所 有 线性 函数 组 成 上 的 线性 | ，。 pe 
为 


numerical range of a ma- | A € C"*", FK W(A) = (z* Arx|z € C"^,z*'r—1) 
矩阵 的 数值 域 m 4 的 数值 域 


矩阵 的 数 numerical radius of a A € Cnxn, 称 max |Z| 为 4 的 数值 半径 
值 半 径 matrix ZEWA) 
WwW “是 线性 空间 Y 的 一 个 线性 变换 ,4o 是 o 的 一 个 特 
characteristic subspace 征 值 , 则 对 应 于 ào 的 全 体 特 征 向 量 和 零 向 量 组 成 的 
子 空间 称 为 特征 子 空间 


dim V 


* 


< 


= 


W (A) 


rCA) 


0 特征 子 空间 


T(G.x) 


张 量 空间 TSE) RTE) AREER S, = 之 5 称 
对 称 化 算 子 | symmetrization operator «eG, 
为 对 称 化 算 子 ,其 中 C， 为 置换 群 


symmetric class of ten- | 设 OV 是 张 量 空间 ,x 是 群 G MAA ERD TG, 


VG) 张 量 对 称 类 Mn Z) 是 对 称 化 算 子 , 则 称 Im7(G,z) 为 关于 G 和 的 张 


量 对 称 类 


mex VG 张 量 对 称 index of symmetric class 表示 张 量 对 称 类 Vy(G) 的 指标 
类 的 指标 of tensor 


BA = (ou) 为 四 阶 复方 阵 ,G 为 So WER SEC BI 
C 的 任 一 函数 , 则 称 ECA) 二 DAO) Maven 为 广义 
矩阵 函数 
WV yh K(charK #2) 上 向 量 空间 , AV WK ER 


格拉 斯 曼 空间 , 则 直 和 AVOAVO~OAV AAR 
KK 上 代数 , 称 为 Y 上 的 外 代数 
ix E ÆR K(chark = 0) 上 的 向 量 空间 ,，V* 是 的 
PUM ASAE NI V E — C. VETAR K ERRAR 
数 , 称 为 无 上 的 对 称 代数 
设 V Bit K 上 向 量 空间 , 则 包含 映射 j:V — COP 在 
Cy 一 C9? 的 代数 开拓 是 一 个 对 合 , 其 中 C98? 是 V 的 克 
利 福 德 代数 Cy 的 反 代数 


üq 
0 
3 
o 
= 
E 
S 
e 
[em 
z 
w 
emt 
d 
» 
ehn 
e 
5 
P 


d6(A) tion 


EQ) 外 代数 亦 称 格拉 斯 曼 代数 


exterior algebra 


< 
t 


对 称 代数 


symmetric algebra 


= 
x 
n 
T 
E 
zl 


对 合 Sy involution Sy 


< 
4 


设 Uy Uo gree U m 是 V 的 向 量子 空间 , 若 它 们 两 两 正 


RAV 为 其 直 和 , 则 记 为 二 Ui 图 … 图 USE 
VAU 的 正 交 直 和 


格 - 并 lattice-union ALB 表示 两 个 理想 A.B 的 格 - 并 


由 范畴 C 作出 的 新 范畴 C?:C? 的 对 象 类 即 C 的 对 象 
类 ,定义 Homo? (A°B°) = Home (B.A), FM fg’ 


orthogonal direct sum 


H 
Rt 
[at 
E 


pii 
cs 
E 


C? 对 偶 范 暑 dual category 


= (gf)? Fk C? 为 C 之 对 偶 范 畴 


category of sets 以 一 切 集合 为 对 象 ,以 集合 映射 为 态 射 的 范畴 


SAY B3 1 
f i — 7 
category of topological | 以 一 切 拓扑 空间 为 对 象 ,以 连续 映射 为 态 射 的 范畴 | 亦 可 表示 成 了 


Group AEE BE category of groups 以 一 切 群 作对 象 ,以 群 同 态 作 态 射 的 范畴 亦 可 表示 成 E 


六 一 切 阿 贝尔 才 象 , VA Bay SL A RE Fl AS HE AS AT ES 
AG 阿 贝 尔 群 范 晴 category of Abelian | 以 一 切 阿 贝尔 群 作 对 象 , 以 阿 贝尔 群 同 态 作 态 射 的 
groups ve ME 


Ic {Cx} (4 € 4) 为 一 个 范畴 集合 . 由 它们 所 作出 的 新 范 
和 FAYE HE product category we ue H (Ca) 的 积 范畴 
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Un 
m 
ct 


al 


op 拓扑 空间 范畴 


与 一 态 射 集 具有 泛 性 质 , 则 称 B 为 {4;} 的 上 积 


代 


英文 名 称 意义 或 举例 


IBN ri RAW. 如 果 每 个 有 限 生成 的 RR 模 的 任 二 基 中 元 素 个 
ii 数 必 相 等 , 则 称 R 为 IBN 3$ 


category with product 规定 映射 | tO KC +S 的 范畴 多 HW HERTE BE 


GE, OB CIO, TO AU EBAY B Fi £2 为 保 积 函 
子 .由 此 定义 的 新 范畴 DF CHT RAH (OM N, a)| M, 
NE@,a:F(MI=FIN) RA E FD WA BETH) 
gl(V) 表示 域 上 7 BS V 的 所 有 线性 变换 在 运算 
[A,B] = AB — BA FHRA n? HEZE (RR BRA AR 
线性 李 代 数 


偏 序 集 的 阶 | order of poset 偏 序 集 书 的 基数 称 为 P 的 阶 
ICP) 偏 序 集 的 长 | length of poset 偏 序 集 P 中 链 的 长 的 最 小 上 界 称 为 PP 的 长 
偏 序 


了 
Sup X 上 确 界 supremum PEATE X 的 上 确 界 dpud dd 
infX FRR | infimum 偏 序 集 的 子 集 的 下 确 界 T a re 


` Yi 
latti 若 偏 序 集 工 的 任 二 元 素 均 有 上 确 界 和 下 确 界 , 则 称 工 
attice 
为 格 
Frattini sublattice donde 工 的 弗 拉 梯 尼 子 格 
positive part of a a 是 格 群 的 一 个 元 素 ,a+ 一 aVS 0 称 为 a WER 


negative part of a a 是 格 群 的 一 个 元 素 ,a” 二 (一 a) VORA a 的 负 部 


X ERR GAT, X= (iy € Glly| A Ix] = 0, 


; Fk FRED) PUK BAI AK —0, RJ EK d 
independent /-ideal ina 
独立 的 


和 格 序 群 C 的 一 切 本 质 性 值 的 交 是 一 个 ! 理想 , 称 为 C 
的 康 莱 德 根 
order of po-ring R Emm, Rt = {r E R| r 之 0}, 称 为 R 的 序 OP PR R AYE SÈ 
BCK-algebra 一 种 有 序 代数 系统 
X 的 欧 


WE 
WE 


符 号 中 文 名 称 


IBN IBN # 


ER 
RE 


(@, |) 带 积 范畴 


e 


a PR 
x la ls = 

+t- | 十 MA 

Ner 


F 纤维 范畴 


fibre category 


一 般 线 性 


EAS zE 


general linear lie algebra 


n(P) 


®(L) 弗 拉 梯 尼 了 于 格 
a 的 正 部 


a 的 负 部 


oe 


polar 


JİK 独立 | 理想 


R(G) 康 莱 德 根 


+ 


a 


偏 序 环 的 序 
BCK BCK 代数 
BCI BCI 代数 
X B 代数 


| 
T: 
BCI-algebra 一 种 较 BCK 代数 广泛 的 代数 结构 
two B-algebra 表示 BCK 代数 或 BCI 代数 ,二 者 合 称 双 B 代数 
F 4E 


{ 
OX; * 40) 
稳定 子 = 
个 环 层 Ox 式 空 | 
簇 hi 标定 义 为 
(Ox) = $ C- Didim, H(X ,0z) 
X j& n EERI. 在 XX 利用 归纳 法 定义 的 维 数 


(X ,Ox) 的 拓扑 空间 X, 称 为 环 式 空 间 


环 式 空间 x 
欧 拉 - 庞 加 Euler-Poincaré charac- - 庞 加 


菜 特征 标 teristic 


= { 
莱 的 特 


Dil 
stabilizer A JE BCK AUR XN FRAY = ire X|rxa=rH 
axz=a Va 4}), 称 为 4 的 稳定 子 
M, 


ringed space 带 有 一 1 
备 


= 
JU 


n 维 


X(Ox) 


K(X) 小 平 维 数 Kodaira dimension K(X) 称 为 小 平 维 数 
X 为 光滑 射影 族 ,ws 为 其 典范 层 ,X 的 典范 环 为 
R(X) 典范 环 canonical ring R(X) = DHX, o") 


环 式 空间 (X,Ox) 的 可 逆 层 的 同 构 类 组 成 的 群 ( 运 算 
由 可 逆 层 的 张 量 积 所 诱导 ), 称 为 和 的 皮卡 群 


和 是 代数 财 域 RK 上 的 射影 光滑 代数 簇 ,Pic(X) 中 包 
Pic°(X) 皮卡 簇 Picard variety 含 O 的 分 支 是 一 个 射影 概 形 , 它 的 既 约 结构 是 一 个 


Pic(X) REE Picard group 


阿 贝 尔 族 , 称 为 X BS BER 
和 是 射影 光滑 代数 复 . 式 的 皮卡 簇 的 对 偶 阿 贝尔 能 称 


Alb(Z) Bay AK SEJE Ur 8 


Albanese variety 


A X AY Bay AK BEE So E 
R , , —^ n 维 线 性 空间 的 所 有 m 维 线性 子 空间 的 集合 称 | 亦 称 格拉 斯 曼 流 形 或 
AS Hi hy HK | Grassmannian variety il sm = 格拉 斯 曼 空间 


Q 
= 
3 


V fin 4EM BS ln — ni > n; > 2 n, > 0. RJV 
AY BU H TX [8] £8 A TR 2 Om 2n 的 旗 的 
合 , 称 为 一 个 旗 簇 


x LFR cross product asb ASST a,b 的 对 称 差 的 补 运算 , 即 这 里 a,5EB,B 称 为 
d ax b-— (a/^b)' 布尔 集 
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KR flag variety 


Flag, 


nos* ne) 


clopen algebra 


regular open algebra 


K rA lr < URT 4 的 浸润 度 , 它 是 一 个 正则 基 
= A E A sub CB) Aon fg AR AK 
Sub 子 代数 iin | RRA A 切 子 代数 所 构成 的 B 的 子 代数 所 构成 的 
; A 格 | 
是 B 的 子 集 
KB rGO-—int(Gl G0) Æ u If] EME 


BOAH |r| RR x 的 基数 
ultrafilter Ult4 表示 无 限 布 尔 代 数 4 的 超 滤 子 的 全 体 
拓扑 空间 X 的 所 有 闭 开 集 , 用 clopX 表示 ,构成 X 上 


| cA 一 sup{|z||z 是 其 中 的 一 个 两 两 不 相交 的 族 ). 称 
mB=min{|z||2CB tt B PHARRR XX 在 布尔 代 
- Filt4 表示 无 限 布尔 代数 4 的 一 切 滤 子 所 构成 的 集 EE 
A 
的 集合 代数 称 为 X 的 闭 开 代数 
Ala—íxz|x€ARH rsa RR A X oa 的 相对 代 
t 


satA=min{u|u 是 基数 且 对 4 的 每 个 两 两 不 相交 的 
sat A EH saturation 
天 
布尔 代数 B 中 的 每 个 
Id 理想 ideal Id(B) 表 示 布 尔 代数 B 中 的 全 体 理想 理想 记 为 I, 有 限 集 的 
理想 记 为 fin 
E E SOM 表示 M ERRIRE E HARDER RH M 
ROCr)= {u|u X H rlu)=u}, 
es WEE CT. <>) 是 一 棵 树 , 且 所 有 的 上 上 ET, 集合 


y [ose 


4j tjr HF (analysis) 


—m 表示 “与 6 之 间 ( 不 包括 端点 “与 端点 D SB SEE 


组 成 的 集合 

表示 < 与 2 之 间 ( 包 括 端 点 4 与 端点 0) 的 一 切实 数组 
成 的 集合 

表示 “与 2 之 间 ( 不 包括 端点 4 但 包括 端点 00 的 一 切 
实数 组 成 的 集合 

表示 4 与 6 之 间 ( 包 括 端 点 4 但 不 包括 端点 5) 的 一 切 
实数 组 成 的 集合 


指数 函数 exponential function 人 ae a oe 


= expx 


e= lim( 1 + +|” = 2.718 281 828 459-- 通常 作为 自然 对 数 的 
Arr oo n JE 


表示 以 a 为 底 , 自 变量 为 z 的 对 数 函 数 , 可 写成 y = 


Bi] DX [8] closed interval 


左 半 开 区 间 | left half open interval 亦 可 用 ]a,b] 表示 


右 半 开 区 间 | right half open interval JK RI Hi La PR 


loga x 


表示 以 e 为 底 , 自 变量 为 x 的 对 数 函数 ss 
表示 以 10 为 底 , 自 变量 为 z 的 对 数 函 数 | 
logarithm to the base 2 表示 以 2 为 底 , 自 变量 为 Zz 的 对 数 函 数 | 亦 可 记 为 logs 


et—e-7t 
sh r————— 
2 
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分 


英文 名 称 意 义 或 E fl 备 i 
; sh x ez —e 7 


hyperbolic cotangent 


S 
性 


符 号 


ch x 


或 cosh x 


中 文 名称 
双 曲 余弦 


或 tanh 工 双 曲 正切 


双 曲 余 切 


coth x 


ch x ez + e7? 
coth x = = 
sha ez 一 ez 


sech x X Bi IE i hyperbolic secant 
csch x 


EX cosech x 


双 曲 余 割 


hyperbolic cosecant 


shz e-—e- 
inverse hyperbolic sine arsh 2 = Inte We? 1) (> cores slo) 亦 可 用 arsinhz 表示 


inverse hyperbolic cosine | arch z = + ln(z + Vx? — 1) (x 21) 亦 可 用 arcosh x 表示 


反 双 曲 正弦 


arsh x 


反 双 曲 余 弦 


arch x 


inverse hyperbolic tan- 


反 双 曲 正切 


arth x 


aeg du Reg ie 3 Jk Ay FH artanh x 表示 
gent pem 


2 
m : 
inverse hyperbolic cotan "E EM r--1 Cal Si 
gent 2 4 
inverse hyperbolic secant | arsech z = In(1 + V1 — 22) —Inz(0c zz DD 


inverse hyperbolic cose- 


反 双 曲 余 切 


arcoth x 


反 双 曲 正 割 


arsech x 


AK RJ FA arcosech z X 
ZR 


arcsch x 


BO iti s x arcsch z = In(1 + V14 z?) — lnc 


cant 


TD PR A function W y = f(x) 表示 以 工 为 自 变 量 的 一 元 函数 
fIGu tr) n JU RC n-ary function 表示 以 ri stot stn H EFEK n NK 


Grf 图 像 graph 表示 函数 f 的 图 像 


F(a) | r=a 函数 值 function value 表示 函数 f(z) 人 即 


fex 


S 
& 


或 "PT difference of the function | 表示 函数 f(z) dE Dx fa] La 5 ] 端点 处 函数 值 的 差 , 即 | 这 种 表示 法 常用 于 定 
CF) 1 value fix) |= fX») — fla RLG 2 fü» — fia) | 积分 的 计算 


常 值 函数 
恒 等 函 数 


const 


constant function dr Sla) =c, MER (OER ABR. ICH constf 亦 简 记 为 xz) 一 “< 
identity function 表示 对 万 中 一 切 过 都 有 了 T(Gz) 一 工 


I(x) 


AR PAA f(z) 5g g GO 复合 而 成 的 函数 , 即 
(Cg。 门 (z) = glf(x)) 


f 复合 函数 亦 称 合成 函数 


composite function 


04 


r>a RR r AEG 
Q5 Xn ->a 表示 序列 
{zz} 不 收敛 于 a 


Za 表示 x 无 限 接近 a;z,->a RAB FEA Ges RM 


a 


趋 于 或 收敛 于 


converges to 


lim sup | fn(2)— F(x) |=0 


monotone decreasing 随 自 变量 IYI, BA f(x) 逐渐 减少 
monotone increasing 随 自 变 量 z 的 增加 ,函数 值 f(x) 逐渐 增加 


在 某 极限 过 程 中 , 值 可 以 无 限 接近 的 两 个 晴 数 . 如 当 
1 ovr | 

rp e a) r—a. 

lim f(x) =b XR IS st BF aN, SORE TF b. 

右 极 限 和 左 极限 分 别 记 为 : lim f(r) fü lim f(x) 


an 


一 致 收敛 uniformly convergent 


| 
t7 


单调 递减 
单调 增加 


在 无 穷 小 量 比较 时 ， 
表示 等 价 无 穷 小 , 记 
为 ~ 


亦 可 记 为 : 当 工 一 4 


渐 近 等 于 asymptotically equal to 


lim f (x) 极限 limit 


r-*d 


—- r—a 


F(x) =O g(a) ) RN | £A GO/g (zx)| 在 行文 所 述 的 极 | 比较 无 穷 小 量 时 , 表 


OCgCGe)) 兰 道 记号 Landau’s notation 


限 中 有 上 界 示 同 阶 无 穷 小 
ea, ; ; F(x) —oCG (x)) 表 示 在 行文 所 述 的 极限 中 比较 无 穷 小 量 时 , 表 
o(g(x)) 兰 道 记号 Landau’s notation 1 237.00) 示 高 阶 无 穷 小 
r increment Ar—r— r 表示 自 变 量 xz 的 增 量 亦 称 x 的 改变 量 
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亦 可 用 F 或 DS 来 表 
a. 简称 导数 


数 学 d$ €- X 
PR f(x) 在 某 点 a 的 导数 值 . 记 为 ; 
(à. df 认可 "明了 t 
r-—a 或 | | r-—a Df (a) 来 表示 


PRX f 的 改变 量 与 自 变 量 x 的 改变 量 之 比 , 当 自 变 量 
5 PR BY Bk ik RY | derived function 
i ram E gg 


value of derived function 


导 函 数值 


改变 量 Ax 趋 于 零 时 的 极限 表示 为 
、 UR dS . 
对 f GO EER n — Hh Sc HLL ait f. Mn- 
x OG? A n 
n 阶 导数 derivative of n-order 2,3 Ht, AS", P" REA OM MSR. WA es 或 D'fx 
2 Zh 
变量 是 时 间 CR "(4) RRE 


x df „df 
= dr Zdr 
或 fry 混合 偏 导数 | mixed partial derivative 
ae f ial derivati f 2- 
gn*m A partial derivative of ‘ , 
TUL mtn DA den 函数 / 先 对 工 求 ， CB CRI EDU y 求 m UC 
Au ,v tw) /一 è . 表示 UUs wW 对 r, yz 的 图 数 行列 式 , 其 中 ulr, ys 亦 称 雅 可 比 行列 式 
Kr, ysz) KRATI A z)sv(rsy.z) wlr, y.z) BE Z 26 PRA (Jacobian 行列 式 ) 
QM D LIT 
ded l jh n[ 1 
级 数 


对 多 元 函数 的 其 中 一 个 自 变 量 z 求 导数 ,其 他 变量 暂 
视 为 常数 所 得 的 结果 


2 
AO ORG FEM y RE SL = mal 


af 
dr 


ger 
àrdy 


3533 RR infinite series 


无 穷 数 列 的 各 项 用 加 号 连结 而 成 的 表达 式 


iterated series 各 项 均 为 级 数 的 级 数 ,其 中 { anm) 称 为 二 重 序列 亦 称 累 级 数 


B 


double series 


—H gx 


无 穷 乘 积 


infinite product 


left limit 


right limit fla + 0) = . lim f(z) 


left derivative fF_ (rz) = lim f(a + Ax) — f(x) 
Ar--0— Ar 


把 二 重 序列 的 项 am 按 任意 次 序 排列 并 用 加 号 连结 
得 到 的 表达 式 

把 无 穷 序列 uy usus 的 各 项 连 乘 

Fa 一 0) 一 Am f) 


right derivative 
E Ar—-04- Ax 


Riemann upper integral 


b 
[fonds = PUBO) 


b 
Riemann lower integral | I(x)dz = pase) 


| flr)dr n-fold integral | flr)dr = IRLS Ua »z,)dzidz;:dzr, 


DELA” DCR” 


Vf AR 4} variation Vf = filr) — f(x) 


Vif X Varr, f Hm PAR f E [a DIEM Ae E 35V 
variation a=b ht, EX Vef=0; 4 V^f«ooll Kf Alab] E 
的 有 界 变 差 图 数 


variation of the function- 


iE JOY] 的 一 阶 变 分 ov = | 
al J 
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分 


Lip 或 lip FARRAR Linch condition | fee ne ee UU Renters ry 
j) 


zh 
“Hk 


f d diff f 
Af MANEA pi erence of AfCzu)-—fGi-Eh)— f Gi 


^f nn 阶 中 心 差 分 centered difference of n- ^fi cài n+) -aif| d 
order 2 2 


[Fdz = F(x) +C, Ep F) Æ f(x) Ela, b] E 
的 一 个 原 函 数 ,C 是 任意 常数 


n 


| fade Hin SC cae Se Aes 
" A 1 È 


b 
| flr)dxr 定 积分 definite integral 


柯 西 主 值 


1 * cost 1 = sint 
faa) = double integral 二 元 函数 f(x,y) 在 平面 区 域 D 上 的 积 
D 
nex ae 
LiCz)z li Cz) XT 28 AR logarithmic integral IUE 0 Togi PUB RIS t 表示 在 大 整数 : 附 
近 的 素数 分 布 的 平均 密度 
z 1 应 用 


— 0 = 


b 
P.V. | f(xddax 


c— eE b 
xn f FG@)dz +f fC)dz | 


£—04- 


Cauchy principal value 


b M 
a p.v. | f(x)dz = lim | fidc 
a Moo! —M 


人 ,| ， 下 分 别 表示 沿 曲线 C, 沿 曲 面 5, 沿 体积 V 


’ 
C 


以 及 沿 闭 曲线 或 六 曲面 的 积分 


sign of integration 


i 


1 62095 
当 XER 时， sgn r= 0 (xr—0). 
sgn z 符号 函数 sign function NU 00 IR ER AD A Se eR HK 
z 
当 rEC ht. sgn -m ren 
0 Cres) 


GE ijk H 1,2,3 的 偶 排列 )， 
—] GE ijk H 1,2.3 的 奇 排列 )， 
( 若 ; 认 为 1,2,3 的 真 重复 排列 ) 


Levi-Civita symbol 


之 0 , ^ ` 
| | elz) 二 {7 CT MET OUR ORI SE 2S 
unit step function or (r«0) 亦 可 用 H(z) 表 示 
ez) Heaviside function 1 &xr250)0, oan 
ene | 
(r«0) 
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k 


2 学 7 号 表 


f 与 g 的 卷 积 (fx g(x) = | fosa 一 y)dy, 式 中 f(x) 和 


g(x) 是 (一 œ, co) A K SERT A eK 
sn cr sn t = Va — e LU, me Uu 
3 


DEAA 


d zaw Hp r= u Ve, 一 es 


o a3(u) € 


nz €i 
外 和 尔 斯 特 拉 斯 | Weierstrass's elliptic 1 1 
AU (Al o Bx function erates eT xl (z — w)? 9j 


解析 函数 (e* 一 1)-: 在 zx 王 0 附近 的 罗 朗 级 数 展开 式 
B, IX b, 伯 努 利 数 Bernoulli's numbers = 一 E + > (— 0^1 Ges ; 
则 称 式 中 系数 B 为 伯 努 利 数 


| "mPTUTTETTUNTITTETER 


质量 分 布 在 区 域 OQ 的 总 量 为 
òlr) 狄 拉克 函数 | Dirac -function 


[| ou aan = | 
0 
A — igXx,0) = y 
am cr Fie bg DK BL amplitude function 在 形 如 Lo Cau) IE a Gr ,0)u Cx) d zd 的 振荡 积 
分 中 ,a(z,9) 称 为 振幅 函数 
Ll eges 一 上 
fi ESTE 74 gamma function us J. E S d. 亦 称 DE 
Pin +1) =n! (n= 0,]1,2,.") 
不 完全 incomplete gamma func- f 人 " 在 统计 学 和 分 子 结构 
y — trz—1 á = —t,.r—]1 " 
Tor) "ERT. or (x) £ ldt; Y (x) M tdt, 其 中 x0 论 中 常用 
1 
B(r,y)-— | #7-1(] — ildt, (x, y C Rj x 220, y 
0 
Pia) Cy) 


7 
20,;Br,y)- Fires o 
H i 
= 
= ar 


convolution of f and g 


雅 可 比 椭圆 
PK EX 


Jacobi elliptic 
function 


cn T 


dn x 


1 (MEN), 
0 (MEN), 


JN RN 全 be BX 
称 这 样 的 函数 为 8(z) 函 数 , 它 在 每 一 点 的 值 


bees 0 (Moz MD, 
òm (M) = a (M,— M) 


9 


Viz) = i InP Go) f& RICE Fg V Ge + D — V Go) 
Wx) ae P8 pR RY psi function wa) —-— e, lim(FG tn) — V0 2)2— 亦 称 V^ 函数 
FG. o 第 一 类 不 完全 | incomplete elliptic inte- FR = | de 
dd 椭圆 积分 gral of the first kind ? Ml — sin? 9 
i] 


: 第 二 类 不 完全 | incomplete elliptic inte- -f eee 
ECR) gral of the second kind Eo 0 d 


litio 第 三 类 不 完全 | incomplete elliptic inte- en E _——— E 
Ra gral of the third kind oi, dant ww] —etsine v 


K(k) 第 一 类 完全 complete elliptic integral Par s ae ao ee re dp 
椭圆 积分 of the first kind à ICE. 


第 二 类 完全 
椭圆 积 


complete elliptic integral 


ERR) of the second kind 


1/2 
E(k) = E(k, n/2) =] vl — sin? qd 
0 


Hn,k,n/2) 第 三 类 完全 complete elliptic inlegral liu X er ee i dp 
椭圆 积分 of the third kind a 


方程 (1 一 x?)y” 一 2xy' +10 4+ Dy = 二 0 的 特 解 ， 
(4) 
Pix) = SC- 1) 


r=0 


Legendre 


Pi(x) 勒 让 德 多 项 式 (2n — 2r)! 


polynomial e 
2'r! (a — Fn — 2r)! 


n— 2r 


EN 
Oy 
eo» 


符 号 中 文 名 称 英文 名 称 意 义 或 举例 


2 
HE O 2)y"— 2zy AUUE D= 7 ly 二 0 的 特 解 ， 


associated Legendre 


Pr' (x) ; 
function 


T.G) 第 一 类 切 比 | Chebyshev polynomial of 
E 雪夫 多 项 式 | the Ist kind 


第 二 类 切 比 
雪夫 多 项 式 


PrG) = (= DM — 20$ EGP) (m = 0,1 


方程 (1 — x?)y ”一 xy 十 n?y 二 0 的 特 解 ， 


T,Gr) = cos(narccos x) (n 一 0.1,2,…) 


AR — xy" 一 3xy! 十 nn 十 2)y = 0 的 特 解 ， 


sin[ (n + 1)arccos x], = 
Uds EEG n = 0,1,2.:—) 


Chebyshev polynomial of 


URRI the 2nd kind 


方程 zy" 十 (1 一 2 + ny = 0 的 特 解 ， 
L(x) = 


I6 拉 盖 尔 多 项 式 


埃 尔 米 特 

H, 
ro one 
pH FN etme Rd 


F(asb;csa) #8 JL {EJ pa c 


合流 超 
JL fe] PR BX 
第 一 类 柱 
第 二 类 柱 


第 三 类 柱 
贝 塞 尔 函 数 


Laguerre polynomial 


O7 eme i) (n = 0,l,2,%) 


nt B n 

Fi E y" 一 dry! 十 2ny 一 0 的 特 解 ， 

H,,(2) = (— Le" CG = 0,1.2,*) 
du 


Hermite polynomial 


H.={xE€R*: faand=c} RP cARRM.a AR$ 
的 非 零 元 


方程 zx(1 一 了 ) 光 十 [ec 一 (aa 十 6 二 1)z]y — aby = 
0 的 特 解 ， 


F(asbic3x) =1+ - + 


亦 称 超 比 函 数 


hypergeometric function 


ala + 1)6(6+4+ 1) 
21!1cCc + 1) 


x bes 


Ji E xy" + (c 一 x)y 一 ay = 0 的 特 解 ， 


ed ae 
F(asc;x) =1+ Tet 9 Tete E Dz 十 


亦 称 汇合 型 超 几 何 函 
数 或 库 默 尔 函数 


hypergeometric function 


of confluent type 


2 H 2 EN 2 pone 
cylindrical Bessel func- WE xy" + xy + (a D)y = 0 的 特 解 ， 


| l "E (1950272965125 
tion of the 1st kind Jr) = > rr 


Jlr) 


Ja (x )cos kr 一 


— . 它 是 贝 塞 尔 方 
程 的 第 二 解 ,可 由 第 一 类 柱 贝 塞 尔 本 数 定义 


cylindrical Bessel func- | N;(x) = lim 


tion of the 2nd kind OR PR AE IR FEAR PH BL 


cylindrical Bessel func- 
tion of the 3rd kind or 
cylindrical Hankel func- 


Hj? (x) = Jila) c iN( GO, Hf? (x2 = J1 (xz) — 
iN: Cz). EE — 2E RSS — BE N 3E ZR I) £X TE 2H 
合 , 是 贝 塞 尔 方程 的 两 个 线性 无 关 解 


IP PRAE UU GE AB PRI BK 


tion 


I(x) 修正 的 柱 modified cylindrical 

Ki(x) NÆRAA | Bessel function 

AGO) SR ARI 
SER PROC 


方程 x?y" 十 xy 一 (zx 十 2)y 二 0 的 特 解 ， 
lila) =i JG), 亦 称 变形 的 柱 贝 塞 尔 


Kio -| $reUoo-ciioo EA 


Jj F ax? y" -2xy -[3?— (0412 jy 二 0 的 特 解 ， 


spherical Bessel function 


"E 
of the 1st kind a= | z| "Ji GO 


ams 第 二 类 球 贝 | spherical Bessel function NE: i Op ER ER E EN 
塞 尔 函 数 | of the 2nd kind JOLIE Nee) 也 记 为 yr (x) 


(1) -— : d 5 由 

第 三 类 球 贝 | spherical Bessel function 人 | 2r +4 (x) ， mds 

SE/R RI of the 3rd kind "e , i I(r) E 
hf? (2) = jx) inr) = | | Ha) ki(z) 


3 operator of vector differ- 
entiation 


Æ f:D(GR") >R, M fica € DD 的 梯度 为 


grad f(a) — [ Lea, 2 (a) , 2 (a) 


若 向 量 函 数 J(z,y,2) 二 (P,Q,R) 连 续 可 微 , 则 向 量 
场 的 散 度 为 dvf = + 2 TE 
f= (P,Q,R) 是 三 维 向 量 函 数 ,的 旋 度 为 


a AQ: IP ƏR 2Q a P 
rotf= a Se a Ager Y ATTI ERE 
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NH 字符 号 X 


| "9 | 中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 & È 


2 2 2 
A, V? 拉 普 拉 斯 算 子 | Laplacian operator LES HS AE aD 亦 称 调和 算 子 
dr? gy! de? 


ENTE m d' Alembertain operator Dr a E Z eee E 中 


SO pray, FO pf, 
微分 算 子 differential operator 


dn dh XX di uen hyperbolic | f:M 一 M 是 微分 同 胚 .三 的 不 变 闭 子 集 4C AM 称 为 
不 变 集 拓扑 双 曲 不 变 集 


m ie aomeomor | rie (M) 表 示 M 4 b ASD EHS RY 2 e] 


[ Homes | WEEN | homeomorphic space | Hono GODER M BAUER 


HT A eg Br logarithmic function kin |z | 十 1(argz 十 2bn) (k = 0, + 1 9 士 2 9 
TEN AU EE RUN m n of a com- sinz—- (e* e) str e DU BURG 当 * 为 实数 
IUDA 时 与 数学 分 析 中 的 正弦 函数 的 定义 一 臻 
"S SE Se Bk HY e 17 of a com- cose =- (e em) str z 为 复 变 数 . 当 z 为 实数 
Y s 
E us 时 与 数学 分 析 中 的 余弦 函数 的 定义 一 至 
tanz | 复 变 正切 函数 | nennt function of 2 | Ss 
complex variable 
inverse sine function of a | Arc sinz= 一 ilog(iz 十 Nl 一 2z?), 式 中 2z 为 复 变数 ,e'™ 
1E 5% PC 


complex variable Ede pes 


A 


亦 称 非 调 和 比 


A 复 变 反 inverse cosine function 
re cos 2 | 余弦 函数 “| of acomplex variable | Are cos z 一 一 ilog(z 十 i V1—z?) AH z 为 复 变数 
复 变 反 inverse tangent function 1l i—z 
IEH S id TS le Ret Saas 
若 ar,b,c,d 都 是 实 
#0 此 为 富 克 斯 变换 
a d 
(asbsc,d) A tb cross ratio 
个 互 异 的 复数 
点 a 关于 7 的 环绕 数 ,n(Y;a) 一 二 | .天 
n(Y;a) 环绕 数 winding number is TO ' g 2rij]» 亦 称 指 示 数 或 卷 绕 数 
一 条 可 求 长 的 闭路 径 ,a 点 不 在 ”上 
亦 称 残 数 
2n 


SS fractional linear trans- L(z) =~ Qm a,b,c,.d PES HRM, H ad 一 be A ad —be>0 Fk 
formation 
(a,b,c,d) -—5 : Top a,b,c,d 是 任意 四 
TE f (GO 的 孤立 奇 点 4 的 去 心 邻 域 内 的 罗 记 级 数 展开 
| 式 中 ,1/(z 一 a) 项 的 系数 为 c_ ji， Bo 
Resf(z) 留 数 residue 1 

Resf(z) = c] == 
ss (ep R)O 

f(z) BU £8 HL AK ERA 


F.Cé) d Fourier cosine transform 9 [x 
E POT) i| fCx)cos xdx 
T Jo 
f Go) 的 傅 里 时 正弦 变换 为 
odd Fourier sine transform 9 [e 
正弦 变换 F.) 一 三 | f (x)sin£zdr 
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f(z) 的 v 阶 汉 克 尔 变换 为 
HO) = | afad 


GG) 


complement probability 
erfc(z) 余 概率 积 in- 


tegral 


T 


Belz) 正 态 概率 积分 normal probability inte- | & (z) = on HARE T 
gral io 


超 几 何 级 数 的 一 般 形 式 是 
non 超 几 何 级 数 | hypergeometric series T » a) (ap) 2” 
SRN Sa A rv EE OT 


y= lim (11 pou Inn | 
Euler constant Fae Ses n 


= 0. 57721566490153286060651209-** 


之 holomorphic function el- | 复 平 面 上 的 区 域 D i& [S de A 4e £& f) A wR € 
k(z)—z(1—2)^?,kbg(z) — e?k(e?z), B= lim |a,|/n 
Koebe function <1. EP ROE S 类 上 许多 泛 函 极 值 问题 的 极 值 函 
数 , 称 io(z) 为 克 贝 函数 的 旋转 


欧 拉 常数 


, : t on 
AE 哈代 凸 性 函数 ae s convexity func d oes 去 |。 |f re) |dd (0<r<R) 


TET. B = inf(BC|f € F}, KP BS) = supfrlr 是 经 证 明 


SA) 所 包含 圆 的 半径 ,了 € K+} 0.5< L <0. 54326 


MT) | 曲线 族 ra ro qom <0 MP) = inf | olde 3s D REED Ef 
若 尔 当 曲线 族 ,o 是 定义 在 D 上 的 非 负 波 莱 尔 函数 

uu ] —— | /满足 Beltrami 微分 方程 户 二 uf. Es S H HUE | | 

MT, RIERA AY 射 ,如 | ll 二 1, 则 称 为 拟 共 形 映射 亦 称 拟 保 角 映 射 


a 关于 区 域 D 的 调和 测度 w(z,a,D) Æ z Xf (a,b) 的 


= < 9 * < 
WB wesa, D) = Larg 人 二 0< w(z,x.d)x1 


PRX g(z,a) 在 DD 内 育 点 a 的 格林 孙 


g(z.a) 
z-——a 


z Ga) > 


2 


E 奈 望 林 纳 | Nevanlinna's character- | 满足 Tm LOL — oo B T Gr, 是 f(z) 的 奈 望 林 | 亦 称 奈 望 林 纳 记号 ， 
TG, FTE PROC istic function pCR): 可 记 为 了 (Cr) 
纳 特征 函数 
" 2 nC. a) 是 方程 f(z) 一 a 在 |z| 志 r+ 内 解 的 个 数 ( 包 括 


spherical characteristic 9 1 rr AQ, 


| f(z) 的 最 大 模 M(r,f) = max | f(z)| if Go 的 pp 次 整 函数 的 模 
H R R maximum modulus of | | _{ 1 | 1/p 
MG 最 大 模 entire function Mplr,f) = | 去 | |f (re?) |d Sep cese 
kt Bx E pH BH fG) 的 最 大 模 Mr 门 一 ey | f(z) =a 


harmonic measure 


wz,a,D) 调和 测度 


Green’s function 


g(z,a) = log 


a 
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| 符号 “| 中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 


Y = qp = 4 | u 
B(z) Ap fit ite be FEAR | Blaschke product poe a. d lE ‘SNP a, (n= 1,2, d 


复数 序列 ,0 <a, <1 


所 有 哈代 函数 构成 的 空间 , 即 HPD) = {f|f(z) 在 
D 内 解析 ， 
zj ; H^ 是 由 哈代 于 1915 
H? 哈代 空间 Hardy space E f Gre) m 1/p FUN 年 提出 的 
其 中 D= {z||z| <1} 


S(z) = exp{— 去 | 


RR 
B 


on ei 十 z 


Qe v AME) } , 式 中 At) 是 非 
减 的 有 界 变 差 函 数 ,其 导数 几乎 处 处 等 于 零 


1 f2x ee + 2 : 
Fb PR Be outer function F(z) = exp {| ——_ log | f Ce?!) | dz | 
21Jo eu — z 


BMOA(D) = (f|fGO E A AAT E fg up BUS 
ulei) 的 积分 sup TH] f Gi uides 65) yx 
TCI [Z| H 


Pu 为 单 圆周 了 上 的 可 积 函 数 , 了 是 了 的 子 弧 ,|7| 是 
Z 的 长 度 


B= = a $ Ittt; » 2 2 ‘ae 
B, C" 中 单位 球 | unit ball in a C” x MO za) lel? + lel? + 


analysis function class of 


有 界 平均 振荡 
解析 函数 类 


the bounded mean oscil- 


lating 


Aut(D) 域 的 全 纯 holomorphic ”automor- | 表示 域 D 的 全 纯 自 同 构 的 全 体 组 成 的 群 . 它 是 D 上 
自 同 构 群 phism group of a domain | 的 拓扑 变换 群 
aD 域 的 边界 R D 和 它 的 闭 包 万 的 差 集 , 即 2D— DND 
Hol(D) | PRAHE | holomorphic complex | 表示 p 上 所 有 全 纯 函数 构成 的 复线 性 空间 
空间 linear space 


ans 
uL _ = Ou 二 
daia NL AIRF 


hy ;,z) BRT hinl 2.2) 
Hilez) 正定 埃 尔 positive definite Hermi- | H(z,z) = : : , 式 中 ha.) | 互 逆 正 定 埃 尔 米 特 方 
i 米 特 方 阵 tian matrix hy (2%) Stt hax.) 阵 记 为 H(z,z) 


在 拓扑 积 UL) X (Ua) 上 全 纯 


B(M) 可 测 复 线性 | measurable complex lin- | B2(M) = Hol(M) f) LCM), 其 中 M 为 n 维 复 流 形 ， 
空间 ear space LAM 上 任 给 的 测度 
Q f C" d BEER EE REAR AO CED 
Ze CH Ok Aq Nevanlinna function " M 
函数 类 class 全 纯 , 且 满 足 sup | logt Mr de <+ oo, RI 
了 属于 奈 望 林 纳 函数 类 


人 2 上 全 体 布 洛 赫 消 数 的 集合 , 称 为 布 洛 赫 空间 .0 是 
“ill 


< 
9 


ib 点 集 的 距离 distance between two pCA,B) — int tele, 21 
point sets y€B 


R an E ECR" Ya Wy TAG TTIR D E A U Y 7 
PET 和 由 格外 测度 | Lebesgue outer measure | m ED = inl, (L EE AAT IA 
s p m. CE) = sup{m(F) |F HMR, H FC E) 


B cardinal number of | 每 一 个 无 穷 集 的 势 都 是 某 个 阿 列 夫 ,自然 数 集 的 势 
AY FN Se BS countable set E No 


—f| |> pA +A RY 
: cardinal number of con- | 与 区 间 [0,1] 对 等 的 集 的 势 记 为 入 或 C. 连 续集 的 势 


尔 N : ^r } — Ë PS B 上 然 
连续 统 假 设 | continuum hypothesis aA RA p 子 集 或 者 与 自然 数 


Eo 
Gs 


m E; | E | 


So 
SBC 
CH 
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符号 中 文 名 称 英文 名 称 意 X 或 举例 备 


没 ,1 对 任 二 oN = Baas 
generalized continuum 假设 :1 对 任 一 序数 a 2 = 5 +1 ' 
hypothesis 2. XE 526523 V r, A e KLASS, MA= «ay 
HF A= 28 


H,(E) = lim A hE) = sup FigGEM, 其 "m, 
E-—-0 £720 


豪 斯 多 夫 测 度 | Hausdorff measure Ha (E) = inf (CE HACE HR 的 子 集 EL W 


直径 


整数 集 上 的 函数 
X GO BK iiim p 
X, CO gk, 狄 利 克 雷 特征 | Dirichlet character exp| 2 ue pol Moro + ra e EY xd | 亦 称 a 的 特征 
manors P S 
0 ((n,p) > 1) 


{A,B} 泊 松 符号 Poisson symbol {A,B} = p 26 x 一 E =| 亦 称 泊 松 括号 


. 上 为 R" 中 的 有 界 点 集 ,7 为 包含 的 任何 有 界 区 间 ， 
| Z| 了 区 间 的 体积 | volume of 7-interval 则 以 17 表示 区 间 THER 


a. c. 是 英文 almost 
everywhere [J H F 
Bp. p dédk X 
presque partout 的 首 


若 命题 P(z) 5fESG ECR' X, BAR4 E, CE, 
于 任意 r € ENEPGO SEE xr WP GO HEE EJL 
SE- ARR Ab BL dip PIo)a. e. gy POop. p. 


almost everywhere 


ô— 0 


M(x) EAR ER PA 2c 


mr) = limm(x,0), HEP mGr80) 为 函数 f(x) 在 点 
m(x) FAR BR pS | lower limit function 0 
Z 的 9 邻 域 上 取 值 的 下 确 界 
AES 集合 的 characteristic function of gies ( (x € A). 
i 特征 函数 a set 3 0 (r& A) 
yr fp E ia =i Lum: f 
tty 


l zs E = 
CD |. Feda 勒 贝 格 积分 | Lebesgue integral (Lyf Pada 为 勒 贝 格 积分 简称 工 积 分 


— f(€)—f (29) 
D- f(x) E a 


upper limit function 


左上 导数 left upper derivative D- TR dn eee 
0 
Fé) — f (xo) 


£— To 


D_ f (xo) = lim 


left lower derivative 


fx 


FE) —F (a9) 
Dt f(x) 右上 导数 “| right upper derivative D+ f(a) = lim 


fx 


0 NENNEN 
Decay Minn: FOF) 
D4 f Gy) 右 下 导数 right lower derivative TJ To TE ^ €—7 — 


" YK URRI HWE AF u BE SE HY. 即 当 
= 绝对 连续 In CA) = 0 时 有 7C4) — 0, 其 中 lel 是 AE 


Y | 4 表示 7 与 4 是 相互 奇异 的 , 即 存 在 两 个 不 相交 

; 的 可 测 集 A 与 已 使 得 2 一 4 U B, 且 对 任意 可 测 集 

dle 相互 奇异 mutually singular EJ lal (AÙ E) = IYIG E = 0,4 171, [eel 
分 别 是 和 A 的 全 变 差 


ix) 034p $$ B X mm RRM AV f 
mf zde | 盖 尔 范 德 积分 | Gelfand integral € X* 4 fa) ENA LRM DEE ot" CXR | 亦 称 瘟 尔 范 德 意义 下 
0 * 各 


zai fr) dy WWE 2° * 为 盖 尔 范 德 积分 
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数 学 F 号 X 


(P) | dy WEES #| Seda = f(a) , 则 (P)| rody = TA 亦 称 弱 积 分 


1. 若 ZzG) Æ Q ETW RA, M 
B| rody = PECOT 
B| ads 博 赫 纳 积分 | Borchner integral 2. 对 于 一 般 的 强 可 测 函 数 C), M 
ua» | zode = lim (8)| x Cdp. 


(BK)| (BK)| zady =(\J(7,4), Hf JG.2) 是 
a (A EK AR} | Birkhoff integral e : 
zdy (D AADTOD |t € A) HOA 

1 一 上 


U8 E) = intl X 4e, G0 | Ua) 为 可 数 个 覆盖 已 的 
左 开 有 闭 区 间 )} 
当 任意 点 集 EAR E WRBA TAE 和 已 外 部 
Sy TE: 时 ,相应 的 (L-S) 外 测度 具有 可 加 性 , 则 


称 为 g(x) 的 (ZL-5) 可 测 集 ,此 时 外 测度 2g (E) 就 称 
为 的 由 分 布 函 数 g(x) 引 出 的 (L-S) 测 度 


CL-S) 外 测度 | CL—S)outer measure 


d CE) 


(L-S)| — | Cs) 积分 | (L-Sintegral 


CL-S ) i| HE (L— S)measure 


| A dga) = Re (x)dg(r) 一 a (xdg(x), 


其 中 Se) ff DAHA f(x) 正 部 和 负 部 , 且 至 少 
有 一 个 有 极限 


(L-S ) 积 分 是 勒 贝 格 - 
斯 带 尔 切 斯 积分 的 简 
称 


狭义 当 茹 瓦 积 分 是 勤 


(DC * D| Fdz = F(b) — F(a), AP F(x) BR 
1 员 格 积分 和 黎 曼 积分 


X — IB XL YE ERG. BE [a6] 上 F'GO = f(x) 


Q. €. 


狭义 当 
aH BL ARS} 


Denjoy integral in the re- 


stricted sense 


F(x) 一 f(xo) 


tT —_ Xo 


: . fr) — flax) 
TM WP m ome! 

To 

ae i ER — f(x) — f(ro) 
0 

5 庞 特 里 id X H = H-Q H, 是 正则 分 解 ,dim H « — & «4 co, 
H n in spa 
K 亚 念 空间 ontrjagin space 


Dap f (xo) 近似 导数 approximate derivative Dapf Cro) = ap lim 
TIO 


WH-—H.OH., EIE fit dim H} = + oo, ff 


(H.L * 1D 为 克 菜 因 空间 


C.L, e DARA E) 指标 的 庞 特 里 亚 金 空间 
KAZE] | Klein space 


spectrum 


设 了 TT 是 空间 XX 的 线性 算 子 ,如 果 氏 一 荆 是 正则 算 子 ， 
那么 称 4 为 荆 的 正则 点 . 复 平面 上 正则 点 全 体 称 为 正 
则 集 
OCT) WAE COT). op CD) ,0, (D) ,0, D) oT) 分 
Am e S WAS AR BS EE 
上 映射 工 在 区 域 2 上 关于 已 点 的 拓扑 度 是 一 个 整数 , 它 
是 方程 T(x) 一己 在 2 中 解 的 "代数 个 数 ” 的 某 种 稳 
定 的 度量 
由 天 上 关于 X 的 形式 寡 级 数 alr) = qre + qrr! 


deg(T,0,P) 拓扑 度 topological degree 
十 … (g; 关 0,r 久 2Z) 按 昭通 常 加 、 乘 运算 组 成 一 个 


NT 形式 震级 数 域 domain of formal power 
series 
域 
Y 


Ak f FE 8 BR? |. Dirac -function xr) = A » p 5. 


b 
(P)| f Gda = inf(U (0) = sup(V 40) ER U Go) 


n a 
28 
MA € 
CE 
ik 
Ld 


I(r) 在 La ,5] 上 的 佩 


(Py [fand 佩 龙 积分 “| Perron integral 龙 积 分 值 和 勒 贝 格 积 
: AV Cr) 分 别 是 f(x) Elab] 上 的 上 函数 和 下 函数 | 分 值 相等 


(W)| fade = sup(GQ) 一 (G(a)) = inf) 
— H(a)), #4 HC), G) 各 为 f(x) 的 瓦尔 德 上 、 
FAX 


瓦尔 德 积分 与 佩 龙 积 


b 
W| fade 分 等 价 


Wald integral 
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符 号 中 文 名 称 英文 名 称 意 义 或 举 例 


(D [fonds EHEER Henstock integral Ea ee 积分 ,也 包括 Lg 
(n [fada 马克 仙 积 分 一 种 定 积分 ,马克 仙 积 分 与 勒 贝 格 积分 等 价 LG 


f(a) FC) € LACE), x p <+ on = 1,2, 
7), BALE | d 2 ， > 0(n > oo) WRK Cf. Co 
aE fO 


A falx), f(a) E LICE), glr) E LE), Q < pig <+ coin = 1,2,,) H 
L/p - 1/g = 18h lim |. f, GOgGOdz — | fdz titt ME) ict 
于 f(x) 


亦 称 按 L^ HE BCU x 
于 fC) 


strong convergence in 


Le 


f, E L^ figs ic Sx 


f, ".f | LABA 
1? 


weak convergence in L? 


H 


£ = 3 / OO x 
poe LP 空间 |^ space 所 有 满足 xl, (È lela) ?之 十 oo 的 数列 z+ 组 
成 之 集 
pee | 满足 [x] <M <+ oln =1,2.°",) 的 所 有 数列 之 
eg /空间 /** space 集 . 工 的 范 数 由 ici. = sup{|z,|} 定义 
洛 伦 区 空间 | Lorentz space d ={f E SLO Fil <+ oo} 称 为 洛 伦 英 空 


所 有 使 得 
奥 尔 里 奇 空 间 | Orlicz space If = inf{a>dolf Bansod) < 
+ co 成 立 的 R 上 的 可 测 函 数 了 之 集 
ent ith | toplogical entropy 这 是 用 于 拓扑 动力 学 中 的 一 个 概念 


je 


[一 1,1] 上 关于 权 a(z) = (1 — r) + x»? W E3 
多 项 式 
JPC) | 雅 可 比 多 项 式 | Jacobi polynomials B d" j ; 
OD = proada dr E ~ D] 
(n = 1,2,*…) 


r,(r) = sig nsin 2717 (OS xr ln =1,2,) 


i Rademacher functions 


Wa) 沃 尔 什 函数 | Walsh functions W, = rà, (Err, (D) ra, (x) OKT1) 


n 


n - Eten ont] 


k=0 


亦 称 伯 恩施 坦 算 子 


设 4 是 巴 拿 赫 空间 并 的 紧 子 集 ,4 的 < 覆盖 (Ce)2-1， 
4> N.A) = min n, Nj H.C(A) = log N.(A) 


设 4 是 巴 拿 赫 空间 X 的 紧 子 集 ,A 的 E 网 {zi)#-1, 令 
P,CA) = minP, 则 HXCA) = log P.(A) 


spect to X 
WARE S lel XK RP R.A BY eV SR yet he, 


h mS 
Lid 4 MCA) = max m, fill HA) = log MCA) 
LUE d Lebesgue constant L, = login +1)+ 061) 


ew metric entropy 


= 
m 


entropy of A with re- 


H(A) AXT X HAH 


deg (zx) 分 歧 阶 ramification order 使 x 在 A; 恒 为 1 的 最 小 整数 


X UTRI 集合 X 的 一 切 子 集 组 成 的 集合 KREBS 


对 称 差 symmetric difference AAB 的 对 称 差 指 属于 4 但 不 属于 8B, 或 属于 8B 但 不 
属于 4 的 一 切 元 素 组 成 的 集合 


设 己 = P(x) 是 一 个 与 x 无 关 的 性 质 , 如 果 使 P 不 成 
立 的 点 全 体 所 成 之 集 4 为 零 内 容 集 , 则 称 已 是 近乎 
处 处 成 立 的 
X 己 = 已 Cz) 是 一 个 与 工 无 关 的 性 质 ,如 果 A 为 零 外 
容 集 , 则 称 已 是 拟 乎 处 处 成 立 的 


拟 乎 处 处 quasi-every where 
对 于 相对 紧 的 开 集 G, 记 cap(G) = |dec, 其 中 cc 是 由 


Roz 一 X* oc 所 确定 的 惟一 测度 


approximately every- 
where 


近乎 处 处 


B 
"v 


xX 容量 
位 势 


测度 «B K 位 势 为 
potential uU = | K æy duo) (TE (0) 
` an H i siZ Q — HR" = g ， 
i TES ae , : 7 icd di d 


= |x — yl "时 , 称 为 里 斯 位 势 


PES 
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牛顿 位 热 Newtonian potential 对 于 里 斯 位 势 a — 2 时 , 称 为 牛顿 位 热 Le 


0 = (01,02, ,0,) 表示 7 个 整数 组 成 的 一 个 序列 ,其 
o 舒 伯 特 符号 | Schubert symbol Se ae ee 
"M UME- ULT Zar ERARE) |UE RRR ORE 
y 


线性 包 的 支撑 子 空间 
仿 射 包 


affeE = {z|r = > My E 及 ,有 限 个 不 为 零 ， 
yEE 

D Ay =1} 

y€E 


HEE cone hull coneE = {x|x = ày, y € E,A> 0} = ga 


coE = (x|x = 2; Ay, € [o,1]j, 有 限 个 不 为 零 ， 
SAL) 
»€E 


affine hull 


epif = ((r,a3)€ X x R|f(x) Sa) 


K E —-— CTR", Y yEC, OSAS EA — A)r + Ày E 
T C 的 全 体 x EC 的 集合 称 为 C 的 核 


| s a "ous 
Piety) | 单 边 方向 导数 one side directional Sap edis F(z + ay) — f(z) 
derivative ayo A 
3f Gr) 次 微分 subdifferential f(x) 在 X 的 次 梯度 的 全 体 
Iv(M) | 奇 点 的 指标 V 的 孤立 奇 点 M 沿 曲线 C, 的 旋转 数 


X Fiz)ECCRXDD,E),9 是 万 的 紧 集 , 若 对 任 给 
FRI Ga, EYE FF 9 lan) C (2,0 E Tof) = 
lim f(t + anor) Æ RX S E— 38 BA, sr. WRK fx) 


E — SR s] PRK x € D 


如 果 g(t) AX CD = PO Hga) RP pw 是 
R _E FX) BEL HH pa g(t) 是 定义 在 R+ (或 R-) 上 的 连 
续 函 数 , 当 1 一 十 co 或 (1 一 一 c0) 时 有 g(t) 一 0, 则 称 
g(t) Æ Rt (或 R-) 上 的 渐进 概 周期 函数 


uniformly almost period- 
ic functions 


asymptotically almost 
periodic functions 


retarded function differ- = f(t, x(t) a(t — hi, ct — hyd). RFDE 是 英文 名 中 


tit Ja AY 22 Pi 


RFDEC/) 


微分 方程 ential equation 个 单词 的 第 一 个 字母 
ca ee x l 
H. S. 哈密 顿 系统 | Hamilton’s system TUE Mg = ac di ap H= HO» BI Br Mn 
偏 微 分 方程 ii 


['acods antiderivative 


I^ 表示 在 n 次 独立 
实验 中 出 现 m 次 事件 
的 概率 


亦 可 记 为 
EC), M(E) 
亦 可 记 为 
DC), o? (E), Varé 


"m GRAD] expectation Cr meen) EE. ME AUR BEULAE RE a CHUA D 


EM 
, g? 


概 率 统 计 


协 方 差 covariance cov(E,7) 表 示 随 机 变量 上 和 7 的 协 方差 


EGO. MC) 条 件 期 望 conditional expectation | E(é|y), M(E|y) Xon BASLE SE FRE y 的 条 件 
` 《或 条 件 均值 ) | or conditional mean 期 望 ( 或 均值 ) 


N ux eH "EIN 
correlation coefficient PCEM pec r CE D AMPLE EA y NAKA E e 时 , 亦 可 


ERE 
2 基本 事件 空间 | elementary event space 是 由 个 基本 事件 wi(iEN) 构 成 的 基本 事件 空间 ， 
即 Q= (a4 $02 4 *** Wn} 
po m 


pe 


频率 


frequency 


F(A)= 


conditional distribution | 《和 7 为 随机 变量 , 则 称 FCy|z) 为 在 二 xz RFF 7 
FRET AG PBC ection 的 条 件 分 布 函数 
Vp 


RESE origin moment of the k- ERI k MESE n= EC) 
th order 
i k Bret ys central moment of the £- ERJ k rto i EC EE) 
th order 
b Br AR origin absolute moment = " 
28 XY FB of the&-th order ERI E BTR EMRE ay =F |S 
k Br a central absolute moment : ct de ced 
绝对 矩 | of the k-th order EW k roo Hoe AS EIE EE NIMENM 
k 9 ? 9 | 小 ) a 
EC ) RAHE mixed moment PETRS k LEN, SUR ECD) Jy E fm KY k+ 
I MRE E 


ii ECIE— EE |*|y— Ey| D «oo, Hk LEN, We ECCE 
—E€)*QqQ— En JA € 812 B8 kH PIA 


" 一 " knock 
Btn, p) 二 项 分 布 binomial distribution 分 布 列 为 bCk; ns p) | 3 pq 
(0«cp«l.q—1—5,; k=0,1,2,..* ,7n) 


1 1 1 1 i- ^ mE —l Am, 
NB(m. p) 负 一 项 分 布 negative binomial distri 密度 函数 为 po Dn UD G0 x! 7 p?q* On 为 整 


数 ， Occp«l, q=1—p,z=0,1,2,+"") 
GCp) 
R gs 几何 分 布 


密度 函数 为 
iid 


po pg (OO pRl.q—1—p:.r-—0,.1,2,-7) 
Nq 
多 维 超 


密度 函数 为 p= ?| | 9] /| > | cx 为 台数 
几何 分 布 


EU ] HORAE | central mixed moment 


bution 


geometric distribution 


hypergeometric distribu- 


tion 


N,Np, n HOE ER, NEn, OS2z<Np, Oxln— rx 
Na, 0<p<l, q=1— p) 


密度 函数 为 ps 一?) (NP) N) T 
: T] Tk+1l n 
1,2,…,& 十 1)，zivzi, Ti E BRN, Np ts 
Npirion EER rt =n— Gad d ar), pit pi 
+ see pr+1>0) 


Mn; pis 


multiple hypergeometric 
distribution 


"t, Det) 


U a,b) 


k 
分 布 列 为 pte; a= Le Q0, 8—0,1,2, 7) 


b— r5), 
TII 2 ri 


a«b 为 常数 


其 中 


uniform distribution 


均匀 分 布 


或 Ulas,b] 


1 (ru 
密度 函数 为 p Cr) = exp { — E 
N (u,a?) 正 态 分 布 nortmal distribution a Von 20° 亦 称 高 斯 分 布 
(—oo«Cr«4-oo,07»0. p 为 常数 ) 


ay qd. 下 
Cauchy distribution 密度 函数 为 p Go = 元 二 cA 


x r— — Àr 
密度 函数 为 podro Ae 


DAEA GA,r) 


gamma distribution 


Et r>0,A>0 为 常数 
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EN X (x20), 
eO) 指数 分 布 密度 函数 为 p(x) = | 


其 中 4 为 常数 
韦 布 尔 分 布 | Weibull's distribution 


亦 可 记 为 ec(A，c) 
亦 称 1 分 布 
2 


"i no ntn, 
ning (ngtmr) 2 (x>0), 


exponential distribution 


_ [faAz"-!exp(—4Ax^) (a0), 
密度 函数 为 PCz) 一 0 Cr 妇 0)， 


其 中 x0, a0 为 常数 
qpo-2)/26—2:/2 
TERA p= r 到 | 


(r>0), 


Chi-square 
distribution 


Yi) X? 分 布 


RHF 为 正 整数 


密度 函数 为 


1 一 (Inz 一 a)272a2 
| ee l dis- —— e (x > 0), 
xt s 态 i ogarithmic norma IS PG) = " OR. 


tribution 


Ln(g;,o?) 
其 中 ao 之 0 为 常数 


TRARA p(x) = 


t(n) 学 生 分 布 Student's distribution 


RB n AER 


F-distribution 


= n 
F (n, n5) RERA p(x) 引号 ,至 | 


0 (70), 


其 中 non; 为 正 整数 
密度 函数 为 


ee |e) 
其 中 x,a 均 为 实数 ,PB 为 常数 


Ea, 极 值 分 布 extremal distribution 


H | H 
SS 
at 


non-central chi-square 
distribution 


a n ai Ue v S ree 
Xa D AR PLS x? aba M EAP i | 


其 中 为 自由 度 ; A> 0 为 非 中心 参 数 


密度 函数 为 


non-central  :-distribu- 


p(x)= 


n”exp(— 62/2) e n ntm—1\ / ò” 2r jc 
t(n,8) 非 中 心 分布 r| | FL | | $ 


Va r| Z) atao m=0 2 
2 


其 中 为 自由 度 ,6 为 实数 , 且 是 非 中 心 参数 
T BE PR BLA 


tion 


m n | |r Et +a] 
" Me uie) non-central F-distribu- nO eru Y EUM Un NS CNN qx (r > 0),， 
Kona) | 非 中 心 下 分布 | or pO) pl Z) i^ r[ AJ onem 
0 (x <0), 


其 中 min 为 二 自由 度 ,4 为 非 中 心 参数 


BC JR 


FEA ENT sample origin moment of 
MAE the k-th order 


z 


pi 
S 2 
k 


a 
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概 X 统 it 


eae 
(XitXeqi)/2, 
样本 三 阶 中心 矩 除 以 样本 二 阶 中 心 矩 的 3/2 次 宕 的 
bs 


样本 四 阶 中 心 矩 除 以 样本 二 阶 中 心 矩 的 平方 再 减 去 


3. Bp UE D? 


自由 度 | degree of freedom — | dfa, /4 表示 因素 4 的 自由 度 


BRUME RE HAY Ae] = — Y Plog,P; £k 
8 entorpy zu 


边缘 概率 boundary probability 


A n=2k+1, 
Zi "2b 


符号 英文 名 称 Em X 或 举 例 备 注 
sample central moment | b = £ » (x; — x) = | (r—z)y9dF,G) 
g of the k-th order Eod S 
(k = 2,3.) 
总 体 方差 population variance of=—D(X)=ECX— p) 
KK k BT population origin mo- m [ yen 
EM z*dF Ge 
"i Ji d 58 ment of the k-th order pce "s one? 
population central mo- . | g 
rh ment of the k-th order ( as 2 ae 2 en) 
7 , mA 


Mdx = | 


ele 


d 


亦 可 用 X AUR 


亦 称 样本 偏 态 或 偏 态 
系数 


FE AS fii BE 


Sk 


sample skewness 


Kur 样本 峰 度 亦 称 样本 峭 度 


sample kurtosis 


df, f 
E.G) 


EZA 
NN 


型 随机 变量 x 的 炉 HC] 一 一 | fGnlog f Good 


分 布 函数 为 
flkyr,p) = C| pg} (k 一 六 7 + ls 


离散 型 随机 变量 的 边缘 概率 分 布 式 为 
Pi. = EP Pg = LPs 


fGir,p) 


Pi 或 Pi 


N 维 正 态 分 布 的 密度 函数 为 
多 维 正 态 分 布 | normal distribution gr) = — — € TG So T ro pr EER’) 


(2n)"? wW 


I | 
S, 的 标准 化 | standardization of S dem Y (X, — a,2/8, [d 
kel 


样本 点 随机 试验 的 每 一 个 可 能 的 结果 亦 称 基本 事件 
不 可 能 事件 | non-probability event 随机 试验 不 可 能 发 生 的 结果 Lo ell 


随机 试验 EE 只 有 两 个 可 能 的 结果 ,并 且 其 概率 为 p， 
Bernoulli trials 9, 其 中 4 二 1 一 2, 把 EE 独 立地 重复 次 试验 构成 了 | 亦 称 伯 努 利 概 型 


NG.Z) 
RN, (ps2) 


伯 努 利 试验 


一 个 试验 


Q 


z 


z -8- 
a a s 4 
z r > N 2 E 
"1j 


上 控制 线 upper control linear 表示 控制 图 中 上 控制 线 


(= 


CL 


t 4 


LCL 


下 控制 线 | lower control linear 。 | 表示 控制 图 中 下 控制 线 | 


(n|C) 


x —— 对 任 一 特定 个 体 ( 产 品 或 生命 体 ), 从 某 个 标准 时 间 
起 在 规定 时 间 t 内 失效 (或 死亡 ) 
i CLONE eee 


p 可 靠 寿命 | reliability life | 使 可 靠 度 等 于 给 定 值 的 时 间 po.; 称 为 中 位 寿命 
Aw) 失效 率 | failure rate 产品 工作 到 + 时 刻 后 单位 时 间 内 发 生 失 效 的 概率 | | 


n pid time between fail- ——À MEN 
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R(t) 


~ 


简称 分 布 函 数 


当 区 间 (w ,0) 以 某 一 指定 的 概率 包含 时, 称 (0， 

9,) 为 函数 9 的 区 间 估 计 

R —maxízi22,*.2x,] —miniazisa2stt Tn RRA | 亦 称 样本 范围 ,又 称 
样本 中 最 大 值 与 最 小 值 之 差 RAS B 


假设 检验 中 ,对 有 关 总 体 需 要 作出 判断 的 待 检验 的 "- 
命题 的 假设 亦 称 堆 假设 
亦 称 择 一 假设 


Uas Aosta 表示 置信 度 为 的 临界 值 

总 离 差 平方 和 Q= SY aya): 

组 内 离 差 平方 和 Q= $ ouo zo 
sum of squares of devia- 


组 间 离 差 平方 和 Q = nD (五 一 2, 


tions 


因素 4 的 离 差 平方 和 Quo n Gs. 一 2s 
误差 平方 和 Q: = TY ay msg 


显著 性 标记 | significance marked x 表示 作用 显著 . * * 表示 作用 高 度 显著 


marked 


列 拉 直 算 子 | CPerator of according to | 将 矩阵 4 二 (4i;)nxm 中 的 元 按 列 依次 拉 直 排序 , 即 


columns draw line vec(4) 一 (cllyQz1 yan 50123422 » ** sQn2 5 *** snm) 


Es GHHET operator of according to | 将 和 矩阵 A= (aj))nxm 中 的 元 按 行 依次 拉 直 排序 , 即 
rowsdraw line ran(A) = (ai :GQ125'**»1ms21 $0229 "** s 29» *** sanm) 


ENENIETS PELOR onal layout | | (2s) 表 示 二 水 平 三 因素 , 需 作 四 次 试验 的 正 交 表示 


意 义 或 举例 fe d 


A— (x,ua GO |z€ X) RPR XAKER. Y EX, | 亦 称 模糊 集 、 弗 晰 集 、 
Ha GO € [0,1 RBS S 4 的 隶属 函数 不 分 明 集 、 乏 晰 集 等 
E | 


Pe re eae) 
= ua GT ug r)— yalo) ep (a) 


Hang — ua) * upr) = ua aug Ge) 


a®b=minla+b,1), zP abe [0,1] 
ab 二 max(a 十 6 一 1,0), 式 中 a,5b5E10,1j Y>0,p>>0 


式 中 asb€[o.1], 
Y¥>0,p>0 


n . Xn y st FA abe [0,1], 
爱 因 斯 坦 积 | Einstein's product ath Ia- DOL 


用 数 学 


号 


3 


{mn FS Fil (fom Ere Oo Deb. x ids [O0 T]. X 
biis Bees 


non= | pg QD A ja O0/2 V ys 多 ,8 分 别 表示 模 


取 大 运算 


operation of fetch large 


BEC m= | pw (z)/z， n= Jn. G5 


取 小 运算 operation of fetch small m mn 一 | GO V n, r/a Ay 


g = S Tal g A : 


Tt 


小 于 等 于 relax restrictions of less Axsb GIRO SURVIE AR IE Azscb 120 的 软化 
的 放宽 or equal fey 
不 动 度 fixed degree Dir, F) =a, RAN x XT RR FX wi OO 的 


RIER a. CX) 表示 X 上 所 有 模糊 集 组 成 的 集 


* 绝对 误差 absolute error e' 一 7* 一 ZX, 式 中 xz 表示 精确 值 ,zx* 为 xz 的 近似 值 
: . limit of approximate val- | |xz*|«e"',x&rP x" 为 xz 的 近似 值 ,e* 为 近似 值 x* 的 
€ 误差 限 
ue 误差 限 


ef 一 所, 式 中 zx 表示 精确 值 ,e* 表示 z 的 绝对 误差， 

er 相对 误差 relative error um 、 o A E TM 2 
ef 表示 相对 误差 , 它 表 示 误 差 e* 关于 近似 值 x* 的 
近似 程度 


相对 误差 限 le? | 过 er , 式 中 ee 表示 相对 误差 


I = EL co gp ZX* 表示 近 似 值 ,e* 和 er 分 别 
ô 最 大 相对 误差 | maximal relation error 
mn n 


表示 绝对 误差 和 相对 误差 , 取 不 等 式 成 立 的 最 小 数 6 


为 最 大 相对 误差 

od PCla| 0 — 1/2 表示 数 a 的 绝对 值 大 于 它 的 误差 和 

a 多 项 式 的 | zero points set of poly- | Zero (PS) 表 示 多 项 式 组 PS 中 的 多 项 式 的 公共 零点 
NR 公共 零点 集 | nomials 集 


n k 
Res(p,q»x) — aibi * IL TI Ca; 一 Bj) . AP ais B; or 
Res 结 式 resultant ae 


常 简称 误差 


e 


Pr 


standard error 


别 是 多 项 式 pCa) Al g(a) MAB a, asian 和 bi she, 
bp SHA POA q GO BUE 
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中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 


ap=a' 式 中 ap 均 为 原子 , 当 且 仅 当 a=b HRA., 当 原子 不 可 分 解 时 ， 


unification 否则 aUb 为 空 , 集 合 论 中 的 并 运算 是 合 一 运算 的 特 | 合 一 的 结果 等 于 并 集 
吻 情 况 . 


R=1 FE te R 表示 语言 的 闵 余 度 , 已。 是 极限 
HE Ho 是 语言 成 分 等 概率 不 相关 时 的 入 


FE = aX Aa — Ep; (p = 2,3,…), 其 中 

exponential smoothing | a(1—a)! (i 二 0,1,2,…) 为 当期 序列 值 的 影响 权 | 24 pHl 时 即 为 一 次 

value of pth 数 ,a 的 一 般 范 围 在 区 间 [0. 1,0. 5] 内 ,适当 选取 w 的 | 指数 平滑 值 ES? 
值 是 保证 预测 的 关键 


BY BS TUR HE 


redundancy 


SN L "à 
weight smoothing value d 20 2, ditt s ESSI rae M p=1 时 为 一 次 加 
of pth Qi《i 二 0,1,2,…) 为 当期 序列 值 的 影响 权 数 ,a€ [0，| 权 平 滑 值 

1,0. 5] 


es VIF) =— stb A; 为 线性 回归 模型 y= X84-e 
amplification factor of 1—R 
covariance 中 X 的 第 i 个 消费 者 预算 参数 8; 的 估计 值 ,R 为 X 
的 多 重 相 关系 数 


u" (x) 
亚 . " gn Oe — re <7 
风险 厌恶 度量 | risk aversion measure u' Cx) 


E x 可 理解 为 收入 


' 式 中 为 消费 者 的 效用 函数 , 自 变 | JR FR. Arrow-Pratt 风 
Uy DX ARE Bi 


H 
S = {p € R' |p: > 0. È Ps = ]) APR HAS 
[B] , p 表示 价格 向 量 


price simplex 


Bip) = {rE Xi lprxrapret BOCp)) ; 式 中 
= 


PUSREESDADDIRE Bi Cp) BL X: 分 别 表示 第 i 个 消费 者 的 预算 映射 和 消 
费 集 ,zx; 是 第 j 个 生产 者 的 利润 函数 


direct consumption coef- 


直接 消耗 系数 


ficient 


n n n n n n 
bij = aij + Danas + 2; D diaa + DD 2; dududa + 7 oj = 1,2, 7. 
k=] s=1k=] t=ly=le=1 


total consumption coeffi- 


完全 消耗 系数 | ient n) , 式 中 wj 是 直接 消耗 系数 ,如 表示 第 j 个 产品 部 门 对 第 i 种 产品 的 完全 消 
耗 系数 
ci = 1 Hbieb GAZ) ,表示 产品 部 门 提供 单位 最 终 
TEE : " 产品 对 所 有 产品 部 门 产品 的 需求 量 ,b 表 示 第 i,j 两 
完全 需求 系数 | total demand coefficient | 作 关 品 部 门 之 间 的 完全 消耗 系数 ,cj 表示 第 j 个 产品 
部 门 产 出 单位 最 终 产 品 对 第 i 个 产品 部 门 的 需求 量 
动态 投入 产 出 模型 中 常用 的 统计 指标 , d;-— 
ao. 表示 在 t+1 时 第 TU7 一 1，2，… ;7 ) 部 门 增 
rta ñ 了 J 
investment coefficient — | 加 单位 产品 需要 第 i 投资 部 门 在 时 间 : 供 给 第 RIT 
产品 的 数量 . ;表示 t 时 i 投资 部 门 供 给 j 部门 产品 
uit och 表示 j 部门 1 时 的 产品 总 量 
Lg = [a n 一 0.5) + dn — 1.5) 十 … + a, 
time lag 0. 5 ]/100 为 项 目 投资 时 滞 , 其 中 ai 为 第 1 年 投资 占 
总 投资 的 比重 ,n 为 建设 周期 
| Lg — $n $a 为 全 年 总 投资 时 灌 , 式 中 L 4) RO 
time lag i=] i=1 
到 i 部门 的 投资 .n; A A Db A AS E 
az Dui duj ` JP : Thy AS 
€ 应 变 张 量 strain tensor 57779 EX Gy 12:9) exin) RE IURE 
张 量 分 量 9Uj Uj 表示 位 移 分 量 
ea NN RN 
a CD b A max (a,b) ia 9b 全 a 十 5 表示 极 大 代数 中 加 
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f —J* f-F Tayl LRP IS Æ S 4E i AY e By RFK 
中 保留 阶 以 下 的 多 项 式 部 分 , 截 去 的 部 分 称 为 f 
的 尾部 , 记 为 Tayl f 


##(z,B) 表 示 元 素 x TER B 中 出 现 的 次 数 .Y € B. 


O bag 0 之 # Gr BO] HA BRBUL RS? B 
Ws) -72 = , 式 中 Y(s),U(s) 分 别 为 输出 量 
W(s) 传递 函数 transfer function , 


和 输入 量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 ,.Q(s),P(s) 分 别 为 W(s) 
的 分 子 、 分 母 多 项 式 


称 cond G= m] 为 矩阵 的 条 件数 ,cond GE 
大 ,和 矩阵 G RT RE 


设 S — diag (261.02, *** ,0p), 则 称 o(i=1,2,°°, pA 
对 角 和 矩阵 S 的 对 角 元 


设 X = block diag 1st A Az A， ets 
Apts AD KB A 为 阶 方 阵 , 则 称 A: ASR fA E 
阵 的 块 对 角 元 


arg (g (jw) PRAHA. Hg Ge) mX n BE IE PR 
数 ,j 为 虚数 单位 


^H f$ phase angle 
conv fe, D) —conv fjw, Fo), R P conv( * KIR 
R? 上 的 凸 包 ,wER,i AERA, Do (vivi-0.1; i 


i f convex hull 
—].2,-:,m)ÀN vi —1.2. mmi e i S eR 


ess supe (GC) ) 表 示 m X n Br 5B Pc (A PRG Ge) K 
ess sup 本 质 上 确 界 | essential supremum v 


本 质 上 确 界 . 即 除去 e 的 一 个 零 测 子 集 后 的 上 确 界 


low characteristic num- 


condition number 


条 件数 


块 对 角 元 


cond 


blockdiag 


block diagonal element 


-— 


arg( * 


conv( + ) 


1 


h 
maxf = »ic;rj 
j=l 


constraint condition 
Ia (*). 
Xu (7 = 1,2,.° ,7), 


目标 函数 max Ff 必须 满足 (x ) 中 的 条 件 
VO 表示 字典 式 为 正 的 ;过 0 表示 字典 式 为 负 的 ; 
Lex min 表示 字典 式 最 小 
A; * x 
rg Aj «oj (了 A 9) 


— oo (3 Af «0, 
Sa 称 为 基 了 的 下 特征 数 ALAS 为 检验 数 


X aizj = bi G = 1,2, eum), 
s.t | 


V= CU19V25 dd 


n 维 向 量 空间 的 向 量 


ber 


; À; 
min { — lar >0}, J AF S05 


number 


above characteristic a= 
Too, 3 Ay >0, 
Ox 称 为 基 B 的 上 特征 数 , ,7 为 检验 数 


Abs yy fee he i pO pj JG TE— AA BH E ES X min f= pi fit pf 

ee aa) ij ni od AAMAS 
PCs) 策略 wales P 表示 最 优 策略 . Pr, 《xi) 表 示 最 优 子 策略 ,是 初始 
状态 为 o 的 后 部 子 过 程 所 有 子 策略 中 最 优 者 


opt vj, xa» Pein (xe) | E zs d y PAR vi,, 的 最 优 值 ， 
PP 表示 子 策略 是 从 第 & 段 开始 到 终点 过 程 的 策略 
正 线性 组 合集 set of Positive linear 
combination 
EMEN 


posA= (lala ER”, a= S 8A; B; 0, P 1,25%, 
J=] 
n) 表示 由 和 矩阵 A 的 各 列 的 正 线性 组 合 组 成 的 集合 


epi f={(2,a) |aS f Cx) mR f(zx) GE C RO S 
上 图 .车 给 定 epi S/W f(x) =min{iz|(r,a) €epi f} 


X/Y/Z/C 为 排队 记 法 ,其 中 X,Y,Z,C 的 意义 依次 
为 :1. 相继 到 达 间 隔 时 间 的 分 布 ;2. 服务 时 间 的 分 
18:3. 服务 台 的 数目 ;4. 允许 的 顾客 容量 


queueing notation 


-Šp 2 `~- ^ sux 
Ls "V3 r1 team length expected im Du 1 Sip pean SEN Mr 
m value 模型 的 队长 期 望 值 ,po 为 服务 强度 , 即 服 务 台 平均 利 
用 率 
7 p os 表 
pa ti i E ANDE NL 
示 标 准 的 M/M/1 模型 的 队列 长 期 望 值 ,2 为 服务 强 
度 , 即 服务 台 平均 利用 率 
xi ER EST [8] expected value of staying Ws= ELW]= 一 ;表示 标准 的 M/M/1 模型 的 逗留 
| 时 间 期 望 什 
w 等 待 时 间 expected value of wait- 
期 望 值 ing time 


ml 

Wq=Ws " 

待 时 间 期 望 值 
XT G=(S,,82:,A), x S12 (01 502598" On} Pe JJ 

XI games 
Ve = max min dj; = min maxa;; ff Jj Xt R G = 1S1, 55, 
Ve 对 策 值 games value i j or a 

Aj 的 值 
N 
噪声 温度 noise temperature Te-yg UD, EP NN 为 噪声 功率 ,& GEHE TE RN 
数 ,B 为 频带 宽度 (Hz) 
传播 常数 ”一 ca 十 j8= YZirni, 其 中 a 表示 衰减 常数 (Np/m,dB/ 
ij 


HAT PARTE RRA So (Bier ,Br} 表 示 局 中 
Y 

MD. 表示 相 移 常数 (rad/m) 
Lt 传输 损耗 


Lt = 32.45 + 20lgf + 20lgd 十 A 一 Gi 一 Gi, 式 中 
信道 容量 channel capacity 


= 
X 
YN 
xi 
Wi 
im: 
Ko: 
z 
e 
E 
T 
= 
gq 
D 
d 
n 
len 
四 
tas 
as) 
© 
O 
T 


q 
S 


L 
W 


GRR AR MER M/M/1 模型 的 等 


en! 
M. 


Te 


上 了 为 工作 频率 (MHz) ,da 为 传输 距离 (km),4 为 电路 
衰减 (dB) GG. 分 别 为 发 射 天 线 与 接收 天 线 的 增益 
(dB) 


C= max! Gr; y) ,其 中 卫 (z) 为 输入 符号 概率 (或 概率 
密度 ) ,7(Cziy) 为 互信 息 量 
RCD* )minl(ICGui;v)) PoilzDEBn, 其 中 万 * 为 信 
源 的 允许 平均 失真 度 ,T(w;v) 为 平均 互信 息 量 
Ia=log F575 一 一 logP(4), 式 中 P(A4) 为 随机 事件 


PEED ib y 表示 收 到 的 消息 ,z 表 
示 收 到 消息 的 某 事件 的 信息 量 


IOGYO- HOO — HCOX| YO ,其 中 H OO f EMA 
输出 符号 集 Y 以 前 关于 输入 符号 集 X 的 平均 不 确定 
性 ;五 (X1Y) 代 表 接 收 到 输出 符号 集 Y 后 关于 输入 
符号 集 X 的 平均 不 确定 性 


loss of transmission 


信 源 率 失 source rate distortional 


RUI Kn function 


M 


自信 息 量 self-information 


average mutual informa- 


IG; y) =log 


I(X;Y) 


平均 互信 息 量 


tion 


逻辑 导 式 operational symbol of Dae) = 之 (a, CO BO RP ai B; 表示 长 度 为 的 二 


运算 符号 logical derived rule xt sil FF 31 835705 OB; 是 二 进 制 码 元 相 加 . Dla, PR 
示 a. 对 应 位 置 上 码 元 取 值 不 同 的 个 数 


周期 卷 积 periodic convolution | G0 6935; G0 RP 3 GO MF (nm) 表示 周期 长 度 


QV 循环 卷 积 circular convolution TUN F2(n) 


Bf LPR SER BA 杨 德 平 
E 方 郝 拉 娣 AS IE 
审 GE FR 陈 惠 津 ØWRE 
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RE Ze RSI 


说 明 : 1. 该 索引 收录 了 本 卷 正 文中 给 出 释文 的 全 部 条 目 及 其 参见 条 目 ,提供 读者 按 汉 字 笔 画 方式 检索 


使 用 。 


2. 以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 笔画 由 少 到 多 的 顺序 排列 , 若 笔 夯 数 相同 , 则 按 一 ( 横 )、| 
Be). ) GO . 
CR), X G2008289 ^. CR) BA Ee tr EJ BLEH DTE) EE CER Be ] ”外 ) 归 为 一 ( 折 )。 
相同 的 , 则 按 第 二 个 字 的 笔画 数 和 起 笔 笔 形 的 顺序 排列 ,依次 类 推 。 


3. 凡 第 一 个 字 为 西 文字 母 ,数学 符号 .罗马 数字 和 阿拉 伯 数 字 起 首 的 条 目标 题 


"(点 )、 了 了 ( 折 ) 五 种 笔 形 顺 序 排列 ,其 中 , (( 提 ) 归 为 一 ( 横 )， 


] CS £35 1729 | 


第 一 个 字 


一 律 排 在 汉字 起 


首 条 目标 题 的 最 后 。 以 西 文字 母 起 首 的 条 目标 题 分 别 按 其 字母 的 伦 体 大写、 小 写 及 字母 本 身 
吉 构 顺序 排列 ;数字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 
若 起 首 的 字母 ,符号 及 数字 相同 时 , 仍 按 其 后 汉字 的 笔画 顺序 排列 。 


的 先后 顺序 排列 ;数学 符号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 绎 


到 大 的 顺序 排列 。 


— H 


一 一 对 应 eee 157,462,610 
es 462 


一 元 一 次 不 等 式 …… 和 PP 
一 元 一 次 不 等 式 组 ……………………: 
一 元 一 次 函数 ee 

一 元 二 YR HTH rh ree cee cee ee 


一 元 二 次 不 等 式 …… 


Nos d LM 


一 元 二 次 方程 … 


_ 元 二 次 方程 的 求 根 公式 


中 


T nn 


一 元 二 次 方程 的 解法 … 


关系 … 
一 元 二 次 多 项 式 … 


本 


一 元 二 次 多 项 式 根 的 对 称 


cs = ALS Kis 


PA eck: Cee E 


一 元 分 式 不 等 式 的 解法 ……… 


一 元 方差 分 析 eee concen soo sos oso son 
— JG 7] Tir HH 
一 元 曲线 回归 oo 
一 元 多 项 式 ——————— 
一 元 多 项 式 环 "T" 
一 元 多 项 式 的 加 法 ee 


en ene nee cen see ces ces esesce 613 
一 元 nn 次 方程 ee 


—WKOPE oto。 
一 次 同 余 方程 5955 a Foe aeiace essen 
一 次 同 余 方程 组 oo 
一 次 函数 的 图 象 .pe 


— BUR - 


Beer 


一 致 极限 - 


E ol Rn 
E o TS eae dad sansnelbusaaeievvadess 
soy Fal Ge Hl) I S 
aA er 
EE VIR OD ILS 
zB UE erae EUR Essais re 
uc ds See ns 


020 


509 


926 


一 维 对 合 对 应 —————— 


一 维 射影 变换 - 

一 维 射 影 变 换 的 自 对 应 
TH: a's Se comes 
gwen - 
BELA FE eeeeee 


二 H 


二 元 一 次 方程 eee 
二 元 一 次 方程 组 eee 


一 次 方程 组 的 解法 


mo ee ee 
二 元 二 次 方程 组 eee 


二 元 二 次 方程 组 的 解法 


二 元 布尔 代数 eH MH 
二 元 关系 ee 
二 元 运算 ee 
二 元 周期 序列 ee cee ese cnenenees 
二 元 函数 ee 
二 元 线性 方程 组 e n MM 
二 元 线性 回归 和 和 ii 

IRPA eee 
二 分 法 PEPPER 
二 次 无 理 数 pe 
二 闫 来 定 方程 uii 
mn/ Weer 
eae. Meroe Ty 
二 次 方程 的 图 解法 PP 


m Qu m 
* 315,480 


UR HR - 


位 置 


=H mR HA AE 


Bh ace erre 


二 次 曲线 的 正 交 不 变量 ……… 


A nass 
二 次 曲线 的 主 方向 ， — 


EA 
二 次 曲线 的 主轴 ……………………- 
二 次 曲线 的 共 斩 方 向 …………… 
— wk HH BY FE SE ELS 
二 次 曲线 的 仿 射 分 类 cee cee cee eee 
二 次 曲线 的 极 线 …………… 
二 次 曲线 的 极点 ee 
二 次 曲线 的 判别 式 cee cee cee cee eee 
二 次 曲线 的 规范 方程 cee eee cee eee 
二 次 曲线 的 顶点 en e Ml 


二 次 曲线 的 直径 cre eee ree eee 
二 次 曲线 的 奇 点 eee 


112 


OTETI 316 
二 次 曲线 方程 的 化 简 nnn 

二 次 曲线 的 切线 cee cee eee eee 
二 次 曲线 的 中 心 £3 


318 


316,467 
317,467 


319 


ca 


318 
318 
317 


Seren 317,467 


二 次 曲线 的 非 渐 近 方向 ……… 
二 次 曲线 的 矩阵 e n MM MM 
二 次 曲线 的 特征 方程 ……………- 
二 次 曲线 的 特征 根 ………………… 
二 次 曲线 的 基本 不 变量 EE 
二 次 曲线 的 渐 近 方向 
二 次 曲线 的 渐 近 线 e 
ee 
… 320 


二 次 曲线 族 ， 
二 次 曲面 ， 


SAMSAM - 


二 次 曲面 方程 的 化 简 ， 


et 
二 次 曲面 的 切 平面 eee 
二 次 曲面 的 切 锥 面 cer cee cee cee nee 
二 次 曲面 的 中 心 pe cee eee ene 
二 次 曲面 的 中 心 方程 组 ……… 
二 次 曲面 的 分 类 cee eee cee cee eee eee 
二 次 曲面 的 正 交 不 变量 ……… 
SE d ee 


二 次 曲面 的 正常 


二 次 曲面 的 主 径 面 eee 
二 次 曲面 的 共 斩 方 向 oe 
二 次 曲面 的 规范 方程 eee 
二 次 曲面 的 奇异 方向 ven 
二 次 曲面 的 奇 点 eee eee ene cee ene 
二 次 曲面 的 非 渐 近 方 同 een 


二 次 曲面 的 径 面 
二 次 曲面 的 矩阵 ， 


O E 
二 次 曲面 的 特征 多 项 式 …………… 
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467 
316 
317 
316 
319 
318 


317,467 
316,467 


317 
319 


43 


二 次 曲面 的 特征 根 eem 


二 次 曲面 的 基本 不 变量 


二 次 曲面 的 渐 近 方向 ee 
二 次 曲面 的 渐 近 线 eee 
二 次 曲面 的 渐 近 锥 面 enm 
二 次 曲面 的 简化 方程 …………… 
二 次 同 余 方程 eeeveeeeee 
二 次 同 余 式 eeeeeeeeeeee 
二 次 同 余 式 的 解数 ………… ene 
—HXKE4EJ e 
KMPER eere nenne one 
二 次 非 剩余 
二 次 函数 ee 


YR PRC ERY FE cee ee ee cee cee eee 


ue) @iv tM eee 
= Oc FY AY Ex [| MET 


二 次 型 的 克 罗 内 克 方 法 


二 次 型 的 极 型 
二 次 型 的 判别 式 eee cee eee cee cee eee 
二 次 型 的 顶点 eI 
二 次 型 的 标准 形 eeeeee- 
二 次 型 的 相合 cee eee cee eee eee cee eee 
SKUE See 
UF A FETE RR eeeeee 
二 次 型 的 秩 pe ee 


= TE [.L 7 | non cee seresccencns eee 
RTE 
a ey re ee eer are 


二 次 剩余 - 
二 次 剩余 序列 
二 次 锥 面 ， 


二 阶 曲 线 上 的 对 合 eee 
二 阶 曲线 上 的 射影 变换 ……… 
二 阶 曲线 的 内 接点 形 ……… 
二 阶 曲线 的 极 线 cer cee M MM 
二 阶 曲线 的 极点 .ee 
二 阶 曲 线 的 奇异 点 ………………… 


二 阶 曲 线 的 射影 分 类 eee 
人 
一 阶 曲面 的 极 面 nem 


二 阶 曲面 的 极点 emm 
二 阶 曲面 的 奇异 点 ……………… 
二 阶 曲面 的 射影 分 类 eM 
Se ee ADM 
* 316,479 


二 级 曲线 


> 


二 级 运算 … 
二 进 制 … 


Mu d 


713 


480 


* 35 
"Tm 92 

Hu i ci e 

- 23 

二 进 数 与 十 进 数 的 互 化 …………… 

ee T rrr 


23 


24 
23 
24 


A E T 
SEHR RR eene 


二 进 数 减法 … 


二 直角 球面 三 角形 - ps 


二 项 分 布 。 
=op 


二 重 级 数 .……: 


ERARAS AEEA - 


HFS - 
二 重 函 数列 - 


二 重 寡 级 数 pp 
二 重 数列 ee 
二 值 同 态 pe 
二 维 射影 变换 pe 
二 维 射影 空间 eeeeee34x3- 
二 维 随机 向 量 pe 
TIAE ee 
T3uti NECS MMMMMMRMRIRHRRRR 
FTE JN BC TAYE MM 
+ PE Fil] TAL FR cre eee cee cee cee eee eee ces 
EE Hi AIT BAIR coe cre cee tee ee eee nee eee 
Betis bh © ee 
ets ee ee enm 


TP 586 


24 
23 
«$199 
260 
- 706 


* 99,414 
二 项 同 余 方程 er 
THR GEER pe 
mU LI MEDII 
二 面 形 eeeeeeeeeeeeete 
ip mE 
二 面 角 的 内 部 eeeeee- 
二 面 角 的 示 度 角 ee 
二 面 角 的 平分 面 ere 
二 面 角 的 平面 角 wer ere cee tet een eee 
MERJA] eMe 
二 面 角 的 相等 ee 
二 重 元 素 ee 


115 
389 
389 
580 


几乎 完满 数 coe eee cee sescee coe nne eee 
几何 三 大 问题 pe 
几何 元 素 enn m M MM 
几何 中 项 pp 
几何 分 布 cre eee n M MM IR 
nbl. a 
几何 公理 系统 的 解释 .…………… 
几何 平均 eee 
几何 级 数 een n M MIR 
几何 体 e n n M MM HMM 


几何 体 的 项 点 


几何 休 的 界面 nem 
WE 3:5]. 25 IE 
几何 体 的 截面 
T 


几何 学 … 


和 


coni ""————————— A 
SLAB HEF) ee HH 
几何 数列 ee 
几率 eR nh 


—À 
— 
= 


El 


三 大 作 图 问题 .PP 
三 个 连续 数 的 问题 T 
三 个 事件 的 独立 性 ee 
三 元 一 次 方程 组 errr errr rr errr rs 
三 元 一 次 方程 组 的 解法 ……… 
三 元 一 次 齐 次 方程 组 eee 
三 元 齐 次 线性 方程 组 eee 
三 元 线性 方程 组 eere 


三 平面 的 位 置 关系 ee 


三 天 天 要“ 
ZKJ in 


=H PARA ee 


三 次 曲线 ， 


— BÓ ee 
三 角 不 等 式 的 图 象 解法 ……… 


eg LI E 


105 


332 


cope s 
三 角 方 程 ， 


OE 


三 角 方 程 组 的 解 nononacnonsoososoos 
三 角形 三 边 的 关系 66 


三 角形 内 角 平 分 线 的 性 质 
三 角形 外 角 平 分 线 的 性 质 


SUD T" 


三 角形 外 角 定 理 - 


EA e uM 


三 角形 的 内 角 和 eM MMMMMeÜesl 
三 角形 的 内 部 een n n M M Mà à gg 9. 
三 角形 的 巧合 点 a 
三 角形 的 外 角 和 eo.。 
三 角形 的 外 部 en MIR 


131 
131 
126 


e 13] 
SATE MORES - 


129 


三 角形 的 重心 coe eee eee cee eee eee ene 
=A É 5B) # fl esc soo sos ste oso oon 
三 角形 的 旁 心 MM 


a 


三 角形 线性 元 素 的 计 和 


EG 


三 角 函 数 式 的 极 小 值 …*……… 
三 角 函 数 间 的 基本 关系 = 
三 角 函 数 图 象 的 渐 近 线 = 
三 角 函 数 的 万 能 代 换 式 = 
三 角 函 数 的 反 三 角 运算 = 
三 角 函数 的 表 对 数 "o 
=f PRX AY zr BITE oe cece cee cee 
三 角 函 数 的 非 几 何 定义 …*…… 
三 角 函 数 的 周期 IE 

= fA ph Bc AY Ji] Ba me T"——— 
=f pk X AY) Fe] HA PE ses ccccnetencne 
=f pk BC EY) HE FES sh eee one nences 


errr eae 


三 角 函 数 的 最 小 正 周期 = 

三 角 函 数 的 零点 sereno vot oso ooo 
= ff 函数 的 简化 公式 TT 
三 角 函 数值 的 符号 …………… 


194 
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条 目 笔画 索引 


三 角 圆 pp 
三 空间 图 形 的 位 似 轴 ………… 
三 面 角 的 内 部 Seeoeeseeeeeeooeese 
三 面 角 的 外 部 oo 
三 面 角 的 余弦 定理 eeeeeee 
— K f& mpi Cfa» T" 
= tt [bi] aes ten cee cae cee onq ona one wee 
三 段 论 公理 ee 


三 段 论 规则 - 
三 段 论 的 式 - 


三 段 论 的 复合 形式 ee cee scenes 
三 段 论 MARR wre 


三 段 论 的 格 - 


三 段 论 的 第 二 格 .ee 
三 段 论 的 第 四 格 ""—————— 
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三 斜 求 积 公式 ， 


三 维 空间 点 的 齐 次 坐标 


三 维 空 
三 维 射 影 空间 ， 


三 等 分 角 问 题 T" 
工具 论 ee 
THER eene nre nnn 
Ke FB, SE FB ccc M 


大 项 不 当 周 延 错 i 


FTW CRE YR eeeeeeesee 
KC RE HA Wr sera ee eseas aei agiueeyes 
i eem ene nene nne 
[| 
| dave TE 
Se Di ze a ee 
FCDA E EET 
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1. 该 索引 收录 了 本 卷 正文 中 给 出 释文 的 全 部 条 目 及 其 参见 条 目 , 提 供 读者 按 汉 语 拼音 方式 检索 


fs FH 

2. 以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 汉语 拼音 字母 顺序 排列 , 知 第 一 字 的 声母 .韵母 相同 , 则 按 
声调 的 阴平 .阳平 .上 声 . 去 声 顺 序 排列 。 第 一 个 字 相 同 的 , 则 按 第 二 个 字 的 汉语 拼音 字母 顺序 
排列 ,多 音字 按 不 同 的 拼音 字母 顺序 排列 , 依 此 类 推 。 

3. 几 第 一 个 字 为 西 文字 母 ,数学 符号 .罗马 数字 和 阿拉 伯 数 字 起 首 的 条 目标 题 , 一 律 排 在 汉字 起 
首 条 目标 题 的 最 后 。 以 西 文字 母 起 首 的 条 目标 题 分 别 按 其 字母 的 化 体 、 大 写 、 小 写 及 字母 本 身 
的 先后 顺序 排列 ;数学 符号 起 首 的 条 目标 题 按 知 识 结构 顺序 排列 ;数字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 
到 大 的 顺序 排列 。 告 起 首 的 字母 .符号 及 数字 相同 时 , 仍 按 其 后 汉字 的 拼音 字母 顺序 排列 。 
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说 明 : 1. 该 索引 收录 了 本 卷 正文 中 给 出 西 文 标题 的 全 部 条 目 ,提供 读者 按 西 文 检索 使 用 . 
2. 条 目标 题 按 起 首 西 文 字母 的 顺序 排列 (同一 字母 先 大 写 , 后 小 写 ); 条 目标 题 的 西 文 缩写 , 按 一 
个 词 排列 。 其 他 文 种 亦 按 此 原则 编排 。 
3. 凡 以 数学 符号 .罗马 数字 和 阿拉 伯 数 字 起 首 的 条 目标 题 ,一 律 排 在 条 目 西 文 索 5| 的 最 后 。 数 学 
符号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结构 顺序 排列 ;数字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 
4. 若 条 目标 题 起 首 的 字母 ,符号 数字 相同 时 , 则 按 第 二 个 字母 等 的 顺序 排列 , 余 此 类 推 。 
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Bul 25 4% & CAlaoglu,L. ) i l 
i R £J (Bolyai, J. ) 
阿 梅 斯 (Ahmes ) 


JK 3 AR (Borel, CF. -E. -J. -)E. ) 
波 利 亚 (Polya ,G. ) 

波 士 (Boose,A, ) 
波斯 特 (Post,E.L.) 

(B A XH (Bernstein. F. ) 

4E LB JH. CBepuurreiii ,C. H. ) 
{8 Æ X (Birkhoff ,G. D. ) 

YH #S CPoisson, S. -D. ) 

I8 ^J (Bonnet, P. -O. ) 

Tg 2K (Boole ,G. ) 


Bay 72 PY CAgnesi,M.G. ) 

Bay REA (Atkin, A.O.L. ) 

Bay ££ (Artin, E. ) 

阿 耶 波多 第 一 (Aryabhata I ) 
埃 尔 米 特 (Hermite,C. ) 

埃 拉 托 斯 特 尼 (Eratosthenes ) 
埃 森 洛克 (Eisenlokr,A. ) 

埃 斯 特 曼 (Estermann , 工 . ) 
Wht (Eilenberg,S. ) 

3E $i HH (Eisenstein, F.G. M.) 


爱 尔 特 希 (Erd6s ,P. ) Ap OK € (Burmann,H. ) 

爱 可 尔 斯 (Echols ) Ap iT S dB (GByxurra6, A. A.) 

爱 因 斯 坦 (Einstein,A. ) fg fF] * 47K CBurali-Forti ,C. ) 

T fi He (Anderson, C. ) 1p € m i (Brianchon,C. J. ) 

BRK Hy eh (Oresme .N. ) : Ap Œ 4& ir Briggs. H. ) 

奥马 。 海 亚 姆 (Omar Khayyami) 布 列 纳 (Brenner,G.) 

奥 斯 特 罗 格拉 菊 基 (QcTrporpancrun,M. B. ) fa JE (Brun, V. ) 

A RES Oughtred, W. ) An JE, 52,26 (Brouncker, W. ) 

FE (Otho, V.) fg 1 FE 2K Blumenthal, L.O. ) 
B fg B EK (Brocard,P.R. J.B. H. ) 

Tg Jg AN REA Et d (By uskosekun, B. S. ) 

EP (Barrow, I. ) 

E E (Banach,S. ) C 

柏拉图 (Plato) 策 梅 洛 (Zermelo,E. F.F. ) 

邦 贝 利 (Bombelli,R. ) 程 大 位 (Cheng Dawei) 

邦 别 里 (Bombieri,E. ) 陈景润 (Chen Ching-Jun) 
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中 外 人 名 译名 对 照 表 


弗 拉 克 (Vlacg,A.) 


D 38 25 JE 3E CFranék) 
3k + $4 (da Vinci,L.) 3B 18 Ft (Frege, (F.L. 0G.) 
ikfg (Darboux, (J. 2G.) B46 ot R (Fraenkel, A. A. ) 
ik BOI AR Cd? Alembert ,J.le R.) 38 Ul jg #r (Frobenius, F. G. ) 
K HT # SH (Damascius , (D)) 18 B (Foury, E. ) 
K _E JR FF (Oue Shigehashi) Aj H H (Fourier, J.-B. -J. ) 
X8 (Da Yu) & Hk JE (Fubini,G. ) 
fi & 4 (Dedekind, (J. W. )R. ) 
APY (Dai Xu) G 
丹尼尔 第 一 ， 伯 努 利 (Bernoulli,Daniel I) fill ZR (Gardiner , W. ) 
24 $8 = (Dandelin,G. P. ) An Fi] HE (Galilei ,G. ) 
f& - DI Pa (de Bessie, F. B. ) fii F (Galois ,E. ) 
德 布 鲁 因 (de Bruijn, N.G. ) nes 4& Fy (Ghazala,M. J. ) 
德 朗 布尔 (Delambre J. -B. J. ) Ij &r (Gunter, E. ) 
f&1* A (Delaunay ,C. E. ) 高 尔 顿 (Galton ,F. ) 
德 。 摩 根 (De Morgan, A.) 高 斯 (Gauss.C. F. ) 
$& p tA (Desargues.G. ) dX SE Sy (Gossett, W.S. ) 
XS E K (Terrenz,J. ) 哥 德 巴赫 (Goldbach ,C. ) 
狄 俄 克利 斯 (Diocles ) 哥 德 尔 (G6del,K. ) 
狄 利克 雷 (CDirichlet ,P. G. L. ) 格拉 姆 (Gram,J.P. ) 
狄 诺 斯 特 拉 托 斯 (Dinostratus) 格拉 斯 曼 (Grassmann ,H.G. ) 
迪 费 CDiffie,W. ) 格 兰 迪 (Grandi,G. ) 
iB 7z #E (Dickson, L. E. ) 格兰特 (Graunt,J.) 
i JE (Dini, U. ) RE £8 9 (Graffe,K. H. ) 
迪 潘 (Dupin, P. -C. -F. ) 格雷 果 里 (Gregory,J. ) 
$% F JL (Descartes,R. ) RE JI ^K Rr (Gellert, W. ) 
a 3 XX (Timaeus) ke PK (Green ,G. ) 
Bit Xt d5 (De Moivre,A. ) tA & lH (Grupp,F. ) 
] Rt (Ding Quzhong) 4x Y^ JE (Gong Sunlong) 
£ EK (Diophantus ) RK T (Guldin,P. ) 
杜 。 布 瓦 - 雷 蒙 (Du Bois-Reymond ,P. D.G. ) 关 孝 和 (Seki Takakazu) 
E 郭守敬 (Guo Shoujing) 
恩 波多 克 尔 (Enbodokel) H 
F n& 4& CHardy ,G. H. ) 
he R (Haar, A. ) 
法 尔 廷 斯 (Faltings,G. ) 哈 尔 莫 斯 (Halmos,P.R. ) 
法 里 (Farey ,J.) 哈 尔 佩 思 (Halpern,J.D.) 
iX Je Wi (Fagnano,dei. T. G. C. ) 哈 吉 斯 (Hagis ,P. ) 
范 。 德 。 瓦 尔 登 (Van der Waerden, B. L. ) 哈里 奥 特 (Harriot , 工 . ) 
范 道 文 (Fan Daowen) e 3 Hamilton, W. R.) 
$6 (859 HH (Vandermonde, A. -T. ) i Æ (Hasse, H. ) 
T5 id HE AK (Vandiver, H. S. ) i +E 48 3; (Hartogs, F.M. ) 
3€ 7H H (Fresnel, A. J. ) i 7K & (Hellman) 
AE WEE 32 (Fibonacci, L. ) 海伦 (Heron (A. )) 
$t REM (Feuerbach,K. W. ) i& 46 Se & Nr (Helenius) 
ety E (Ferrari, L. ) E (Heine, H. E. ) 
$t t8 (Free) ¥ FEA (Heisenberg ,G. ) 
# L, (Fermat,P. de) Zt Ur X (Hausdorff,F. ) 
$t 35 /R CFisher, R. A. ) M 7K #8 (Holder ,O. L. ) 
75 HR flZK CVon Oppel) tok OK S (Hermann, J. ) 
4 + WB SB (von Neumann,]. ) ih OR AE PR (Hurwitz, A. ) 
1 + Fie By BE Cvon Staudt,K.G.C. ) JM ORE Hermes ,P. ) 
a6 Fi OK Wf (Fogels.E. ) ap HE FE FB (Heaviside, O. ) 
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ie HR CHerschel,J. F. W. ) 
Bm 3€ (Hesse, L.O. ) 

F i£ (Huntington, E. V.) 
4E 3€ + (Wallace, W. ) 

tE $K CWaring E. ) 

46 9 Br (Hua Loo-Keng) 

怀 尔 斯 (Wiles,A. ) 
怀特 海 (Whitehead ,A.N.) 
惠 更 斯 (Huygens,C. ) 

RE (Hui Shi) 

Æ /K (Hall, A.G. ) 

霍 尔 斯 (Holls ,L. ) 
霍 尔 斯 特 德 (Halsted ,G.B. ) 
堆 克 (Hok ,W. ) 

Æ m (Horner, W.G. ) 

Æ Yk (Hopf, H) 


## (Kiefer,J.C. ) 
吉 布 斯 (Gibbs J. W. ) 
吉 拉 尔 (Girard,A. ) 
嘉 当 (Cartan,H.) 

fi FE (Jia Xian) 

AR Hf (Tech,T. J.) 


FR A (Cardano,G. ) 
FERH (Carleson,F. ) 

FS (Carleman,T. ) 

卡 努 里 (Cagnoli) 

- i@ (Carnot,L. (-N.-M. )) 
iG (Karnaugh,M. ) 
FAI (Capelli, A. ) 

-E SER Ht (Cassels ,J. W.S. ) 
FI BH (Catalan, E. C. ) 

+ TLF] Œ (Cavalieri, CF. )B. ) 
-F fü JE (Cassini ,G. D. ) 

FF ft 8) (Kepler .J. ) 

ALS (Cayley, A.) 

aL Rz ^K & (Kemperman) 
JE Hy (Quetelet, L.-A. -J. ) 
康德 (Kant 1. ) 

fe F£2K (Cantor ,G. CF. P. )) 
BRIE CCantor , M. B. ) 

BR SB (Kang Xi) 


H OK Bt FH IS X (Koumoropos, A. H. ) 


Ry Je 3& (Konig,D. ) 

Fy PG (Cauchy, A. -L. ) 

# A (Ke Zhao) 

Bl RK (Cotes, R. ) 

FA CCohen,P. J.) 

#} A (Cohen ,J. H. E. ) 

Bl 9E Koch, H. von) 

P MRA (Koppelberg,S. ) 
克拉 维 乌 斯 (Clavius,C.) 


中 外 人 名 译名 对 照 表 


753€ F (Clairaut,A. -C. ) 

T5, 3€ 98 (Cramer ,G. ) 

323€ A (Klein, (C. )F. ) 

WEIR (Crelle, A. L. ) 

55 & AR (Krull, W. ) 

758 pj (Kronecker, L. ) 

克 诺 普 (Knopp,K.) 

克 森 诺 克 拉 底 (Xenocrates,(C. )) 
库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski,K. ) 
E A] (Coolidge, J. L. ) 

E RIR (Kummer E. E. ) 

2 A (Quine, W. V.O.) 


L 


hit Et (Raabe, J. L. ) 
拉 德 马赫 (Rademacher 5H. ) 

V i 2 (Laguerre, E.N. ) 
Hr BH H CLagrange,J.-L. ) 
Ht 95 €& B, (Lacroix,S. F. ) 
ty FO 4 (Ramanujan,S. A. ) 
fil ffi Lamé,G. ) 

A% prr (Laplace, P. -S. ) 
HW RE CRasiowa,H. ) 

ht Bt /R (La Hire, P. de) 

3€ p JE HR (Leibniz, G. W. ) 

Se vx Æ R CJlexcenb, A. H. ) 

3k BR (Lehmer,D. H. ) 

3E SR Er (Lehmus,C. L. ) 

Se HE (lévy , P.) 

* jB (Landau, E. G. H. ) 

BA4A (Lambert, J.H. ) 

BB JÆ CLoney, S. L. ) 

iy Ul AE (Lebesgue, H. L. ) 

iy $8 E, A (Lemoine, É. M. H. ) 
iki (Legendre, A. -M. ) 

ae a5 PERI CRhaeticus,G. J. ) 
4G Al (Rahn, J. H. ) 

雷 格 蒙 塔 努 斯 (Regiomontanus ,J. ) 
雷 科 德 (Recorde,R. ) 

雷 尼 (Renyi,A. ) 

5 & (Riemann, (G.F. )B. ) 

Æ (Lie,M.S. ) 

2= ye RL (Li Chunfeng) 

7E 3$ (Lipschitz,R. (O. S. )) 
李 善 兰 (Li Shanlan) 

as ee OR AF GB (Littlewood, J. E.) 
Æ F 3£ i X (Jlanyuos, A. M. ) 
李 冶 (Li Ye) 

Æ Z Ñ (Li Zhizao) 

FA ODL f (Liebet ,K. ) 

里 凡 斯 特 (Rivest) 

BB CRickert,N. W. ) 

FB FF (Ricci) 

FRY (Richelot,F. J. ) 

fJ $3 S£ (Ricci, M.) 
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中 外 人 名 译名 对 照 表 


列 维 (Levi,B.) 

林 德 曼 (Lindemann, (C. L. )F. von) 
PRS E HE (Lindenbaum, A. ) 

J JE và GIunank, IO. B. ) 

xi fi (Liu Hui) 

刘瑾 (Liu Jin) 

xl 4E 7K (Liouville,]J. ) 

f£ Æ (Rubin, M.) 

# Æ f (Robinson, R. M. ) 

$8 & X Gudolff,C. ) 

& 3E J£ (Ruffini,P. ) 

f£ ø v, 3T (Reuleaux,F. ) 

£& Bk (CRouché, E. ) 

B Ja (Lü Hou) 

B Æ (Lucas,F. -E. -A. ) 

BRI (L'Huillier,S. -A. -J. ) 

Hi  (Siuse,R. -F. de. ) 

BE) Xj AE Clooauenckuit, H. M. ) 
B Il BLA CRoberval,G. P. de) 

P OK CRolle,M. ) 

罗曼 诺 夫 (Povahopy,H. TT. ) 

B Z (Rosser ,J. B. ) 

罗素 (Russell ,B, A.W.) 

# * (Rothe ,P. ) 

罗 特 凯 维 奇 (Rotkiewicz) 

洛 必 达 (L?Hospital,G. -F. -A. de) 


M 
43] (Martin,D. A. ) 


马尔 页 尼 什 维 利 (MapmkaarmaBrntK.K. ) 


马尔 可 去 (Maprkop,A.A. ) 

马尔 可 夫 的 兄弟 CMapkoB,B. A. ) 
D OR BE & BE y ( Mapkymesnu, A. H. ) 
jf (Mackay) 

H y 58 CMarx 4K. ) 

马克 劳 林 《Maclaurin,C.) 

马 斯 凯 罗 尼 (Mascheroni,L.) 

A H) Ry d (Mycielski ,J. ) 
麦克 莱恩 (Maclane,S. ) 

3E vu Sr (McCluskey, E. J. ) 
麦克 诺顿 (McNaughton R. ) 

ZH Ur (McKenzie) 

& (Mann;H. B. ) 

SWRA FF (Macdelbrot,B. ) 

& X KW (Mangoldt ,H. C. F. von) 
毛 罗 利 科 (Maurolico ,FE. ) 

Hg BL (Mei Goucheng) 

梅 卡 托 (Mercator, N. ) 

T AY wA Wr (OMenaechmus) 

Fg Jr I| NF. FE (Meziriac ,C. G. B. de) 
HE £X (Machin,J. ) 

f HE (Mersenne, M. ) 

梅 特 多 重 斯 (Metrodorus ) 

梅 文 易 (Mei Wending ) 

l IÆ (Menger ,K. ) 
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门 纳 劳 斯 (Menelaus (A. )) 
蒙哥马利 (Montgomery,D. ) 
= tt, (Monk) 

z H (Monge,G. ) 

LPA 2R (Münger) 

KAR Bt Mills, W. H. ) 

X AER Miqule, A. ) 

IK HL EX (Mirimanov D. ) 
JK (Mill,J. S. ) 

XE X Hr HE (Minkowski, H. ) 
X f& 2K (Mordell,L. J. ) 

XR (Mohr,G. ) 

X $i (Mollweide,K. B. ) 
X 3€ (Morle,F. V.) 

X fi (Morley ,F. ) 

583 (Mo Di) 

BK LL 5 Nr (Möbius, A.F. ) 

EE BEST (Mertens,F.C. J. ) 

T Je Ye] (Smogolenski , J. -N. ) 


N 


拿破仑 (Napoleon ,B. ) 
纳 皮 尔 (Napier ,J. ) 


纳西 尔 丁 。 图 西 (Nasir al-Din al-Tusi) 


a & (Neyman ,J. ) 

Ay AK (Nagell,T.) 

JE AR (Neile, W. ) 

JE BE 5 BW (Nicomachus , (G. )) 
JE ELK iii By (Nicomedes) 

Jg af (Nicol, C. A. ) 

^- dii (Newton, D 

Zi & (Newman,M.H. A. ) 

if #8 (Noether, (A. OE. ) 

Wig BR (Neugebauer, O. ) 


O 
X & Fi RH CEudoxus, (C. )) 
Kk JL Œ 4§ (Euclid) 
WX f (Euler, L. ) 
FX tii (Ohm , M) 

P 


li 3 3r (Pappus, CA. 0) 

WA FF A (Pacioli,L. ) 

ith Æ F/R (Parseval,C. M.-A. ) 
IH iti (Pasch, M. ) 

帕斯卡 (Pascal,B. ) 

帕斯卡 (Pascal,E.) 

i 7K FZ (Pan Chengbiao) 

i Ce] (Pan Chengdong) 

Be dm 3 (Poincaré, (J. -)H. ) 
培根 (Bacon ,F. ) 

培根 (Bacon ,R. ) 

M (Pepin,T. ) 

{il & (Pedoe,D. ) 


中 外 人 名 译名 对 照 表 


fi 7K (Pell, J. ) 斯 彼 德尔 (Speidell) 
佩 奇 (Page,A.) iy ORAS HT Stieltjes, T. J.) 
fi XE if (Peano,G. ) Nr Be x. (Stevin, S. ) 
1 3€ | (Poncelet ,J.-V. ) Er 28 HE (Schooten,F. V.) 
皮 芒 斯 楚 斯 (Pitiscus,B, ) Nr EHE (Skolem, A. T. ) 
KK Bh (Pierre ,B. ) Nr BL HE (Scott, W.R. ) 
皮尔 斯 (Peirce,C.S. ) # BE Æ (Sluse,R. -F. de) 
OR db Pearson, K. ) 斯 洛 温 斯 基 (Slowinski,D. ) 
皮 耶 里 (Pieri,M.) 斯 皮 尤 西 波 斯 (Speusippus) 
iE 97 RE 2 £ (Brahmagupta) Hr REB (Stirling, J. ) 
i H+ yin 3 SS — (Bhaskara I) H3 (Stone, M.H.) 
FH RAG AR (Koppelberg,S. ) Hr EK RF (Stewart, M.) 
35 3€ FR (Playfair, J. ) 斯 图 姆 (Sturm,C. -F. ) 
i£ B m (Pliicker,J. ) 斯 托 克 斯 (Stokes,G.G.) 
普罗 克 洛 斯 (Proclus ) 3 HK (Cy cau, M. 8.) 
fh (Sun Qi) 

Q BIS + (Solovay, R. M.) 
契 恩 豪 斯 (Tschirnhaus ,下 . W. ) 
乔 拉 (Chowla,S, ) I 
切 比 雪夫 (He6pnues ,Tl. JT. ) 塔 尔 斯 基 (Tarski,A. ) 
Jg € (Cesaro,E. ) 塔 尔 塔 利 亚 (CTartaglia,N. ) 
YJ Fl (Ceva,G. ) Ze S Taylor, B. ) 
Æ JL (Qin Jiushao) 3E 893r (Thales, (M. )) 
清宫 俊 雄 (Shimiya Toshio) 泰 特 托 斯 (Theaetetus ) 
琼斯 (Jones,，W.) £8 3p 2K 8] CTeichmüller,O. ) 

R i538 ZE (Thomson, J. ) 

m th FE Thomson, W. (L.K. )) 

热 尔 岗 (Gergonne,J. -D. ) 122; 88 (Von Bell,J. A. S. ) 
W/K S (Germain,S. ) 汤 斯 托 尔 (Tonstall,C.) 
瑞 利 (Rayleigh ,J]. W. ) 陶 林 努 斯 (Taurinus,F. A. ) 
车 尔 当 (Jordan,M.E.C.) ee BE Fil 3€ (Toeplitz ,O. ) 


TE WV JE t (Terjanian,G. ) 


S 图 埃 (Thue,A.) 
萨 凯 里 (Saccheri,G. ) 图 基 (Tukey ,J. W. ) 
萨 稳 埃 尔 。 费 马 (Fermaty,C.S. ) TE SJ BR (Ptolemy) 
Æ IKA tA (Selberg, A. ) jt Œ Y Fl] (Torricelli, E. ) 
FIR H EA (Selfridge. J. L. ) 
= E XK (Mikami Yoshio) W 
ib Àj (Chasles, M. ) E, f& & COWadmann,J. ) 
di4 (Mitani) BAR SE He (Walfisz,A. ) 
商 高 (Shang Gao) 瓦尔 加 (Varga) 
孙子 (Sun Zi) 瓦 格 斯 塔 夫 C(Wagstaff,S. S. ) 
施 恩 费 尔 德 (Schoenfeld,L.) EE + ÆA (Vallée-Poussin,C. de la) 
He BOK PK 38 CSchlomilch,O. ) Bu 8 JE $3 (Varignon,P. ) 
jt; € (Schröder, F. W. K. E.) JR CWeyl, (C. H. 2H. ) 
hi P. d ARE CIImpenrbvan, Jl. D. ) Exi (Wang Xiaotong) 
ht 3E 4A (Steiner.J. ) +.) Wang Xun) 
ht 3E JE HR (Steinitz, E. ) 王 元 (Wang Yuan) 
He Alii (Study, E. ) RE ^& ^R CWantzel ,P. -L. ) 
HEFL ARR (Stolz,O. ) 威尔逊 (Wilson ,J. ) 
He BL 2% (Schwarz,H. A.) Æ fa 2K (Weibull, W. ) 
施 外 卡特 (Schweikart,F.K. ) 韦 达 (Viete,F. ) 
施 英 策 尔 (Schinzel) 韦 塞 尔 (Wessel,C. ) 
施 蒂 费 尔 (Stifel,M. ) 维 布 伦 (Veblen,O ) 
£t ^R CSchur,I. ) 7E Il (Venn,J. ) 
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2 VE AR d Z8 K (Buuorpanob, M. M. ) Biz Ghelah,S. ) 
2 ?& IV JE (Viviani, V. ) 3E d£ 3E (Simpson, T. ) 
伟 烈 亚 力 (Wylie,A.) FÆ Ek CXunuun, A. S. ) 
外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. CT. W. 5) 体 姆 (Hume ,J. ) 
id a RE (Wingate, E. ) 徐光启 (Xu Guangqi) 
文帝 (Wen Di) . 许 凯 (Chuquet,N. ) 
沃 尔 费 (Wolf,C. von) 许 普 西 克 勒 斯 (Hypsicles,(A. )) 
沃 尔 夫 斯 克 尔 (Wolfskehl,F.P. ) BE PUE (Xue Fengzuo) 
iK IR FL (Volterra, V. ) jal (Xun Kuang) 
iK All Ht CWallis,J. ) 
ik #6 CWarren,L. J. ) Y 
iK £F CVopenka) TE & #6 3S — + IERI (Bernoulli Jacob I ) 
iK RE CVaught, R. L. ) HE & 4p FE (Jacobson , N. ) 
E558 HS (Y ppicon, M. C. ) HE n] E (Jacobi, C. G.J.) 
乌 鲁 伯 格 (Ulugh Beg) 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 
吴 嘉 善 (Wu Jiashan) 延 森 (Jensen,].L.W.V.) 

X fi (Young, W. H. ) 

杨辉 (Yang Hui) 

西 奥 多 修 斯 (Theodosius , (B. )) 叶 克 (Jech , 工 .J. ) 
西 尔 维 斯 特 (Sylvester J. J. ) 伊 夫 斯 (Eves,H.) 
西 格 尔 (Siegel ,C. L. ) FM 3E (Yin Wenlin) 
西 科 尔 斯 基 (Sikorski, R. ) 水 格 伦 (Ljunggren,W.) 
西 姆 森 (CSimson ,R. ) 24) By S8 — * [E I (Bernoulli Johann I ) 
A iX ve EL (Hippocrates, (C. )) 
A AR AB FE (Hilbert , D. ) Z 
A dE (Sheffer,H. M.) ok Fr £& (Zhang Qiujian) 
希 帕 恰 斯 (Hipparchus , (R. )) | EX 3€ (Zhao Shuang) 
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HARKER, PRAHBBR, RAMAN SRA ADT AD (BeBe 
于 杀青 付 梓 了 ， 释 信之 余 感慨 展 多 。 

上 世纪 80 年 代 中 期 , 随 着 国家 改革 开放 的 深入 ,华夏 盛世 初 显 , 我 们 这 些 数 学 工作 者 深 感 教学 与 
科研 急需 ， 且 人 过 中 年 应 有 所 建树 以 无 愧 人 生 ， 于 是 决意 编纂 一 部 大 型 数学 工具 书 ， 以 振兴 祖国 数学 
事业 ， 为 中 华 民族 争光 。 当 《数学 辞海 ) 的 选 题 一 经 提出 ， 便 在 国内 外 数学 界 赢得 热烈 反响 ， 特 别 是 得 
到 了 前 辈 名 家 的 亲切 关怀 和 积极 支持 。 又 经 广泛 调研 、 民 主 磋商 和 反复 论证 ， 一 部 集 古 今 中 外 数学 成 
就 于 一 体 的 (数学 醉 海 》 总 体 设 计 方 案 被 确定 下 来 ， 我 们 从 此 踏 上 了 始 料 不 及 的 艰难 历程 。 

立意 之 初 ， 我 们 考虑 到 国家 百业 待 兴 ， 财 力 紧 缺 ， 准 备 不 靠 国家 拨款 ， 自 筹资 金 完成 这 项 系统 工 
程 ， 问 一 条 民间 编纂 大 型 工具 书 的 新 路 。 为 搞 好 编纂 工作 ， 特 地 组 成 了 民间 机 构 一 一 数学 辞海 编辑 委 
员 会 及 其 常设 联络 办 事 机 构 : 数学 辞海 编辑 部 ， 并 得 到 国家 教育 部 、 山 西 省 教育 厅 、 山 西 省 新 闻 出 版 
局 和 山西 省 教育 学 院 〈( 现 与 山西 大 学 师范 学 院 、 太 原 师 专 合并 为 太原 师范 学 院 ) SRK INA. 8E 
稿 初期 ， 由 于 有 200 余 所 院 校 及 科研 单位 几 代 数学 工作 者 的 热情 支持 和 积极 参与 ， 进 展 尚 属 顺利 ， 但 
随 着 工程 的 进展 , 要 在 全 国 范围 内 (包括 港 、 台 地 区 ) 的 1500 多 名 专家 、 教 授 之 间 联 系 落 实 撰 稿 、 统 稿 、 
审 稿 、 改 稿 、 编 辑 、 校 对 等 工作 ， 再 加 上 绝 大 多 数 的 专家 、 教 授 是 利用 业余 时 间 完 成 以 上 工作 的 ， 缺 
乏 资 金 来 产 和 专业 的 工作 人 员 等 困难 ， 使 之 民间 组 织 的 数学 辞海 编辑 部 实在 不 堪 重 负 。 为 解决 编辑 活 
动 经 费 ， 编 辑 部 的 一 些 人 几 度 成 为 当代 “ 武 训 ”， 四 处 奔走 ， 多 方 求助 。 就 这 样 ， 编 辑 部 仍 经 党 处 在 邮 
资 、 通 讯 和 差旅费 难以 支付 的 境地 。 | 

在 经 历 广 九 九 八 十 一 难 " 之 后 ， 在 《数学 醉 海 Y T EENS X. EL IDRDRISS ERE m E E E EAN h 
有 识 之 士 给予 的 慷慨 捐助 ， 特 别 是 山西 当 人 民政 府 的 资助 ; 深 深 感谢 山西 教育 出 版 社 、 东 南大 学 出 版 
社 、 中 国 科 学 技术 出 版 社 和 北京 大 学 出 版 社 给 予 的 关键 性 支持 。 我 们 也 不 能 忘记 那些 给 我 们 送 来 100 
元 、500 元 、1000 元 …… 的 捐助 者 ， 当 然 更 要 告诉 读者 的 是 : 如 果 您 感到 此 书 对 您 稍 有 帮助 的 话 ， 请 
不 要 忘记 这 1000 多 名 数学 工作 者 是 不 计 报酬 、 不 讲 条 件 地 编纂 这 部 工具 书 的 , 他 们 当中 还 有 很 多 人 把 
自己 的 工资 捐献 给 编辑 部 ， 以 确保 数学 辞海 编辑 部 的 工作 不 致 中 断 。 还 有 一 些 专家 、 教 授 ， 历 经 数 年 ， 
其 至 十 几 年 苦心 修 典 ， 往 往 一 天 伏案 十 五 六 个 小 时 ， 终 于 积劳 成 疾 ， 竟 然 没 有 亲眼 看 到 《数学 辞海 ) 面 
世 ， 就 不 无 遗憾 地 离开 了 我 们 。 听 着 他 们 临终 遗言 :“ 一 定 机 尽 快 出 版 中 国 的 《数学 态 海 )”， 更 增添 了 
我 们 的 一 份 紧 迫 感 和 责任 感 。 

共有 悠久 历史 的 中 华 民 族 ， 对 世界 数学 发 展 的 杰出 贡献 ， 长 期 为 世人 瞩目 ， 虽 经 中 落 ， 但 中 国 当 
代数 学 科学 又 有 了 重大 的 进步 。 我 们 相信 : 在 国家 “科教 兴国 ”方针 指引 下 ， 中 国 必 将 再 度 成 为 数学 大 
国 ， 深 望 ( 数 学 辞海 ) 能 为 实现 这 一 宏伟 目标 略 尽 微薄 之 力 。 

《数学 辞海 ;第 一 版 即将 面世 之 时 ， 一 种 不 名 的 您 惧 荣 绕 心头 ， 它 的 质量 能 获得 读者 的 认可 吗 ? 能 
达到 立意 之 初衷 吗 ? 希望 广大 读者 在 发 现 此 书 的 种 种 问题 时 ， 不 音 赐 教 。 待 我 们 稍稍 喘息 之 后 ， 将 再 
邀请 一 批 专 家 、 教 授 对 其 进行 修订 ， 使 之 进一步 充实 提高 ， 以 期 终 殖 完善 。 
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